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Depuis Poincaré et Birkhoff pour comprendre la structure des
orbites d'un systéeme hamiltonien & deux degrés de liberté au voi-
sinage d’une orbite périodique élliptique on est amené a étudier
les difféomorphismes du plan qui préservent ’aire autour d’un
point fixe élliptique. Dans le cas générique, on est alors amené,
a laide des formes normales 3 étudier une classe d’applications: les
difféomorphismes de ’anneau qui préservent l'aire et qui dévient
la verticale. C’est dans ce cadre que 'on déduit, parmi d’autres
propriétés, 'existence de courbes invariantes entourant le point fixe,
formant transversalement un ensemble de Cantor de mesure posi-
tive dont la densité tend vers un quand on s’approche du point fixe,
et de régions annullaires d’instabilité bordées par ces courbes ou se
crée une dynamique de type chaotique due & des intersections de

variétés stables et instables de points périodiques hyperboliques.

Des méthodes variationnelles introduites indépendamment par
S. Aubry et J. Mather en 1980 ont alors permis de construire une
théorie des difféomorphismes de 1’anneau qui préservent l’aire et
qui dévient la verticale permettant entre autres de comprendre la
dynamique des régions d’instabilité, ou d’ étudier d’autres exemples
comme celui du billard convexe introduit par Birkhoff. On retrouve
ce type de méthodes et de résultats dans d’autres systémes dyna-
miques conservatifs (voir V. Bangert [Ba] ou J. Moser [Mo 1, Mo
2]).

1l existe cependant des systémes dynamiques ol apparaissent
des applications qui dévient la verticale mais qui ne préservent

pas Paire. C’est pour cette raison que nous tacherons d’expliquer
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comment des méthodes topologiques permettent de retrouver les
principaux résultats du cas conservatif et ainsi d’ étudier ces appli-
cations, en particulier nous insisterons trés peu sur les méthodes
variationnelles.

Dans un premier chapitre nous donnerons une liste non exclu-
sive de systémes dynamiques définis par des applications qui dévient
la verticale, puis dans les deux chapitres suivants introduirons les
notions et les outils principaux de notre étude. Ainsi dans le Cha-
pitre 2 nous définirons les ensembles d’Aubry-Mather, esquisserons
la théorie variationnelle par une démonstration d’existence de ces
ensembles dans le cas conservatif, et donnerons enfin des critéres
topologiques pour les obtenir. Le Chapitre 3 sera consacré a la
théorie de Birkhoff, c’est-a-dire a ’étude des ensembles annulaires
invariants, que nous essayerons de généraliser. Les trois chapitres
suivants seront des conséquences de ce qui précéde. Ainsi dans le
Chapitre 4 nous étudierons les applications proches de celles qui
sont conservatives et dans le Chapitre 6 celles qui sont dissipatives,
nous nous intéresserons en particulier aux attracteurs de Birkhoff.
Le Chapitre 5 sera consacré a I’ étude des régions d’instabilité dans
le cas conservatif.

Ce qui suit est la rédaction d’un cours donné a 'IMPA (Insti-
tuto de Matematica Pura e Aplicada), Rio de Janeiro, au printemps
1988. C’est un grand plaisir de remercier le personnel scientifi-
que et administratif de cet institut pour ’extraordinaire ambiance

mathématique et la gentillesse de leur accueil.
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Chapitre 1

EXEMPLES DE DIFFEOMORPHISMES
DE L’ANNEAU DEVIANT LA VERTICALE

Dans ce chapitre nous donnons d’une part la définition précise
des difféomorphismes qui dévient la verticale, d’autre part quelques
systémes dynamiques définis par ces applications. Commengons
par préciser les notations que nous utiliserons jusqu’a la fin de cette

étude.

§1 Notations

Nous notons T = R/Z le tore de dimension 1 et A 'anneau
T! x R muni de sa structure de variété usuelle. Il n’y aura pas de
risques de confusion, ainsi nous désignerons par les mémes lettres
un point ¢ = (6,r) de A et de son revétement universel A =RxR,
de méme que nous appelerons par le méme nom les deux projections
p1 et pa définies & la fois sur A et A.
Nous considérons les applications
mA - A, 8,r)—(6+2,r)
et T:A—A, 6,r)—(6+1,r)

et noterons X la préimage 7~1(X) de toute partie X de A.
Pour tout point z = (6,r) de A (ou de A) nous définissons les
verticales:
D'(z) = {6} x] — co,7]
D*(z) = {68} x [r, +o0.
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Patrice Le Calvez

Nous identifions une application de T! dans R et une appli-
cation de R dans R de période 1, nous pouvons ainsi parler d’une
application de T! dans R continue & droite ou continue & gauche. Si
1 et 9’ sont deux applications de T! dans R nous écrirons ¢ < ¢’
(resp. ¢ < ¥') si ¥(0) < ¥'(0) (resp. ¥(8) < ¥'(6)), pour tout
6 € T!. Enfin nous noterons C°(T!) (resp. C*(T?)) ensemble des

applications continues (resp. de classe C') de T? dans R.

Dfz(7)

(=) f(=)

DEFINITION: Nous dirons qu’un difféomorphisme f de A isotope a
I’identité dévie la verticale & droite si et seulement s’il existe 8 €
10, Z [ tel que pour tout point z de A, I’angle formé par le vecteur
T = (0,1) et le vecteur Df, (") (resp. Df; (")) soit compris
entre § — 7 et —f3 (resp. entre B et w — ).

Nous noterons K ’ensemble des difféomorphismes de A déviant
la verticale & droite et K 'ensemble des relévements & A d’éléments

de K. Chacun des ensembles K et K sera muni par la suite de la
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Etude Topologique des Applications Déviant la Verticale
topologie compacte-ouverte.

§2 Exemples

Exémp]e 1: Un exemple explicite.

Soit ¢ dans C1(T!) et A dans ]0, 400, 'application
f;}: A A, (0,r)— (8+r,2r 4 p(8 4+ 1)) est un difféomorphisme
de classe C! de A isotope & l'identité qui reléve un difféomorphisme
de A, noté f‘;\.

En tout point z = (,r) de A, la matrice de D fé(z) 8’ écrit:

(e rovtoun)
PO+r) A+g@+r))

Ainsi les images respectives par D fé(z) et (D f;)'l(:v) du vecteur
(0,1) sont (1,A + ¢'(6 + 1)) et (-1,1), on en déduit que f: est un
élément de K.

Nous reverrons trés souvent cette classe d’applications. Notons
A

que si A est égal & 1, I’aire est préservée par f,

» alors qu'elle est

diminuée si A est entre 0 et 1.

Exemple 2: Le billard convexe.

Exposons Pexemple du billard du & G.D. Birkhoff {Bi 2] (pour
plus de détails voir par exemple R. Douady [D], d’6u est tiré
d’ailleurs ce qui suit).

Considérons une courbe simple convexe I' de classe C* (k > 2)
et de longueur 1 et 'application suivante:

& chaque couple formé d’un point de I' et d’une droite passant

par ce point, on associe le couple formé d’une part par le second
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Patrice Le Calvez

point d’intersection de la droite avec I', d’autre part de la droite
symétrique par rapport a la normale & T en ce second point.

Si 'on se donne une paramétrisation 7: T! — T, s s 7(s) de
T avec ||¥'(s)|| = 1, on peut caractériser chaque droite passant par
¥(s) par Pangle, défini modulo 7, qu’elle fait avec 4'(s) et on obtient
une application F de T* x R/xZ dans lui-méme.

Cette application est bijective et induit I’identité sur le tore

T! x {0} (c’est le cas ou la droite est tangente).

PROPOSITION. — F est un homéomorphisme,

~ la restriction de F 4 T! x R/xZ\ T* x {0} est un difféomorphisme
de classe C*—1.

DEMONSTRATION: Si s et s' sont deux points de T? distincts on
note O(s, ') Pangle (¥'(s), v(s) — v(s")} et ©'(s, s') 'angle

{(v(s") — v(s), 7'(s')); #'ils sont égaux on pose O(s,s') = &'(s,s') =
0. On obtient ainsi deux applications de classe C*~! vérifiant

£0(s,¢") = ',i,n.e_(;(’:,))l > 0 quand s et s’ sont distincts.

10
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7(s")

ds’

On en déduit que ’application
G:T'xT' - T xR/7Z
(5,8) = (s, 6(s,5")
est un homéomorphisme qui envoie A = {(s,s), s € T} sur T? x
{0} et qui induit un difféomorphisme de classe C*~! entre T* x
T!'\ A et T x R/7Z\ T x {0}.
L’application
G T!'xT! - T! x R/nZ
(s,8) = (¢, ©'(s, "))
vérifie les mémes propriétés. La proposition est alors une consé-
quence de I’égalité F = G' o G2, ]
REMARQUE 1: Si p(s) est la courbure en s, la quantité g—?(s, 8) est
égale 3 22,
Ainsi si la courbe est fortement convexe (c’est-a-dire si la fonc-

tion courbure est strictement positive), les applications G,G' et F
sont des difféomorphismes de classe C*~! de la variété toute entiére.
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REMARQUE 2: La fonction £:T! x T! — R, (s,s')— |h(s)—7(s")||

a une différentielle sur T! x T\ A qui s’ écrit
dl = cos O'(s, s')ds' — cos O(s, s')ds.

En écrivant ddf = 0, on en déduit que F' préserve la forme volume
w =sin 6 ds A d6.

REMARQUE 3: L’application F se reléve en un homéomorphisme f
de T?! x {0, 7] qui induit I'identité sur chaque bord de I’anneau, qui
est un difféomorphisme de classe C*~! de Dintérieur (de anneau
tout entier dans le cas fortement convexe) déviant la verticale et
préservant une forme volume. L’image d’une verticale s’enroule

autour de I’anneau comme ’indique le dessin suivant.

A1)
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Etude Topologique des Applications Déviant la Verticale

Exemple 3: Le pendule amorti entretenu.
Nous allons étudier une équation différentielle ou apparaissent
des applications déviant la verticale (voir Casdagli {Ca 2]).

Soit I’ équation suivante:
6 + af + sin 270 = p(t)

ol p est une fonction de classe C* (k > 3) et de période T > 0, et
ol a est un réel strictement positif. Cette équation se rameéne par

le changement de variable r = 6, ¢ = ¢ au systéme suivant:

§ =r
7 = —ar —sin2x0 — p(¥)
b =1

c’est-a-dire & un champ de vecteurs sur T! x R x R/TZ. Ce champ

est transverse a chacune des sections T! x R x {¢} et nous pouvons

considérer 1'application de Poincaré F associée & T! x R x {0}.
Remarquons que Z est strictement négatif des que r est

supérieur & r, = a~}(1 + sup [p(t)]) et strictement positif si r est
teR

inférieur & —r,. Ainsi’anneau T? x [~r,,r,] X R/TZ est un attrac-
teur; le champ est rentrant sur son bord et toute orbite aboutit dans

I’anneau. Nous allons montrer le résultat suivant pour la restriction
de F AT! x [~r,,7mo] x {0} =T x [~1,,70).

PROPOSITION. Il existe des applications F,,... ,Fn,_; de
T! x[—r,,1,] dans lui-méme, diminuant laire et déviant la verticale

a droite, telles que F=F,,_j0F, 50:---0F,.

DEMONSTRATION: On note ¢ le flot défini par le champ de vecteurs

et, Pentier n étant fixé, F; 'application de passage entre

13
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T'xRx {{ T} et T! x Rx {1£1 T}, c’est-a-dire le difféomorphisme
F; de T! x R défini par:

141
n

450r, S T) = (R, i),

Chacun des F; envoie T'! x [-r,,r,] dans lui-méme et l'on a
F = F,_10---0F, D’autre part la divergence du flot est égale
a —a et le Jacobien de F; constant égal a e~ % donc inférieur a
1. La proposition sera démontrée si 'on prouve pour n assez grand

Passertion suivante:

) 1 0
Vie {0,...,n—1}, V(8,r) € T'x[-r,,75], o p1oFi(6,r) > 0,
ceci est une conséquence du lemme suivant.

LEMME. Sit est positif et suffisament petit, alors:
1 a
V(0,r,¢) € T X [-ro,70] X R/TZ, e $:(6,7,9) > 0.

DEMONSTRATION: La fonction qui & (¢, 8, r, ) associe
3% P10 $:(6,7,4) est de classe C?, la formule de Taylor donne:

7] i)
EPI o ¢u(0, Ty ¢) = 5?1 o ¢t (91 L 'r/’)lt—_;o
2 u
+u g 1o b r oo+ [ (8- u) g pr o bl )it

= o-q»u-;-/0 (t"“)ét%m ° ¢«(8,r,9)dt.

Mais la fonction qui a (¢,6,r,1) associe 5?;5 p1 0 $4(0,1,9) étant

bornée sur [0,1] x T! x [-r,,1,] X R/TZ par un réel M, on

14
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a l'inégalité |2 p, o¢u(0,r,t/))——u| < Yu? pour u € [0,1] et
(8,7,9) € T! x [~r,,r,] X R/TZ et ceci prouve le lemme. O
REMARQUE: L’étude de notre champ de vecteurs se raméne a un
produit d’applications déviant la verticale et non pas & une appli-
cation. Il se trouve, méme si nous n’en parlerons pas, que les
phénomeénes que nous étudierons se généralisent quand on con-
sidére un produit d’applications déviant la verticale. Remarquons
d’autre part que 1’égalité d’olt provient la déviation de la verti-
cale est 1’égalité “triviale” # = 6, aussi ce qui vient d’étre fait
se généralise au cas d’un grande nombre d’équations différentielles
du second-ordre & coefficients périodiques. Pour les liens entre les
applications qui dévient la verticale et des équations différentielles

on peut consulter Bangert [B] ou Moser [Mo 1, Mo 2].

Exemple 4: Etude de la dynamique d’un difféomorphisme préser-
vant l'aire au voisinage d’un point fixe élliptique.

Soit f un difféomorphisme de classe C° défini au voisinage
de 0 dans R?, laissant fixe ce point, préservant la forme dz A dy
et tel que les valeurs propres de D f(0) soient sur le cercle unité
(A = ¥ X = e7%" of @ € R) et vérifient A" # 1 pour n
appartenant & {1,...,q}.

Ce difféomorphisme admet & tout ordre un développement li-
mité:

X

Y Pilz,y) +o((l=] + ™)

=1

3 Qitey) + of(lel + b))

=1

Y

ou les P; et Q; sont des polyndmes homogénes réels de degré i,
que l'on peut écrire aussi sous une forme complexe, en posant Z =

15
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X+iY,z2=z+iy, 2=z—1y

n
7 =) Ri(z%)+o(")
i=1
ou les R; sont des polynémes homogenes complexes en z et z de
degré i (pour n =1, Z = Az + o(|z])).

Le probleme des formes normales est de trouver un systéme
de coordonnées ol ces polyndmes ont la forme la plus simple pos-
sible. Ici nous aurons le résultat suivant du & Birkhoff [Bi 1] (voir
également [SM]).

THEOREME 1.1. I existe un difféomorphisme h de classe C*, défini
au voisinage de 0, laissant fixe ce point et préservant la forme dzAdy
tel que:

ho foh (z) = Aze? PR 4 o(|2z|*7Y)

ot P(X)=a;X+...4+amX™ est un polynéme réel de degré m tel
que2m+1<gq.

DEMONSTRATION: Soit N le premier élément de N U {+o0} tel
que A" = 1, faisons une récurrence sur ¢ € {2,... ,N — 1}. Puis-
que f(z) = Az + o(|z|) le résultat est vrai pour ¢ = 2. Sion le
suppose vrai au rang ¢ — 1, on peut écrire f(z) = X fo(2)+ o(|z]*7?)
ott fo(z) = z€*7™20G%) et ol Q est un polyndme réel tel que
2d°Q + 1 < ¢ — 1. Nous raisonnerons en termes de germes: deux
difféomorphismes locaux de classe C* fixant 0 sont équivalents s’ils
coincident sur un voisinage de 0. L’ensemble quotient Z est alors un
groupe pour la loi de composition. Si ket h' sont deux éléments de T
nous dirons que & = h'[2"] si les développements limités de h et de A’
coincident jusqu’a I’ordre n—1 (notons qu’ils définissent un élément
de T). Si " est un autre élément de 7, alors-h o A" = h' o h"[2"] et

16



Etude Topologique des Applications Déviant la Verticale

h" o h = h'" o B'[2"]. En particulier h o A'~!, h'"1 o h et I'identité
sont égaux modulo z".

Soit hy ’homotéthie de rapport A. Puisque f = hy o f,[277}]
on peut écrire

fof M (z) = Az + R(2,%) mod [27]
ot R(z,Z) est un polyndme homogene de degré g — 1.
LEMME 1. II existe un polynéme S(z,z) homogéne de degré ¢ — 1
tel que I’élément de T défini par la relation h*(z) = z + 5(z,%)
vérifie:
R*ofof lo h”_l(z) = Azmod [29] si ¢ est impair
=Xz 4+ Az""17"mod [29] siq est pair et si
q

n=--1

2
DEMONSTRATION: Si h*(2) = z + S(2,%) mod [29] alors h* ' (2) =
z — 8(2,Z) mod [27] et donc:
fofito h*_l(z) = Az — A\S(z,%) + R(z,z) mod 2]
h*o fofr oh* (z) = Az — AS(z,%) + R(2,%) + S(Az, A7) mod [29].
Si Pon écrit:
R(zZ) = Y, a;2'7 et S(z2)= Y b7
i+j=g-1 i+j=g~1
le coefficient en z'Z’ du polyndme
T(z,%) = —AS(z,%) + R(z,2) + S(\z,A%)
est a;j + bij A(=1 + Ai=i71),
Grace a ’hypothése faite sur A, puisque ¢ — j — 1 varie entre —q
et ¢ — 2 le coefficient de b;; ne s’annulle jamais quand ¢ est impair
et s’annulle pour ¢ = % dans le cas ol ¢ est pair. On peut donc

trouver un polynéme vérifiant la conclusion du lemme. n]
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LEMME 2. On a I’égalité

k*ofo h"-l(z) = Az ¥ PGP mod [29)
oix: P(X) = Q(X) si ¢ est impair
et P(X)=Q(X)+ﬁAX”siqestpa.iretsin=%—1.
DEMONSTRATION: N’ étudions que le cas ot1 g est pair, ’autre étant
identique

fo o h(z) = 22D 4 §(2,%) mod [29]

= ho f,(z) mod[29)

R*ofoh* ofilz)=h"ofoflo h‘_l(z) mod [27]
= Az + A2"t1Z" mod|[29)
= Az 2" AGD" mod [29)
ol A' = 75 A.
On en déduit
h*ofo h‘_l(z) = Az 7D 2T A LGN mod [9]

= Az e2i1rQ(z'z‘) e2ier’(z?)" mod [Z]q.

Le théoréme 1.1 sera démontré aprés le lemme suivant.

LEMME 3. Si q est impair, il existe un élément h de I, préservant
dz A dy tel que h(z) = z + S(z,%) mod {z]2.

Si g est pair, d’une part A' = fiAﬁ est reél, d’autre part si le coeffi-
cient bpy1,n de 2"11Z" dans S(z,z) est imaginaire pur, il existe h
dans T préservant dz A dy tel que h(z) = z + S(z, Z) mod [2]".
DEMONSTRATION: Nous nous limiterons 14 encore au cas ou g est
pair.

18
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Le développement réel de la fonction f o f; ! o hJ! s’ écrit:

{y

ou U et V sont des polynémes homogenes de degré g — 1. Le fait

¢ +U(z,y) + o((l| + ly?)
v+ V(z,y) + o] + y)?)

que la fonction préserve l'aire implique la relation

o, v
dr Oy

Puisque R vérifie ’égalité:

=0.

g—R(a:+zy,z—zy) U v (av aV)_

+6 or 53;

>

Le polynéme a gauche est un polyndme réel, ainsi:

10R | 10R

1
/\az+jgz_

est identiquement nul comme polyndme en (z,Z), ce qui donne

Soit:
G+D=5E+(+) =0 s i+j=g-2

De cette relation on peut déja déduire que 4 = 224L2 est
imaginaire pur, et donc la premiere partie du lemme. D’autre part,
puisque b; j = m—__'\:‘_—;—,) si (4,7) # (n+ 1,n), on a:

(i+1)b,’+1,j+(j+1)bj+1,,'=0 si l+] =q—2 et t#].
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Si maintenant on suppose que bn41,, est imaginaire pur, la
relation précédente sera vraie également par ¢ = j, ce qui signifie

que la forme réelle de h*

{r

L3 au* av* __
vérifie St %y = 0.

z +U*(z,y)
y+V*z,y)

Pour construire une fonction h égale & h* modulo [z9] et
préservant dz A dy il suffit de considérer le difféomorphisme local

(z,Y) — (X,y) défini pas les relations:

{X = ¢4 U'z,Y)
y = Y-V*¢z,Y)

On peut résoudre localement (X,Y) en fonction de (z,y), on

obtient:
{
Y

et dY AdX —dyAdz = (8L +1-1+2C)dY Ade =0. O
oz Y

z+U*(z,y) + o((|=] + v))*™)
y+ V*(z,y) + o((lz| + ly)*)

REMARQUE 1: Si on suppose que A n’est pas racine de I'unité, on
peut obtenir un difféomorphisme C local h fixant 0 et préservant

Paire et tel qu’a tout ordre on ait:
ho foh™(2) = Az ™ PGB 4 o]0

ot P est un polyndme réel dont le degré vérifie 2d°P +1 < q.

En fait la démonstration est purement formelle: si f(z) = Az +
Z Ri(2,Z) est une série formelle, préservant formellement dzAdy et
i>2
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si A n’est pas racine de I'unité, il existe une série formelle h(2) = 2+

Z Si(z,%) préservant dz Ady telle que ho foh™1(z) = Az ?* P(+%)
i>2

ol P(X) est une série formelle réelle uniquement déterminée par f.
Cependant méme si la série converge (i.e. si f est analytique), ce
ne sera généralement le cas ni de h, ni de P. Ainsi la dynamique
de f au voisinage de 0 sera t-elle différente de celle beaucoup plus

simple de sa forme normale.

REMARQUE 2: Les coeflicients a; obtenus dans le théoréme ne
dépendent que de f et s’appellent les invariants de Birkhoff. Cha-
cun d’entre eux génériquement est non nul. Supposons que ce soit
le cas de 'un d’entre eux, la forme normale laisse alors invariant
chacun des cercles |z] = R et induit une rotation dont I'angle est
une fonction de R strictement monotone au voisinage de 0. En
2ix8

coordonnées polaires z =re elle s’écrit

@,r)—» (6+a+ar+---+ari™,r)

et définit un difféomorphisme de T x [0, 0o qui dévie la verticale
dans un voisinage de T! x {0} & ’exception du bord. Cette propriété

est encore vérifiée pour la fonction g = ho f o A~ qui s’ écrit
g0,r) = @+a+ar+---+anr?™ +pu(b,r),r +v(8,r))

ol i et v sont des of|r|*™).

Remarque sur les différents exemples

Dans les trois derniers exemples, les applications obtenues ne
sont généralement définies que sur une partie de ’anneau. 11 arrive
méme qu’elles ne sont pas différentiables ou qu’elles ne dévient pas
la verticale sur le bord de I’anneau ol elles sont définies. Par la suite
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nous n’ étudierons que des applications définies sur ’'anneau A tout
entier, le cadre d’ étude étant plus facile, les résultats obtenus auront
toujours leur analogue dans le cas d’anneaux bornés. D’autre part
nous n’utiliserons le caractére différentiable de f que dans les cas
ot I’absence de cette hypothése n’aurait pas de sens (étude locale
de points fixes, variétés stables et instables) ainsi une grande partie
des résultats est valable pour les homéomorphismes qui dévient la
verticale.
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Chapitre 2
LES ENSEMBLES d’AUBRY-MATHER

Reprenons I’ étude d’un difféomorphisme C*™ du plan préser-
vant 'aire autour d’un point fixe élliptique générique. Il apparait
comme une perturbation d’une forme normale qui laisse chaque cer-
cle r = constant invariant, avec un nombre de rotation qui dépend
de fagon monotone de r. C’est cette propriété qui permet d’obtenir
le théoréme de Kolmogorov, Arnold, Moser: il existe un grand nom-
bre de courbes invariantes r = () autour du point fixe, la densité
de Pensemble de ces courbes tendant vers un quand on s’approche
du point fixe. Plus précisement les courbes invariantes de la forme
normale dont le nombre de rotation est mal approché par les ration-
nels persistent. On verra que les yautres courbes persistent sous une

forme plus faible, sous la forme d’ensembles d’Aubry-Mather.

§1 Définition et propriétés des ensembles f-ordonnés

Nous considérons un élément f de K et fixons un relévement f
de f 3 A.
DEFINITION 1: Une partie = de A, invariante par f est dite f-
ordonnée si et seulement si:
i) la restriction de p; & E est injective;
ii) pour tout couple (z,z') d’ éléments de £, p1(z) < p1(z') =

n(f(z) < pm(f(2")). |
23



Patrice Le Calvez

REMARQUE: Si = est f-ordonné et si 3 est 'angle caractérisant le
fait que f dévie la verticale, la condition ii) vérifiée par = implique
que si z appartient & £, 'ensemble hachuré ci-dessous ne contient

pas d’autre point de =.

Ainsi si z = (6,r) et z' = (6',r') sont deux points de = on
sait que |r — r'| est inférieur & cotg 8 |# — ¢'|. On en déduit d’une
part que = est borné, d’autre part que la projection p; est injec-
tive sur ’adhérence de =. Le fait que cette adhérence vérifie la
condition ii) écrite plus haut est alors évident. L’adhérence d’un
ensemble f-ordonné est un ensemble compact f-ordonné, nous ne
nous intéresserons plus qu’aux ensembles f-ordonnés compacts.

Si Z est un tel ensemble, la projection p; induit un ho-
méomorphisme entre Z et p;(Z) et définit par conjugaison un
homéomorphisme de p;(E). La condition ii) exprime que celui-ci
se prolonge en un homéomorphisme de T? (par exemple par inter-
polation linéaire). Nous obtenons alors une définition équivalente

des ensembles f-ordonnés.

DEFINITION 2: Une partie = de A est f-ordonnée si et seulement
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si:
i) la restriction de p; a Z est injective,
i) il existe un homéomorphisme g: T! — T! tel que le dia-

gramme suivant soit commutatif.

f

_—

m

P\l lpx
9

Tl N Tl

REMARQUE: Puisque f dévie la verticale, la condition i) est en fait
une conséquence de la condition ii).

L’homéomorphisme g n’est bien déterminé que sur p1(E), il
n'est unique que si ce dernier ensemble est T!. Par contre son
nombre de rotation ne dépend que de E, c’est un élément de T!
qui indique 'ordre dans lequel se placent autour de I’anneau les
itérés d’un point de Z. De méme, il existe un reél pz dépendant du
relévement f choisi, tel que pour tout point z de = et tout entier k,
on ait:

—1< pi(f*(2)) — pa(z) — ko= < 1.

On note X l’ensemble des parties compactes de A et X(f)
(que I'on note aussi X(f)) ensemble des compacts f- ordonnés.
On rappelle que I’ensemble X peut étre muni d’une distance D

appelée distance de Hausdorff et définie de la maniére suivante:
D(X,Y) = max(sup d(z,Y), sup d(y, X))
z€X vEY
oi d(z,Y)= yig;d(z,y).
On a les résultats suivants (voir A. Katok [K} ou R. Douady {D}).
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PROPOSITION 2.1. Soit ( f,,),.zo une suite de K convergeant vers
f et (En)n>0 une suite de X, telle que pour tout entier n, Z,, soit
contenu dans X(f,), alors:
i) si la suite (pz, )a>0 est bornée, il en est de méme de la
suite (En)n>0
ii) si la suite (E,)n>0 converge vers Z, cet ensemble appar-

tient 3 X(f) et ,.P.IfoopE" = pz.

DEMONSTRATION: i) Soit M un réel tel que pour tout n > 0 on
ait -M £ pz, < M. Puisque f dévie la verticale & droite, il
existe un reél N tel que pour tout z dans R x {N} (resp. R x
{~N}) on a pi(f(z)) — p1(z) > M +1 (resp. pi(f(z)) - pi(2) <
—M —1). Puisque ( f,.),,_>_o converge vers f, ces deux relations sont
encore vraies avec f, dés que n est grand et, comme ces applications
dévient la verticale & droite, on & p1(fa(z)) — p1(2z) > M + 1 (resp.
p1(fa(2)) — p1(z) < =M — 1) pour tout z dans R x [N, +oo[ (resp.
Rx] — 00,—N]). Ainsi, dés que n est assez grand, =, est contenu
dans T? x [-N, N].

ii) Supposons maintenant que la suite (£,)n»0 converge vers
Z. Soit z = (8,r) et z' = (¢',r') deux points de = tels que § = §'

etr<r’.Ona

p(f7H") < m(FH(2) et p(fl(2") > pr(F(2)).

On peut construire deux suites (Zx)n>0 €t (Z3,)n>0, formées pour

tout n d’un élément de E,, convergeant respectivement vers z
et z'. La suite (fn(zn))nzo (resp. (fn("’ln))n‘zm (f;l(mn))nzo’
(f'(@))n20) convetge vers f(z) (resp. f(s"), f~'(2), F~'(=")).
Ainsi dés que n est assez grand on a:

Pi(f71(h) < pilfalzh)) et pr(falzh)) > pr(Fa(za))
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ce qui contredit le fait que =, soit f,-ordonné. On sait donc que p;
est injective sur Z, on montre de méme que f préserve sur = 'ordre
défini par p,.

Il reste & montrer que la suite (pz, )n>0 converge vers p=. Fi-
xons k dans N et = dans £. Puisque —1 < py(f*(z))—p1(z)—kp= <
1, on peut trouver pour n assez grand un point z, de E, assez
proche de z pour que —1 < p;(f¥(z,)) — pr(z) — kpz < 1. Comme
cette relation est vraie avec pz, au lieu de pz on en déduit que
|p=,, — pz| est inférieur & § dés que n est assez grand. o

En appliquant cette proposition au cas ot la suite (f,)n>0 est
constante et én utilisant le fait que toute partie bornée de A" est

relativement compacte, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2: L’application de X(f) dans R qui associe & un
ensemble f-ordonné son nombre de rotation pour un relévement f

fixé est continue et propre. Son image que I’on note R(f) est un

ensemble fermé de R.

Etudions maintenant deux cas particuliers d’ensembles f- ordonnés.

Les graphes invariants

L’application de X(f) dans ’ensemble des fermés de 'I__[‘l qui &
E associe pi(Z) est continue pour la distance de Hausdorff, ainsi
P'image réciproque de {T'} pour cette application est une partie
fermée X'(f) de X(f) et donc de X, c’est ’ensemble des graphes
d’applications continues de T* dans R invariants par f, que l'on
appelera plus simplement ’ensemble des graphes invariants. La
restriction de 5 & X'(f) est alors continue et propre et son image
R'(f) est un ensemble fermé de R, c’est I'ensemble des nombres
de rotation des graphes invariants. Si = est un graphe invariant

et si Z' est un ensemble f-ordonné situé au dessus de = (resp. au
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dessous de =), son nombre de rotation est supérieur (resp. inférieur)
ou égal a celui de Z, ceci parce que f dévie la verticale & droite.
En particulier les graphes invariants sont ordonnés comme leurs
nombres de rotation. On sait également que si un graphe invariant

a un nombre de rotation irrationnel, c’est le seul & avoir ce nombre

(Herman [He]).

Les ensembles d’Aubry-Mather

L’application f se comporte sur un ensemble f-ordonné =
comme un homéomorphisme du cercle. Ainsi ’ensemble a-limite,
de méme que 'ensemble w-limite d’un point = de = est un ensem-
ble fermé f-ordonné minimal. Si le nombre de rotation est ration-
nel c’est une orbite périodique bien-ordonnée (ce que 'on appelle
une orbite de Birkhoff), s’il est irrationnel, c’est soit un ensemble
de Cantor, soit le graphe d’une fonction continue de T! dans R.

Un ensemble fermé f-ordonné et minimal sera appelé un ensemble
d’Aubry-Mather.

§2 Théorie de S. Aubry et de J. Mather

Du paragraphe précédent nous déduisons que les courbes in-
variantes au voisinage d’un point fixe élliptique générique d’un
difflomorphisme du plan préservant ’aire forment un ensemble
fermé, en particulier un grand nombre d’entre elles ne sont pas
obtenues directement par le théoréme K.A.M mais comme limites
de ces courbes. On peut montrer que génériquement il n’y a pas
de courbe invariante de nombre de rotation rationnel (on verra une
démonstration au §4), aussi les courbes invariantes sont uniquement
déterminées par leur nombre de rotation et s’ordonnent comme

ceux-ci autour du point fixe. En particulier il existe des régions
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annullaires bordées par des courbes invariantes de nombre de rota-
tion p* # p® et n’admettant aucune courbe invariante. Ces régions
s’appellent des régions d’instabilité, c’est dans celles-ci que la dyna-
mique de f est compliquée, nous |’ étudierons plus précisement au
Chapitre 5.

Nous allons voir dans ce paragraphe que les courbes invariantes
de la forme normale de f dont le nombre de rotation est entre p' et
p%, qui ont disparu persistent cependant sous une forme affaiblie,
sous forme d’ensembles d’Aubry-Mather: pour tout nombre p entre
p' et p* il existe un ensemble d’Aubry-Mather dont c’est le nom-
bre de rotation dans la région d’instabilité. On obtient la figure
suivante.

Courbes invariantes de

nombre de rotation
P et p*

Ensemble d’Aubry-Mather de
nombre de rotation rationnel
formé d’une orbite périodique

Ensemble d’Aubry-Mather de nombre de
rotation irrationnel qui est un ensemble
de Cantor.

Les démonstrations originales de S. Aubry et de J. Mather de
ce résultat sont différentes mais utilisent toutes deux une méthode
variationnelle, en particulier la notion d’orbite maximisante. Nous
avons comme parti-pris d’insister sur les propriétés topologiques

des applications déviant la verticale et laisserons donc de coté la
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majeure partie de cette théorie que l'on pourra trouver dans les
références suivantes ([AL], [Ma 1], [Ma 5], [Che], [ MS]). Nous
donnerons cependant une idée de ces méthodes en donnant une
démonstration du résultat, due & Mather et & Katok [Ma 5] et
qui généralise une idée de Birkhoff sur le billard [Bi 2]. Dans
notre cadre d’étude (et on peut toujours plus ou moins s’y ramener,
voir Chenciner [Che] pour ’exemple des points fixes élliptiques), le

théoréme s’énonce ainsi.

THEOREME 2.1. Si f appartient & K et si f*(rdf) — rdf est une
forme exacte, alors R( f ) = R pour tout relévement f de f 4 A.

REMARQUE: Dire que f*(rdf) — rdf est exacte signifie que f
préserve la forme volume df A dr et que son flux de Calabi est
égal 2 0. En effet Iaire algébrique comprise entre C et f(C), ol
C est une courbe de classe C' séparant 1’anneau n’est rien d’autre
que lintégrale de f*(rdf) — rdf sur C. En particulier cette con-
dition sera vérifiée si f préserve I'aire et a un graphe invariant, en
particulier si elle a une région d’instabilité.

Puisque R(f) est fermé, le théoréme 2.1 est une conséquence

du résultat plus précis suivant ([Ma 5]).

PROPOSITION 2.3. Sip € Z et ¢ € N\ {0} sont premiers entre eux,
il existe un ensemble f-ordonné de nombre de rotation 5 , formé de

deux orbites périodiques.

Avant de montrer ce résultat, illustrons sa preuve dans le cas
du billard. Considérons un billard convexe défini par une courbe T’
et representé par un homéomorphisme f de T! x [0, 7]. Parmi toutes
les cordes de T', il y en a une au moins de longueur maximale qui
joint deux points y(s,) et y(s/,). Cette corde est perpendiculaire a la

tangente & chacune de ces extrémités, en d’autres termes ’ensemble
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{(s0s 5),(s5, 5)} est un ensemble d’Aubry-Mather de nombre de

1

rotation 3.

’7(30)

v(s5)

L’argument se généralise pour n’importe quel nombre de rota-
tion p = 5 compris entre 0 et 1. On considére ¢ points sur I que I’'on
ordonne dans le méme ordre qu’une rotation d’angle 5 et on trace
la corde joignant un point & son suivant. Parmi toutes les étoiles
polygdnales obtenues, il y en a au moins une de longueur maximale,
elle est non dégénérée (les ¢ sommets sont distincts) et en chaque
sommet 4(s;) les deux cordes aboutissant en 4(s;) font un méme an-
gle 6; avec la tangente en ce point. L’ensemble {(s;,6;), 1 <t < ¢}
est un ensemble d’Aubry-Mather de f de nombre de rotation 3.

9
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On obtient la seconde orbite par un procédé de type minimax
en déplagant tous les sommets vers la gauche jusqu’a retrouver la

méme étoile et en essayant de minimiser I’écart de longueur.

L’outil fondamental dans ce qui précéde est la fonction

LT xT = R, (s,8') — ||7(s) — 4(s")|], nous aurons toujours une
telle fonction dans le cas général: la fonction génératrice.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION: Soit f un élément de K
vérifiant les hypothéses de la proposition et f un relévement de f &
A. Puisque f dévie la verticale, dans P'expression, (6',r') = f(6,)
on peut exprimer r en fonction de 6 et §', puis faire de méme pour
r'. 1l existe deux applications g et ¢’ de R? dans R, de classe C!

telles que:
@,r") = f(6,r) & r=g(6,6') et r'=g'(6,6).

De plus, 'application (6,6') — (0, ¢(8,8')) est un difféomor-
phisme et l'on peut considérer le couple (6,6') comme un systéme

de coordonnées de la variété A. Deux points (6;,6}) et (6;,6,)
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définissent alors le méme élément de A si et seulement si
(61,6,) = (82,63) + k(1,1), ot ke€A.

Le fait que la forme rdf — f*(rd@) soit exacte s’interpréte dans
ce systéme de coordonnées sous la forme suivante:

il existe une application h: R? — R, (6,8') — k(4,¢) Qe classe
C?, telle que pour tout (4,8) € R? on ait:

h(6+1,6'+1) = h(6, 0’)
r=g(6,6') =25(6,6)
v = g’(ea 9') = —% (0$ 0,)

et comme f dévie la verticale & droite 7,% 9,6)>0.
Pour simplifier I’ écriture, on écrira hy, hy, hjs, etc... pour %’3,

3h _8%h
56> 9956 » CtC....

Montrons que si p € Z et ¢ € N\ {0} sont premiers entre eux il
existe un ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation f, pour
cela commencons par identifier R? et 'ensemble S des suites (6;)icz
vérifiant 8;4, = 6; + p et notons Sp/, 'ensembles des suites (6;)icz

vérifiant:

) Oiyg=06:i+p
24+ <P+ =0i+5<6s+;".

C’est un ensemble affine de R?, homéomorphe & R x [0,1]7"! dont

Pintérieur est défini par les relations suivantes:

ay Oivg=0i+p
i§+j<i‘f+j'=>0.-+j<0,-,+j’.
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Nous allons montrer I’existence d’une suite (6;);ez de 'intéri-

eur de S,/, vérifiant:
ha(8i-1,6;) + h1(6;,6i4+1) =0, pour tout entier i.

L’ensemble {(6;,7;) | i € Z} ou r; = h1(6;,6i41) = —ha(6;-1,6;)
sera alors une orbite de f qui se projette dans A en un ensemble
d’Aubry-Mather de nombre de rotation 5.

Considérons la fonction:
g—1

H:S >R, 0" = (0i)icz — Zh(ei,ei-ﬂ) = h(6*).

1=0
Puisque h(6,8') = h(6 + 1,6' + 1) on peut écrire
g—1+k
H ((6i)iez) = Z h(8;,6;4+1) par tout entier k.

i=k

La fonction H est de classe C? et ses points critiques sont les suites
(8:)iez telles que hy(8;—1,6;) + h1(6;,60:41) = 0. Nous cherchons a
maximiser H sur S,/,-

LEMME 1. La fonction H admet un maximum sur Sp,.

DEMONSTRATION: L’ensemble
Sprq =1{(6:)iez € Spjq |0 <6, <1}

est compact. Puisque h(8,8') = h(8+1,6'+1), nous avons SupH =

Selq
SupH, ainsi le lemme est démontré. 8]
SO
rle
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LEMME 2. Le maximum de H n’est pas sur la frontiére de S, ,.

DEMONSTRATION: Soient i, et j, deux entiers tels que i,p+j,q = 1.
On définit pour toute suite (6;)icz de Sp/,, la suite (6} );ez par la
relation 6! = 64, + j, et plus généralement la suite (6¥);cz par la
relation 85 = 6;4xi, + kjo. (6} n’est rien d’autre que le plus petit
élément de I'intersection de {6y +j | ¢',7 € Z} et de [6;, +o0].

9 gt 62 Bi1

i i

Si (8;)icz appartient & la frontiére de S,/ il existe i € Z tel
que 6; = 6} et, comme 8,4 = 6; + p, il existe j € Z tel que 8; # 6}.
On peut donc choisir i € Z tel que §; = 8} et fiy1 < 6},,. De méme
il existe deux entiers a et § ot @ < 0 < 3 tels que:

0 <6 =6, =60 < fM

O S TR

Des inégalités
hiy>0; 68,<6% . 6%, <6i4<6, <6,
on en déduit

ha(851,68) + ha(67,68,1) < ha(62,60) + hy(67,67,,).

La fonction H prend la méme valeur sur les suites (85);cz. Le

terme de gauche représente la dérivée partielle de H en (6%);ez par
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rapport & 6. S’il est strictement négatif on obtient un élément
de Spsy ot H a une valeur plus grande en diminuant légérement
0. S’il est positif, le terme de droite est strictement positif et on
obtient de méme un élement de S,/, ol la valeur de H est plus
grande en augmentant légérement 9? . 8]

Le maximum de la fonction H est donc atteint en un point
de I'intérieur de S,/,, c’est-a-dire en un point critique (6:)iez de
H. Pour trouver un second point critique, nous allons utiliser un
procédé de type minimax. Nous considérons ’ensemble Sp/q des

suites de S, /q vérifiant:

8; <86; S@: pour tout i€ Z.

C’est un ensemble affine de R4, homéomorphe 3 [0, 1}7.

LEMME 3. Pour toute suite §* de la frontiére de 31, /q distincte de
6 = (8i)icz et 7 = (-é:)iez, il existe une application F: Sp/q —
Sm telle que:
i) v €8, H(F(6™) 2 H(6)
i) Vé*' € 3,/, H(F(6*))=H(0") & F(6*)=6"
ii) H(F(6*)) > H(6*).
DEMONSTRATION: Puisque 6* est dans la frontiére de 3, /q €t distin-
ctede 8 et de 5'1, il existe un entier ¢ tel que §; = 4; et Oiv1 > §;+1
ou alors tel que §; ='5: et Giy1 < —9_.'+1- Nous n’ étudions que le pre-
mier cas.
Des inégalités

hi2>0; 6;_3 <8i_1; 641 <bia
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on peut déduire
h2(8i—1,0:) + h1(8:,8:41) < ha(6i—1,8:) + h1(8i,6;41).

Le terme & gauche étant nul par hypothése, on en déduit que la
dérivée partielle de H en 6* par rapport & 6; est strictement positive
et donc qu’en augmentant 6; on augmente H. 1l suffit de faire ce
déplacement de fagon continue dans un voisinage de 8 pour obtenir

I’application F' demandée. (8]

Fin de la démonstration de la proposition.
Remarquons que la conclusion du lemme est encore vraie si 6*

est dans l'intérieur de .§, /q €t n’est pas un point critique de H, il

suffit en effet d’intégrer le champ n(6™ )g—r—aﬁH (8*") ot S‘P /e~ R
est de classe C? et nulle en dehors d’un voisinage de 6*.

Les ensembles W, = H~([a,+oo[) N 3,/,_ sont compacts et

décroissent quand a croit. Il existe donc a, < H (_0") tel que:
- 8 et 3‘1 sont dans la méme composante connexe de W,
- § et 8 ne sont plus dans la méme composante connexe de

W,, si a > a,.

Si a, = H(8"), la fonction H atteint son maximum non seule-
ment en 9" et §° mais en beaucoup d’autres points qui sont tous
des points critiques.

Si @, < H(8") et s'il n’y a aucun point critique dans
Dintersection de H~1({a,}) et de I'intérieur de 5',/,, on peut cons-
truire pour tout point de H~*({a,})NS,/, une fonction Fy définie
par le lemme 3 et un ouvert Us sur lequel H o Fg. est stricte-
ment plus grand que H. On considére ensuite un recouvrement
fini Ugs,...,Us du compact H7'({a,}) N 5’,/,. L’application
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F = Fgs 0--- 0 Fg est continue, laisse fixe 8 et 7 et envoie
—%

la composante connexe W, de W,, contenant § et "' dans une
composante connexe de W, ou a est strictement supérieur a a,. On

a obtenu une contradiction. ]

§3 Structure des orbites périodiques

Nous continuons 1I’étude des deux orbites obtenues plus haut
pour savoir entre autres si elles sont plutét du type hyperbolique
ou plutét du type élliptique (voir [Ma 4] ou [MS]). Gardons les
meémes notations.

Soit 8* = (6;)iez un point critique de H dans l'intérieure de
Sp/q» O pose

ri= h1(0;,9¢+1) = —-hg(0,'_1‘,9.') et z; = (0,-,1‘,-) € A

La suite (z;)icz est une orbite de f qui définit un ensemble d’Aubry-

Mather dans A, cherchons les valeurs propres de D fgo. Pour cela
fixons T, dans le plan tangent & A en z, et posons ¥} = Df? (7).

Dans le systéme de coordonnées (4, 8'), la fonction f s’écrit
£(6,6')=(6',6") ou hy(0,6')+ hyi(6',68")=0,

dans le systéme associé sur le fibré tangent de A, ’application Df
8’ écrit
Df(6,8',06,0")=(¢',6",0',0")

s,

ou

{ ho(6,68') + hy(8',6") =0 _
Oh12(6,0) + ©'(h22(6,8') + h11(6',8")) + 6" hy5(8,68') = 0.
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Ainsi si on note hi,,hi,, hi, les valeurs respectives des fonc-
tions hya, haz et hyy en (6;,0;41), les coordonnées (6;,0!) de v}

sont liées par les relations

{ 6; = 0ip1
8;hiz + Oit1(hfy + hif') + Oiszhif’ = 0.

Résoudre Df# (v,) = Av,, c’est résoudre I’ équation
©g441 = AO; pour tout entier i,

ce qui s’ écrit sous forme matricielle

RS +hY, B, 0 ... 0 L1h,
hi, his + b2, R, 0 0 0,
0 h? e
S 2l=0
: : : 0 . :
0 0 Ry, 9,
AR, 0 e. 0 RS RV 4AY,

Les valeurs propres de DfZ sont les solutions de I’équation
det M()\) = 0 ou M(]) est la matrice précédente. Développons ce
déterminant, il est de la forme A\ + % + C avec

g-1
A=B=(-1)" ] hi,.

=0

On peut donc écrire: det M(\) = A(A + & — 2) + det M(1). Ainsi

_ l _ (_1)9 .
detM(N) =04 A+ -2= T det M(1).

Or d’une part tous les hj, sont strictement positifs, d’autre part
M(1) est la matrice Hessienne de H en 8*. Ainsi si * correspond
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au maximum de H , A+ % — 2 est positif, les valeurs propres sont
réelles positives et inverses l'une de 'autre. Si 8 correspond & une
orbite minimax, la matrice Hessienne est de signature (1, — 1) ou
alors dégénerée et )\ + i — 2 est négatif (pour étre plus précis on
peut trouver dans H1({a,}) N Sp /q Un point avec ces propriétés);
les deux racines sont toutes les deux sur le cercle unité, ou alors
réelles négatives et inverses I'une de 'autre.

Dans le cas ol 1 n’est pas valeur propre de Df? , la premiére
orbite est hyperbolique sans reflection (d’indice -1), la seconde est
soit élliptique, soit hyperbolique avec reflection (dans les deux cas
d’indice +1).

§4 Propriétés génériques des ensembles d’Aubry-Mather

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux deux problémes
suivants:

i) Porbite périodique de type minimax est-elle généralement
élliptique ou généralement hyperbolique?

ii) il y a t'il des ensembles d’Aubry-Mather de nombre de
rotation irrationnels qui sont hyperboliques?

D. Goroff [G] et M. Herman ont construit des difféomorphismes
explicites dont tous les ensembles d’Aubry-Mather de nombre de
rotation irrationnels étaient hyperboliques. Ces difféomorphismes
coincident avec une application linéaire hyperbolique sur une grande
partie de I’anneau et se trouvent loin pour la C!-topologie de
Papplication standard définie par la relation f,(6,r) = (8 4 r,7).
Nous allons voir que si f vérifie des conditions génériques de trans-
versalité, on retrouve localement cette situation (c’est-a-dire pour
les ensembles d’Aubry-Mather dont le nombre de rotation est proche

d’un nombre rationnel fixé) et en particulier qu’il y a beaucoup
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d’ensembles d’Aubry-Mather hyperboliques de type Cantor au voi-
sinage d’un point fixe élliptique. En fait on a un résultat plus

général qui ne suppose pas que f préserve laire (voir [L 3]).

THEOREME 2.2. Soit f un élément de K tel que:
i) si z est un point périodique de plus petite période g, alors
1 n’est pas valeur propre de Df},
ii) si z et y sont des points périodiques de type selle, alors
W?(z) et W"(y) s’intersectent transversalement.
Alors si f est un relévement de f 4 A et si p est rationnel, il
existe € > 0 tel que tout ensemble f-ordonné de nombre de rotation

p' (pour f) vérifiant 0 < |p' — p| < € est hyperbolique.

REMARQUE: Dans le théoréme, quand on suppose qu’un ensemble
est hyperbolique, cela signifie qu’il existe deux champs continus
de directions sur =, I'un dilatant, ’autre contractant. On connait
une condition équivalente: = est hyperbolique 8'il existe une famille
(C:):zez de secteurs angulaires fermés, variant continiment avec z,
un entier m et un réel A > 1 tels que pour tout ¢ € E Pimage
par Df* de C; soit inclus dans I’intérieur de Cym(,) et tels que
la restriction de Df™ a C; et celle de Df;™ & R? \ C, soient des
dilatations de rapport A\. En conséquence, il existe un voisinage ¥
de = dans A tel que tout ensemble fermé invariant par f et contenu

dans V soit lui-méme hyperbolique.

Avant de commencer la démonstration, énongons deux corollai-

res:

COROLLAIRE 2.1. I existe un ensemble ouvert et dense de R tel
que tout ensemble f-ordonné dont le nombre de rotation soit dans

cet ouvert est hyperbolique.
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COROLLAIRE 2.2. L’ensemble des nombres rationnels pour les-
quels il existe un ensemble d’Aubry-Mather qui n’est pas hyper-
bolique (par exemple une orbite périodique élliptique, attractive ou

répulsive) n’a que des points isolés.

DEMONSTRATION DU THEOREME: On raisonne par I’absurde. Soit
p un nombre rationnel. Supposons qu’il existe une suite (pn)n>0 de
réels distincts de p et convergeant vers ce nombre ainsi qu'une suite
En)n>0 d’ensembles fermés f-ordonnés de nombre de rotation p,
tels qu’aucun d’eux ne soit hyperbolique. Puisque la suite (pn)n>0
est bornée, il en est de méme de la suite (En)n>0 d’aprés la pro-
position 2.1. Ainsi, quitte & extraire une sous-suite de notre suite
initiale on peut toujours supposer:
i) que tous les p,, sont situés du méme coté de p, strictement
supérieurs & p par exemple;
ii) que la suite (Ep)n»0 converge pour la distance de Haus-
dorff vers un ensemble f-ordonné = de nombre de rotation
p-

Nous allons montrer que = est constitué d’un nombre fini
d’orbites périodiques hyperboliques et d’un nombre également fini
d’orbites hétéroclines & celles-ci. La condition de transversalité
vérifiée par f forcera cet ensemble & &tre hyperbolique ainsi donc
que tous les Z, qui sont proches de lui. On aura obtenu une con-
tradiction.

Ecrivons p = B ot p€Zet g€ N\{0} sont premiers entre
eux et posons F = f¢ 0 TP, Les ensembles a-limite et w-limite de
toute orbite de = sont des ensembles d’Aubry-Mather de nombre
de rotation p, c’est-a-dire des orbites périodiques de période ¢. La
condition i) vérifiée par f implique qu’il y a un nombre fini de tels
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ensembles. Les points de £ invariants par F forment un ensemble

discret, on I’ écrit

{(z:)|i€Z} ou i<i+1l=pi(zi)<pilzisr)

. .

=i - zitg = T(2)

LEMME 1. Pour tout z appartenant & =, on a pi(F(z)).> pi(z).

DEMONSTRATION: Puisque p, est strictement supérieur & p on a
p1(F(z)) > pi(z), pour tout n € N et tout z € Z,. Tout élément
de £ étant limite d’une suite formée pour chaque n d’un point de

Zn, le lemme suit. u]

LEMME 2. Pour tout entier i, il existe z € Z tel que

pi(zi) < pi(z) < p1(zit).

DEMONSTRATION: Si le lemme est faux pour un entier ¢, on peut
écrire = = U T*(E*) ot
k€EZ

Z* = {z € E| p1(zit1) < p1(z) < prl@i) + 1}

Cet ensemble est invariant par F et on peut donc trouver un voi-
sinage borné W tel que F(W) ne rencontre aucun itéré T¥(W) ol
k est non nul. Choisissons n suffisament grand pour que Z, soit

contenu dans la reiinion des T¥(W), k € Z, puis choisissons z dans
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=, N W. Limage F(z) ne peut pas sortir de W et il en sera de
méme de tous les itérés successifs. La suite (F¥*(z))i»o est donc
bornée. Comme le nombre de rotation de =, est strictement plus

grand que 5, nous avons obtenu une contradiction. O
Gréce aux deux lemmes on sait maintenant qu’il existe une
orbite qui part de z; pour aboutir en z;4;.

LEMME 3. Chaque z; est un point fixe hyperbolique sans reflection.

DEMONSTRATION: Si y est différent de z;, on note R, la demi-

droite engendrée par y — z; puis on définit:

R= n Ad({Ry |y € Eet 0 < pi(y) — p1(z) <€})
>0

Comme = est f-ordonné, R est un ensemble fermé de R? inva-
riant par DF;, formé de demi-droites qui font avec le vecteur (0,1)

un angle entre § — 7 et —p.

Ainsi DF;; a au moins une valeur propre réelle et. positive et

donc elle en a deux. Comme aucune n’est égale a 1 et comme z;
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n’est ni un puits, ni une source c’est un point fixe hyperbolique sans
reflection et d’ailleurs R se réduit a la direction instable. u]

Tous les points de E situés entre z; et Z;4+1 sont sur la variété
instable de z; et sur la variété stable de z;;,. Notre théoréme sera

démontré apres le lemme suivant.
LEMME 4. Il y a un nombre fini d’orbites entre z; et z;4.

DEMONSTRATION: Choisissons = € = entre z; et z;;;. Puisque
= est f-ordonné, toute orbite comprise entre z; et zi4; distincte

de celle de = posséde exactement un point entre z et F(z). I

(1h

suffit donc de montrer qu’il y a un nombre fini de points de
entre = et F(z). Soit y un tel point. Pour tout entier n on a la
relation p1 (F™(z)) < p1(F™(y)) < p1(zi4+1). Ainsi y appartient non
seulement & la variété stable de ;41 mais plus précisément a la
partie I'* de W*(z;4,) qui joint z;4; & z. Par un raisonnement
analogue, on montre que y appartient a la partie I'* de W*(z;) qui

joint z; & F(z). La condition ii) imposée & f implique que I'* et T™

n’ont qu'un nombre fini de points d’intersection. |
I‘u
v
z F(z)
z; re Zip1

REMARQUE: La démonstration précedente nous prouve également
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que si f vérifie les conditions i) et ii) elle n’a aucun graphe invariant

de nombre de rotation rationnel (voir [He]).

§5 Critéres topologiques d’existence d’ensembles d’Au-
bry-Mather

Nous avons donné un bref aper¢u des méthodes variationelles
dans 1’ étude des applications déviant la verticale. L’outil fondamen-
tal est la fonction génératrice caractéristique des systémes conserva-
tifs. Sil'on s’intéresse aux applications qui n’ont pas cette propriété,
il faut trouver des critéres topologiques d’existence d’ensembles
d’Aubry-Mather, nous allons en exposer quelques-uns.

Le premier résultat est du & G.R. Hall [Ha] et exprime qu’un
élément de K qui a une orbite périodique mal ordonnée a également

une orbite périodique bien ordonnée, plus précisement.

THEOREME 2.3. Soit f un élément de K, alors f admet un ensemble
d’Aubry-Mather de nombre de rotation f oup€Zetqe N\{0}
si et seulement il existe z € A tel que fi(z) = T?(z).

La démonstration originale de ce résultat qui s’interpréte en
termes de tresse est assez technique et nous ne la donnerons pas, on
peut trouver cependant une démonstration simple dans un preprint
trés récent de S. Angenent [An]. L’intérét de ce résultat est le
suivant: il existe des critéres simples d’existence de points de type
(p, q), c’est-a-dire de points de A qui vérifient f9(z) = T?(z). Nous
en donnons un, du & M. Casdagli [Ca 1].

THEOREME 2.4. L’ensemble des points de type (p,q) ot p € Z et
g € N\ {0} sont premiers entre eux est égal &
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éﬁ ={z € A,p10 fU(z) = pi(z) +p}.

DEMONSTRATION: Tout point de type (p, ) est contenu dans C, /q
ainsi que son image par f~1 puisque celle-ci est elle-méme de type
(p,9)-

Réciproquement définissons pour tout point z = (6,r) la ver-
ticale D; = {8} x R. Puisque f dévie la verticale, les ensem-
bles f(Df_,(z)) et D, s’intersectent au point z. Ainsi si z €
C‘,/, n f(C.',/q) on peut écrire:

{T*(2)} = f(Df-l(TI(z))) N Drr(z)

et

{fq(-")} = f(Df!-l(g)) n qu(,)-
Comme Drr(s) = Dju(s) € Dje-1(z) = Dpa(j-102)) = D-raoey)
on a T?(z) = fi(z), le point est de type (p,q). u}
REMARQUE: Puisque f dévie la verticale & droite, 'ensemble C,/,
= r(ép/q) est compact et sépare I'anneau. En particulier si f

préserve l'aire et si son flux est nul, cet ensemble doit rencontrer

son image par f, on retrouve ainsi le fait que ‘; appartient & R(f).
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Chapitre 3
LA THEORIE DE BIRKHOFF

Les théories d’Aubry et de Mather appliquées a I’étude

d’un point fixe élliptique générique d’un difféomorphisme du plan

4préserva.nt laire donnent l’existence d’ensembles d’Aubry-Mather

un voisinage de ces points. Nous allons nous intéresser ici & une

autre propriété provenant de la déviation de la verticale, due &

Birkhoff et qui peut s’énoncer ainsi dans notre cas (voir [Bi 3] ou

pour une démonstration rigoureuse [He] et appendice d’A. Fathi).

Si U est un petit voisinage ouvert invariant du point fixe, con-

nexe et simplement connexe, alors sa frontiére est le graphe r = ()
‘d’une fonction continue.

Nous allons interpréter ce résultat dans ’anneau infini en es-
sayant de distinguer ce qui provient de la déviation de la verticale
et ce qui provient de la conservation de l’aire, de fagon & utili-
ser certains résultats, dans le cas dissipatif par exemple. Donnons
quelques définitions et quelques rappels de topologie du plan que
nous utiliserons fréquemment.

Nous dirons qu’une partie bornée A de A sépare ’anneau si son
complémentaire a deux composantes connexes non bornées, nous
noterons Up la composante connexe inférieure (celle qui contient

un anneau T x} — 00, M]) et Vj la composante connexe supérieure.

Rappel 1. Si X est une partie fermée et connexe de la sphére S?

toute composante connexe de 2 \ X est simplement connexe.
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Rappel 2. Si U est une partie ouverte, connexe et simplement

connexe de 52, sa frontiére est connexe.

Rappel 3. Si y:A — A est une application continue et injective

telle que . lig p207(t) = —oo, alors 'image de  sépare A en deux
—100
ouverts connexes et simplement connexes dont ’un est majoré (nous

voulons dire que son image par p; est majorée) et 'autre ne I'est

pas.

Nous supposerons dans tout le chapitre que f est un élément
de K, f un relévement de f & A et que U est une partie ouverte
de A, invariante par f, homéomorphe & A mais distincte de cet
ensemble et contenant un anneau T!x] — oo, M]. Nous noterons
U° = {z € A | D(z) C U} ’ensemble des points de U radialement
accessibles et py I'application de T! dans R U {400} définie de la

fagon suivante:
pu(f) = sup{r € R | {}x] — o0,r] C U}.

Remarquons que [ = n~1(U) est ouvert, connexe et simplement
connexe. Nous désirons étudier les propriétés de U, nous allons
introduire la notion de chemin positif et de chemin négatif de fagon
3 obtenir deux ensembles U~ et U* vérifiant la proposition 3.3,

celle-ci étant essentielle dans notre étude.

§1. Définitions et propriétés des chemins positifs et néga-
tifs
DEFINITION 3.1: Une application : R — A continue et injective
est un chemin positif si et seulement si:

D fmoproa(t) = Jm pion(t) = oo

(~o0) (~o0) )
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ii) si y(]—oo,t[) et D*(¥(t)) ne se rencontrent pas, il en est de
méme de ()¢, +oo[) N D*(y(t)) et de la composante con-
nexe non majorée W; délimitée par (] — oo, t[) U D*(y(2)).

EXEMPLES: +; et 2 sont des chemins positifs mais pas 3.

Y2

I

DEFINITION 3.2: i) L’application v: R — A est un chemin négatif
si Yo+ est un chemin positif, oi1 T est la symétrie T 8,r) — (-6,r).

it} L’application continue 4: R — A est un chemin positif (resp.
négatif) si chaque relévement 4: R — A de 7 est un chemin positif
(resp. négatif).

PROPOSITION 3.1. L’image d’un chemin positif 4 rencontre chaque
verticale {8} x R, le premier point (resp. le dernier point) ott ¥
atteint cette droite correspond au point d’intersection d’ordonnée

la plus grande (la plus petite).

DEMONSTRATION: La propriété i) vérifiée par le chemin positif v

nous dit que l'intersection de son image et de {0} x R est compacte,
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on peut donc parler de premier et de dernier point de rencontre. No-
tons ¥(t,) le premier point de rencontre. Les ensembles

¥(] = 00,to[) et D¥(y(t,)) sont disjoints et la verticale D*(y(t,)) \
{7(t5)} contenue dans W,;,. Comme 7 est un chemin positif,
Pensemble 4(]t,,+o0[) est disjoint de D(v(t,)) ce qui prouve la

premiére partie de la proposition.

/

¥(to)

-
Wi,

{8} xR

Considérons maintenant le point (t;) de 'image de « situé sur
{6} x R d’ordonnée minimale. L’ensemble ¥(]¢;,+o00[) est disjoint
de la courbe (] — 00, t:1[) U D'(7{t1)), il rencontre donc Wy, (quand
t est grand) mais pas sa frontiére, il est donc contenu dans W;,. Or
« est un chemin positif, donc ¥(]t, +-00[) ne rencontre pas D*(v(t1)),

on a prouvé la seconde partie de la proposition. n]
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1

¥(t1)

{6} xR

PROPOSITION 3.2. Si y:R — A est un chemin positif (resp.

négatif), il en est de méme de f oy (resp. f~1 o).

DEMONSTRATION: Limitons nous au cas positif et posons I’ = for.
Puisque f dévie la verticale & droite, la condition i) des chemins po-
sitifs est automatiquement vérifiée pour f o. Montrons la condi-
ton ii) en raisonnant par ’absurde. Supposons que I'(] — 0o, t[) soit
disjoint de D(I'()) et que T rencontre D*(T'(t)) N W; en un point
t' > t. Notons alors W, la composante connexe majorée délimitée

par I'(] — oo, t]) U D¥(T(2)).

r ')

()

W, W, " F1({6) xR)

{#} xR
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L’ensemble f~1(W}) est délimité par la réunion de (] — oo, t])
et de f~1(D*(T(t))), ce dernier morceau se trouvant & droite de (t),
lui-méme & droite de ¥(#'). La verticale D*((t)) contient des points
de f~Y(W!) (dés que Pordonnée est suffisament petite) et le poirit
~(t') qui n’y est pas, elle rencontre donc la frontiére de cet ensemble
sur la partie constituée de (] — 00,]). On note alors y(¢") le point
d’intersection d’ordonnée la plus petite. La composante connexe
majorée délimitée par (] — oo,t"[) U D¥(7(t)) est contenue dans
F1(W,), ainsi 7(#') est dans l'autre composante et comme t' est

supérieur 4 t"', v n’est pas un chemin positif. O

§2. Propriétés fondamentales de ’anneau U

Considérons les deux parties ouvertes de U définies de la
maniére suivante:
U™ (resp. U™) est ensemble des points z de U tel qu'il existe

un chemin positif (resp. négatif) y: R — A vérifiant:

(P) { 7(] = 00,0]) est contenu dans U,

¥(0) = =.
PROPOSITION 3.3. Nous avons les relations suivantes:
i) fUN)cU et fFAUT)CU,

i) U—nUt=0°,

iii) I’'un des ensembles U~ ou Ut est majoré.
DEMONSTRATION: i) C’est une conséquence immédiate de I'invari-
ance de U et de la proposition 3.2.

ii) Si z est un point de U°, on obtient deux chemins positifs et
négatifs vérifiant la propriété (P) en considérant les droites passant
par z et qui font avec la verticale un angle a et —a ol a est proche

de 0, ainsi U'° est contenu  la fois dans U~ et dans U+.
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Supposons maintenant que z soit & la fois dans U~ et dans
U+ et considérons deux chemins 71 et 2 respectivement positifs et
négatifs vérifiant la propriété (P). Notons y; = ~1(¢1), t; < 0, le
premier point de rencontre de v; avec D(z). L'ensemble
71(]— 00, %1])U D (y) sépare le plan en une composante non majorée
W, et une composante majorée W] qui contient z si y; est distinct
de x. Dés que —t est grand, v,(t) appartient & W7, on peut donc
considérer le premier point y» = 7(f3), t2 < 0 de rencontre de 7,
avec la frontiére de W;. Si y, appartient & D'(y) \ {y} le point =
se trouve dans la composante connexe W, non majorée délimitée
par 72(] — 00, t2]) U D¥(y2), en effet ’ensemble formé de la réunion
de 72(] — 00,13]) et du segment [y, z] est connexe, intersecte W et

n’intersecte pas sa frontiére. Or ceci est impossible.

n 7

Y2

Si, par contre, y, appartient a v;(] — 00,%1]) et s’écrit y2 =
7(ts), t3 < ty, la courbe y1(] — 00,13]) U 72(] — o0, 12]) délimite
une région W3 non majorée qui est contenue dans {7, puisque U est
simplement connexe.

Dans le cas ol t3 est différent de ¢,, la verticale D¥(z) ne ren-
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contre pas la frontiére de W; et se trouve donc contenue dans cet

ensemble, par conséquent & appartient a U,.

Y2
n L

72

Si t3 est égal a t1, c’est-a-dire si y, = y;, deux cas sont pos-
sibles:

e y1 =y = z. Dans ce cas le raisonnement précédent prouve

que D(z) \ {z} est inclus dans U et donc que z appartient & U,.

e y; =yp #z. Dans ce cas la verticale D*(y, ) sépare W; en deux
ouverts, 1'un est égal & W], I'autre & I’ensemble WJ. Ils doivent tous
les deux contenir z, ceci est clairement impossible.

iii) Remarquons d’abord que U? est majoré. En effet, pour tout
point z de A, la courbe f(D*(z)) s’enroule autour de ’anneau re-
coupant D*(z) une infinité de fois. On peut donc définir une courbe
de Jordan I'(z) en joignant les deux premiers points d’intersection

d’une part par un morceau de D*(z), d’autre part par un morceau

de f(D(z)).

55



Patrice Le Calvez

I'(z)

Si z appartient & U°, I'(z) est contenue dans U comme
d’ailleurs toute la composante inférieure Ur(,) de cette courbe. Si
U? n’est pas majoré, on peut prendre z aussi haut que I'on veut,
il en sera de méme de f(z) et, comme 'angle que fait la verticale
est entre 3 et m — B3, il en sera de méme de tous les points de I'(z).
Ainsi U doit étre égal & A, ce qui n’est pas le cas.

Supposons maintenant que ni Ut ni U™ ne soient majorés. Il
en est de méme de f(U*), on peut donc trouver, pour tout réel M,
deux chemins v, et ¥, respectivement négatif et positif, & valeur

dans U sur ] - 00, 0] tels que:
p1(7(0)) > M, pi(f o72(0)) > M.

On peut toujours supposer que les points z; = 71(0) et z3 = foy,(0)
sont les premiers points ou1t 7; et I'; = f o 4, rencontrent R x {M}
et qu’ils vérifient:

Pi(l'l) <pi(z2) <p1(z1) + 1.

Puisque le premier point de rencontre de v; et de R x {M} est

z1, 71(] = 00,0]) est & droite de z,. De méme, puisque v2(] — o0, 0])

56



Etude Topologique des Applications Déviant la Verticale

ne rencontre pas f~1(D*(z;)), il est & gauche de f~!(z;) et son
image T'5(] — 00,0]) est au-dessus de f(D'(f~(z;))). Les courbes
~1 et I's vont se rencontrer en un point z3 situé entre z; et z3.
Celui-ci appartient 3 U~ NU* = U° et son ordonnée est supérieure

ou égale & M — cotg 8. Comme M est arbitraire, ceci contredit le

fait que U° soit majoré. a]
T-Yz2) = z2 \
‘\
/ ; S~
I3 / FHD* (z2))
{/B AN
/7 f—l (32)
/ |
e I
Ty Vs \ i
/
"
// T2 :

S Di(f~(22))
P (O )

§3. Applications du résultat précédent

Commengons par un résultat dont nous aurons I’ équivalent en
remplagant U~ par U*, f par f~! et continue & droite par continue

a gauche.

PROPOSITION 3.4. Les quatre propriétés suivantes sont équivalen-
tes:
i) UP® est inclus dans 'adhérence de f(U°),
ii) U® est inclus dans f(U°),
iii) U® estégalalU~,
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iv) pu est continue & droite.

DEMONSTRATION: i) = iv). Fixons un réel 6 et considérons z =
(8, pu(8) € A. L’ensemble U° est ouvert, il contient D*(z)\ {z} et il
est contenu dans f(U*), on peut donc construire une suite (zn)a>0

convergeant vers z formée de points situés a droite de z et & valeurs
dans f(U°), tels que f(D*(f~'(z,)) rencontre D(z).

FD (F1 (=) s

FDH(F~2(zn)))

De la connexité simple de U on en déduit que tous les points
situés au-dessous de f(D*(f~!(z))) sont dans U° et, par conséquent,
que I'on a, pour tout (61, 8;) € R%:

61 < 02 = [I(el) > y(02) + COtgﬂ (91 — 92)
Fixons 6; € R, cette relation implique

limsup u(f) < p(6,),
0—»0;’-

le caractére ouvert de U implique
liminf 4(6) > u(6),
o—o}
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la fonction p est donc continue a droite.

iv) = iii). Raisonnons par contraposée, si la proposition iii)
n’est pas vérifiée, on peut trouver un chemin négatif v: R — A tel
que (] — 00,0[) soit contenu dans U, mais pas ¥(0). Gréce & la
proposition 3.1, on sait que (] — 00, 0[) est & droite de 4(0) et donc
que py n'est pas continue & droite au point 8 = p,(7(0)).

L’implication iii) => ii) n’est rien d’autre que I'inclusion U~ C
f(U™) de la proposition 3.3 écrite quand U~ = U?, l'implication
ii) = i) est évidente. m]

Appliquons ce résultat dans le cas conservatif.

THEOREME 3.1. Supposons que f préserve une mesure ¢ chargeant
les ouverts (§(W) > 0 pour tout ouvert non vide W) et notons a(f)
le flux de Calabi
i) sia(f) >0, U° est égal 4 U™ et distinct de U™,
ii) sia(f) <0, U° est égal 4 U™ et distinct de U~
iii) si a(f) = 0, U° est égal 4 U, la frontiére est un graphe

invariant.

DEMONSTRATION: On sait déja que 'un des ensembles U~ ou U+
est majoré, supposons que ce soit U~. L’ensemble W = U°\ f(U?)

est contenu dans Ut \ f(U?), d’apres les inclusions:

vecut
{ UenfUr)ycU-nfUY)c fUT)NFUY) =fU°)

il est donc ouvert et errant. La suite (f~*(W))i> est donc formée
d’ensembles disjoints ayant méme mesure, contenus dans U~ et
disjoints de U°. Comme U~ est majoré ce n’est possible que si leur
mesure est nulle, c’est-a-dire si W est vide. Ainsi U° est inclu dans

f(U?) ce qui, d’apreés la propositon 3.4, implique que U* soit égal
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a U~ et py continue & droite. L’égalité U° C f(U°) oblige alors le
flux de f a étre nul si f(U°) est inclus dans U", strictement positif
dans le cas contraire. Dans le premier cas, I’application uy est aussi
continue & gauche, la frontiére de U est le graphe de cette fonction.

En evisageant maintenant le cas o1 Ut est majoré on obtient
le cas ou le flux est strictement négatif, ou alors on retrouve celui
ot il est nul. u]

Envisageons maintenant le cas dissipatif.

THEOREME 3.2. Supposons les deux hypothéses suivantes:
i) pour tout z € A, 0 <detDf, < 1,
ii) U est majoré.

Alors U® est égal 4 U™ et py continue & droite.

DEMONSTRATION: 1l suffit de prouver que 'ouvert W = U°\ f(U°)
est vide. On sait que la suite (f~¥(W))i>; est disjointe de U™ et
contenue dans U ™, les hypothéses du théoréme impliquent que c’est

vral. n}

§4. Théorie de Birkhoff et ensembles d’Aubry-Mather

Nous allons chercher ici des liens avec le chapitre précédent.
Si la frontiére de U est un graphe invariant, c’est en particulier un
ensemble f-ordonné et on peut définir un nombre de rotation. En
fait ceci est possible dés que U vérifie les conditions de la propositon
3.4 ou leurs analogues avec Ut au lieu de U™, comme lindique la

proposition suivante ou le graphe de py est noté gr py.

THEOREME 3.3. Si U° est égal 4 U~, f~! envoie le graphe de py
dans lui-méme, cet ensemble contient un ensemble d’Aubry-Mather,

et si p est son nombre de rotation, on a pour tout entier k positif:

60



Etude Topologique des Applications Déviant la Verticale

pour tout z € grpy, ~1<p(f*(2)) —pi(s) +kp < 1,

pour tout = € U°, —1 < pi(f~*(z)) — pa(2) + ko,

pour tout z € A\ U°, —1 < p1(f¥(z)) — pa(z) — kp.
DEMONSTRATION: Placons nous dans A et considérons un point
z = (6,uy(9)) du graphe de uy. La verticale D¥(z) \ {z} étant
contenue dans U, il en est de méme de son image par f1, d’aprés
la condition ii) de la proposition 3.4. En particulier les ouverts

hachurés ci-dessous sont contenus dans U°.

@

f (1))

FHDi)

De la continuité & droite de py, on déduit d’une part que
f~'(z) appartient au graphe de py, ce qui prouve l'inclusion
f~Ygrpuv) C grpu, et dautre part, que pour tout point de

f~(gr pv), l'ouvert hachuré ci-dessous est contenu dans U°.

A
)
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En particulier I’adhérence de f~!(gr uy) est contenue dans le

graphe de py. L’ensemble = = n f*(gFEy) est donc compact,
kEN
non vide, invariant par f et contenu dans le graphe de py, il vérifie

la premiére propriété des ensembles f-ordonnés. Il vérifie aussi la
seconde; en effet, si z; et 2 sont deux points du graphe de uy et
si p1(21) < pi(z2), le point z; est au-dessus de f(Di(f~1(z2))) et
ainsi p1(F~(21)) < p1(F(22))-

Z1e

F~1(z1) \
=) M F(e)

z2

. ., . F—1 Di(z
F(DHfH(=2))) fH(D (=2))

L’application f~! préserve sur le graphe de py lordre défini
par p1, en particulier = est un ensemble f-ordonné, il contient un

ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation p.

La premiére double-inégalité se démontre comme pour les ho-
méomorphismes du cercle. Puisque f~* préserve 'ordre sur le
graphe de puy, la variation de F = p; o f~% — p; — kp est stric-
tement inférieure & 1, et puisque = a un nombre de rotation égal a

p, F doit s’annuler ou changer de signe sur =.

Le seconde inégalité se montre de la fagon suivante: si z appar-
tient a U°, il en est de méme de tous les éléments de la suite

(F =) ¢>o- Si on note y¢ le point du graphe de py qui a méme
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abscisse que f~¢(z), on a la relation:

pi(ye) = (F (=) > pr(F 7 (ye-1)),
et comme f! préserve l’ordre, on obtient par récurrence
pi(yr) > p1(F75(¥0)) > pa(o) — ko — 1.

La troisiéme relation se montre de fagon identique en posant
zp=f k=£(2), en utilisant le fait que tous les z; sont en dehors de U*°
et en considérant le point y, du graphe de py de méme coordonnée
que 2g. u}
REMARQUE 1: Comme pour les homéomorphismes du cercle, si
z est un point de gruy, son ensemble a-limite est un ensemble
d’Aubry-Mather qui est indépendant de = dans le cas ol p est ir-
rationnel, que dépend de z dans le cas ol p est rationnel et qui est

alors une orbite périodique qui n’est pas un puits.

REMARQUE 2: Le nombre p a une autre interprétation en termes
de bouts premiers (voir [Ma 3] ou [L 4]). En effet, on peut com-
pactifier ’'anneau A en ajoutant les deux bouts N et S. On obtient
alors un prolongement f de f qui est un homéomorphisme de S?
laissant fixe chacun des bouts et laissant invariant ’ouvert connexe

et simplement connexe U = U U {S}.
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Si on munit S? = A U {N, S} d’une structure analytique on

peut trouver une application conforme
¢:U-D={z€C,|z| <1}.

L’homéomorphisme F = ¢ o f 0 ¢~ ! de D préserve 'orientation et
se prolonge en un homéomorphisme de D. La classe de conjugaison
de cet homéomorphisme est alors indépendante du choix de ¢, ainsi
donc que le nombre de rotation défini sur la frontiére de D. Celui-
ci qui est un élément de T! indique dans quel ordre s’ordonnent
les orbites des points de la frontiére de U qui sont accessibles par
un chemin continu a valeur dans U. En considérant le cas par-
ticulier des points radialement accessibles (pour étre rigoureux en
considérant les couples formés d’un point 2 du graphe de py et dela
verticale D*(z)), ce qui précéde nous dit que c’est tout simplement
p+ 2.

Nous allons utiliser cette interprétation du nombre de rotation
dans le résultat suivant, ou I’'on garde les hypotheses et les notations

du théoreme 3.3.

PROPOSITION 3.5. Soit Z' un ensemble d’Aubry-Mather de f de
nombre de rotation p', alors:
-sip' <p, E'estcontenu dansU°,

~-sip' >p, E' estdisjoint deU.

DEMONSTRATON: Le théoréme 3.3 nous dit que =’ est contenu dans
U° si p' < p et disjoint & la fois de U® et du graphe de py si p’ > p.

Montrons que dans le second cas il est disjoint de U.
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L’assertion

02 > 61 = py(62) — pu(6,) < cotg B (6, — 6;)

montrée dans la proposition 3.4 prouve non seulement que py est
continue a droite, mais aussi qu’elle admet une limite & gauche en
chaque point. On peut définir pour tout point de discontinuité 6,
de py le segment

Le, = {6} x [pu(6,), Jim_ sy ()]

Plagons nous dans le revétement universel, chaque ensemble Ly, est
contenu dans Padhérence de U,, son image par f ~1 est donc dans
I'union de U, et du graphe de py. D’autre part il découpe U en une
partie contenant U, et une autre partie formée d’ouverts connexes
et simplement connexes. On note (W;);er la famille d’ouverts ainsi

obtenus et L; le segment vertical qui les borde.

=

L’ensemble =' étant disjoint de U°® et du graphe de uy est

U

contenu dans la réunion des W;. Comme =' est minimal il existe
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z € E, il existe (i,1') € I?, p€ Z et ¢ € N\ {0} tels que:
c€W;, fi(z) € Wy = TH(W;).

(Si p' est rationnel on prend 5 = p').

L’image f9(W;) est connexe et disjointe de U?, elle est donc
contenue dans Wy et il en est de méme de I'image par f? du segment
L; moins ses extrémités. Mais celles-ci sont accessibles (justement

par le segment), ainsi le nombre de rotation p doit étre égal a 5;

en effet la ¢**™® puissance de I’lhoméomorphisme du cercle obtenu
par conjugaison sur la frontiére de D aura un intervalle envoyé dans
lui-méme. Mais ceci est impossible quand p' est rationnel puisque p
et p' sont différents, c’est également impossible dans le cas ot1 p’ est

irrationnel car on peut choisir ‘3 aussi prés que l’on veut de p’. 0O



Chapitre 4

PERSISTANCE DES ENSEMBLES
d’AUBRY-MATHER

Une application f qui dévie la verticale qui préserve l'aire et qui
a un flux nul admet un ensemble d’Aubry-Mather pour tout nombre
de rotation. Nous allons voir ici ce que deviennent ces ensembles si
on perturbe f, nous verront qu’a I’exception des nombres de rota-
tion associés a des graphes invariants, les autres nombres persistent
(voir {L 5]).

THEOREME 4.1. Soit f, un élément de K qui préserve une mesure
chargeant les ouverts et qui a un flux nul, et soit fo un relévement
de f, &4 A. Alors, pour tout compact Z contenu dans R( fo)\'R'( fo)
il existe un voisinage W de f, dans K tel que Z soit contenu dans
Pensemble R(f) de tout élément f de W.

Avant de montrer ce résultat, examinons quelques propriétés
des ensembles C,, p € Q définis dans le Chapitre 2 (voir [L 1]).
Rappelons que si f reléve un élément f de K, si p € Z et ¢ € N\ {0}

sont premiers entre eux et si p = Iq’-, on définit:

Cp = {z € A | p(f1(z)) = p1(2) + p}
et C,=m(C,)

Définissons également pour tout compact X séparant I'anneau les
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ensembles:

X'={ze X |D'(z)nX ={z})
et X°={zeX|D(z)NX = {z}).

PROPOSITION 4.1. Nous avons les égalités suivantes:
- fUCH) = (F1(Cp))s
- f1(C}) = (F(Cp))"-

DEMONSTRATION: Plagons nous dans A et fixons § € R. L’ensem-
ble f({6} x R) est I'image d’un chemin positif, il en est de méme
de f9({8} x R) (proposition 3.2). Son intersection A avec

{0+p} xR est exactement ’ensemble des points de f' 9((3',,) d’abscisse
6 + p. De méme f ~9(A) est ’ensemble des points de C’, d’abscisse
8.

La proposition 3.1 exprime que I'image par f9 du point de f —1(A)
d’ordonnée la plus petite (resp. grande) est le point de A d’ordonnée
la plus grande (resp. petite), ce qui est exactement la conclusion de

la proposition 4.1 exprimée dans le revétement A. o

~

- \\
f79({8 +p} xR) "=+

i fi({6} x R)
fiz*)

{0} xR {#+p} xR
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Remarques sur la proposition

i) Le dessin ci-dessous nous montre que pour tout point z de
C;, Vensemble D*(z) U f~4(D*(f4(z))) est 'image d’un chemin qui
traverse l’anneau en ne rencontrant C, qu’au point z. Ainsi tout
ensemble contenu dans C,, et séparant 'anneau doit contenir C} et
de méme doit contenir C' :,. En particulier il n’y a qu’une composante
connexe de C, qui sépare ’anneau, on la note T',.

ii) La fonction p; o f? — p; s’annulle sur C,, si et seulement si f
a une orbite de type (p, ¢) et donc si et seulement si p/g appartient
& R(f). Dans le cas contraire elle garde un signe constant strict
sur I, et comme cet ensemble contient C;, et C'f,, la proposition 4.1

implique qu’il y a seulement deux cas.

f1(Co)
f1(Cy)

Cas 1 Cas 2

Détaillons le premier cas ot la fonction ps 0 f¢ — pp est stricte-
ment positive sur C,.

- La réunion de f9(Uc,) et de Vg, est égale & A.

- L’ensemble Ur, contient Uc, et est disjoint de V¢,, il est

contenu dans f?(Uc,).

69



Patrice Le Calvez

— Les ensembles T, et f(I',) sont disjoints (théoréme 2.4), ainsi
f(T',) est contenu dans Ur, ou alors disjoint. Dans le premier cas
f(Ur,) est inclus dans Ur,, dans le second il le contient. Comme
f9(Ur,) contient Ur, c’est ce cas-ci qui est réalisé.

On déduit de ces propriétés que les ensembles

U re,s U £, U ,r,)

n>0 n>0 n>0

sont égaux. L’ensemble W, obtenu est ouvert, invariant par f,
homéomorphe & A et contient un anneau de la forme T! x]— o0, M].

iii) Supposons que ’on soit dans le premier cas étudié et que =/’
soit un ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation p’. Comme
cet ensemble est minimal, il est contenu dans W, ou alors disjoint.
Si il est disjoint de W),, il 'est aussi de f¢(Ug, ) et il est donc contenu
dans Vg,. Comme la fonction p; o f7—py —p est strictement positive
sur Vg ,» le nombre de rotation p' est strictement supérieur & p. Si
il est contenu dans W,,, il rencontre Ug,, le nombre de rotation p'
est cette fois-ci strictement inférieur & p. Notons que dans ce cas
E' est contenu dans I’ensemble W, formé des points radialement
accessibles de W,.

iv) Indiquons une derniére remarque que I’on utilisera. Soit A
un ensemble compact, connexe, séparant ’anneau et contenu dans
C,. Si A rencontre son image par f, alors p appartient & R( f)
(théoréme 2.4), sinon p n’appartient pas & R(f). En effet f(A)
est alors contenu dans U, ou dans V. Dans le premier cas f(Uy)
est contenu dans U, ainsi que tous les itérés (f*(U, A))k>1. Comme
f9(A) est inclus dans f9-1(U,), il est inclus dans U et ne rencontre
pas A. Cette propriété est encore vraie dans le second cas, ainsi la

fonction p; o f? — p; ne s’annulle pas sur A et garde donc un signe
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constant strict. Utilisant le fait que A contient C:; et C) on obtient
que p/q n’appartient pas 3 ’R(f)
DEMONSTRATION DU THEOREME:

Commengons par une version faible.

LEMME 1. Pour tout nombre rationnel p n’appartenant pas &
R'(fo), il existe un voisinage W de f, dans K tel que p appartient
a R(f) dés que f appartient 3 W.

DEMONSTRATION: Supposons qu'il existe une suite (f)n1 d’élé-
ments de K convergeant vers f, et deux entiers p € Z et ¢ € N\ {0}
premiers entre eux tels que p = f n’appartienne jamais & R(f,)
pour tout n > 1, et montrons que p appartient & R'(f,). Définissons

pour tout entier n > 0 les ensembles:

Co={z€A|p1ofiz)=pi(z)+p}
et Cn = 7(Cp),

ainsi que la composante connexe T', de C, qui sépare 'anneau.
Notons également f,, 1’élément de K relevé par fa-

Puisque p,, n’appartient pas & R(f5), fn(I'n) est disjoint de Ur, ou
de V¢, ; nous pouvons toujours supposer qu'il est disjoint de Ur,
pour tout entier n.

Puisque ( f,.),,zl converge vers f>, la suite (T)n>1 est bornée
(voir la démonstration de la propositon 2.1) et on peut toujours
supposer qu’elle converge. Sa limite I est alors connexe, sépare
I’anneau, est contenue dans C), et son image par f, ne sépare pas
Ur, en particulier Ur est inclus dans f,(Ur) et 'on peut considérer
Pensemble W = U F¥Ur) qui est ouvert, homéomorphe 2 A, in-

k>0
variant par f et qui contient un anneau de la forme T x] — 00, M].
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D’autre part comme p appartient & R(f,), fo(I') rencontre T' et
les points d’intersection sont périodiques en particulier hors de W.
Le graphe de cet ensemble est donc un graphe invariant et celui-ci
rencontre A puisque Ur et donc W rencontrent T' alors que W ne
contient pas I'. Le nombre de rotation de ce graphe est donc égal &
p. a

Suite de la démonstration du théoréme 4.1

Nous venons de montrer le théoréme dans le cas ou Z se
réduit & un rationnel, montrons le maintenant dans le cas général.
Remarquons d’abord que l'on peut toujours supposer que Z est
Padhérence de Z N Q, quitte & remplacer Z par Z, = {p € R |
d(p,Z) < €}, ceci parce que R'(f,) est fermé. Raisonnons par
Pabsurde. Supposons qu'il existe une suite ( fn)"zl d’ éléments de
K convergeant vers f, et une suite (Pn)n>1 d’éléments de Z telle
que pour tout n > 1, p, n’appartienne pas & R(f,). Puisque R( H
est toujours fermé quand f € K on peut supposer les Pn tous ra-
tionnels. On écrit p, = 22 ot p, € Z et ¢, € N'\ {0} sont premiers

entre eux, et on définit:

én = {.1: € A |p1(f,q"'(:l:)) = pl(z) +Pu}y
Cn=n(Cy),

et la composante connexe I',, de -C,, qui sépare 'anneau. Puisque
fa(An) ne rencontre pas A,, on peut supposer qu’il est disjoint de
Ua |
On peut également supposer que la suite (p;)n>1 converge vers un
réel pe Z.

et donc que Uy, est contenu dans f,(Ua,) pour tout entier.

Nous allons montrer que p appartient & R'(f,) par une méthode
identique & celle du lemme 1. Remarquons la différence: dans le
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lemme 1 la suite (I'y),»>1 était bornée et on a pu prendre une
valeur d’adhérence. Ici ce n’est pas le cas car la suite (gn)n>1

formée des dénominateurs n’est pas bornée, on va donc raisonner

avec la suite (Wy,)n>1, ot W, = U f¥(Ur,) est un ouvert an-
k>0
nullaire invariant par f,, en cherchant une limite & cette suite.
Pour cela il suffit de compactifier ’anneau A en rajoutant les
deux bouts N et S. Tout élément f de K se prolonge en un
homéomorphisme de $? = A U {N, S} laissant fixes les deux bouts,
la suite ( f,,),.ZI converge alors uniformément vers f,. Chacun des
ensembles W,, = W, U {5} et X, = S?\W, est invariant par f,. La
suite (X n)n>1 est formée d’ensembles compacts et connexes, conte-
nant N, on peut toujours supposer qu’elle converge vers un élément

X ayant les mémes propriétés. Etudions de plus prés cet ensemble.
LEMME 2. Les ensembles X et {N} sont distincts.

DEMONSTRATION: Soit p° un élément de Q \ R'( fo) strictement
supérieur & p. D’aprés le lemme 1, il existe pour n assez grand un
ensemble d’Aubry-Mather Z2 de f, de nombre de rotation p°, qui
est disjoint de W,, (voir la remarque iv) & la suite de la propositon
4.1). Comme la suite (E2),>1 est bornée (voir proposition 2.1),
toute valeur d’adhérence 2 est contenue dans X qui ne se réduit
pas a {N}. O

LEMME 3. Le point S n’appartient pas a X.

DEMONSTRATION: Soit p' un élément de Q \ R'(f,) strictement
inférieur & p. Pour n assez grand il existe un ensemble d’Aubry-
Mather E; de fn, cette fois-ci contenu dans W,,, et plus précisément

formé de points radialement accessibles. Si z appartient & Eila
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courbe fn(D!(f71(z))) est contenue dans W, ainsi que l'ouvert

hachuré ci-dessous

z T(z)
@D () L yd
/'\/

/ A=
/ 4 e

7 7

qui se projette ainsi dans ’anneau.

Ti(=)

Comme la suite (Z} )n>1 est bornée, elle admet une valeur
d’adhérence Z},. Si on choisit z dans Z! I'ensemble hachuré dessiné

ci-dessous pour ce point et pour f, sera disjoint de X. O

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME: Puisque S n’apparti-
ent pas & X, on peut définir la composante connexe W de S2 \ X
qui contient S. Celle ci est simplement connexe ainsi W = W\ {S}

vérifie toutes les conditions du théoréme 3.1 et sa frontiére est un
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graphe. Les ensembles =i et =5 définis dans les lemmes 2 et 3
sont situés de part et d’autre de ce graphe et le nombre de rotation
de celui-ci compris entre p* et p*. Comme ces réels peuvent étre
choisis arbitrairement proches de p, c’est le nombre de rotation de
la courbe. o
Exemple

Considérons ¢, dans C*(T') avec [ ¢o(6)d§ = 0. L’appli-
cation f;oz(ﬁ, r) = (6 + 7,7 + ¢,(0 + 1)), définie au chapitre 1,
préserve aire et a un flux nul. Sous certaines conditions f:‘l,u n’a
pas de graphe invariant, par exemple s'il existe § avec ¢, (0) < -2
(voir [He]). Si c’est le cas le théoréme 4.1 implique que R( fi},)
contient [0,1] dés que ¢ est proche de ¢, pour la topologie de la
convergence uniforme. En fait R( f;) est alors égal & R, en effet
Pensemble Z¢ = {(6,r + k),(8,r) € =} est un ensemble d’Aubry-
Mather de nombre de rotation p + k quand k est entier si = est un

ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation p.
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Chapitre 5
ETUDE DES REGIONS d’INSTABILITE

Nous allons voir comment les résultats du Chapitre 3 per-
mettent de comprendre certains aspects de la dynamique des régions
d’instabilité.

Nous supposerons que f est un élément de K qui préserve ’aire,
qui laisse invariant les graphes notés respectivement C* et C* de
deux fonctions continues 3* et ¥* de T! dans R vérifiant 1 < %°*

et qui n’admet pas d’autre graphe invariant dans la couronne
C={(6,r) € A|¥'(6) <r < ¥*(6)}

délimitée par C* et C*.
Nous montrerons les deux résultats suivants (voir [L 2]) dont la
démonstration originale est due & J. Mather et utilise les méthodes

variationnelles esquissées au Chapitre 2.

THEOREME 5.1. Il existe un point z de C tel que
Jim d(~"(2),C%) = lim_d("(2),C) =0.
THEOREME 5.2. Pour tout € > 0, il existe z dans C tel que:

d(z,C) < e
{ n}-ig:loo d(f"(x), C‘) =0.

Hlustrons tout de suite ces résultats dans le cas du billard.

Supposons que I' soit une courbe C*, k > 2, convexe telle que la
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courbure s’annulle en un point et considérons I’homéomorphisme
f de T! x [0, 7] défini dans le premier chapitre qui lui est associé.
(f n’est pas différentiable sur le bord mais cela ne change rien au
résultat). Dans ce cas Mather a prouvé qu’il n’y avait pas de graphes
invariants autres que les deux bords [Ma 2], et que la couronne
T! x[0, 7] était par conséquent une région d’instabilité. Le théoréme
5.1 exprime qu’il existe une orbite qui dans le passé ou dans le futur

se rapproche de la courbe I en s’enroulant dans des sens contraires.

Par contre si la courbure ne s’annulle pas et si k est supérieur
4 6 cette situation ne peut pas se produire; il y a des graphes inva-
riants aussi prés que ’on veut du bord, si I'angle est trés petit en un

point, il reste assez petit tout au long de Porbite (voir R. Douady
(D).
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La démonstration des théorémes 5.1 et 5.2 est basée sur le
principe suivant: on construit pour chacun des bords un ensemble
stable et un ensemble instable local, analogue aux variétés et ins-
tables locales des points fixes hyperboliques par une construction
due & Birkhoff [Bi 1, Bi 4], on construit ensuite des ensembles
stables et instables globaux pour chacun des bords. Les théorémes
apparaissent alors comme des propriétés d’intersection hétérocline
pour le premier et homocline pour le second. Nous utiliserons la

version suivante de la théorie de Birkhoff.

PROPOSITON 5.1. Si X est une partie fermée et connexe de C in-
variante par f et séparant ’anneau, alors:

- soit X est égal & C*,

- soit X est égal 4 C°,

- soit X contient C* et C*.

DEMONSTRATION: Le flux de f est nul puisqu’il y a un graphe
invariant. La composante inférieure Ux de A \ X vérifie donc les
hypothéses du théoréme 3.1; sa frontiére est un graphe invariant
compris entre C* et C*. Ainsi, soit X contient C", soit il est égal
3 C*. De méme, soit il contient C* soit il est égal & C*, or ceci est
exactement I’ énoncé de la proposition . o
DEMONSTRATION DU THEOREME: Commengons par un lemme du
a Birkhoff [Bi 3].

LEMME 1. Si W est un voisinage connexe de C* dans C, alors

C' est contenu dans I'adhérence de | J f™(W) et dans celle de
n>0

U o).

n>0

DEMONSTRATION: On peut toujours supposer W ouvert, dans ce
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cas les ensembles O = U ffW) et O = U F¥(W) ont méme

neN keZ
mesure. En effet O' = U F~™(O) est une réunion croissante
neN

d’ouverts de C ayant méme mesure, celle de 0. Comme O et O'
sont deux ouverts de C' ayant méme mesure et comme O est in-

clus dans O', ils ont méme adhérence qui est également celle de

o" = U F™(W). Celle-ci est connexe, invariante par f puisque
anO

c’est le cas de O', elle sépare ’anneau et a un intérieur non vide,
elle contient donc C* par la propositon 5.1. 8]

Construisons maintenant les ensembles stables et instables des
deux bords. Appellons D 'ensemble des applications ¢: T! — R
continues telles que ¥’ < ¥ < ©* et pour tout ¢ appartenant a D,

définissons les ensembles

Cy = {(8,7) € A;9(8) < r < $°(6)}
et Cy={(6,r) € A;9'(6) <r < %(6)}.

L’ensemble n f™(C}) est fermé, nous notons 4, la compo-
neEN

sante connexe qui contient C},. Remplagant C}, par C,‘), nous obte-
nons de méme un fermé A%, remplagant f par f~! nous obtenous
Q2 et Q:b Nous avons le lemme suivant et des résultats analogues

avec les autres ensembles.

LEMME 2.
i) L’ensemble f~1(A}) est inclus dans Ay,

ii) Pensemble (] f"(A}) est égal 4 C*,
neN
iii) le graphe de 3 rencontre Ay,.
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DEMONSTRATION: La propriété i) est une conséquence de la dé-
finition de AJ, la propriété ii) une conséquence de la proposition
5.1: n JF™™(AY) est fermé, connexe, invariant par f et il sépare
neN
A puisqu'il contient C*; comme il ne contient pas C*, il est égal &
Ce.
Pour montrer la propriété iii) nous raisonnons par ’absurde.
Si Aj, ne rencontre pas le graphe de ¢, il existe un entier M tel que
pour tout m > M la composante connexe Ay, ., de ﬂ ™(Cy)
0<n<m
qui contient C? ne rencontre pas le graphe de . L’ensemble
Ay m étant un voisinage de C* on peut définir grice au lemme

1 le premier entier ¥ que ’on notera K tel que f "(A"’/)’ M) rencon-

tre le graphe de ¢. L’ensemble fX (Ay,m) est contenu a la fois
dans n FEK(C2) et dans ﬂ f(Cy), c’est-a-dire dans
0<k<K K<n<M+K

ﬂ f"(Cy). Puisqu'’il est connexe et qu’il rencontre le graphe
1<n<M+K

de 1, la composante connexe de fX (Ay,m) N Cy, qui est contenue

dans ﬂ f*(Cy) rencontre le graphe de ¢ et ceci contredit
0<n<M+K

I’hypotheése faite sur 'entier M. o

Nous obtenons une famille d’ensembles instables locaux, in-
dexés par les éléments de D analogues aux variétés instables locales
W(z) d’un point fixe hyperbolique. Les propriétés suivantes sont
claires:

i) si ¢’ < ¢ alors A}, C Ay
it) pour tout 3 € D et pour tout k € N, il existe ' € D tel
que f"(A‘;,) C Ay
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iii) pour tout 1 € D et ¢’ € D, il existe k € N tel que
w C f5(43).
On peut donc définir 'ensemble instable global par les égalités
A" = U Al = U f"(A;,g) ol ‘(ﬁo ED,
YED nEN
il est connexe, invariant par f et son adhérence contient C* comme
conséquence de la proposition 5.1. On définit de la méme facon les
ensembles A%, Q° et Q.
(QUESTION: tout point z € C tel que lir_{r} d(f ™(z),C*) = 0
n—-1+00
est-il contenu dans A*?)

Pour montrer que certains de ces ensembles se rencontrent,
essayons de les décrire de fagon plus précise. Considérons la com-
posante connexe inférieure U de C'\ A}, et gardons les notations in-

troduites au Chapitre 3. Puisque f(U) est contenu dans U, f(U™)

est contenu dans Ut, lui-méme inclus dans T'. En effet, la suite
(f*W)s1 ot W = Ut \ F(U*) est formée d’ouverts disjoints
deux-a-deux, disjoints également de Ut et contenus dans U. Puis-
que U est majoré et puisque f préserve l’aire, W est vide. Comme
F~Y(U?) est inclus dans (f~*(U))~ et comme U* est inclus dans
(Ff~YU))*, Pensemble f~(U°) N U™ est inclus dans (f~*(V))°.
Ainsi si z appartient & U° N f(U™), Pensemble ouvert hachuré ci-

dessous est contenu dans U.
z € I-Y(z)

(@)
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Comme U*° est contenu dans f(U+) et ouvert, U°N f(UT) est
dense dans U, ainsi la propriété précédente est vraie pour tous les
points z de U°. On en déduit que g, est continue a droite, plus

précisement:

6 <8 = pu(8') — pu(8) < cotg f(8" - 6).

Pour les autre ensembles, on raisonne de fagon analogue pour

obtenir les figures suivantes.

v Y LD Yy
‘p. . .
"

Aty Q% A’y @y

On comprend alors pourquoi Ay, et Q; se rencontrent dés que
¥ et ¢ sont proches respectivement de ¥ et de * (théoréme 5.1)
et pourquoi Ay et 7, ont des points d’intersection proches de C
(théoréme 5.2).

Pour montrer rigoureusement ces résultats nous allons faire va-
rier ¢ et ¢ dans D et utiliser des arguments de continuité ou plutét

de semi-continuité sur les applications de T! dans R suivantes:
ay:0 - ay(f) =inf{r e R|(4,r) € 43},
wy: 0 wy(8) =inf{r e R|(4,r) € Q,},
af,,: 0— a:;,,(a) =sup{reR|(6,r) € A;,},
wy: 0 wi(8) =sup{re R | (4,r) € Q:,,}
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Examinons les principales propriétés de ces applications. La premi-
ére est une conséquence du lemme 2.

P.1: - nous avons les inégalités larges suivantes,
mais pas les inégalités strictes correspondantes
ay S <ay; wy <Y <wl

La seconde du caractere fermé de nos ensembles

po: { afb et wfl, sont semi-continues supérieurement,

a;’p et w; sont semi-continues inférieurement.

La troisiéme vient d’étre démontrée
P.3: { aib et w‘? sont continues a gauche,
ay, et wy, sont continues a droite.
Il reste une quatriéme propriété.
P.4: pour tout ¢ € D, il existe ¢ € D tel que a$ <y
et w;*,' <.

Montrons cette derniére et pour cela supposons 3 assez proche

de 9 pour que les ensembles Hy déssinés ci-dessous soient définis

sans ambiguité pour tout 8 € T!.

——1

= (e:d’(e))
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Puisque C* est contenu dans 'adhérence de A* = U A, il
p€ED
existe ¢ € D tel que A}, rencontre tous les ouverts Hg. L’inégalité

sur o} (= p.) montrée plus haut implique que a}(6) est inférieur

a (6). L’autre relation s’en déduit aussitét.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2: Soit ¢ > 0, choisissons deux
éléments ¢ et  de D tels que

P <Pp<Pite al <9 wh <y

et montrons par 'absurde que les graphes de &, et de w, se rencon-

trent, ce qui prouvera le théoréme. Ecrivons dans le cas contraire
T'=JUJ ou

I={8eT" |a48) <wi(8)} et
J = {6 € T! |wi(6) < a’y(6)}.

Puisque o, est continue a droite et wy, semi-continue inférieurement,
Pensemble I est ouvert & droite (i.e. pour tout 8 € I, il existe
n > 0 tel que [6,6 + 5[ C I), puisque wy, est continue & gauche et
ay, semi-continue inférieurement, J est ouvert a gauche. Mais la
propriété P.1 énoncée plus haut nous dit qu’aucun des ensembles I
et J n’est vide. 1l est facile de montrer qu'une partition de T? en
deux ensembles, I'un ouvert a droite, ’autre ouvert & gauche, est

impossible. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 1: Raisonnons par I’absurde. Si

le théoréme est faux, les ensembles A7, et Q:‘, ne se rencontrent pas
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si ¢ et 1 sont dans D, et on peut écrire T' = T U J avec:
I={6eT |wi<ai6)
et J={0eT |al(8) <wiy(8)}

Puisque oy, et wfp sont respectivement semi-continue inférieurement
et semi-continue supérieurement, I est ouvert; puisque af, et w:/,
sont continues & droite J est ouvert a droite. Une partition de T?
en ces deux ensembles est impossible, donc 'un est égal & T!.

Si on fixe ¥ € D, on peut donc écrire D = D; U D; ou
'Dlz{goe’D]w:‘p<a:,}
et Dzz{tpE'D|afp<wfp}.

Pour obtenir une contradiction munissons D de la topologie de la
convergence uniforme.

Ni Dy ni D; ne sont égaux a D, en effet d’une part 1
n’appartient pas & D,, d’autre part on peut trouver ¢ € D avec
ag, < et 6 € T? tel que wi(8) = %(8).

Si ¢ € D il existe 8, tel que ¢(6,) > w,‘),(@,,), cette égalité
est encore vraie pour ¢’ dans un voisinage de ¢, celui-ci est donc
disjoint de D, et donc contenu dans D, ce dernier ensemble est
donc ouvert.

Si ¢ € Dy il existe a > 0 tel que o, < wfp — a, puisque par
hypothese A'; et Q sont fermés et ne se rencontrent pas. En
particulier ¢ < wy — a et pour ¢' dans un voisinage de ¢ on a
¢' <wy — 3. Comme ¢’ et ag, coincident en un point ce voisinage
est disjoint de D; et donc contenu dans D, qui est ouvert. Puisque

D est connexe on a une contradiction . ]
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D’autres résultats sur les régions d’instabilité

Enongons quelques résultats supplémentaires sur les régions
d’instabilité.

Dans le cas ou f vérifie les conditions génériques du paragraphe
2.4, on peut par une utilisation répétée de la propositon 5.1 étudier
de plus prés les ensembles A~, A%, Q™ et QF (voir [L 3}).
Ces quatre ensembles ont une adhérence commune notée C*.
Cet ensemble contient pour tout nombre rationnel un ensemble
d’Aubry-Mather hyperbolique et c’est 1’adhérence commune des
variétés stables et instables de celui-ci. Il contient également tous
les ensembles d’Aubry-Mather de nombre de rotation irrationnel.
En fait c’est le plus petit élément pour Pinclusion de ’ensemble des
parties compactes connexes de C séparant I’anneau et invariantes

par f.

C
)

C’est sur cet ensemble, le squelette de la région d’instabilité,

que ce retrouve la dynamique étudiée précédemment, son com-
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plémentaire est formé d’ouverts connexes et simplement connexes
périodiques qui sont bornés dans le revétement A et & une distance
strictement positive de chacun des bords. On retrouvera un ensem-
ble du méme type dans le cas dissipatif, “I’attracteur de Birkhoff”.

11y a un grand nombre d’intersections homoclines, on en déduit
qu’il y a beaucoup d’orbites non ordonnées périodiques et que
Pentropie topologique est positive. En fait ces deux résultats sont

vrais sans aucune hypothése générique.

THEOREME 5.4, (Boyland [Bo 2]) Si f € H a une orbite de type
(p, q) qui ne correspond pas & un ensemble d’Aubry-Mather, son

entropie topologique est strictement positive.

THEOREME 5.3. (Boyland, Hall [BH]) Si f € H préserve I'aire et
a un flux nul et si p est un nombre irrationnel qui n’est pas dans
R'(f), alors pour tout nombre p/q rationnel proche de p, f a une

orbite de type (p, q) qui ne correspond pas 4 un ensemble d’Aubry-
Mather.

Les propriétés sur ’aire n’apparaissent pas dans le théoréme
précédent, indiquons rapidement les raisons de ce résultat. Si O(z)
est une orbite de f de type (p,q) on peut regarder la restric-
tion de f & la variété A \ O(z) et utiliser le théoréme de classi-
fication des difféomorphismes des surfaces de Thurston. C’est un
difféomorphisme irréductible; si 'orbite est bien ordonnée il est iso-

tope & un difféomorphisme périodique, sinon il est isotope a un
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difféomorphisme pseudo-Anosov, en particulier il y a de ’entropie
topologique.

Notons qu'’il existe une démonstration simple du théoreme 5.4
(Angenent [An]).
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Chapitre 6
LES ATTRACTEURS DE BIRKHOFF

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux difféomorphismes
de ’anneau dissipatifs et déviant la verticale, plus précisément aux
éléments f de K vérifiant:

i) pourtout z € A, 0<detDf, <1,

i) il existe M > 0 tel que f(T! x [-M, M]) C T'x]-M, M|.
Nous noterons K* I’ensemble des éléments de K vérifiant ces deux
conditions et K* I’ensemble de leurs relévements. Rappelons que
Pon obtient de telles applications dans I’étude du pendule amorti
et dans I’ étude des familles fé:(@,r) — (8 + 7, Ar + ¢( + 1)) ol
p € CHTY) et A €]0,1].

Soit f un élément de K* et M un réel tel que f(T! x [-M, M])
soit inclus dans T!x] — M, M[. Chacun des ensembles
F¥(T! x [-M, M]) étant compact, connexe, et séparant I’anneau, il
en est de méme de X = ﬂ FE(T! x [-M, M])), qui est de plus inva-

£>0
riant. Pour comprendre la dynamique de f sur X nous étudierons
plus généralement les ensembles compacts, connexes, qui séparent
Panneau et qui sont invariants par f, et noterons A™*(f) la partie
fermée de X formée de tous ces ensembles (voir §2.1). La plupart
des résultats qui suivent se trouvent dans [Bi 3] ou dans [L 4].

Le premier résultat provient du caractére dissipatif de f .
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PROPOSITION 6.1. i} L’ensemble X*(f) contient un plus petit
élément noté A(f) pour linclusion,
i) si X appartient & X*(f) alors A(f) = Ux NV x, en parti-
culier A(f) = Fr Up(y) = Fr Vp(p.

DEMONSTRATION: Si X appartient & X*(f), le complémentaire de
Ux UVx est la réunion de X et des composantes bornées de A\ X,
c’est un ensemble compact invariant par f. Puisque f décroit les
aires il est de mesure nulle et d’intérieur vide, ainsi A \ X n’a pas
de composante bornée. Si X' est un autre élément de X'*(f), Ux N
Vx est ouvert borné et invariant par f, il est donc vide; ainsi les

.ensembles

U= U Ux e¢ V= |J W
X€X*(f) XeX*(f)

sont ouverts, connexes, invariants par f et sont disjoints. Le
complémentaire A de U UV est compact, sépare ’anneau et est
inclus dans tout élément de X*(f). Pour montrer que c’est lui-
méme un élément de X*(f) il suffit de remarquer qu'il contient la
frontiére de la composante connexe non bornée de A \ U qui est un
élément de X*(f).

Soit X un élément de X*(f). Puisque FrUx et Fr Vx appar-
tiennent & X*(f), A(f) est contenu dans FrUx NFrVx = UxNVx.

D’autre part
UxnVxcC —ﬁA(f) ﬂVA(f) =FrUppnnNFrVypC A(f).

La derniére égalité A(f) = Fr Up(y) N Fr Vp(y) est maintenant

évidente. a
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L’ensemble A(f) sera appelé l'attracteur de Birkhoff de f. Ce
n’est pas toujours un attracteur mais c’est cependant sur cet en-

semble que la dynamique de f sera intéréssante.

Utilisons maintenant le fait que f dévie la verticale et appli-
quons les résultats du Chapitre 3 (théorémes 3.2 et 3.3). Fixons
un relévement f de f et un élément X de X*(f). Rappelons que
U% est 'ensemble des points radialement accessibles, que Uy et U;
sont les ensembles des points accessibles par un chemin négatif et
positif et que

X'={z€ X |D(z)NX = {z}}
et X*={zeX|D(z)NX = {z}}

sont les graphes de deux fonctions u’% et p% de T dans R.

PROPOSITION 6.2. i) Les ensembles U et Uy sont égaux;
ii) Papplication y’ est continue & droite et admet une limite

a gauche en chaque point.

PROPOSITION 6.3. i) L’ensemble f~!(X") est contenu dans X*;
i) il existe un réel p tel que pour tout z dans X' et tout

entier k positif:
~1<p(fH@) - ple) + ko' < 15
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iii) il existe un ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rota-

tion p¥ sur X'.

On peut définir de facon analogue un nombre de rotation p%
sur X°. La différence p% — p’ est alors indépendante du relévement
f choisi. Grace au théoréme 3.3 on a les propriétés suivantes:

1) Pk < Pk
it) si X' € X*(f) est inclus dans X,

iii) pour tout z € X et pour tout k € N,

1+ kpx <pi(fA(=)) - pi(z) < 1+ kpk,
—1—kp% <pi(F¥(2)) —pa(z) <1 -k pix.

Le plus petit intervalle obtenu de cette fagon est [pf\(f),pim], on
I’ écrira plus simplement [o*(f), p*(f)].
Les nombres p’; et p% peuvent &tre distincts comme le montre

la figure suivante:
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L’ensemble X est la réunion d’un graphe invariant A de nombre
de rotation p > 0 (c’est 'attracteur de Birkhoff) et d’une branche
de la variété instable d’un point fixe hyperbolique.

Plus surprenant est le théoréme qui suit du & Birkhoff [Bi 3]
qui exprime que p*(f) et p°(f) peuvent étre distincts. En effet tous
les points sont frontiéres & la fois de Uy et de Vj et pourtant ils

n’ont pas tous le méme nombre de rotation.
THEOREME 6.1. Il existe f € K tel que p*(f) < p*(f).

DEMONSTRATION: Nous donnons la démonstration originale de
Birkhoff. Considérons un élément f, de K qui préserve laire et
qui admet une région d’instabilité C' délimitée par les graphes de
deux applications continues 1° et %* sur lesquels un relévement f,
de £, induit deux nombres de rotation p et p* avec p* < p*. Con-
sidérons maintenant une application 1 de classe C' dont le graphe
divise ’anneau en deux parties d’aires égales.

On définit une famille ( fe)eew,l[ d’ éléments de K* par la rela-
tion:

fe(8,7) = Fo(8,(1 — )r + e9(8))

et la famille correspondante (f.).ejo,1[ d’éléments de K*. Le com-

pact X, = ﬂ FM(C) divise la couronne C en deux parties d’aires
n>0
égales U, et V.. En effet, puisque f, préserve l'aire, la couronne

délimitée par C* et f,(C') a une aire égale 3 ¢ fol(tlJ(G) — $'(6))d6,

ainsi ’aire de U, est

Y1 -e) xe | (9(0) - ()8
k=0 0

- [(wo) v,
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c’est-a-dire la moitié de celle de C.

L’attracteur de Birkhoff A, = A(f,) divise également C en
deux parties d’aires égales. Choisissons maintenant une suite
(€n)n>0 tendant vers 0 telle que (A.,)n>0 converge. Sa limite A
est compacte, connexe, invariante par f, et ne se réduit pas a un
bord, elle contient donc C* et C* graphes respectifs de ¢* et de 1*,
ceci par la proposition 5.1. Tout point de C* est donc une limite

d’une suite de points & valeurs dans A:..' Des relations:

Vzell,VkeN, -1<p(fit=)-pi(@)+kp'(fen) <1,
Vzel, VEeN, -1<p(f =) -n(z)+kp <1,

et du fait que la suite (f.,) converge uniformément vers f, sur
€ on en déduit comme dans la propositon 2.1 que X f,,,)),.zo
converge vers p'. La suite (p°(f.))a>0 converge de méme vers p°,
les nombres p'(f;,) et p*(f.,) sont donc distincts dés que n est

grand. 0

REMARQUE 1: On peut donner des exemples plus explicites d’at-
tracteurs de Birkhoff ayant deux nombres de rotation [L 3]. Si
@ € CHTY), si fol 0(8)d6 = 0 et si fvl, n’a pas de graphe invariant,
alors:

: SN _ 1 i FAY
Jim p*(f,p) = = Lim p¥(f,) = +oo.

REMARQUE 2: Un attracteur de Birkhoff ayant deux nombres de
rotation distincts n’est pas une courbe de Jordan, il est topologi-
quement plus compliqué, c’est un continu indécomposable. En effet
on montre en utilisant 'interprétation des nombres de rotation en
termes de bouts premiers (§3.4) qu’il n’est pas réunion de deux
compacts connexes propres (M. Charpentier [Cha), [L 3]).
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Le fait que I’attracteur de Birkhoff a deux nombres de rotation

distincts n’est pas exceptionnel, en effet:

THEOREME 6.2. Les applications p* et p* de K* dans R, qui as-
socient & chaque f de K* les nombres P(f) et p*(f) sont respec-
tivement semi-continue supérieurement et semi-continue inférieure-
ment. En particulier les éléments de K* ayant deux nombres de

. rotation distincts forment un ouvert de K*.

DEMONSTRATION: Soit ( fn)nzo une suite d’ éléments de K* conver-
geant vers f . Puisque la condition ii) vérifiée par un élément de K
est ouverte la suite (A(fr))a>0, de méme que les suites (p( Fa))nxo
et (p°(fn))n>0 sont bornées (proposition 2.1). Le théoréme sera
montré si toute valeur d’adhérence p de la suite (p( fn))nzo est
inférieure ou égale & p*(f). On peut extraire une suite telle que
(P*(Fae))eso converge vers p et (A(fn,))ezo vers un élément A de
X(f).

Des inégalités
Ve e A, VkeN, =1 < p; (f7¥(2)) — p1(z) + kol

Vo € A(fa) VEEN,VEEN 41 (fit (@) — p(2)+h'(fa) <1,
et du fait que tout point de A’ est limite d’une suite de points &
valeurs dans A(fn, ), on en déduit p < pi < P (f). O
REMARQUE: Les applications p* et p* ne sont pas continues [L 3].

On a vu plus haut un exemple ot f n’avait pas d’autre ensemble
d’Aubry-Mather dans X que ceux correspondant & p et & p%. La
situation est différente dans le cas out X est l'attracteur de Birkhoff
de f.
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THEOREME 6.3. Pour tout réel p appartenant & [p*(f), p*(f)] il
existe un ensemble d’Aubry-Mather de nombre de rotation p inclus

dans A(f).

DEMONSTRATION: Gréce au caractére fermé de R(f) et de A(f),
gréce a la proposition 3.5 appliquée aux ouverts Uy et Vj, il suffit
de montrer que si p € Z et ¢ € N\ {0} sont premiers entre eux et
sip= s appartient & ] p*(f), p°(f) [, il existe un ensemble d’Aubry-
Mather de nombre de rotation p.

Raisonnons par 'absurde, si p n’appartient pas & R(f) nous
savons par la proposition 5.1 que I'une des relations suivantes est

vraie:

Uc, C fi(Uc,),
Ve, C f1(Ve,)-

Supposons par exemple que ce soit la premiére. L’ensemble d’Au-
bry-Mather Z! de nombre de rotation p'(f) qui est contenu dans
A est alors contenu dans Ug, (proposition 5.1), ainsi V, rencontre

Uc, puisque A est la frontiére de V. Mais l'inclusion
VanUe, C f1(VaNnUg,)

contredit le caractére dissipatif de f. o

Il y a une grande analogie entre les régions d’instabilité des
éléments de K qui préservent l'aire et les attracteurs de Birkhoff.
La raison étant la propriété d'intersection commune intervenant
dans les deux cas. Continuons les analogies en étudiant maintenant
le cas générique. Supposons que f soit dans K* et vérifie:

i) tout point périodique de f est une selle ou un puits,
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ii) les variétés stables et instables de deux selles périodiques
s’intersectent transversalement,
iii) les nombres de rotation de I'attracteur de Birkhoff sont

distincts.

THEOREME 6.4. i) Il existe un ouvert dense de [p*(f), p°(f)] tel
que tout ensemble f-ordonné dont le nombre de rotation est dans
cet ouvert est hyperbolique.

i) L’ensemble des rationnels de [p'(f), p*(f)] pour lesquels il y
a une orbite ordonnée qui est un puits n’a que des points isolés.

iii) Pour tout nombre rationnel p de [p*(f), p*(f)] il existe un
ensemble d’Aubry-Mather hyperbolique E de nombre de rotation p
tel que A = Wu(Z).

DEMONSTRATION: i) Les conditions i) et ii) ne sont rien d’autres
que les corollaires 2.1 et 2.2 du Chapitre 2 écrits dans le cas dissi-
patif.

Dans la démonstration du théoréme 2.2 nous avons montré
Pexistence d’un ensemble d’Aubry-Mather hyperbolique Z, pour
tout rationnel strictement compris entre p*(f) et p°(f) tel que si
on Pécrit: E = {z,t € Z} ou pi(zi) < pi(zi41), alors WH(z;)
rencontre W*(z;41).

Grace au A-lemme, on en déduit que I'ensemble W¥(z) est
indépendant du choix de z dans Z, qu’il est compact, connexe et
invariant par f. Comme W*(z) se reléve en un ensemble non borné
de 1.\, m ES m sépare ’anneau et contient A(f).

Si W*(z) n’est pas contenu dans A(f), il existe une branche I’
qui n’est pas contenue, deux cas sont possibles

- TNA(f) = {z}

- il existe deux points de T' N A(f) tels que la partie I' de T’
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qui les joint n’a pas d’autre intersection avec A(f).

La premiére propriété est impossible car z serait alors acces-
sible par un chemin continu périodique & valeur dans Uy(y) ou dans
Va(p- En utilisant 'interprétation du nombre de rotation en terme
de bouts premiers et en se plagant dans le revétement A, on en
déduirait que 'un des nombres pi(f) ou p*(f) est égal a p.

Le second cas est également impossible. L’ensemble I U A(f)
devrait délimiter une région ouverte bornée W. Comme la suite
(f7%(I" U A(f))k>0 est bornée, il en serait de méme de la suite
(f ¥(W))i>0, ce qui contredit le caractére dissipatif de f. 8]

REMARQUE: La proposition précédente indique qu’il y a beaucoup
d’hyperbolicité dans un attracteur de Birkhoff dont les nombres de
rotation sont distincts. Notons cependant que si p*(f) ou p*(f) est
irrationel, ’ensemble d’Aubry-Mather associé n’est pas hyperboli-

que. Notons également que A peut posséder une infinité de puits

(L 3].

(QUESTION: La derniére propriété est-elle dense quand on munit
K* de la topologie C!, parmi les applications ayant deux nombres
de rotation distincts).

Nous allons conclure cette étude par une remarque sur les endo-
morphismes du cercle. Plus précisément nous allons voir comment
ceux-ci apparaissent comme des cas-limites de difféomorphismes
dissipatifs déviant la verticale et comment retrouver ainsi certains
résultats:

Soit g: T! — T?! une application de classe C* et de degré 1 et
§ un relévement de g & R. On écrit § = Id+p ot p € C}(T!) et on
considére les familles fé et f;: définies au Chapitre 1 ( f;(&, r) =

(047, Ar + (6 +r)). Si f) appartient & K* quand X €]0, 1], par
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contre f; n’est plus un difféomorphisme, son image est le graphe de
@ et la restriction a ce graphe est conjuguée a g.

11 est facile de montrer d’une part que la famille A( f$)0< A<l
est bornée, d’autre part que par la topologie compacte ouverte f;‘
tend vers fg quand A tend vers 0. Toute valeur limite de la famille
(A( f:,‘))o< a<d quand ) tend vers 0 est compacte, connexe, sépare

l'anneau et vérifie fo(A) = A. Comme le graphe de ¢ est le seul

ensemble vérifiant ces propriétés, on a:
lim A(f7) = gr ¢;

De cette relation, de 1’ égalité )l\in}] f;} = f, et des assertions:

- pour tout z € A(f:), pour tout k € N,
~1+kp () < m(F}(2)) = pr(@) <1+ kp°(f}),

- pour tout p € [p¥( fj,‘), P( f;\)], il existe un ensemble
d’Aubry-Mather de nombre de rotation p dans A( f;)
on en déduit qu’il existe deux réels p* et p* tels que:
- limaso pH(F)) = pf, limase p*(f)) = %,
- pour tout z € R et pour tout k € N
—1+ kol < ¥(2) — 2 < 1+ kol
- pour tout p € [p},p?], il existe une orbite de nombre de

rotation p,

résultat bien connu sur les endomorphismes du cercle (Newhouse,

Palis, Takens [NPT]). o
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