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INTRODUCTION ET ARTICULATION

§1 Stabilité de la fibre d*une fibration: présentation du
sujet

De nombreuses notions de stabilité ont été introduites dans
Iétude des systdmes dynamigues, et elles y ont joué un grand role:
stabilité d’un point fixe, stabilité structurelle locale au voisinage
d’'un point fixe ou d’une orbite périodique, $l-stabilité, stabilité
structurelle globale... D’une fagon générale, une notion de stabilité
exprime la persistance d'une propriété par periurbation du systdme
dynamique considéré; elle indique que la propriété est générique, en
ce sens gu’elle est vraie pour un ouvert dans I'ensemble des systémes
dynamiques.

Ces notions de stabilité, maintenant assez bien comprises pour
les difféomorphismes ou les flots, se généralisent naturellement aux
feuilletages. Mais dans le cadre des feuilletages les questions de
stabilité sont loin d'étre résolues, et on ne dispose pour l'instant
que de réponses trés partielles.

Ce travail a pour but d’étudier la stabilité de la fibre d*une fibra-
tion, c'est-A-dire la persistance d'une feuille compacte difféomorphe
& la fibre, et proche d'une fibre, par perturbation du feuilletage
défini par la fibration.
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Ce sujet a son origine dans les travaux de Seifert et de Fuller
sur les champs de vecteurs.

En 1950, Seifert a prouvé l'existence d’orbites périodiques pour
tout champ de vecteurs C?-proche du champ de vecteurs unitaire
dirigeant les fibres de la fibration de Hopf, sur la sphére 5%, 11
demandait alors si tout champ de vecteurs non nul, sur ia sphére
53, posséde une orbite périodique.

. Le probléme était de savoir si la topologie de la variété ambiante
peut forcer I’existence d'orbites périodiques pour les champs de vec-
teurs non nuls, de méme qu’elle peut forcer 'existence de points
fixes ou périodiques pour les endomorphismes continus, L'idéal au-
rait été de pouvoir généraliser, pour les orbites périodiques des flots
sans points fixes, la théorie d'indice de Lefschetz pour les points
fixes des applications continues.

La réponse n’est pas si simple, et comporte deux aspects oppo-
séa:

- d'une part, toute variété M compacte, de caractéristique d’Eu-
ler x{M) nulle, et différente du cercle S? et de la bouteille de Klein
K, posstde un champ de vecteurs non nul sans orbite périodique;
théordme de Wilson, 1967, si dimAf > 4, et théortme de Schweitzer,
1974, si dim M = 3.

— d’autre part, la théorie d’indice de points fixes des homéomor-
phismes peut se généraliser aux orbites périodiques des flots, mais
dans un cadre semi-local:

“Fuller, en 1968, a introduit la notion de compact isolé K d'or-
bites périodiques, muni d*un voisinage isolant U, pour un champ de
vecteurs X. A un tel compact K, il associe un nombre rationnel
#(K) (appelé indice de Fuller), et cet indice est invariant par les per-
turbations du champ X qui ne créent pas d’orbites périodiques sur
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Introduction et Articulation

le bord de U. En conséquence, si i(K) est non nul, tout champ de
vecteurs suffisamment proche de X posséde des orbites périodiques
contenues dans {/: l'indice de Fuller est donc un critére de stabilité
pour les orbites péricdiques dn champ X.

Le théordme d'indice de Fuller permet de résondre simplement
le probldme d’existence d’orbites périodiques pour les champs de
vecteurs proches d’une fibration en cercles orientée, §! — M — B:

En effet, I'ensemble des fibres, parcouruez une fois, forme un
compact isolé d’orbites périodiques, dont 'indice de Fuller est égal
4 la caractéristique d’Euler x(B) de la base. 5i x(B) est non nulle,
tout champ de vecteurs suffisamment C?-proche de la fibration aura
au moins une orbite fermée, proche d'une fibre,

En résumé, Seifert et Fuller ont montré le résultat suivant:

THEOREME. Soit B une variété compacte, et p: M — B une fibra-
tion de fibre le cercle §'. Si la caractéristique d’Buler x(B) est
non nulle, alors tout feuilletage C°-proche de la fibration posséde
une feuille compacte proche d’une fibre,

Les résultats de Seifert et Fuller n'utilisent pas d’une fagon es-
sentielle le paramétrage des orbites: ce sont donc des résultats de
stabilité de feuilles compactes pour les feuilletages de dimension 1
dirigés par les champs de vecteurs considérés. On peut d'ailleurs
construire un indice, type indice de Fuller, pour les fibrations en
cercles non orientées, qui permet de donner une condition nécessaire
et suflisante & Pexistence de feuilles compactes proches d'une fibre
pour toute perturbation d'un feuilletage défini par une fibration en
cercles:

THECREME A. Soit B une variété compacte, et p: M — B une
fibration de fibre le cercle S'.
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a) 8i B est de dimension paire:

i) si la caractéristique d’Euler x(B) est non nulle, alors tout
feuilletage C'°-proche de la fibration possdde une feuille compacte
proche d’une fibre (c’est le théordme de Seifert et Fuller).

ii) gi x(B) est nulle, il existe des feuilletages C*-proches de la
fibration, sans feuilles compactes proches d'une fibre.

b) 5i B est de dimension impaire, on considére le revétement & deux
feuillets : B — B des orientations de la fibre, et on construit un
invariant topologique x(m) € Z/2Z associé a ce revétement. Alors:

i) gi x(7) # 0, tout feuilletage C°-proche de la fibration posséde
une feuille compacte proche d'une fibre.

ii) si x(x) = 0, il existe des feuilletages U™ -proches de la fibra-
tions, sans feuilles compactes proches d’une fibre.

On cherche alors & généraliser aux feuilletages de dimension plus
grande que 1 les théordmes de Seifert et Fuller.

Soit ;M - B une fibration de fibre F, ot M, B et F sont
des variétés compactes connexes. Elle définit sur M un feuilletage
F dont les feuilles sont les fibres de p. On dira que la fibre F
est C"-stable si tout fenilletage C"-proche de F posstde une feuille
compacte difféomorphe & F et proche d’une fibre. On dira que F
est C"-instable dans le cas contraire,

ProBLEME. Trouver des conditions sur la fibration p, permettant
de décider si Ia fibre est stable oy instable.

L'exemple des fibrations en cercles laisse présager que la résolu-
tion compléte de ce probléme nécessitera la construction d'un indice,
type indice de Fuller, pour les feuilles compactes des feuilletages.

La construction d’un tel indice me semble inabordable actuel-
lement, car elle supposerait résclu (en partie) le probléme de la
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stabilité locale, par perturbations, des feuilles compactes isolées des
feuilletages... peu de choses sont encore connues sur ce sujet.

On peut espérer que des réponses partielles au probléme de la
stabilité de la fibre d’une fibration permettront de préciser ce que

pourrait étre un tel indice.

§2 Parametres du probléeme de stabilité de la fibre dune
fibration

Ce travail présente quelques classes particulidres de fibrations,
pour lesquelles on saura décider si les fibres sont stables ou instables,

Avant de citer les résultats obtenus, it me semble nécessaire de
présenter les propriétés topologiques de la fibration qui vont jouer
le rdle de paramétres du probléme. Soit F un feuilletage défini par
une fibration p: M — B de fibre F. Tout ouvert de B trivialisant p
peut tre considéré comme une transversale du feuilletage F, par le
choix d’une section locale de p. Soit @ un fevilletage proche de F. A
tout lacet dans une fibre de la fibration p on associe, par holonomie
le long des feuilles de G, un difféomorphisme d'un ouvert de B {con-
sidéré comme transversale des feuilletages F et ). Les feuilles com-
pactes, proches d'une fibre, du feuilletage ¢ correspondent alors aux
points fixes communs des difféomorphismes d'holonomie associés &
une partie génératrice du groupe fondamental 71 (F) de la fibre.

Il est alors naturel que les deux paramétres essentiels du pro-
bléme soient:

- le groupe fondamental m;(F) de la fibre.
~ la topologie {dimension, caractéristique d'Euler) de la base B.

Dans le cas particulier de la fibration triviale Bx F — B, la base
B peut-étre considérée comme transversale compléte du feuilletage
défini par la fibration, Tout feuilletage proche de la fibration est

5
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alors défini (& conjugaison prés) par une représentation du groupe
fondamental x; (F) daus le groupe Diff (B} des difféomorphismes de
la base. La situation dans ce cas est relativement simple.

Les autres paramétres du probléme mesurent en quelque sorte
I’écart entre la fibration considérée, p: M — B de fibre F, et la
fibration triviale B x F — B.

Par exemple: '
— P'action naturelle de x1{B) sur le premier groupe d’homologie

H(F,R) de la fibre.

— Dexistence ou ’absence d'une section globale de la fibration.

§3 Principaux résultats pour le probléme de stabilité de la
fibre

Quand H. Rosenberg m’a proposé de regarder le probléme de
la stabilité de la fibre des fibrations, des résultats de Langevin
et Rosenberg, Schweitzer et Druck laissaient conjecturer que les
théordmes de Seifert et Fuller sur les fibrations en cercles se géné-
raliseraient aux fibrations dont la fibre F vérifie H;(F,R) = R.
Langevin et Rosenberg avaient généralisé la preuve de Seifert aux
fibrations dont la fibre F' vérifie x1(F) = Z, et dont la base est
une surface. De plug, Langevin et Rosenberg avaient aménagé un
lemme de Thurston qui, sous cette nouvelle forme, suggérait que
les lacets de la fibre F, nuls en homologie, ont un réle négligeable
pour les Cl-perturbations de la fibration. Cela leur avait permis de
prouver la C-stabilité structurelle des feuilletages définis par une
fibration de fibre F' telle que H (F,R) = 0.

Des résultats partiels avaient été obtenus par Schweitzer et
Druck, ce qui confirmait la conjecture.

6



Introduction et Articulation

Haefliger eut alors I'idée d'une méthode permettant de comparer
les déformations d'une fibration de fibre F, H ;(F,R) = R, avec
celles d'une fibration en cercles. En mettant au point avec lui cette
idée, et en la combinant avec toutes les idées antérieures, j’ai achevé
la résolution du probléme de Cl-stabilité de Ia fibre F, quand F
vérifie H (F,R) = R. Voici le résultat final:

TuEorEME B. Soit p: M — B une fibration de fibre F', telle que
H,(F,R) = R, et que la dimension de B soit paire.
Alors:
i) si la caractéristique d’Euler x(B) est nulle, Ia fibre F' est C*
instable.
i) si x(B) est non nulle, Ia fibre F est C'l-stable.

Dans le cas ol1 B est de dimension impaire, le résultat est tout
A fait analogue: il faut juste remplacer x(B) par l'invariant topo-
logique, construit pour le théoréme A cité plus haut, associé au
revétement 3 deux feuvillets m: B — B, défini par l'action de =,(B)
sur fh(F,R).

Pour poursuivre le sujet, il fallait alors considérer des fibres F
telles que Hi(F,R) soit de dimension supérieure ou égale 3 2. Un
argument simple permet de considérer le tore T comme la plus
stable des fibres F vérifiant dim H; (F,R) = n: en effet, & toute
fibration p de fibre F vérifiant H;(¥,R} = R", on peut associer
de facon naturelle une fibration g de fibre 7", et la Cl-stabilité de
la fibre de p implique celle de la fibre de g. Les fibrations en tores
sont donc les candidats naturels pour le probléme de la stabilité de
la fibre.

Soit B une variété compacte. Tout feuilletage proche de 1a fibra-
tion triviale B x T™ — B est, & conjugaison prés, la suspension de n

7
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difféomorphismes commutants, proches de I’identité, de la base B.
La stabilité de la fibre est alors équivalente & 1’existence de points
fixes communs pour de tels difféomorphismes.

En approfondissant I'idée du lemme de Thurston, déja utilisé
pour le théoréme B, j'ai v que la dynamique des difféomorphismes
Cl.proches de I'identité est trés semblable A celle des flots, Celam’a
permis de généraliser un théoréme de E.Lima, assurant l'existence
de points fixes communs pour les flots commutants sur les surfaces
de caractéristique d’Euler non nulle.

THEOREME C’. Soit S une surface de caractéristique d’Euler non
nulle, et soit n € N. II existe un voisinage I de l'identité dans
Diff($) tel que, si f1,..., fn € U sont n diffSomorphismes commu-
tants de S, alors ils possédent un point fixe commun.

En corollaire on obtient:

THEOREME C. Soit § une surface de caractdristique d’Euler non
nulle. Alors la fibre de la fibration triviale § x T — 8§ est -
stable.

Je pensais alors que la caractéristique d’Euler de la base allait
jouer le rdle d'indice pour les fibrations en tores, et, de méme que
Rosenberg je pensais que la fibre de toute fibration en tores, dont
la base est de caractéristique d’Euler non nulle, serait stable.

En travaillant avec S. Firmo pour montrer la stabilité de la fibre
", j'ai construit un contre-exemple:

THEOREME D. Soit § une surface orientée de genre g > 1. Il existe
une fibration de base S, de fibre le tore T2, telle que Ia fibre soit
C.-instable,



Introduction et Articulation

§4 Un outil général pour les problémes de déformations
des feuilletages

Outre ces résultats sur la stabilité de la fibre des fibrations, on
présente avec A. Haefliger un outil d’'intérét plus général, baptisé
ici théortme de réalisation des déformations de Pholonomie, qui est
commode pour construire des déformations de feuilletages: il est
par exemple utilisé de fagon essentielle dans la preuve du théoréme
B cité plus hant. C’est un travail fait avec A.Haefliger d'aprés ses
idées. Voici en quelques mots ce travail:

Soit F un feuilletage sur une variété M, soit T une transversale
compléte du feuilletage F, et soit (5,0} un espace pointé, localement
compact. On définit les notions de déformations {paramétrées par
S8} du feuilletage F et de son holonomie sur 7.

Une déformation de F est une famille continue F° = {F*},¢g
de feuilletages, telle que F° soit le feuilletage F.

Un germe de déformation de I'holonomie de F est une appli-
cation H® qui, 3 tout chemin v contenu dans une feuille de F,
joignant deux points = et y de T, associe le germe en (z,0) d’un
homéomorphisme local de 7" x § de la forme {z,8) — (h*(2),s),
ou k% est ’holonomie du fenilletage F le long de v, et out h* est
un difféomorphisme local de T variant continiment avec s. On
demande de plus & H¥ d’étre un homomorphisme pour la composi-
tion de chemins et la composition des germes d’homéomorphismes
de T x §, et continu pour les topologies naturelles de ces deux
groupoides.

Une déformation F¥ du feuilletage F induit naturellement un
germe de déformation HS de son holonomie: H¥ est I’holonomie
de F%, considéré comme feuilletage de M x S, sur la transversale
TxS,
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THEOREME (Réalisation des déformations d’holonomie). Pour tout
germe HS de déformation de I'holonomie de F, il existe une défor-
mation F¥ du feuilletage F qui induise H¥ par holonomie. De plus
le germe de la déformation F* est unigue 4 équivalence prés.

Ce théoréme met en évidence Pimportance, pour la compréhen-
sion des déformations d’un feuilletage F, du groupoide dont les
éléments sont les classes d’homotopies de chemins dans les feuilles
de F et & extrémités sur une transversale T'. Nous avons appelé ce
groupoide, groupoide fondamental de F, par analogie avec le groupe
fondamental d’une variété,

Des comparaisons algébriques des groupoides fondamentaux de
deux feuilletages F et G permettent alors des comparaisons de leurs
déformations: c'est ce qui a permis, dans le théoréme B de déduire
la stabilité de la fibre F d’une fibration, H;(F,R) = R, de celle

d’une fibration en cercle.

§5 Articulation

Ce travail comporte sept chapitres, que Fon peut regrouper en
trois parties: le Chapitre 1, les Chapitres 2, 3 et 4, et les Chapitres
5, 6et 7.

Le Chapitre 1 est une introduction 4 la théorie de déformations
des feuilletages: il commence 3 la définition d’un feuilletage, et
va jusqu’au théoréme de réalisations des déformations d’holonomie.
La démonstration de ce théordme est donnée dans appendice de
ce chapitre,

Les Chapitres 2, 3, 4 ont pour but de présenter le probléme de
la. stabilité de la fibre d’une fibration.

Le Chapitre 2 définit cetie notion de stabilité, et tente de faire

10
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le point sur le sujet: j'y al mentionné tous les théordmes que je
connais sur la stabilité de la fibre d'une fibration. Puis il rappeile
quelques questions ouvertes sur des sujets voisins.

Il ne me semblait pas raisonnable d’aborder les théortmes de
stabilité sans avoir une idée de la fagon de déformer un feuilletage
défini par une fibration: j’ai rassemblé au Chapitre 3 des exemples
de telles déformations, dont certains seront utilisés dans la suite.

Enfin, le Chapitre 4 présente les outils & notre disposition. Cer-
tains lemmes techniques y sont démontrés.

Les Chapitres 5, 6, et 7 traitent chacun un type de fibrations:

Le Chapitre 5 présente les théorémes de Seifert et Fuller sur la
stabilité de la fibre des fibrations en cercles, et compléte cea résultats
pour avoir une condition nécessaire et suffisante & la C%-stabilité
(Théoréme A).

En Appendice, on donne une nouvelle démonstration du Théo-
réeme de Fuller définissant un indice pour les orbites périodiques des
champs de vecteurs.

Le Chapitre 6 généralise le Théoréme A, dans le cadre de la
Cl-stabilité, aux fibrations dont la fibre vérifie H,(F,R) = R: on
montre ainsi le Théoréme B.

Le Chapitre 7 traite des fibrations en tores T dont la base est
une surface. {Théorémes C et D).
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Chapitre 1

FEUILLETAGES ET DEFORMATIONS
DE FEUILLETAGES

Ce chapitre a un double réle: il rappelle des idées et définitions
déja classiques sur les feuilletages, I'holonomie, la topologie de en-
semble des feunilictages, etc... Et il présente surtout une théorie (pas
encore “classique”) des déformations d’un feuilletage et de son holo-
nomie, dont le but est le théoréme des réalisations des déformations
de I'holonomie (Paragraphe 5.b), dont on donne une démonstration
en appendice.

§1 Feuilletages

a) Définitions

Voici l'idée intuitive définissant ce qu’est un feuilletage F de
classe CT et de dimension k (codimension n — k) sur une variété
différentiable M de dimension n (r,k et n sont des entiers):

— par tout point £ de M passe une sous-variété f; de M, de
dimension k, de classe C", que 'on appelle feville {du feuilletage
F) passant par z. On demande & chaque feuille f. d’étre une sous-
variété connexe immergée injectivement, mais pas nécessairement
plongée.

- pour tous x,y € M, les feuilles f; et f, sont, on bien disjointes,
ou bien confondues.

12



Feuilletages et Déformations de Feuilletages

~ la sous-variété f, dépend différentiablement (de classe C) du

point =.

EXEMPLES:

1)

2)

3)

5i X est un champ de vecteurs sans singularités, de classe C7,
r > 1, sur M, alors Pensemble des orbites du champ X définit un
feuilletage de dimension 1, de classe C*, sur M. Les feuilles sont
les orbites du flot de X. Ces orbites peuvent &tre denses dans
M: c’est le cas pour un flot irrationnel sur le tore T2, ce sont
alors des variétés immergées injectivement mais non plongées.
Soit p: M -+ B une fibration de fibre F, ol B, M et F sont
des variétés compactes connexes, et oll p est une submersion de
classe C7. Alors p définit sur M un feuilletage de classe €7, dont
les feuilles sont les fibres de p. La codimension de ce feuilletage
est égale & la dimension de la base B.

Dans cet exemple, toutes les feuilles sont des sous-variétés com-
pactes plongées dans M,

La Figure 1.1 représente une composante de Reeb: c'est un
feuilletage de godimension 1, défini au voisinage d'un tore plein
D? x S plongé dans une variété M de dimension 3. Le bord
8! x 8 du tore plein est une feuille compacte du feuilletage.
Les feuilles contenues dans l'intérieur du tore plein sont difféo-
morphes & R?, et “s'enroulent” sur la feuille compacte §! x §! ~
T2,

En collant deux composantes de Reeb le long de la feuille com-
pacte, on construit facilement un feuilletage de codimension un
sur la sphere $? {cette construction est due 2 Reeb, et le feuil-
letage est appelé feuilletage de Reeb).

Soit F un feuilletage de dimension k sur une variété M de di-

mengion n.
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bowt d'une fepille non-compacts, hors de
de Rech, et ='sccumniant

Figure 1.1.

Pour tout point 0 € M, il existe des coordonnées locales (x1(z},
vors Ti(E), y1(Z), - .+, Yn—r{z)) définies sur un voisinage U de 0, avec
la propriété suivante: si z,y € I/ sont tels que y:(z) = yi(y) pour
tout i € {1,...,n — k}, alors les feuilles f, et f, sont &gales.

Autrement dit, I'application g : U — R"~*, définie par g(z) =
(n(z) ..., ¥n-x(z)), est une submersion dont les fibres sont conte-
nues dans les fevilles de . On dira que (U, g) est une carte feuilletée
pour F, en 0.

Voici & présent une définition formelle d'un fenilletage:

DEPINITION 1.1.A-1 (Atlas feuilleté): Soit M une variété différen-
tiable de dimension n. On appelle atlas de M par des cartes feuil-
letées de classe C', r 2> 1, de dimension k (codimension n — k) la
donnée de:

14
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— un recouvrement {U;} de M par des ouverts.

— pour tout ¢, une submersion de classe C7, g;, de U; sur un
ouvert de ™%, de fagon que l’on ait la propriété suivante: pour
tout x € U; N U}, il existe un voisinage UY; de z, et un difféomor-
phisme A7 ;: g;(Uf;) — g,-(U,?fj) tel que, sur U7, on ait: A 0g; = g;.
DEFINITION 1.1.A-2 (Feuilletage): Deux atlas feuilletés {(U;, )},
{(V;,h;)} de classe C", de dimension k, définissent le méme feuille-
tage sur M si la famille {(U;, g:)} U {(V;, h;)} est un atlas feuilleté
sur M.

DEFINITION 1.1.A-3 {Feunille}: Soit 7 un feuilletage (de classe C”,
de dimension k) sur M, défini par un atlas {(U5,¢:)}. On dit que
deux points z,y € M sont sur la méme feuille de F s'il existe une
suite finie de points xr = xp, 21, ..., ZTn-1,2p = ¥ tels que, pour tout
i€ {0,...,n—1}, z; et z;4, appartiennent & un méme ouvert Uj,
et que g;(z:) = g;(zis1)-

REMARQUE 1.1.A-4. Pour définir un feuilletage de classe C°, il
suffit de remplacer les submersions g; par des homéomorphismes
e Ui = R® = RF x R**, et de noter g; la composée de p; avec
la projection de R™ sur R"~®,

Soit F un feuilletage de dimension k sur M. Soit z € M. On
note T, F le sous espace vectoriel de T. M, tangent & la feuille pas-
sant par z. 8i (U, g} est une carte feuilletée de F en z, T,.F est le
noyau de la différentielle Tg.

On & ainsi défini un champ de k-plans sur M (clest & dire un
sous-fibré vectoriel de dimension k de TM), appelé fibré tangent &
F et noté T'F. De plus, si F est de classe C",r € N*, T'F est de
classe OT1,
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On appelle fibré normal N du feuilletage F le fibré vectoriel
quotient TM/TF. 1l est de classe C™! et de dimension n ~ k.
1l est canoniquement isomorphe & tout champ de (» — k)-plans sur
M transverse & T'F, par exemple au champ de (n — k)-plans TFL
orthogonal & T'F pour une métrique riemanienne sur M.

Réciprogquement, si 7 est un champ de k-plans sur M de classe
CT, on dit qu’il est intégrable s'il est tangent & un feuilletage F sur
M. Dans ce cas le feuilletage F est de classe C™(au moins).

THEOREME 1.1.4-5 (Frobénius). Un champ de k-plansr sur M, de
classe C7,r > 1, est intégrable si et seulement si, pour tout couple

X.,Y de champs de vecieurs tangents & 7, le crochet {X,Y] est
tangent & 7.

Un champs de k-plans T de classe C7,r > 1, peut toujours étre
défini localement comume intersection des noyaux de (n—k) 1-formes

différentiables de classe C7, indépendantes, w!,. .., ¥,

THEOREME 1.1.A-6 (Frobénius). Avec les notations ci-dessus, Ie
champs de k-plans T est intégrable si et seulement si, pour tout
ac{l,...,n—k}ona:

dw® At A At =0

Pour toute variété différentiable M, pour tous entiers k,r € N
nous noterons Foll (M) Pensemble des feuilletages de dimension k
et de classe C" sur M, et FolT(M) l'ensemble des champs de k-
plans intégrables de classe C7 sur M. L'ensemble des feuilletages de
classe O™ coincide avec I'ensemble des champs de plans intégrables
de classe C*. On je note Fol®(M). On a les inclusions suivantes:

FolP(M) C ++- C Folt¥}(M) ¢ Foll* (M) C Fol}(M)
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b) Transport des feuilletages par des applications

Soient M et N deux variétés différentiables, et soit f: M — N
une application de classe C%, s > 1.

Soit F un feuilletage de codimension k sur N, de classe C7,
r>1,

On dit que Papplication f est transverse au feuilletage F si, en
tout point z € f{M), on a:

TN =T, F + f{T. M)

Soit {(U:, g:)} un atlas feuilleté de F. Pour tout 4, g; o f est une
submersion de f~1(¥;) sur un ouvert de R*, La famille {(f~(¥;),
gio f)} est un atlas feuilleté de M, définissant le fenilletage f~(F),
de codimension k, de classe C?, ot p = inf({r, 8); on appelle image
réciprogue (ou pull back) de F par f. Une feuille de f~1(F) est
une composante connexe de l'image réciproque par f dune feuille
de F.

Soit f: M — N un difféomorphisme et soit F un feuilletage sur
M défini par un atlas ({;, g;). Alors {(f{I%),g:0f~1)} est un atlas
sur N définissant un feuilletage f(F), image de F por f, dont les
feuilles sont les images par f des feuilles de F.
~ Soit F et § deux feuilletages sur M. On dit que F et G sont
conjugués (topologiquement} 8'il existe un homéomorphisme f de
M tel que f(F) =G,

Soit f: M — M un difféomorphisme, et F un fenilletage de M.
On dit que F est invariant par f si f{F) = F. Pour cela, il suffit
que f envoie chaque feuille de F sur une feuille de F.

Supposons que le quotient de M par f soit une variété N {donc
f est un automorphisme d’un revétement cyclique m: M — N). St
F est un feuilletage sur M invariant par f, il passe au guotient par
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f (ou il se projette par 7%) en un feuilletage sur N qu'on appelle
guotient de F par f.

EXEMPLE (Cf Chapitre 3.3): Soient B et F deux variétés compactes
connexes, et soit p: 7 {F} — Diff (B) un homomorphisime contrava-
riant {c’est-d-dire que 7 (F) agit & droite sur B par difféomorphis-
mes), Le Chapitre 2.3 construit la suspension de la représentation p:
c'est un feuilletage obtenu par quotient du feuilletage sur Bx F(F =
revétement universel de F) défini par la fibration triviale B x F —»
B. Je conseille au lecteur de regarder en détail cet exemple, impor-
tant pour la compréhension des feuilletages et pour la suite de cette
thise.

¢} Tapologie des feuilles et dynamique d’un feuilletage

11 est indispensable d’avoir un apergu de ce que signifie etudier
la dynamique d’un feuilletage, bien que ce ne soit pas 'objet de ce
travail. En voici juste quelques mots:

Les feuilles d’un feuilletage F sont des variétés immergées in-
jectivement, mais a priori non plongées dans la variété ambiante
M. Leur topologie ne coincide donc pas avec la topologie induite
de celle de M. On distingue plusieurs types de feuilles:

— les feuilles compacies de 7, Ce sont des sous-variétés com-
pactes de M.

— les feuilles propres de F sont, par définition, les feuilles plongées
dans M. Une feuille f de F est propre, si pour tout point z de f il
existe un voisinage ouvert {/ de i, et une submersion g: 7 — R
telle que f N U soit égal & g~1(0), 0 € R™*.

—~ les feuilles localernent denses de F sont celles dont 1'adhérence
contient un ouvert M.
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— enfin, on appelle feuilles exceptionnelles, les feuilles qui ne sont
ni propres ni localement denses.

Une partie E de M est dite saturée pour F si toute feuille pas-
sant par un point de E est incluse dans E.

Si M est compacte, pour toute feuille f de F adhérence f de
f est un compact saturé pour F. On appelle minimal de F tout
compact non vide de M, saturé pour F, et ne contenant pas de
sous-ensembles propres ayant ces propriétés. Toute feuille contient
dans son adhérence un tel minimal.

Par exemple, une feuille compacte est un minimal.

Toute feuille d'un minimal K est dense dans K. $i K n'est
pas une feuille compacte, les feuilles contenues dans K ne sont pas
Propres.

Remarquons enfin que Ia relation g ¢ f définit sur l'ensemble
des feuilles de F une relation de préordre. On dit que f a’accumule
sur ¢ (évidernment, f peut s’accumuler aussi sur d’antres feuilles).

EXEMPLE: Dans le cas de la composante de Reeb, toutes les feuilles
contenues dang le tore solide bordée par la feuille compacte sont des
plans plongés qui s’accumulent sur la feuille compacte. Toutes les
feuilles sont donc propres, et le seul minimal est la feuille compacte
(difféomorphe au tore T?). '

Etudier la dynamique d’un feuilletage consiste & décrire le com-
portement asymptotique des feuilles. On recherche les feuilles com-
pactes du feuilletage et tous les compacts minimaux invariants,
Yexistence de feuilles localement denses, etc. Notons que le rdle
joué par les feuilles compactes dans I'étude de la dynamique d*un
feuilletage est tout & fait comparable & celui des points fixes d'un
difféomorphisme, ou & celui des orbites fermées d'un flot, Ceci ex-
plique l'importance qu'on leur accorde.
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De nombreux suteurs ont étudié la dynamique des feuilletages,
surtout des feuilletages de codimension un. Voir par exemple: Cant-
well & Conlon {CC 2], Hector [He|, Plante [P], R. Sacksteder {Sa].

§2 Transversales, holonomie

Soit F un feuilletage de classe £, de dimension k, sur une
variété M de dimension .

DEFINITION 1.2-1; On appelle transversale du feuilletage F 1a don-
née d'une variété T (a priori non connexe!) de dimension n — & et
d’une immersion 7: T — M telle qu'en tout point z € r{T) on ait:

ToAM) = n.(T(T)) @ T (F).

Par abus de Jangage on parlera de la transversale T. On dira qu'une
transversale T' est complete si elle rencontre chaque feuille,

PROPOSITION 1.2-2. Soit F un feuilletage de classe C! d’une varié-
té compacte M. Alors il existe deux variétés T C T' & ielles que T
soit relativement compacie dans T, et un plongement r: T — M
qui fasse de T et T" des transversales complétes de F.

Nous verrons qu'une telle transversale compléte, relativement
compacte dans une autre transversale plongée, est trés pratique.

L'un des outils essentiels pour 1'étude des feuilletages est 'holo-
nomie. Ce travail sur les déformations des fenilletages est tout au-
tant un iravail sur les déformations de ’holonomie.

Voici d’abord une présentation intuitive de cet outil important.
Soit F un feuilletage sur une variété M, et T une transversale du
feuilletage F. Scient et y deux points de T se trouvant sur la
méme feuille de F, et soit -y un chemin aur cette feuille, reliant x
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4 4. Alors on peut pousser le chemin -y sur les feuilles voisines,
de fagon 4 obtenir des chemins, chacun sur une feuille de F et joi-
gnant deux points de T. L'application qui, & l'origine de chacun de
ces chemins associe son extrémité finale définit un difféomorphisme
d'un voisinage de z dans T sur un voisinage de y dans T: c'est
Yholonomie du feuilletage ¥ le long de + sur la transversale T.

NN
I

Voici 4 présent une définition plus formeile.

Soit 1 T — M une transversale du feuilletage F, et soient z,y €
T deux points tels que 7(z) et 7(y) soient sur la méme feuille de F.
Soit 4:]0,1] — M un chemin joignant 7{z) & 7(y) et contenu dans
la feuille de F passant par 7(z). Alors il existe un voisinage ouvert
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U/ de z et un voisinage ouvert V' de y, et une application continue
I:U x [0,1] —+ M ayant les propriétés suivantes:

- pour tout 2 € U, la restriction de I" & {z} % [0,1] est un
chemin, sur une feuille de ¥, d’origine I'(z, 0) = r(2) et d’extrémité
I(z,1} € (V).

~ pour tout ¢ € [0, 1}, I'(x, ) = (1)

Alors P’application h.: U — V définie par h,(z) = 771(T(z, 1))
est un difféomorphisme de U sur un ouvert de V, et h,(z) =y

Par définition, on appelle h,un difféomorphisme d’holonomie de
F sur lg transversale T le long de ~.

AtTENTION! Le difféomorphisme h, n'est pas défini de fagon unique
A partir de F, T, ¥ ¢t /. En effet, quand on pousse -y sur une feuille
voisine, la classe d’homotopie (& extrémités fixées sur la transversale
7) du chemin obtenu n’est pas bien déterminée.

Par exemple, regardons la composante de Reeb (voir le para-
graphe 1.a); on choisit une transversale T coupant la feuille com-
pacte (difféomorphe au tore T?), et un lacet « sur une feuille con-
tenue dans l'intérieur du tore solide D? x §'. En poussant ce lacet
sur la feuille compacte, on peut obtenir un lacet homotope & zéro
sur 72, ou un lacet homotope aux méridiens (le bord de D?). Ce-
pendant, si h, et il sont deux difféomorphismes d’holonomie de F
sur T' le long de +, alors ils coincident sur un voiginage du point z.
Autrement dit, le germe en r, ﬂ.,, du difféomorphisme d’holonomie
h.est bien déterminé par F,T et 4.

DEFINITION 1.2-3 (Germe d’holonomie): Avec les notations ci-des-
sus, le germe A, est le germe d’holonomie du feuilletage F le long
de « sur la transversale T".
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PROPRIETES:

i) 1a classe de différentiabilité de h. est celle de F.

ii) Soient «y; et 42 deux lacets sur la méme feuille de F, ayant mémes
extrémités x et y sur T', et homotopes dans cette feuille de ¥, par
une homotopie 3 extrémités fixées. On a alors: h., = k., ; le germe
d’holonomie ne dépend donc que de la classe d’homotopie dans la
feuille de F, & extrémités fixées, du chemin . En particulier, ai
4 est un lacet d'origine z, homotope & zéro dans la feuille de F
contenant z, alors &, est le germe en z de l'identité de 7.

iii) Soient -+, et 7z deux chemins sur la méme feuille de F, &
extrémités sur T, +; d'origine x et d’extrémité y, 2 d’origine y
et extrémité 2. Alors on a:

ﬁ‘n Y= ;“'ﬂ © j"'r:

iv} Soit  un point de T. L’application qui, & tout lacet ¥ d'origine
z sur la feuille f. de F passant par x, associe le germe fz.,, définit
un homomorphisme contravariant du groupe fondamental my( fz, z)
dans le groupe des germes de diff€omorphisines de T de source et
but z.

La propriété suivante montre toute 'importance de 'holonomie
dans I'étude des feuilletages. Soient M et M' deux variétés de méme
dimension, et soient F et ' deux feuilletages de méme dimension
sur (respectivemnent) M et M’. On suppose qu'il existe une variété
compacte , et deux plongements ¢:C — M et ¢:C — M’ qui
réalisent C comme feuille compacte de F et de F'. Soit z € C et
soient T et T des transversales de F et ' aux points ¢(z) et ' (z).
On suppose qu'il existe un germe de difféomorphisme g, de T sur
TV, de source (z) et de but ¢'(z), de fagon que, pour tout lacet
d'origine z sur C on ait: g0 hy(qy) 0971 = Ayr(y).
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THEOREME 1.2-4. Avec les notations ci-dessus, il existe un difféo-
morphisme 1, défini d’un voisinage U de ¢(C) dans M sur un
voisinage V de ¢'(C) dans M', égal 3 ¢’ o ¢~ sur @(C), et conju-
guant les restrictions AU et 2 U’ de F et de F'.

Donc, au voisinage d’une feuille compacte, un feuilletage est
déterminé (A conjugaison prés) par les germes d’holonomie des la-
cets sur cette feuille.

GOROLLAIRE 1.2-5 (Théoréme de stabilité de Reeb). S5i la feuille
compacte ¢ deF est sans holonomie (ou “d’holonomie triviale”)
{c’est-i-dire que, pour tout lacet v sur C, E,‘, est le germe de 'iden-
tité de la transversale T'), alors toute feuille rencontrant un petit
voisinage de C est compacte et difféomorphe 4 C.

C’est en particulier le cas si C est simplement connexe.

En codimension 1, cela entraine que foute les feuilles sont com-
pactes et difféomorphes & C.

£3 Holonomie: point de vue global

Cette partie définit le pscudogroupe d’holonomie et le groupoide
d’holonomie d'un feuilletage {déja utilisés par de nombreux auteurs
pour étudier la dynamique d’un feuilletage), et introduit la notion
de groupoide fondamental, qui joue un réle essentiel pour com-
prendre les déformations de ce feuilletage.

a) Définitions

Soit F un feuilletage d’une variété différentiable M et goit T
— M une transversale complete du feuilletage F. On a défini {par-
tie 2) ce qu'est un diffiéomorphisme d’holonomie du feuilletage F
pour la transversale T,
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L’ensemble de tous ces difféomorphismes d’holonomie de F sur
T, munis de la composition, forme un psendo-groupe de difféomor-
phismes définis sur des ouverts de T c’est le pseudo-groupe d’holo-
nomte H du feuilletage F pour la transversale T

L’ensemble de tous les germes des éléments de H muni de la
composition, est un groupoide appelé groupoide d’holonomie de F
pour T. La donnée du groupoide d’holonomie eat équivalente i la
donnée du pseudogroupe d’holonomie.

Le psendo-groupe d’holonomie H d'un fevilletage F en caracté-
rise complétement la dynamique: une feuille compacte correspond
& une orbite de H, fermée dans la transversale T ; une feuille propre
correspond 3 une orbite discréte; si f et g sont deux feuilles de F,
et & et ¢ des points de fNT et gN T, alors f s'accumule sur g si et
seulement si y est contenu dans 'adhérence de 'orbite de x.

Par contre, il cublie la topologie des feuilles, en particulier il ne
permet pas de retrouver le groupe fondamental des feuilles. Or, nous
verrons que le groupe fondamental des feuilles contient Vinformation
sur les possibilités de déformation du feuilletage.

Le groupoide fondamental [1{F,T) de F pour la transversale T
est un groupoide topologique défini de la fagon suivante: son espace
des unités est T. Pour z,y € T', les éléments de II(F,T) de source
x et de but y sont les classes d’horotopie dans les feuilles de F, de
chemins tangents & F d’origine r(x) et d'extrémité 7(y).

On obtient une base d’ouverts définissant la topologie de II{F, T')
en prenant les ensembles définis comme suit:

Soit h un difféomorphisme d'un cuvert 7 de T sur un ouvert
V de T tel qu'il existe une application continue C: 7 x [0,1] — M
telle que, pour tout u € U, C,:t — C(u,t) soit un chemin contenu
dans une feuille de F, d’origine 7(u) et d’extrémité r(h(u)). Alors
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I’enserble des classes d'homotopie dans les feuilles de F des chemins
Cy,u € U, est P'ouvert annoncé.

REMARQUE 1.3.A-1. Les difféomorphismes h ci-dessus engendrent
le pseudo-groupe d’holonomie de F pour la transversale T.

REMARQUE 1.3.A-2. L'identification de chaque point x € T avec le
lacet constant en z, fait de ce point une unité du groupoide II{F, T).
(C’est pourquoi T est P'espace des unités de II{F, T).

Le groupoide fondamental II{F, T’} est muni d'une unique struc-
ture différentiable telle que les projections source et but (notées
o, ) de II(F,T) dans T soient étales (c’est-A-dire: localemcent des
difféomorphismes). La composition et le passage & I'inverse sont
alora différentiables. Un groupoide I' posstdant de telles propriétés
est appelé un groupoide différentiable élale sur son espace d'unités
T. Chaque élément v € T de source a(y) = « et but §(+) = y induit
un germe de difféomorphisme de T, & savoir le germe en z de fos, ou
¢ eat une section locale de la projection source o telle que s(z) = .
Ces germes de difféomorphismes forment un sous-groupoide topolo-
gique du groupoide Diff (T") des germes de difféomorphismes locaux
de T.

Si I est le groupoide fondamental II(F, T), le germe de difféo-
morphisme ainsi associé & v € II{F, T} n'est autre que le germe
d’holonomie P.z, du feuilletage F le long des chemins représentés
pat . L’application qui & ~ associe ﬁ., définit un homomorphisme
contravariant H de [I{F,T) dans le groupoide Diff (T") des germes
de difféomorphismes locaux de T, dont l'image est le groupoide
d’holonomie de F pour 7. On appelle H homomorphisme {(ou
représentation) d’holonomie.
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On a vu que la donnée du groupoide fondamental II{¥, T) con-
tient toute Pinformation sur I'holonomic de F: pour tout chemin
~ tangent & F et & extrémités sur T, son holonomie ﬁ.., est égale
& H(y). Ce groupoide fondamental jouera un réle trés important
dans la théorie des déformations des feuilletages.

REMARQUE 1.3.4-3. Le réle de la transversale T pour le groupoide
fondamental II(F, T') est tout & fait analogue & celui du point base
x pour le groupe fondamental m(V, z) d'une variété V. Rappelons
que, si ¥ € V est un autre point, 7y (V,y) est isomorphe & m (V, ),
cet isomorphisme étant défini par le choix d’un chemin aur V joi-
gnant ¥ A z.

De méme, si T est une autre transversale compltte du feuilletage
F,I{F,T") sera équivalent & II(F,T), I'équivalence étant définie
par des familles de chemins tangents & F et joignant les points de
T’ 3 des points de T..

Le paragraphe suivant va donner un sens formel & cette re-
marque. Cette formalisation est relativement lourde, et n’est pas
indispensable & une premidre lecture. Cependant, le groupoide fon-
damental est I'outil clé pour comprendre les déformations d'un fenil-
letage. C’eat pourquoi il est nécessaire de rappeler précisément les
notions élémentaires telles que: homomorphismes, morphismes, et
équivalences de groupoides différentiables.

b) Morphismes et équivalences de groupoides

REMARGUE PRELIMINAIRE 1.3 B-1: On peut faire le produit v;va
de deux éléments ~ et -2 d’un groupoide I', selon les conventiona,
si le but de +; est égal & la source de 73, ou si la source de ¥
est égale au but de 4g. Par exemple, les groupoides de chemins
(et donc le groupoide fondamental) sont notés, traditionnellement,
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suivant la premidre convention, alors que les groupoides de germes
de difféomorphismes suivent la seconde convention. Dans ce para-
graphe, les groupoides seront supposés suivre la premiére conven-
tion.

Soient T et T'' deux groupoides différentiables &tales avec espaces
Q’unités T et T¥. Un homomorphisme {sous-entendu différentiable
étale) p : ' — I est une application étale (localement un difféomor-
phisme) telle que, p(m7y2) = w(m)w(r2) (pour tout couple (11,72)
tel que le produit y1v2 soit définilet ()™t = p(v1). 5i v est
une unité de T, alors () est une unité de IV, Notons @o: T ~ T7
I'application différentiable étale ainsi obtenue. L’homomorphisme ¢
se projette par les projections sources g, ¢’ et but £, 8 sur Papplica-
tion p, comme 'indigue le diagramme suivant:

/\ /\

y (L I

L’homomorphisme ¢ est un isomorphisme g'il est de plus un
difféomorphisme de I sur [V,

Soit &4 = {U;}ier un recouvrement ouvert de T. Notons I'y; =
{(7,%,7) € TxIxI/a(y) € U; et B(7) € U;}. Notons T'y I'union dis-
jointe IL; ;T; ;. L’ensemble I'y; est muni naturelement d'une struc-
ture de groupoide différentiable étale, dont l'espace des unités eat
;U;: le composé (7,1, FH(, k, 1) est définisi 8(y) = o(y)et j =k
il vaut alora (y¥,1,1).

La projection naturelle de T'y; sur I" est un homomorphisme. On
dira que I'y est le localisé de I relativement & /.

8i I et V sont deux recouvrements de T, on notera W II V le
recouvrement de T obtenu en prenant la réunion disjointe des fa-
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milles d'ouverts de If et de V. En particulier If et ¥ sont des
sous-recouvrements de 4 11 V.

DEFINITION 1.3.B-2 (Morphisme de groupoide): Soient I' et I'des
groupoides avec des espaces d’unités T et T'. Soient &/ et V deux
recouvrements de 7', et soient wy: Ly — IV et @iy — [V deux
homomorphismes. On dira que y; et py représentent le méme mor-
phisme ¢ de I’ dans I'' ¢'il existe un homomorphisme @rmy: Ty —
T étendant vy et py.

Fu
Pu
T PUIV
uLry s I

v
Ty

REMARQUE. Cette notion de morphisme de T’ dans I est un cas
particulier de la notion d’homomorphisme (généralisé) de G. Skan-
dalis, exposée dans [Hae 2], 2.3.

DEFINITION 1.3.8-3 (Equivalence de groupoides): Deux groupoides
différentiables étales T' et I, d’espaces d’unités T et T sont dits
équivalents 8'il existe des recouvrements Ude T et I’ de T" tels que
[y et T}, soient isomorphes,

8i ¢: Ty — T, est un isomorphisme, alors le morphisme ¢:T" —
I représenté par 1y op {ont Ly T, — [Meat la projection naturelle)
g'appellera une équivalence entre I' et IV,
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EXEMPLES:

— Soient Ty un ouvert de T rencontrant toutes les orbites de T, et
soit Iy le sous-groupoide de I' formé des éléments de source et but
dans Ty; alors 'inclusion de 'y dass I' représente une équivalence.

~ I étant un recouvrement de T, alors la projection naturelle
1u: Ty — T représente une équivalence.

DEFINITION 1.3.B-4 {Composition de morphismes): Soient ¢: " —
IV et ¢":T" — I'" deux morphismes représentés par les homomor-
phismes @: Ty — I et ": T}, — ', La définition du morphisme
composé ¢’ o ¢ est schématisée par le disgramme suivant:

Iy ST

’
%o "
F:po"u" —_— I'L —

(o est 'application de Ty = Hyenlf sur T¥ induite par @, et

@y H{{4’) est donc un recouvrement ouvert de Ty).

CAS DU GROUPOIDE FONDAMENTAL:

Soit I1 = I1(F, T) le groupoide fondamental de F pour la trans-
versale T, et soit If un recouvrement de 7. L’immersion : T — M
définit une immersion 7: LIU; — M par restriction de 7 & chacun des
ouverts de I{, ce qui fait de I1U; une autre transversale du feuilletage
F. Alors le groupoide I n'est autre que le groupoide fondamental
de F pour la transversale I1U;.

On montre facilement la proposition suivante:

PROPOSITION 1.3.B-5. 8i T et T” sont deux transversales complidtes
d’un méme fevilletage F, le feuilletage F définit une équivalence
entre les groupoides II{F,T) et II{F, T").
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DEMONSTRATION: On choisit un recouvrement I = {U;} de T et
un recouvrement ¥V = {V;} de T, et, pour tout 7, un difféomor-
phisme d'holonomie hi:U; — V;, et une application continue Ct:
Ut x [0,1] — M, telle que, pour tout £ € U; le chemin Ci:t —

C'(z,t) est contenu dans une feuille de F et joint = & h;(z).
Notons T' = II(F,T} et IV = II(F,T'). On définit un isomor-
phisme entre I'yy et I', de la fagon suivente: & 1élément de I'y
représenté par un chemin <y tangent & F, joignant z € U; 4 y € U;,
on associe P'élément de '}, représenté par le chemin (C%)~* .y Cj.
a

CONSEQUENCE: On pourra done parler du groupoide fondamental
II{7) du feuilletage F, sans avoir & préciser la transversale choisie.

Si ¢:TI(F,T) — T est un homomorphisme différentiable étale
sur un groupoide I, alors, pour toute transversale complie T de
F,p détermine un morphisme de II(F, T’} dans I': il suffit pour
cela de composcr ¢ avec 'équivalence entre II{F,T) et II{(F,T")
définie par F.

On peut donc parler de morphismes du groupoide fondamental
de F sur le groupoide ' sansg avoir & préciser la transversale.

REMARQUE 1.3.B-6. Soit V une variété différentiable de dimension
k. Fixons r € N*. On note Diff (V) le groupoide des germes de
difféomorphismes locaux de classe C" de V.

La donnée d'un atlas sur V, y définissant la structure de variété
différentiable, détermine une équivalence entre les groupoides diffé-
rentiables Diff (V') et Diff (R¥).

L’homomorphisme d’holonomie H:II(F, T} — Diff (T') détermi-
ne done, pour toute transversale compidte T de F, un morphisme
de II{F,T') dans Diff (R*). Ce morphisme ne dépend pas de la
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transversale T initialement choisie.

On pourra donc parler sans ambiguité du morphisme d’holono-
mie de F, du groupoide fondamental TI{¥) dans Diff (R¥), sans
devoir préciser la transversale considérée.

§4 Perturbations d*un feuilletage

Le but de ce travail est d’étudier les feuilletages proches d'un
feuilletage fixé F (le feuilletage F étant trds simple puisque défini
par une fibration).

1} faut d’abord définir la notion de proximité dans ’ensemble
des feuilletages, ¢’est-a-dire munir cet ensemble d’une topologie.

a) Topologies de ’ensemble des feuilletages

S0it M une variéié compacte.

Chacun des ensembles, Folf (M) et FOI;+(M ), des feuilletages
ou des champs de plans intégrables, de classe C7 et de dimension k,
posséde une topologie naturelle que nous allons décrire britvement.

DEFINITION 1.4.A-1 {CT-topologie des champs de plans et C”-topo-
logie sur FollT )

Un champ de k-plans sur M est une section du fibré de base M
dont la fibre au dessus de z € M est la grassmannienne de dimension
k de espace tangent T, M. L’ensemble des sections de classe OF
est muni d’une topologie naturelle, comme ensemble d’applications
de classe C™ d’une variété compacte dans une autre: c’est la C7-
tepologie naturelle sur I'espace des champs de k-plans sur M, qui
induit par restriction aux champs de k-plens intégrables, la CT-
topologie sur Fol " (M).

Cette définition fait de Fol[*(M) un fermé de I'espace des
champs de k-plans sur M.
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DEFINITION 1.4.A-2 (C7-topologie (d’Epstein) sur Folf(M)):

Dans [E], Epstein définit une topologie sur Vensemble Fol} (M),
que J'on peut décrire intuitivement de la facon suivante: un feuille-
tage G est C"-proche d'un feuilletage F, 8°il admet un atlas feuilleté
par des cartes CT-proches de cartes fixées de F. Pour que cette
définition ait un sens, il faut cependant choisir I'atlas de F de fagon
que les cartes soient bien “cubiques”.

Voyons 4 présent la définition formelle de la topologie d"Epstein:

Soit F € Fol{(M), r 2 1, un feuilletage sur M.

On peut choisir une famille finie {K;} de compacts telle que l'on
ait les propriétés suivantes:
i) Les intéricurs des K; recouvrent M.
ii) Pour tout 1, il existe un ouvert U; de M contenant K; et un
difféomorphisme @; = (f;, ¢;) de U; sur un ouvert de R* x R*~* de
fagon que (U;, ¢;) soit une carte feuilletée de F, et que ;(K;) soit
égal au cube D* x D"~* ot D* et D™ * sont les disques de rayon
1 de R¥ et R™%,

Pour tout £ > 0, notons V.{F) |'ensemble des fenilletages G €
Fol}, (M} tels qu’on ait les propriétés suivantes:
1) il existe un recouvrement fini V; de M par des ouverts tels que,
pour tout §, V; conticane le compact K. )
2) pour tout i, il existe un difféomorphisme ; = (I;, h;) de V; sur un
ouvert de R* x R*~* de fagon que (V;, h;) soit une carte feuilletée
du feuilletage ¢.
3) pour tout { notons A; : D*¥ x D*~* — R¥ x R"* Papplication
de classe " définie par &; =4 0 1p‘-_1 — id (oh id est la restriction
a D* x D"* de I'identité); alors, en tout point z € D* x D*~*,
les normes de A; et de toutes ses dérivées partielles en z d’ordre
inférieur ou égal & r sont toutes inférieures strictement 4 &,
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Alors, par définition de la C"-topologic sur Fol} (M), les en-
sembles V¢ sont des ouverts de Foll (M) et forment une base de
voisinage du feunilletage F.

REMARQUE 1.4.A-3,
i} On sait trés peu de chose sur les propriétés topologiques des
ensembles de feuilletages d'une variété M. Par exemple, on ne sait

pas répondre 4 la question suivante;

QUESTION: FolL(M) (ou Fol *(M)),k > 1, est-il localement con-
nexe? ou Jocalement connexe par arc 7

Autrement dit, on ne sait pas 5’il est toujours possible de joindre
deux feuilletages trés voisins par un (petit) chemin dans I'ensemble
des feuilletages. On ne sait pas méme répondre A cette question au
voisinage de feuilletages {rés simples. Par exemple:
QUESTION: Le feuilletage défini par la fibration §' x T? — §!
posséde-t-il un voisinage connexe par arcs, pour la topologie C7,
r>17

ii) Soient s > r deux entiers. Alors Folf(M) est naturellement
inctus dans Fol[(M) et dans Folj* (M), qui sont chacun munis de
leur CT-topologie. On appellera C-topologie (d’Epstein} et CT-
topologie des champs de plans, les topologies induites sur Folf (M),
ili) La C"-topologie sur Folf (M) est moins fine que la C"-topologie
des champs de plans. La C*-topologie d'Epstein coincide avec la
C>™.topologie des champs de plans {sur Fol2*{M)).

iv) par la suite, beaucoup d'énoncés débuteront par: *soit ¢ un
feuilletage C™-proche de F ... "; ou par “pour un feuilletage G,
C"-proche de F ... "; ces expressions sont des abus de langages
mignifiant: “Il existe un voisinage I de F pour la C"-topologie, tel
que, pour tout fenilletage G €ld ... ".
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De méme, “Il existe GO -proche de F ... ” signifie: “Pour tout
voisinage U de F pour la C"-topologie, il existe G e/ ... ".

Enfin on utilisera 'expression “C"- petite perturbation de 7

au lieu de “fevilletage CT-proche de F.
v) d’aprés la remarque iii, et dans le langage de la remarque iv, si
un énoncé est vrai “pour tout feuilletage G, C"-proche de F au sens
de la topologie d’Epstein”, il est encore vrai “pour tout feuilletage
CT-proche de F au sens de la topologie des champs de plans”. Je
ne sais rien quant i la réciproque.

De méme, un contre exemple & un énoncé, pour la C”-topologie
des champs de plans est également un contre exemple pour la C"-
topologie d’Epstein.

vi) chacun des espaces de feuilletages sur M est & base dénombrable

d’ouverts.
CONVENTION: Dans toute la suite de cette thése, pour tout r > 1,

la CT-topologie sera celle définie par Epstein. Par contre, pour
r = 0, nous utiliserons la {'®-topologie des champs de plans.

b) Perturbations d’un feuilletage et holonomie

Soit F un feuilletage d’une variété compacte M. On demande
a F d’tre de classe C'', ou au moins d’8tre défini par un champ de
plans intégrable de classe C°.

Soit 7" une transversale complete du feuilletage F, relativement
compacte dans une transversale 7.

PROPOSITION 1.4.8B-1. Pour tout feuilletage G, C°-proche de F au
sens de la topologie des champs de plams, T, est une transversale
compléte de G.

Soient IJ et V deux ouverts de T, soit A: UV — V un difféomor-
phisme d'holonomie de F, et soit C: U x [0,1] — M une application
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continue telle que pour tout =z € U le chemin Crit — C(z,1) soit
contenu dans une feuille de F et joigne x & h(z).
Soit I’ un ouvert relativement cornpact dans [J.

ProrosITioN 1.4.8-2.

1) Soit G un feuilletage C%-proche de F (au sens de la topologie
des champs de plans). Alors il existe un unique difféomorphisme
k' d’holonomie de G, de U' sur un ouvert V' d'adhérence contenue
dans V, tel qu'il existe une application continue C': U x [0,1] — M,
CP-proche de la restriction de C 3 U’ x [0, 1], et telle que pour tout
z € U' le chemin C:t — (C'(z,t) soit conteru dans une feuille de
G et joigne x 4 A'(z).

2) de plus, si G est C"-proche de F, k' est C*-proche de Ia restriction
dehat’

Intuitivement, on peut exprimer ainsi cette proposition:
“Un feuilletage CT-proche de F a une holonomie CT-proche de
celle de F7.”

ATTENTION: Cette interprétation intuwitive peut &tre trompeuse.
Soit F un feuilletage, T, une transversale compléte de F rela
tivement compacte dans une autre transversale, {U;} un recouv-
rement de T par une famille finie d’ouverts, et pour tout ¢ un
difféomorphisme d’holonomie h;, défini sur un voisinage de Padhé-
rence de Uf; dans T”. On suppose que la famille {h; |y, } engendre
le pseudogroupe d'holonomie de F sur T.

Il est faur qu'un fenilletage F',C7-proche de F, a son pseudo-
groupe d’holonomie sur T engendré par une famille {hi} od h{ est
proche de h;, '

En effet, le pseudogroupe d’holonomie du feuilleiage F' peut avoir
davantage de générateurs que n'en a celui de F.

36



Feuilletages et Déformations de Feuilletages

EXEMPLE: Soit F une variété compacte dont le groupe fondamental
est le groupe libre Z x Z, Soit B une variété compacte, et soit F le
feuilletage défini par la fibration triviale B x F — F. Choisissons
un point 0 € F. L'identification de B avec B x {0} fait de la base
B une transversale complite du feuilletage F. Le pseudogroupe
d'holonomie de F sur cette transversale est trivial, ¢’est-a-dire en-
gendré par l'identité de B. Cependant, pour tout couple (f,g)
de difféomorphisimes de B, CT-proches de Pidentité, il existe un
feuilletage CT-proche de F dont le pseudogroupe d’holonomie soit
engendré par f et g: il suffit de faire la suspension des difféomor-
phismes f et g (voir Chapitre 3.3).

§5 Germes de déformation d’un feuilletage et de son holo-

nomie

Cette partie a pour but de donner un sens précis i 'idée intuitive
que la partie 4 a introduite:

Déformer un feuilletage revient & déformer son holonomie.

a) Déformations et germes de déformation d’un feuille-
tage.

Soit M une variété compacte, et soit (5, 0) un espace topologique
localement compact pointé en 0. Soit F un feuilletage sur A. Une
CT-déformation de F paramétrée par 5 est une famille {F;},¢s5 de
feuilletages sur M, continue pour la CT-topologie d'Epatein, telle
que Fg est le feuilletage F.

Deux déformations {F!},es,{FZ}acs définissent le méme
germe de déformation de F si pour tout g suffisamment proche
de 0 les feuilletages FL! et F? sont égaux. -
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Deux germes de C"-déformations de F représentés par les défor-
mations {Fl}.es et {F2}.es5 seront dits équivalents 9'il existe une
famille {1p*},cs de difféomorphismes de M, continue pour la topo-
logie CT, tels que U est Pidentité de M, et que, pour s proche de
0, p*(F7) = F7.

REMARQUE 1.5.A-1. 1) Choisissons comme ensemble des para-
métres § Pensemble {0} U {1/n}.en+, avec la topologie induite de
celle de R. Une C"-déformation de F paramétrée par S est une
suite F, de feuilletages convergeant vers F pour la C"-topologie.
2) Comme Folf (M} est 4 base dénombrable d’ouverts, pour mon-
trer qu'une propriété A est vraie pour tout feuilletage C'-proche
de F, i} suffit de montrer I’énoncé suivant: “Soit {F?}.cs une C7-
déformation de F, alors pour s assez voisin de 0, F* vérifie la pro-
priété A (ou S est Iensemble {0} U {1} en-.)."

1 est commode de considérer une déformation {F*},cs d’un
feunilletage 7, comme un feuillefege au-dessus de S défini sur les-
pace M x 8. Comme M x 5 n'est pas a priori une variété (puisque §
est un espace localement compact quelconque) il faut préciser cette
appellation.

Un feuilletage F5, au-dessus de S, défini sur un ouvert U
de M x S, sera {d’une facon analogue & la définition usuelle des
fenilletages) défini par un atlas de cartes feuilletées, sur U, c’est &
dire:

— un recouvrement If = {U;}ier de U par des ouverts U; de M x 8.
On notera U = U; N (M x {s}).

— pour chaque , une application p; de U; sur un ouvert de R**x S,
de la forme p;(z, 8) = {(p{{x), &) 0l p{ est une submersion de U} dans
R™ variant continiment avec le parambtre s.
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— pour tout (x,8) € U; N Uj;, un voisinage ouvert U7; de (2,8}
et une application h; ;:p;(UF;) — pi{UZ;) de la forme b, ;{a,s) =
(h? ;(a),8) ou hY; est un difféomorphisme de R™~* variant conti-
niment avec s, tels que, sur U; on ait: k;; 0 g; = ¢;.

Deux tels atlas (24, p;, g ), (U, gk, hyt) définiront le méme fenille-
tage F° sur I/ #'ils peuvent se prolonger en un cocycle sur le recouv-
rement I V de I7 qui est 'union disjointe des familles If = {U; }ier
et V¥ = {Vi}rex d'ouverts de U.

Un tel feuilletage F° définit sur chaque ouvert U =Un (M x
{s}) de M x {3} un feuillctage F* (au sens habituel), variant con-
tinGment avec le paramdtre s. On appelle feuille du feuilletage 75
passant par un point (z, 8), la feuille du feuilletage F* passant par
ce point. '

Avec cetie définition, il est clair que se donner une déformation
du feuilletage F est équivalent 3 se donner un feuilletage F¥ au-
dessus de S sur M x 5 tel que le feuilletage F° induit sur M x {0}
soit égal & F x {0}.

b) Germes de déformation de I’hclonomie d*un feuilletage

Soit F¥ = {F*},¢g une C"-déformation d’un feuilletage F, con-
sidérée comine un fenilletage sur M x 5.

Soit T une transversale compléte du feuilletage F, relativement
compacte dans une transversale T'. Pour s assez proche de 0,T est
une transversale complete de F°. On considére T x § comme une
transversale complete du feuilletage F% restreint M x So, oit S est
un voisinage ouvert de 0 dans 3.

Soit ¥ un chemin contenu dans une feuille de F, joignant les
points © et ¢ de T. Soit 7;-, son germe d’holonomie. On considére
le chemin ¥ x {0} C M x {0}; c’est un chemin contenu dans une
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feuille de F%, joignant les points (x,0) et (v,0) de la transversale
Tx8.

Un homéomorphisme d’holonomie h,f du feuilletage F3 le long
de v x {0}, sur T" x 8, est du type: hf(z, 8) = (h3(2),s) ol Af est
un difféomorphisme local de T variant continiment avec s pour la
topologie C(c'est un difféomorphisme d’holonomie du feuilletage
F*); de plus k3 est un difféomorphisme d’holonomie de F le long
de 7.

Le germe en (,0), £5, de ﬁf est le germe d'holonomie de F9 le
long du chemin « x {0}; il induit %, par restriction & 7~ T" x {0}.
Il peut étre considéré comme un germe de déformation du germe de
difféomorphismae A..

NOTATIONS:

Soit V une variété différentiable. Fixons » € N*. On note
Diff (V) le groupoide des germes des difféomorphismes locaux de
classe 7, de V.,

On note Diff %(V) le pseudogroupe des homéomorphismes lo-
caux ¢° de VxS, de la forme ¢¥(z,s) = (p*(z),s) ot »® est un
difféomorphisme local de V variant continiimenavec s pour la topo-
logie C*.

On note Diff (V) le groupoide des germes des éléments de
Diff (V) (muni de la topologie des germes), et Diff $:0(V') le sous
groupoide des germes des éléments de Diff (V) pris aux points de
Vv x {0}

La restriction & V x {0} des éléments de Diff (%) (V) induit une
projection naturelle de Diff (50 (V) sur Diff (V).

REMARQUE 1.5.8-1. Soit & la dimension de la variété V. La donnée
d'un atlas, définissant la structure de variété différentiable sur V,
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détermine naturellernent une équivalence entre les groupoides diffé-
rentiables Diff (V) et Diff (R*), et de méme entre Diff (S0)(V') et
Diff (50 (RF).

Soit II{F,T) le groupoide fondamental du feuilletage ¥, pour
la transversale T et soit H:II(F,T) — Diff (T) la représentation
d’holonomie de F. Soit ¥ une déformation de F.

Notons H5:1I{F, T} — Diff ($O{T" I'application qui & tout élé-
ment de II{F,T), représenté par un chemin 4, associe le germe
d’holonomie fzf de F% le long de v X {0}. C’est un homomorphisme
différentiable, rendant commutatif le diagramme suivant:

Dift ($O(T)

V

(F,T) —H2 ., Dif (T)

DEFINITION 1.5.B-2: On appelle germe de déformation (paramé-
trée par §) de Uholonomie de F sur la iransveraale T tout homomor-
phisme différentiable, contravariant, H5:II{(F,T) — Diff{50(T),
dont la composée avec la projection naturelle de Diff (S9(T) sur
Diff (T} est I'homomorphisme d’holonomie de F sur T

REMARQUE 1.5.B-3.

1) Soit ¥ = dim T' la codimension de . Tout morphisme de IT(F, T
dans Diff 59 (R*) définit, par I'équivalence entre Diff (SO(R*) et
Diff (S9(T), un morphisme de II(F,T) dans Diff (%9 (T,

2} Si T' est une autre transversale compléte du feuilletage F, I'équi-
valence (définie par F) entre IT(F, T) et [I{F, T} permet d'associer
un unique morphisme de II{F,7") dans Dif &D¢T"} A tout mor-
phisme de II{F, T) dans Diff (¥9)(T),
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3) Enfin, soit ¥ un morphisme de II(F,T) dans Dif (S (R*). 1l
existe un recouvrement U = {U;} de T tel que, en notant T =
11U;, le morphisme induit par ¥, de II(F, T") dans Diff ($:9)(T"), soit
représenté par un homomorphisme H¥:II(F,T') — Diff S0 (1)
qui soit un germe de déformation de I'holonomie de F sur T7.

En effet, soit & = {U;}, un recouvrement de T tel que ¢ soit
représenté par un homomorphisme (différentiable étale) o: [I{F, T)
— Diff (SO(R*), o1 T* est I'union disjointe 1IU;. Soit x un point de
Ui c'est une unité de II{F, T"). Notons y;(z) I'image de r par ¢:
c’est une unité de Diff (59 (R*) et donc un point de R*. On a ainsi
défini un difféomorphisme ; de U; sur un ouvert ¥; de R*. Notons
V = 1IV;; 'homomorphisme p détermine cancniquement un ho-
momorphisme ': II(F,7") — Diff($%{V). En composant ¢’ avec
Pisomorphisme de Diff %9 (V) sur Diff (S®(T") défini par les ]!,
on obtient un homomorphisme qui est un germe de déformation de
I'holonomie de F sur 77,

Ces trois remarques justifient la définition suivante:

DEFINITION 1.5.B-4: On appelle germe de déformation (paramé-
trée par S) de I'holonomie de F, tout morphisme (différentiable
étale) de [1(F, T) dans Diff (S0 (R¥).

On a vu que tout germe de déformation F5 de F induit de
facon naturelle un germe de déformation de ’holonomie de JF.

LeMME 1.5.8-5. Deux germes de déformations .7-'1(3’0) et f,(s‘o) de
F qui sont équivalents induisent le méme germe de déformation
de P'holonomie de F: les homomorphismes HY et HS de II(F,T)
dans Diff 59 (T, induits par Fo0 et {5, représentent le méme
morphisme.

DEMONSTRATION: 1 suffit d’utiliser les remarques suivantes:
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REMARQUE 1.5.B-6. Si }-fs,o) et }-és.o) sont deux germes de dé-
fomation de F qui sont équivalents, alors il existe un homéomor-
phisme 4 € Diff 5(T), défini sur un voisinage de T'x {0} dans T'x S,
et induisant 'identité sur T x §, et tel que, pour tout v € I{F, T)
on ait:

Hi(v)=voH (v)oy™l.

REMARQUE 1.5.B-7. Solent ¢ et w2 deux homomorphismes (diffé-
rentiables étales) de II(F, T) dans Diff (59/(T), tel qu’il existe ¢ €
Diff S(T), défini sur un voisinage de T x {0} dans 7" x §, induisant
lidentité sur T" x {0}, et tel que, pour tout ¥ € II(F,T) on ait

pi(Y) =vepa(y)ey!

Alors 3 et o représentent le méme morphisme, c’est-d-dire se
prolongent en un homomorphisme sur II(F, T" L T). O

THEOREME (Réalisation des déformations dholonomie). Soit F un
feuilletage de classe C* sur une variété compacte M. Soit (§,0) ua
espace localement compact pointé en 0.

Pour tout germe HS de déformation paramétrée par (S,0) de
Pholonomie de F, il existe un germe de déformation F(5°) de F qui
induise HS par holonomie. De plus le germe de déformation F(5:%)
est unique & équivalence prés,

Autrement dit, I'application qui, & une déformation de F, as-
socie (par holonomie) un germe de déformation de I’holonomie de
F, induit une bijection de l'ensemble des classes d'équivalence de
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germes de déformation de F dans 'ensemble des germes de déforma-
tions de I'holonomie de F.

COROLLAIRE 1.5.B-8. Soit T une transversale compigte du feuil-
Ietage F, relativement compacte dans une transversale T plongée
dans M.

Pour tout germe de déformation H5: II(F, T} — Dif 59T} de
Iholonomie de F sur la transversale T, il existe une déformation
F8 du feuilletage F qui induise HY (c’est-a-dire que pour tout
chemin + représentant un élément de TI(F, T}, H%(y) est le germe
d’holonomie kS de F le long de v x {0}.

Le theoréme est l'objet de I'article [BH). Sa démonstration est
T'objet de 1'appendice qui suit ce chapitre.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE: Soit HS: I(F,T) —
Diff $9(T) un germe de déformation de I'holonomie de F sur T.
D'aprés le Théoréme, il existe une déformation .7-'05 du feuilletage
JF telle que 'on ait la propriété suivante:

Notons H§: II(F,T) — Diff 59T} le germe de déformation de
I’holonomie de F sur T défini par F§; les homomorphismes H§ et
HS représentent le méme morphisme de II(F,T) dans Diff <5°X(T).

Alors, par définition d'un morphisme (voir le Paragraphe 3.b),
on a la propriété suivante:

Notons TH T = {1} x T U {2} x T; c’est cancniquement une
transversale compléte du feuilletage F. Notons 4, 1 = 1, 2, U'inclu-
sion de II(F,T) dans II{(F,T I T') définie par l'identification de
T avec {i} x T. Alors il existe un homomorphisme différentiable
étale, S de II(F, T LIT) dans Diff $O(T), rendant commutatif le
diagramme suivant:
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(F,T)
HS

mF, T T) —H2, pig Go(T)
H

I(F,T)

Pour tout point = € T, on notera z;,p 'élément de II(F, T T)
joignant trivialement les points (1,z) et {2,x) de TIIT. On note
r21 = m,e_l

Alors, pour tout v € JI(F,T), joignant le point x au point ¥,
on a:

@2(7) = -1\'«‘2,1-901(’?}-!}1,2

On a donec:

Hi(m)=H opa(v) = H’(p2) o (H* o)) 0 H*(z31)
= H*(y12) o H*(v} 0 H*(z2,1).

On peut choisir un voisinage I/ de T' x {0} dans T" x S, et un
homéomorphisme v € Diff ¥(T") de U sur un ouvert de T x §, tel
que, pour tout = € T le germe en (z,0) de ¥ soit égal & HS(z; 2).

Done, pour tout v € II{F, T) on a:

Hy(Y)=doH3(y)oy™!

En utilisant le fait que la transversale T est plongée dans M, et que
1 induit I'identité sur T x {0}, on se convainc facilement du lemme
suivant:
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LEMME 1.5.B-9. I existe un voisinage V deM x {0} dans M x 5,
et un homdomorphisme ¥ € Diff S(T) défini de V sur un ouvert
de M x 8, égal 3 Pidentité sur M x {0} et vérifiant Ia propriété
suivante:

Il existe un voisinage V C U de T x {0} dans T x § tel que
T{v) C T x 8, et que la restriction de ¥V A v coincide avec ).

Notons F5 = W{F§). Clest une déformation de F car ¥ coincide
avec l'identité sur M x {0}. De plus, la déformation de I’holonomie
de F sur T engendrée par F¥ est exactement HS: le corollaire est
démontré. a
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Appendice 1

DEMONSTRATION DU THEOREME
DE REALISATION DES DEFORMATIONS
DE L'HOLONOMIE

Nous venons de voir que, 4 chague classe d’équivalence de germes
de déformation d’un fevilletage F, est associé {par holonomie} un
germe de déformation de I'holonomie de F. Le but de cet appendice
est de montrer que cette application est bijective, La démonstration
présentée ici est essentiellement la méme que celle donnée dans
[BH], exprimée dans un langage plus géométrique, et légirement
simplifiée.

L’injectivité de cette application se montre assez facilement: si
deux déformations 7 et 75 de F induisent la méme déformation
de P'holonomie de F sur T, alors les germes de Ff et F§ sont
équivalents, c’est-d-dire que F§ coincide, au voisinage de M x {0},
avec 'image de F7 par un homéomorphisme v € Diff ¥ (M), indui-
sant I'identité sur M x {0}. On construit 4 en projetant les feuilles
de F§ sur celles de F¥ le long d’un champ de disques transverse &
F.

Pour montrer la surjectivité, on va construire un inverse & cette
application, c'est-3-dire reconstruire une déformation de F i par-
tir d'une déformation de son holonomie. Cette construction est
entidrement due & A. Haefiger: & partir d'une déformation de I’ho-
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lonomie de ¥, on construit un microfibré an dessus de M x S,
muni d’un feuilletage F', et d’une section o définie sur M x {o},
transverse au feuilletage F et telle que le feuilletage o~ (F7), défini
sur M x {0}, soit égal & F. On prolonge alors la section & en
une section o définie au voisinage de M x {0} et transverse  F',
Le pull-back {(¢%)~1(F) est une déformation du feuilletage F, et
la déformation de ’holonomie qu'elle induit est celle dont on était
partie. '

On notera F un feuilletage d'une variété compacte connexe M,
T une transversale complte du feuvilletage F. On pote ($,0) un
espace localement compact pointé en. (.

§1 Injectivité
Le but de cctte partie est de prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 1.A.1-1. Soit F¥ et F§ deux déformations du feuil-

letage F, et notons HY et HE les déformations de I’holonomie

de ¥ sur T induites par ¥ et 5. On suppose que Hi et Hj

représentent le méme morphisme de II(F,T) dans Diff (59)(T).
Alors les germes de F¥ et F§ sont équivalents.

La démonstration de cetie proposition utilise la notion de champ
de disques sur M tranmsverse & F, qui est définie au Chapitre 2.1.a.

DEMONSTRATION: Soient Ff et F§ deux déformations du feuille-
tage JF, vérifiant les hypothdses de la proposition.

Remarquons d’abord que, le fait que HF et H§ représentent
le méme morphisme, ne dépend pas de la transversale complite
T. On peut donc supposer que T est une transversale complite
relativement compacte dans une transversale plongée T7.
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Alors, 'argument de la démonstration du corollaire 1.5.b-8
montre qu'il existe une déformation 7§ dont le germe est, équivalent
4 celui de 7§, et qui induit la méme déformation de I'holonomie de
F sur T! que celle induite par 77.

D'aprés la remarque ci-dessus, on peut supposer que 'on a:

H{ = Hj.1(F, T) — Dt 8¥(T)

Soit {D;}zem un champ de disques sur M, transverse & 7. On
suppose de plus que, pour tout point x € T, le disque D est inclus
dans TV,

Pour s assez proche de 0, les feuilletages FJ et Fj sont trans-
verses au champ de disques {D,.}rem-

Choisissons une métrique riemanienne sur M. Alors i} existe
{ > 0, et il existe un voisinage Sy de 0 dans S, tels que, pour tout
8 € Sp, les deux propriéiés suivantes soient vraies:

i) pour tout & € M, il existe un chemin 47 tangent au feuilletage
7, tel que 42(0) € T,vi(1) = =z, et la longueur {(2) est majorée

par .

ii} tout chemin «, tangent & F} et de longueur {{y) < 2!, se projette

en un chemin 7, tangent & F2, tel que (0} = 7(0) et tel que #(t) €

Dyyy- '

LEMME 1.A.1-2. Il existe un voisinage 81 C Sp de 0 dapns § tel
que, pour tout 8 € 51, on git la propriété suivaate:

Soient y; et 4, deux chemins tangents & F7 tels que ;(0) et
v2(0) appartiennent 3 T, que 11(1} = ¥2(1), et que les longueurs
I(y1) et {{~y2) soient inféricures & {. Soient ¥, et 73 leurs projections
sur F§ le long du champ de disques {D.}. Alors on a:

(1) = 72(1)
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DEMONSTRATION: Raisonnons par l'absurde. On suppose qu'il
existe une suite s; € Sg, lim;s; = 0, telle que pour tout 1, il
existe deux chemins v}, v4 tangents & F{* vérifiant les hypotheses du
lemme, et tels que 5 (1) soit différent de F5(1).

Notons o; = 4i(74)~!; c’est un chemin tangent & Fj* et de lon-
gueur i{o;} < 2l. Comme 3; € Sy, on peut projeter o; en un chemin
7 tangent & F3*, et tel que 0;(0) = 5;(0), et &;(1) € D,,,, C T".

On montre facilement que #;(1) est différent de o;(1): sinon &;
serait égal & ¥{(74)~! ce qui n’est pas possible puisque F{(1) #
#(1), par hypothése.

Comme les chemins o; sont de longueur majorée par 21, quitte
A prendre une sous-guite, on peut supposer que ces chemins conver-
gent vers un chemin o, tangent 3 ¥ = F, de longueur majorée par
21, et & extrémités dans 7. De plus & est la limite des chemins ;.

On voit facilement que Hf(¢) # HE(o): en effet, pour toutes
réalisations Ay et hy des germes HY (o) et Hf (o), pour i assez grand
on a:

ha(o:i(0}) = 0:(1) # 5i(1) = ha(e:(0)).

Cela est contraire A 'hypothése Hf = H¥, et cette contradiction
achéve la démonstration du lemme. ]

On peut & présent achever la démonstration de la proposition.
Pour tout £ € M, et tout 2 € 5, il existe un chemin ~¢, tangent
A ¥, de longueur I{~2) < !, tel que y2(0) appartienne & T et que
42(1) = x. D'aprés le lemme, 'extremité 52(1), de la projection de
v5 sur F§, ne dépend pae du chemin 2 choisi.

On note donc $*(z) = 32(1)

Il est facile alors de montrer que, pour & assez proche de 0, 9*
est un difféfomorphisme de M variant continfiment avec s, que
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est Uidentité, et que ¥*{F7) = F3.
Les germes des déformations Fy et F§ sont donc équivalents:
la proposition est démontrée. a

§2 Surjectlvité

Soit 7" une transversale compléte du feuilletage F et soit Hf:
I(F, T) — Diff (ST une déformation de I’holonomie de F sur T,

Le but de cette partie est de construire une déformation F° de
F qui induise H¥ représentant Je méme morphisme que Hj .

a) Un cocycle sur M i valeurs dans Diff (59(T).

Soit U = {Ur} un recouvrement fini de M par des ouverts, assez
fin pour que, pour tout k, il existe une submersion Ax: U — T et
une application continue, Cy: Uy x [0,1) — M, telle que, pour tout
z € Uy, le chemin Cf = Cy |{z}x[0,1) s0it contenu dans une feuille
de F, et joigne x & hx(z).

Notons g;;:U; N U; — Diff(S9(T) I'application définie par
6i;(z) = HF{75), ot 4F) est l'élément de II(F,T') représenté par
(C#)~! - 0F. La source de g;;{x) est ki(z), et son but h ;(x).
REMARQUE 1.A.2.a4-1. La donnée du recouvrement I/ et des ap-
plications g;;:U; N U; — Diff $9(T) forme un cocycle sur M &
valeurs dans Diff (59T} ; c’est-d-dire que, pour tout (i, 7, k), pour
tout z e U;NU; N, on a:

gix{(x) © 9i;(%) = gir ().
REMARQUE 1.A.2.A-2. Pour tout i, pour tout = € U;, 4} est I'unité
de II(F, T) correspondant au point h;(z). Donc g;;(z) est I'unité
de Diff (5°}(T) correspondant au point (h;(z),0} € T x {0}.
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Les applications g;; sont donc égales aux submersions h; sur
T, et la donnée des (U;, gi;) forme un atlas feuilleté définissant le
feuilletage F.

De plus, la restriction & T' x {0} de g;;(z) est le germe en h;{z)
du changement de carte, de la carte (Ui, ;) 4 la carte (U, h;).

On dira donc que le cocycle (U4, {gi;}) induit sur M le feuilletage
F (par restriction 3 7' x {0} des éléments de Diff (5:0/(T)),

b) Microfibré feuilleté de base M: définition

Un Diff #(T)-microfibré de base M, induisant sur M le feuille-
tage F, est la donnée de:

i) un espace topologique séparé ES, muni d’un atlas formé de
cartes qui sont des homéomorphismes d’ouverts de E¥ sur des
ouverts de M x T x 8, les changements de cartes appartenant au
pseudogroupe 13¢ x Diff # (T), c'est & dire de la forme (z,y,8) —
(z,h*(y),5) ot h* est un difféomerphisme local de T variant con-
tinliment avec s.

A cause de la forme particulitre des changements de cartes,
on a une projection P = (p,q): ES — M x §, définie dans les
cartes par (z,y, 8) — (z,s). Notons E* = ¢~1(s): ¢’est une variéié
différentiable.

Pour tout s, on obtient un atlas feuilleté sur E* en composant
les cartes avec la projection {z,y,8) — y sur 7. On note F* le
feuilletage ainsi obtenu sur E*.

La famille des feuilletages F* définit sur E* un feuilletage £
transverse aux fibres de la projection P: ES — M x S.

ii) une section différentiable o: M x {0} — E° de la projection P
{c'est-d-dire Poo = lasx{o}), transverse au feuilletage B et telle
que F = o= 1(F0), :
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¢) Un microfibré fenilleté associé au cocycle (U, {gi;}).

A partir du cocycle (U, {gi;}), nous allons construire un Diff ¥(T")
-microfibré (E¥, o) de base M, induisant sur M le feuilletage 7. La
principale difficulté est d’obtenir que Pespace E soit séparé, et cela
va imposer des précautions techniques minutieuses.

Cette construction est une simple traduction de la démonstra-
tion de la Proposition 3 page 299 de [Hae], o elle avait été faite
dans un cadre beaucoup plus général. Je me suis contenté d’en
expliciter les détails.

Soient U' = {U!} et U" = {U!'} deux recouvrements de M par
des ouverts, de fagon que, pour tout £, U} soit relativement compact
dans U] lui méme relativement compact dans U;.

Pour tout 4, notons ¥; = U; x k;(U;) x 8, et notons H; I'apphi-
cation de U; dans V; définie par H;(z)} = (z, hi(2),0).

Notons V' un voisinage ouvert de 'image k() de I'adhérence
de U7, tel que ¥ soit relativement compact dans UF x h:i(U;) x 8.
En particulier, 'adhérence V; ne rencontre pas H;(U; — U).

Pour tout couple (3,7) tel que Uz N U; # ¢, on choisit un
homéomorphisme (;; appartenant au pseudogroupe 13 x Diff (1),
défini d’un voisinage dans V; de H;(U; NU}) sur un voisinage dans
V; de Hy(T!NUY), et tel que son germe  en tout point (3, hi(z),0) €
Hi (U] nTY) soit égal & 1p4(z) X gi5(z) ‘u 1p{z) est le germe en z
de Pidentité de M); on choisit Gy = identité de V; et Gy = G,-_,-"l.

LEMME 1.A.2.c-1. L'intersection de Vadhérence de V! N Gy (V])
avec H;(U; — U{ NU}) ne rencontre pas le compact H(U] N T}).

DEMONSTRATION: Voici d’abord trois remarques:
i) Ui-unUHN@in0)=0In0}-U nU;
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= (Ufn8u}) u(l;nauy)

i) V! nH;(8U]) = 4, par hypothdse sur V/.

ili) Montrons par I'absurde: Wﬂ H{O[naU))=¢
soit y € Gy (V)N H(T{NAUY). Alors G;; est défini au voisinage
de y. On en déduit que I'on a:

Gusly) € 7] 0 B;(0} N au)

ceci est impossible car V; N H;(8U}) = ¢.
On en déduit que:

Vin GJ'.'(P;’] NH(U; -Uln U;) a¥:Atid 0’;)

=V/n Gj.-(VJ-") n [H.-(ﬂ'_; nauyu H; (T n 3U;-)] =¢.
Ce calcul achéve la démonstration du lemme. O

COROLLAIRE 1.A.2.c-2. Quitte & restreindre le voisinage de
H;(0/n0?) ot Gi; est définie, on peut supposer que l'intersection de
H(U;) avec 'adhérence de V{NGy;(V}) est incluse dans Hy(U{ND}).

DEMONSTRATION: Il suffit de choisir un voisinage de H; (T} N U),
dont I'adhérence ne rencontre pas H;(U; — U N U) DW
(c’est possible car ce sont deux fermés de V;, disjoints}. On con-
sidére la restriction de Gy; & ce voisinage.

Alors Hy(U)NV] N G3(V]) est inclus dans H;(U]NT}). Comme
H;(U;) N V! ¢ Hiy(U?), on obtient le résultat. O
LEMME 1.A.2.0-3. Pour tout z € U;, il existe un voisinage ouvert
W} de Hi(z) dans V;, tel que I'on ait les deux propriétés suivantes:
1) Pour tout couple (, k) tel que 2 € U] NT;NTL, Gy; 0 Gji et Gy
sont définis et égaux sur Wi,
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2) Pour tout j tel que z € U/ N U}, on a:
WinGu(VinV/=¢

DEMONSTRATION: On montre facilement le lemme & partir des trois
remarques suivantes:
— il n'y a qu'un nombre fini d’indices.
- siz € U,nT{NT] alors Gi;0G;; et Gy sont définis au voisinage
de H;{z) et leur germe en H;(z)} sont égaux.
- siz € U} alors H;(z) n'appartient pas & 'adhérence de G;(V])N
VY, d’aprés le Corollaire 2.
Notons alors W; = |J,ey, WF NV/, et notons W = W; =
U {i} x wi.
Notons ~ la relation sur W définie par: (4,%) ~ (f,2) si et
seulement si Gy;(y) = z.

LEMME 1.A.2.C-4. La relation ~ est une relation d’équivalence sur
w.

DEMONSTRATION: Elle est réflexive puisque Gy = ly;, et symé-
trique puisque Gi_,-_l = (7j;. Voyons qu’elle est transitive:

Soient y € Wy, 2z € W, t € Wy tels que Gyj(y) = z et Gjfz) =
ut. Il existe = € U; tel que 2 € WFN V], -

On a alors:
vin win G'.'j(U;) #oet VN win G (UL) # ¢,

Donc, par définition de W7, on a: z € U; N7 N U,
Done GiroGj; est défini sur W7 et est égal & Gjx. En particulier
G.-;,(y) =t
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On vient de montrer: ((i,y) ~ (7,2) et (§,2) ~ (k, ) = {({,9) ~
(k,t)). La relation ~ est donc transitive. O

Notons E¥ = W/ ~, ’espace quotient de W par la relation
~, avec la topologie induite. Notons II: W — E¥ la projection
canonique.

LEMME 1.A.2.0-5. L’espace E° est séparé,

DEMONSTRATION: Soient y; et 4, deux points distincts de £, 11
existe i,j,2; € Wi, x; € W; tel que g = (=) et yo = [I(z;). 1
existe x € U; tel que z; e WZN V],
1) si z € U/ N UY, alors par définition de Won a: (W2 NV/) N
Gyi(W;) = ¢. Donc II(W; N V) et II(W;) sont des voisinages
disjoints de y; et .
2) si x € U[NU}, alors Gy; est défini sur W}, done G;(z;) est défini.
Alors Gyj(z;) et z; sont deux points distincts de W;. Sojent 0, et
0y deux voisinages de G;;(z;) et de z; tels que 0, N0z = ¢. Alors
II{G}(01)) et TI{02) sont deux voisinages disjoints, des points y; et
y2. O

Les ouverts W; C M xT'x § sont canoniquement homéomorphes
& des ouverts de £, et forment un atlas sur E, les changements
de cartes étant les Gi; € I x Dif (T). On note P = (p,q): E® —
M x 8, 1a projection définie dans les cartes par (z,y,s) — {z,s). On
note E* = ¢~!(s). Pour tout s on note F* le feuilletage défini dans
les cartes par (x,y, ) — y, et I'on note ¥ = {F*},cg l¢ feuilletage
ainsi défini sur B3,

Les applications H;: U]' — W; se recollent en une section op: M x
{0} — E® de la projection P. En effet, G;;(H:(z)) = H;{z).

Rappelons que Hi(z) = (z, ki(z),0). On en déduit facilement
que la section og est transverse au feuilletage F° (car les h; sont
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des submersions de U; sur T). De plus, le feuilletage oy (Fp) est
défini par les cartes (UY, h;): done oj (Fo) = F.

On vient de montrer que (E°,¢) est un Diff 5(T) micro-fibré
feuilleté de base M, induisant sur M le feuilletage F.

d} Prolongeinent de la section op & un voisinage de M x
{0}.

ATTENTION: Dans ce paragraphe les notations ne sont pas cohé-
rentes avec celle des paragraphes a et b,

LEMME 1.A.2.D-1. Soit (E¥,5) un Diff S(T) -microfibré feuilleté
de base M, et soit P: E® — M x § sa projection sur E%. Alors, il
existe un voisinage ouvert [/ de M x {0} dans M x S, et une section
o5:U — ES de la projection P, de I forme o5(z, ) = (0*(z), )
ol o® est une famille continue d’applications différentiables.

DEMONSTRATION: On recouvre I'image de la section (M x {0}) C
ES, par un nombre fini de cartes ¢;: U; » M xR* xS oit n = dimT,,
compatibles avec ’atlas de ES, et telles que les ouverts o;(U;) soient
de la forme @;(I;} = V; x D™ x S5, o V; est Touvert o~ (U;)
de M, ot D® est le disque ouvert unité de R™, et o0 Sy est un
voisinage de 0 dans 5. Dans ces cartes, la section ¢ g’écrit comme
a(z,0} = (x,0,0).

Notons que les ouverts V; forment un recouvrement ouvert fini
de M.

Soit W = {W;} un recouvrement ouvert fini de M tel que pour
tout §, W; soit relativement compact dans V;. Pour tout i, on choisit
une fonction de classe O, f;: V; — [0,1], égale a 1 au voisinage de
8V, et égale A 0 sur un voisinage de Padhérence de W;.

On construit par itération une section of, définie sur un voisi-
nage ouvert de (Lf-=1 W;) x {0} dans M x §, et induisant la section
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o par restriction & M x {0}

- la section of est définie de ¥} xSp dans la carte Iy =~ Vi x D" x 8o
par {z,s) — (x,0, 3}.

Supposons of définie sur un voisinage O; de ({Ji_, W;) x {0}.
Quitte & restreindre le voisinage O;, on peut supposer que, sur O;N
{Vig1 % So) la section o est & valeurs dans la carte Usiy: en effet
sa restriction & M x {0} est o, qui est définie sur Viy; x {0} par
{z,0) = (z,0,0). Donc, sur (O; N V;y1) x 8o, la section of est de
la forme {x,s) — (z,of(z), s).

On définit 09,,, de la fagon suivaate:

- sur O; — (Viy1 X Sp),0%,; coincide avec oi’.

— sur Wiy X So, on définit o5, dans la carte U; par (2,5} —
{z,0,8)

- sur V41 X Sp NU; on définit oF,; eans la carte U; par (z,s) —
(z, fi(z) - 0i"(z), ) ot le produit f;(z) - o2(x) est & cousidérer
comme le produit d’un point de R™ par un réel.

Comme le recouvrement W = {W;} de M est fini, en un nombre
fini d’étapes on & ainsi construit la section ¢ annoncée, O

e) Fin de la démonstration de la surjectivité

Soit (E%,0) le microfibré feuilleté de base M x § induisant sur
M le feuilletage F, construit au Paragraphe b), et soit ¢° un pro-
longement de la section ¢ A un voisinage de M x {0} (voir le Lemme
d-1).

Notons F'8 = {ﬁ"},egle fevilletage sur E¥: pour tout s, Fe
est un feuilletage de E* variant continiment avec 5. De méme
o9 = {0*} est une famille continue de sections différentiables de
M x {z} dans E*,
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Donc, pour 2 assez petit, la section o” est transverse au feuille-
tage F*. Notons S un voisinage de 0 tel que, pour tout s € 5, ¢*
soit transverse & J°.

Notons F¥ = {F*},cs,]a famille de feuilletages définie par F* =
{o*)~1(##). C'est une déformation du feuilletage F.

REMARQUE 1.A.2.B-1. Pour assurer que, pour s petit, la section
o* est transverse au feuilletage F*, on utilise le fait que o* et £
dépendent continfiment de s pour la C"-topologie, + > 1. c'est
4 cause de ce point que le théordme a été exprimé pour des C'-
déformation s, r > 1.

Le but du reste de ce paragraphe est de montrer la proposition
suivante, qui ach?ve la démonstration de la surjectivité, et donc du
théordme.

PROPOSITION 1.A.2.E-2. La déformation de Pholoromie de F sur T
HS.TI(F,T) — Diff $OT), induite par la déformation F° que
P’on vient de construire, représente le méme morphisme que la défoz-
mation H§ dont on est parti.

DEMONSTRATION: On utilise & nouveau les notations des para-
graphes a et b.

Rappelons que ES est recouvert par les ouverts II{W;) ol W;
est un ouvert de U; x k;{T;) x 8, qui contient H;(U]"). Rappelons
que la section o (restriction de o & M x {0}) coincide avec ITo H;.
1l existe donc un voisinage O; de U}’ x {0}, et une application hf
de la forme hf(z, s) = (h!(z),8) (ol h! est une famille continue de
submersions sur T, et que kY = k) telle que o coincide sur O; avec
la composée de IT avec {(z,s) — (z, hi(z),s).

Pour tout € U NT on notera h;(z) le germe en {x,0) de la
restriction & U/ N'T de k¥, C'est un 6lément de Diff (50(T),
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Rappelons que, pour tout {, pour tout £ € U, CF est un chemin
tangent & F joignant x & h;(z). Siz € T on note encore CF 1'élément
de II(F, T} qu'il représente,

LEMME 1.A.2.E-3. Pour tout z € T, le germe HJ(CF)™! o hi(z)
ne dépend pas de Pindice i tel que z € Uf. On le note p{z} €
Diff (59 (T, Il dépend continiiment de z. De plus il induit Pidentité
par restriction 4 T' x {0}.

DEMONSTRATION: 11 suffit d'utiliser que le changement de cartes,
de la carte W; & la carte W}, est 'application G;; dont le germe en
H;(x) est 1pr(z) x g55(z), 0¥, par définition, g;;(x) = H§ ((CF)~*CF)
= H§(CF) o HF(CF)™. a

LEMME 1.A.2.E-4. Soit v un élément de II(F,T). On note z sa
source et y son but, Alors on a:

HS(1) = p(y) " 0 Hy () 0 ().

Remarquons que Pon déduit immédiatement du Lemme 1.A.2.e-
4 le fait que H¥ et H§ représentent le méme morphisme (voir la
Remarque 1.5.b-7) ce qui conclut la preuve de la proposition.
DEMONSTRATION DU LEMME: Soit C:[0,1] —» M un chemin tan-
gent & F représentant 7. Remarquons que ¢%(T x §) est une
transversale du feuilletage }7"5, et que ¢ ¢ C est un chemin tan-
gent au feuilletage £¥, On a alors:

HS(y) = (6%)5 ' HE 0 0°,

olt A est le germe d’holonomie de #5 le long de o5 o C, sur la
transversale o¥(T x S).
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On choisit une subdivision 0 = tp < 1 < ... < t,n = 1 telle
que, pour tout k < m il existe i tel que c{[ty, tk 1)) C UY],
% o C(ftk, tr1]) € Wi,. On note zx = C(ty).

On calcule alors facilement H3(y) griace A Vexpression de o%

donc

dans les cartes W;, et W;,,, et grice & 'expression des changements
de cartes G;;. On obtient:

H‘('T) = ["F}'im—l(.9')]_}l ° gim—:l’m—l(xl'm-l.) 02O Gigiy (xl) © El’o(z)'

D’autre part, le chemin (' est homotope, par une homotopie
dans 1a feuille de F et & extrémités fixées, au chemin ¢’ suivant:
= C:' . (C‘? -1, G:il v C::" . (Czku -1, g%Fm-1

ll'ml(‘ml.

Par définition g, s, (zx) = H5 (CF* )1 CE*).

-1
On a donc:

Hi(v)=H§(C¥ ) 10 g2y (Eme1) 0+ O igs, (21) 0 HE (CE).
On a donc:

H5(y) = s, ()] 0 HE(CY,_,) 0 H5 (7) o [H5 (CE) ™! 0 by (2)
= p(y)™" 0 Hy (7) o g(z). '

Le lemme est démontré. (@]
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Chapitre 2

FEUILLETACGES DEFINIS PAR UNE FIBRATION:
PROBLEMES DE STABILITE

§1 Introduction

Une fibration p: M — B de fibre ¥ définit sur M un feuilletage F
dont les feuilles sont les fibres de p. La codimension de ce feuilletage
est la dimension de la base B. On obtient une transversale complite
du feuilletage F en considérant un recouvrement {U;} de B par des
ouverts trivialisant la fibration, et en choisissant, pour tout i, une
section locale g;: U; — M de la fibration p: alors Ilo;: UU; — M
fait de T = HU; une transversale complite de F.

La dynamique d’un tel feuilletage est triviale: toutes les feuilles
sont compactes, toutes les holonomies sont égales A l'identité. Sil'on
reprend 'analogie entre les feuilles compactes d’un feuilletage et les
points fixes des difffomorphismes, un tel feuilletage correspond &
Yidentité.

Tout au long de ce livre, nous allons donner quelques réponses
partielles au probléme suivant:

Soit 7 un feuilletage défini par une fibration p: M — B de fibre
F,oi M, B et F sont des variétés compactes connexes.
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ProBLEME: Tout feuilletage proche de F posséde-t-il une feuille
compacte proche d'une fibre?

La question analogue pour les difféomorphismes d’une variété
compacte M est la suivante: toul difféomorphisme de M proche de
Uidentité poaséde-t'il un point fire? La réponse (bien connue) est
alors donnée par la nullité ou la non nullité de la caractéristique
d’Euler x{M): & tout point fixe isolé d’un difféomorphisme  de M
est associé un entier appelé indice. Si ¢ est proche de l'identité et
n’s qu'un nombre fini de points fixes, la somme de leurs indices est
égale A la caractéristique d'Euler x{M) de M.

Jusqu'a présent, il n'existe aucune théorie générale associant un
indice aux fenilles compactes isolées d'un feuilletage. On cherche &
comprendre 8’il est possible d’associer un tel indice aux fenilles com-
pactes proches d’une fibre. Ce but est partiellement atteint: Fuller
avait défini un indice associé aux orbites fermées isolées d*un champ
de vecteurs. Nous verrons que sa théorie se généralise aux feunille-
tages C'-proches d*une fibration dont la fibre F vérifie Hy(F,R) =
R.. Les résultats obtenus quand la fibre est le tore T2 sont également
encourageants, comme nous le verrons dans la conclusion. Le but
de ce chapitre est de faire le point sur le probléme de la stabilité de
la fibre d’une fibration.

La premitre partie 1'énonce de fagon précise, en définissant en
particulier la notion de feuille compacte proche d’ une fibre.

La seconde partie présente tous les résultats que je connais & ce
jour sur ce sujet, en tentant de les classer par la progression dans
la complexité du probléme (au détriment de 1'ordre chronologique).
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§2 Enoncé précis du probléme de stabilité de la fibre d’une
fibration

Il faut essentiellement définir ce qu’est une feuille compacte
proche d’une fibre.

Fixons p: M — B une fibration de fibre ¥, ot M, B et F sont
des variétés compacte connexes. On note F le feuilletage défini sur
M par cetie fibration.

Fixons-nous une métrique sur M (les propriétés géométriques
de cette métrique ne nous intéressent pas ici).

a} Champ de disques transverses au feuilletage F

Soit ¢ N — M le fibré normal au feuilletage F (c’est-A-dire
le sous-fibré vectoriel du fibré tangent & M, orthogonal au Ebré
tangent au feuilletage F). Notons o: M — N la section nulle de ce
fibré vectoriel.

On se donne un voisinage ¥V de la section nulle o{M) et une
submersion ¢: ¥ — M, coincidant avec g sur o{M) (c’est-a-dire que
woo = idys), et telle que sa restriction & chaque fibre g~1(z) NV est
un plongement transverse au feuilletage F. (Par exemple, ¢ peut
étre définie par I'exponentielle & partir d’une métrique riemanienne
sur M).

Choisissons un voisinage ouvert Vp de la section nulle, relative-
ment compact dans V, de fagon que, pour tout z € M, ¢~ () NV,
soit un disque D, centré en o(z). Notons D, = o(D;): c'est un
disque plongé dans M transversalement 3 F, centré en z, et variant
différentiablement avec z: on dira que la famille {D,}carest un
champ de disques transverses au feuilletage F.

REMARQUE 2.1.A-1. Pour définir un tel champ de disques trans-
verses & un feuilletage F, on u'a pas besoin gque JF soit défini par
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une fibration.
En utilisant la compacité de la fibre F', on voit facilement que,
quitte & restreindre le voisinage Vy, on a la propriété suivante:
Pour toute fibre F; de la fibration p, la restriction de ¢ &
g Y F)NMWP = Uyer, D, est un plongement dans M. Alors I'union
Uye . Dy définit un voisinage tubulaire de la fibre F; qui se projette

naturellement sur F, par I'application = définie par = (D;) = .

REMARQUE 2.1.A-2, Le champ de disques {D.} n’est pas a priori
porté par un feuilletage transverse & F (c’est-a-dire que les disques
{D:)} seraient contenus dans les feuilles d’'un feuilletage transverse
A F), {voir Figure 2.1). Par exemple la fibration de Hopf, §° — §%,
ne posséde pas de feuilletage transverse.

b) Feuilles compactes proches d*une fibre

8i F' est un feuilletage sur M, suffisamment C%-proche de F
pour la topologie des champs de plans, alors F' est transverse &
tous les disques D,

On dira qu’une fenille compacte f' de 7 est procke d’une fibre
de p, g'il existe une fibre F, = p~1(b),b € B, telle que f' soit
contenue dans le voisinage tubulaire | J, .y, D2 de la fibre Fj, et
que la projection :| J ¢ F, Dz — F} induise un difféomorphisme de
F sur Fy.

REMARGUE 2.1.B-1. 8i F,,n € N, est une suite de feuilletages
convergeant vers F pour la C"-topologie (r > 1), et si, pour tout
n, fr st une fenille compacte de F,, proche d'une fibre, alors il existe
une sous-suite (n;);cntelle que les feuilles f,,, convergent vers une
fibre de p pour la topologie C".
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%
K]

Figure 2.1.

REMARQUE 2.1.B-2. Pour mieux comprendre cette définition, voici
un exemple de feuilles compactes difféomorphes A la fibre, qui ne
solent pas proches d’une fibre. Soit F le feuilletage déAni par la
fibration triviale §1 x §* — §!. On peut I'approximer {de fagon
) par des feuilletages définis par un flot rationnel sur le tore
T? == 8 x §' (dans des coordonnées globales (z,y) sur T2, z € S,
¥ € 51, on considére le flot du champ de vecteurs 3"; +af,ac€
Q). Toutes les feuilles de ces feuilletages sont compactes, mais leur
projection sur la base S* est surjective. Leur projection sur la fibre
en fait un revétement & k feuillets, & > 1, de 1a fibre.
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DEFINITION 2.1.B-3, On dira que la fibre F' de la fibration p est
(" -stable si tout feuilletage C"-proche de F posséde une feuille com-
pacte proche d’une fibre ; dans le cas contraire, on dira que la fibre
est C"-instable.

PROBLEME: Quelles sont les fibrations dont la fibre est CT-stable?

Dans ce livre, on a donc choisi de ne s'intéresser qu'aux feuilles
compactes proches d’une fibre, L’existence de feuilles compactes,
éventuellement loin d’une fibre, pour un feuilletage proche d’une
fibration, est un autre probléme cuvert: nous citerons par exemple
le résultat de Plante au Paragraphe 2.d.

§3 Etat actuel du probléme et résultats connus

Les paramétres que I’on a fait varier dans 1’étude de ce probléme
sont:

- le groupe fondamental de la fibre, 7 (F).

— le premier groupe d’homologie H:{F,R) de la fibre.

~ laction naturelle du groupe fondarmental de la base, m (B}, sur
I’homologie Hy(F,R) de la fibre.

- la caractéristique d’Euler de la base, x(B)}.

- D’existence ou la non-existence d'une section globale de la fibra-
tion.

— la dimension de la base.

a) Fibres telles que 7 (F) =0 ou H;(F,R)=0

THEOREME (Stabilité de Reeb (1952). Sila fibre F est simplement
connexe, alors tout feuilletage ', C°-proche de la fbration p: M —
B, est conjugué & F par un difffomorphisme (°-proche de lidentité.
{on dit que F est C®-structurellement stable). En particulier toutes
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les feuilles de F' sont compactes, difféomorpkes & F, et proches
d’une fibre.

Ce résultat a été pénéralisé par Langevin et Rosenberg (1977,
[LR1]) aux C'-perturbations de fibrations dont la fibre vérifie
Hi(F,R)=0.

THEOREME (Langevin, Rosenberg). Le feuilletage F est Cl-struc-
turellement stable (c’est-a-dire que tout feuilletage C'-proche de F
est conjugué & F) si et sculcment si la fibre F' vérifie H, (F,R) =0.

(une démonstration de ce théordme sera donnée au Chapitre 4.2.)

b) La fibre F est le cercle §!

Daas le cas ol la fibre est le cercle S, Seifert (1950, [Seil, cas
ol B est de dimension 2) puis Fuller {1968, [F]} ont prouvé la C%-
stabilité de la fibre si la caractéristique d’Euler {8} est non-nulle.
On en déduit facilement le théordme suivant:

THEOREME A (Seifert, Fuller). Soit p: M — B une fibration de
fibre le cercle 8. Supposons que la dimension dim B de Ia base
Joit paire. Alors on a:

1) Si Ia caractéristique d’Euler x(B) est non nulle, alors Ia fibre est
CC-stable.

2) 5i la caractéristique d’Euler x(B) est nulle, alors la fibre est
C°-instable.

Dans le cas ol la base B est de dimension impaire, il faut tenir
compte de I'action naturelle du groupe fondamental sur homologie
de la fibre, H,(SL,R) = R:

Cette action détermine un revétement & deux feuillets 7: B — B,
dont 'automorphisme sera noté o. On construit facilement un inva-
riant topologique x(x) € Z/2% de ce revétement, dont la nullité est
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équivalente & I'existence sur B de champs de vecteurs non singuliers
X tels que ¢.(X) = —X (voir chapitre 3.1, ou [B 2]).

THEOREME A (suite). Soitp: M — B une fibration de fibre le cercle
S, Supposons que la dimension dimm B de la base soit impaire. Soit
w: 8 — B le revétement & deux feuillets associé a Paction (définie
par la fibration) de #1(B) sur H\(S*,R), et soit x(n) Pinvariant
topologique associé & ce revélement.

1} 8i x () est non nul, alors la fibre est C%-stable.

2) 5i x(7) est nul, la fibre est C™-instable (c’est en particulier le

cas si la fibration en cercles p est oricnté).
La démonstration de ce théoréme est donnée au Chapitre 5,

c) Fibres telles que H\(F,R) =R

Les résultats sur les fibrations en cercles se généralisent, dans le
cadre de la C!-stabilité, aux fibrations dont la fibre vérifie H,{F, R}
= R. Cette généralisation s’est faite par étapes successives (voir:
Langevin-Rosenberg [LR 2], Schweitzer [Sch], Druck [D], Bonatti-
Haefliger [BH], Bonatii {B 1}) avant qu'une résolution générale soit
trouvé (voir le Chapitre 6 ou [B 2}).

THEOREME B. Soit p: M — B une fibration dont Ia fibre F' vérifie
H(F,R)=R,

a) si B est de dimension paire, alors on a:

1) 8i la caractéristique d’Euler x(B) est non nulle, alors la fibre est
C!'-stable,

2) 8i la caractéristique d'Euler x(B) est nulle, la fibre est C™-
instable.

b) Si B est de dimension impaire: Soit 7: B — B le revétement
4 deux feuillets associé & l'action, définie par p, de x(B) sur
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Hy(F,R), et soit x(m) Iinvariant topologique associé & ce revéte-
ment. Alors on a:

1)} 5i x(m) est non nul, alors la fibre F est C-stable.

2} Si x{n) est nul, alors Ia fibre F est C™-instable.

Dans le cas ol la base est de dimension 2 et de caractéristique
d’Euler non nulle, et oft le groupe fondamental m {F) est égal & Z,
Langevin et Rosenberg [LR.2] montrent la C%-stabilité de la fibre,

Le Chapitre 6.3 donne la démonstration du Theoréme B dans le
cas, beaucoup plus simple, oi1 B est de dimension 2.

Le chapitre 6.4 donne la démonstration générale du Théoréme B.
Cette démonstration utilise Je théoréme de réalisation des défor-
mations de Pholonomie (voir le Chapitre 1, ou {BH]).

REMARQUE 2.2.C-1. Le Théoréme B est faux pour des CV-pertur-
bations: considérons la fibration triviale 52 x K — 52 de fibre la
bouteille de Klein K, de base la sphére §%. On montrera au chapitre
6.2 que la fibre de cette fibration est C%-instable. Cependant elle
est Ol-stable, d’aprés le Théorme B.

Quand H{{F,R) = R* k > 1, il y a encore peu de résultats
connus, sauf si la base est de dimension 1 ou 2, ¢'est-A-dire que B
est le cercle 51, ou que B est une surface S. Notons enfin que si
#1(F) est un groupe libre & p générateurs, p > 1, alors la fibre est
- instable, sans conditions sur la fibration. Voici ces résultats:

d) La base B est le cercle §!

Soit F le feuilletage défini par une fibration p: M — S* de fibre
F. L’action naturelle de x1{S5')} sur H1(F, R} est engendrée par une
application linéaire I: H; (F,R) — H\(F,R).

Le Chapitre 3.6 montre la proposition suivante (voir le Corcllaire
3.6-3, et la Remarque 3.6-4):
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ProrosiTION 2.D-1. 8il: H1(F,R) ~ H;(F,R) posséde une va-
leur propre positive, alors la fibre F est ™-instable.

Plante [P] a moutré le théoréme de stabilité suivant: Notons
& la classe des groupes G finiment engendrés, tels qu’il existe une
chaine 1 = Gy C Gy € ...G; = G de sous-groupes de G avec les
propriétés suivantes:
i) G;_1est un sous groupe normal de G,
ii} G;/G;_; posséde un sous groupe H; finiment engendré, de crois-
sance sous-expouentielle, et tel que tout élément g de G;/G:i—i
posstéde une puissance g™ dans H;.

THEOREME {Planie). Soit F le feuilletage défini par une fibration
p: M — St de fibre une variété compacte F telle que m(F) €
S. Soit I Hy(F,R) — H,(F,R) I'application lindaire engendrant
P'action de m1(8") sur H,(F,R).

St i n's aucune valeur propre positive, alors tout feuilletage CO-
proche de F posséde une feuille compacte.

REMARQUE 2.2.D-1. Pour que 7 (F') appartienne & § il suffit qu'il
soit abelien, ou & croissance sous-exponentielle,

REMARQUE 2.2.D-2. Le théordme de Plante ne précise pas si les
feuilles compactes d’un fevilletage procke de F sont proches d'une
fibre. On ne peut donc pas affirmer que la fibre soit stable au sens
que nous avons fixé,

¢) Fibrations en tores T" au dessus des surfaces

Nous verrons au chapitre 3.4, que les fibrations en tores T'® sont,
parmis les fibrations de fibre F telle que H1(F,R) = R", celles qui
admettent le moins de C-déformations.
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Les fibrations en tores sont donc les bons candidats pour les
questions de stabilité.
Cette partie a son origine dans une question de Rosenberg, [Rol:

QUESTION: Soifp: M — B une fibration de fibre le tore TP, n € N*.
La non-nullité de la caractéristique d'Buler x(B) implique-t-elle la
stabilité de Ia fibre?

Rosenberg supposait une réponse positive & cette question.

On présente deux réponses partielles, I'une positive, I'autre né-
gative, & cette question lorsque la base est une surface S de ca-
ractéristique d’Euler x(5) # 0.

Voici d’abord la réponse positive:

THEOREME C. Soit S une surface compacte de caractéristique
d’Buler x(8) # 0. La fibre de la fibration triviale § x T" — §
(de fibre le tore T™) est Cl-stable.

Nous verrons au Chapitre 3.3 comment déduire la stabilité de
la fibre T™ du théoréme suivant;

TuEoREME C'. I existe un voisinage U de I'identité dans 'espace
Diff 1(8) des difféomorphismes de classe C' de § muni de la topo-
logie C, tel que, si f1,...,f. € U sont n diffSomorphismes com-
mutaats de 8, alors ils ont un point fixe commun.

La démonstration de ce Théordme sera présentée au Chapitre 7.
(Voir également [B 3] qui présente le cas simple ol S est la sphére
52, et (B 4]).

REMARQUE 2.2.E-2. Dans I'énoncé du théordme C, V'important
n'est pas que la fibre est le tore 7™, mais que son groupe fon-
damental est commutatif, De plus , d’aprés {BH], certaines con-
ditions sur le groupe fontamental de la fibre d’une fibration im-
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pliquent que toute déformation de cette fibration est le pull-back
d*une déformation d'une fibration en tores (voir [B Hj}, partie II,
fibrations se comportant comme une fibration en tores 7%). On en
déduit immédiatement:

THEOREME C (bis). Soit S une surface compacte de caractéristique
d’Euler x(8) # 0. La fibre de la fibration triviale $ x F — § est C-
stable si le groupe fondamental x, () de la fibre vérifie la condition
suivante:

— le noyau N de Ia projection de wi(F) dens H (F,R) est de
génération finie, et H(N,R) = 0.

REMARQUE 2.2.E-2. Dans [Han] M. Handel résoud complétement
le probldme d’existence d’un point fixe commun pour 2 difféornor-
phismes commutants de la sphire $2, ce qui est une trés jolie et
trés forte généralisation du théordme C’. En voici I'énoncé;

Soient f,g € Homéo, (52) deux difféomorphismes commutants
de la sphire §%. On définit W(f,g) € Z/2Z de la fagon suivante:
choisissons des isotopies (f;),{q),t € [0,1), de f et g & l'identité.
Alors, W(f,g) est la classe d’homotopie, dans = (Diff +{5%)) =
Z/2Z, du lacet defini par: t —» fyog 0 f7' o g;t (il faut bien-
slr vérifier que la classe de ce lacet ne dépend pas du choix des
isotopies). M. Handel montre alors:

THEOREME (Handel). Soient f,g € Diff {(5%) deux difféomor-
phismes commutants de la sphére S2; alors, si W(f, g} est nul, f et
¢ out un point fixe commun.

La condition W{#,g) = 0 a une interprétation géométrique trés
simple en termes de feunilletages transverses 4 une fibration. Voici

donc la tradiction, dans le langage des feuilletages, du théordme de
Handel:
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CORLLAIRE 2.E-2, Tobut feuilletage de 5% x T2, transverse aux
fibres §2, posséde une feuille compacte telle que la restriction & cette
feuille de la projection 5% x T? — T? soit un difféorucrphisme.

Voyons maintenant une réponse négative A la question de Ro-
senberg:

THEOREME D. Soit S une surface oricatée de genre g > 1 (le tore &
g trous). Il existe une fibration de base S, dc fibre le tore T?, et une
famille {F;}ien de feuvilletages dépendant différentiablement de f,
telle que Fp soit défini par Ia fibration et que, pour tout t # 0,F;
n'ait aucune feuille compacte; Ia fibre est C™-instable.

f) Fibres toujours instables

THEOREME E. Soit F' une variété compacte dont le groupe fonda-
mental w1 (F) est un groupe libre & k générateurs, & > 1. Alors,
pour toute fibration ;: M — B de fibre F, la fibre de p est C™-
instable.

Ce résultat {simple) sera montré au Chapitre 3.5.

REMARQUE 2.2.F-1. La méthode de comparaison des déformations
des fibrations de fibre F, H\(F,R) = R, avec les fibrations en
cercles, ne peut pas se généraliser sans hypotheses sur 71(F): en
effet, d’apres les théordmes C et E, une fibration de fibre F, H; (F,R)
= R*, ne se comporte a priori pas comme une fibration en tores T**,

Dans la méme direction, signalons un résultat de K. Fukui [Fu].

THEOREME (Fukui). Soit F' une surface de genre g(F) > 6. Soit
B une surface compacte. Soit p: M — B une fibration de fibre F.
Alors ls fibre F est C”-ipstable, r € N.
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Chapitre 3

EXEMPLES DE DEFORMATIONS
DE FEUILLETAGES DEFINIS PAR UNE FIBRATION

Cette partie a pour but de familiariser le lecteur avec les fibra-
tions, regardées comme feuilletages, et de donner une intuition des
déformations possibles d’un tel feuilletage. Aucun résultat difficile
'y est présenté; on verra cependant des conditions simples pour
que la fibre d’une fibration soit C"™-instable: on retrouvera bien
sir ces conditions (sous la forme opposée) comme hypotheses des
théorémes de stabilité qui font 'objet des Chapitres 5, 6 et 7.

Dans toute la suite, B et F seront des variétés compactes con-
nexes, B étant la base et F' la fibre de la fibration considérée.

Avant de voir des exemples, rappelons la construction de l'action
naturelle du groupe fondamental i, {B) sur le groupe d’homologie
Hy(F,Z) de la fibre. '

Soit & un point base de B et soit = un point base de la fibre
2~ L(b}). Soit 4:[0,1] = B un lacet sur B d'origine b. On en déduit
un fibré de fibre F au-dessus du segment [0, 1]; ce fibré est trivia-
lisable {comme tout fibré de base le segment [0,1] }, et le choix
d’une trivialisation induit un isomorphisme du groupe fondamental
m1(p~1(8),z). Cet isomorphisme est bien déterminé & conjugaison
prés par un élément du groupe fondamental de la fibre (car il n’y a
pas de choix canonique du point base de la fibre le long de ). Cet
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isomorphisme de ) (p~!(b),x) induit un isomorphisme du groupe
Hi(p~1(b), Z), (qui est abelianisé de m {p~1(b),z)}, et donc aussi
de Hi{p~1(b), Z)/ Torsion. Ces isomorphismes sont bien définis et
ne dépendent que de la classe d’homotopie du lacet 4.

On 2 ainsi défini une action naturelle & droite du groupe fon-
damental w1 (B) sur H;(F,Z)/ Torsion. Comme H;(F,Z)/ Torsion
est isomorphe & Z", n = dim (H1(F,R)}), cette action est définie

par une représentation contravariante p:mi(B) — GL(n,Z); on a

2{71,72) = p(v2) 0 p(m ).

§1 Fibration en cercles

a} Fibrations en cercles orientées

Soit : M — B une fibration de fibre le cercle 51, on suppose
que chaque fibre est orientée, I'orientation variant continfiment avec
la fibre. Alors il existe un champ de vecteurs X sur M, non nul,
tangent aux fibres, et tcl que chaque fibre soit une orbite périodique
de période égale & 1.

Notons F le feuilletage de M défini par la fibration. Un feuille-
tage 7' proche de F sera dirigé par un champ de vecteurs X' proche
de X. Une feuille compacte de F' sera une orbite périodique de X',
et cette feuille sera proche d’une fibre si sa période est proche de 1.

Notons N le champ d’hyperplans sur M, orthogonal 4 . On
associe & tout champ de vecteurs ¥ sur M la famille continue de
feuilletage F,(Y),t € R, définie de la fagon suivante: notons ¥ le
champ de vecteurs sur M, tangent & IV, et qui se projette par p, sur
Y; alors .;F}(Y) sera le feuilletage de M dirigé par le champ X +t¥.
Le feuilletage F5(Y') est égal a F.

Pour tout £ # 0, toute feuille du feuilletage F;(Y') se projeite par
p exactement sur une orbite du champ Y. Les feuilles compactes de
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F:(Y) se projettent donc sur les orbites fermées de Y. Supposons
que Y ne posstde pas de singularités; alors, il existe § > 0 tel que
toute orbite fermée de ¥ ait un diamétre plus grand que §. Powr
t # 0 assez petit , la projection par p de toute feuille compacte
proche d'une fibre du feuilletage F3{Y) sera de diamdtre inférieur &
8. Donc, pour tout ¢ # 0 assez petit, le feuilletage F,(Y") est sans
feuilles compactes proches d’une fibre.
On a donc montré le résultat suivant:

Soit B une variété compacte de caractéristigue d'Buler x(B)
égale & zéro. Alors, pour toute fibration en cercles orientée p: M —
B, la fibre est (™°-ingtable.

b) Fibrations en cercles non orientées

Soit p: M — B une fibration en cercles de base B (Pexemple 4
garder & l'esprit est p: K — 5! o K est la bouteille de Klein}.

Chaque fibre p~1(z),z € B, a deux orientations possibles: on
construit ainsi les revétements  deux feuillets m: B — B et I M —
M des variétés M et B, et une fibration en cercles orientée p: M-
B de facon que le diagramme suivant soit commutatif:

it M
——B

Si la fibration p n'est pas orientée, les variétés B et M sont
connexes {dans I'exemple p: K — S, M est le tore T2 = § x 8,
et P est la fibration triviale §! x §' — §1).

I

3

On note o et L les automorphismes des revétements x et IL
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On construit facilement un champ de vecteurs X sur M, non nul
et tangent awx fibres, tel que chaque fibre soit une orbite périodique
de période 1, et vérifiant T,{X) = -X.

Notons F et F les feuilletages définis sur M et M par les fibra-
tions p et f. Si G est un feuilletage proche de F alors G = II"1{G)
sera un feuilletage proche de F, et les feuilles compactes de & seront
les images réciproques par I des feuilles compactes de &, Inverse-
ment, un feuilletage & proche de F' se projette par II en un feuille-
tage proche de F si (7 est invariant par I.

Notons N un champ d’hyperplans transverses & F et notons
N =II~Y(N): c'est un champ d’hyperplans de M, transverse 3 F,
et invariant par X,.

A tout champ de vecteurs Y sur B, vérifiant: a.(Y) = -Y,
on associe la famille continue de feuilletages de M, F(¥Y),t € R,
définie de la fagon suivante:

Notons ¥ le champ de vecteurs sur M, tangent & IV, et qui se
projette par §, sur Y. Notons £,(Y) le feuilletage de M dirigé par
X +tY; comme on &: E,(X +t¥) = —(X +1¥), le feuilletage F;{Y)
est invariant par E et se projetie done par Il en un feuilletage F4(Y)
sur M. Bien siir Fp(Y) = F.

S'il eziste un champ de vecteurs Y sur B, non nul et tel que
a.(Y) = =Y, alors, pour tout t # Q, le feuilletage F;(Y) sera sans
feuilles compactes proches d’une fibre: la fibre est alors C*-instable.

Il reste & caractériser Iexistence d’un tel champ sur B:

Choisissons un champ Y sur B, vérifiant o.(Y) = =Y, et
n'ayant qu'un nombre fini de singularités. Si z est une singula-
rité, on note ind{z) l'indice de ¢ comme singularité isolée de Y.
Remarquons que o(z) est également une singularité de ¥ et que
Pon a ind(e(z)} = ind(z) ou ind(e(z)) = —ind(x) suivant que la
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dimension de B est paire ou impaire.

8i la dimension de B est paire, 'existence d’un champ de vec-
teurs Y, non nul sur B ef vérifianto,(Y) = =Y, est équivalente &
la nullité de la caractéristiqgue d’Buler x(B):

En effet, si x(B) # 0, alors x{B) # 0, ce qui interdit Iexistence
d’un tel champ.

Si x(B) = 0, on construit d’abord sur B un champ de vecteurs
Y vérifiant ¢,(Y) = -V, et ne possédant qu'une unique paire de
singularités: {z,o(x)}. Alors l'indice de z et celui de o(x) sont
égaux, et donc nuls. Par une perturbation locale du champ Y au
voisinage de ces singularités, on construit alors un champ Y’ , sans
singularités, et vérifiant o.(Y') = —a(¥).

Supposons & présent que la dimension de B soit impaire {c’est
le cas pour 'exemple p: K — §1).

On ordonne les singularités de ¥ par paires (v, o)), i =
1,...,k La somme des indices, 3%, ind(x:) + Yo, ind{o(z;))
est nulle, mais la somme ELI ind, (z;) peut ne pas &tre nulle.

On montre facilement que la classe modulo 2 de Y_5_; ind(z;)
ne dépend ni du choix du champ de vecteurs Y, ni de la fagon
d’ordonner par paires les singularités: on la note x(x) € Z/2Z.
(Dans Pexemple p: K — 81, le revétement 7 est le revétement a
deux feuillets du cercle §* par lui-méme; on a: x{x) = 1).

Lexistence d'un champ de vecteurs Y, non nul sur B et vérifiant
0.(Y) = =Y est équivalente 4 la nullité de x(x).

En résumé, on vient de montrer la proposition suivante, qui est
la partie facile du Théordme A.

PROPOSITION 3.1.B-1. Soit B une variété compacte.
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a) supposons que la dimension de B soit paire, et que la caractéris-
tique d'Euler x(B) soit nulle. Alors, pour toute fibration en cercles
de base B, la fibre est C™-instable.

b) supposons que la dimension de B soit impaire. Soit p M —
B une fibration en cercles, et soit m: B — B le revétement des
orientations des fibres de p. Si x(w) est nul, alors la fibre est C-

instable (c’est en particulier le cas si Ia fibration est orientée).

§2 Fibrations en tores T®

Soit B une variété compacte. Soit n € N*. Toute fibration
p: M -+ B de fibre le tore T" détermine naturellement une ac-
tion linéaire & droite du groupe fondamental ) {B) sur ’homologie
Hy(T™,Z) = Z" de la fibre, c’est & dire une représentation con-
travarisnte prm (B) — GL(n, Z).

Considérons Ics fibrations possédant une section globale. Deux
fibrations de ce type sont isomorphes si les représentations, qu’elles
déterminent de x;(B) dans GL(n,Z), sont conjuguées.

Le but de la partie 2 est de présenter une C*°-déformation d'une
telle fibration, pour laguelle il scra facile de caractériser Pexistence
de feuilles compactes proches d’'une fibre. Pour cela, nous allons
d'abord rappeler la construction (classique) d’une telle fibration &
partir d'une représentation g:m(B) — GL(n, Z).

a) Revétement associé & une représentation

Soit p:m(B) —» GL{n,Z) une représentation contravariante.
Notons 7: B — B le revétement de B associé 2 la représentation
p: il est obtenu par quotient du revétement universel de B par le
noyau de p: c’est un revétement galoisien.
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Rappelons que le groupe fondamental =, (B) agit & gauche sur
B par relévement des chemins; 3 tout « € 7, () on associe ainsi un
automorphisme ¢, du revétement et 'application ¥ — ¢, est un
hkomomorphisme surjectif de #1(B) dans Aut (7).

Deux éléments vy,y2 € w1(B) définissent le méme automor-
phisme de 7 si et seulement si ils ont méme image par p. De plus,
étant donné y;,y; € B dans la méme fibre du revétement ( c’est
A dire: w(y1) = n(yz) ), il existe un unique automorphisme ¢., tel
que ¢.{11) = y2. En particulier, au couple (y1,y2) est associé sans
ambiguité 1'élément p(vy} € GL{n, 7).

b) La fibration triviale B x T® — B: notations
Le tore T™ est le quotient de R™ par Z®. 1l hérite de Z"

les coordonnéces canoniques que nous noterons (xj,...,%.). Alors
2=, -+ 3o sonb n champs de vecteurs commutants sur T™,

Soit B x T* — B la fibration triviale de fibre T (la base B
a été définie en a)). Les champs de vecteurs z2-,..., 52 de T"

définissent sur B x T™ des champs de vecteurs tangents aux fibres,
que {’on notera encore 32—1, cery %. Bien siir, ces champs commu-
tent.

On appelle feuilletage horizontal de B xT" le feuilletage dont les
feuilles sont les B x {p}, p € T™. La section nulle est I'application
de B dans B x T™ qui & 6 € B associe (a,0) € B x T™,

Le groupe fondamental w,(B) agit & gauche sur B x T par
automorphisme de la fibration, de la facon suivante: on rappelle
que tout élément de GL(n,Z) définit un difféomorphisme de T™,
Pour tout v € m1(B) on note py = ¢y X p(7) " Bx T — Bx T,

Tous les difféomorphismes p., laissent invariant le feuilletage ho-
rizontal et la section nulle.
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c) Fibration associée & representation p

Notons px, (8) = {9y }yex (8): €’e8t un group d’automorphismes
de la fibration triviale B x T"B.

Le quotient B x T /Px () est une variété différentiable com-
pacte My, et la projection B x T" — B passe au quotient en une
fibration f,: M, — B de fibre le tore T". La section nulle de B xT™
passe au quotient en une section globale de la fibration f, (appelée
elle aussi section nulle), et le fevilletage horizontal de B x T™ définit
sur M, un feuilletage transverse aux fibres, appelé feuilletage hori-

zontal.

On vérifie facilement que 'action naturelle de m; (B}, sur I’homo-
logie de la fibre Hy{{T™, 2}, est celle donnée par la représentation p.

d) Déformations d’une flbration f,

Pour tout champ de vectewrs X sur B, on notera X le champ de
vecteurs sur B x T, tangent au feuilletage horizontal et se projetant
sur X.

Notons ¥ le feuilletage défini par la fibration f,. On cherche

une perturbation 7’ du feuilletage F telle que le feuilletage F sur
B x T (pull back de F’ par la projection de B x T™ sur M,)
soit défini par un champ de n-plans admettant pour base (5% +

Xl,...,B%+Xn),oﬁ X1,..., X, sont n champs de vecteurs sur B.

Deux problémes se posent:

PROBLEME 1: A guelle condition un tel champ de plans passe-t-il
au quotient en un champ de plans sur M,7

PROBLEME 2: A quelle condition est-il intégrable ¢
Voyons comment les résoudre:
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Pour tout espace vectoriel ¥, GL{n, Z} agit naturellement sur le

v Laj1vj
(ag)-§ ¢ } = :
U Zajntn

On peut donc faire agir GL{n, Z) sur les n-uples de champs de

produit V™ par:

vecteurs de B.

On vérifie facilement que pour tout v € m1(B) on a:

(P'r}v(ag;) 32_1
: =p(v)™"
(o)< (5Z) i

On en déduit facilement le lemme suivant:

LEMMA 3.2.0-1. Soient X1,...,Xp,n champs de vecteurs sur B.
Le champ de n-plans sur BxTn engendré par les champs de vecteurs
& + X, i€ {1,...,n}, passe au quotient en un champ de n-plans

sur M, si et seulement si les champs Xy, ..., X, vérifie Ia condition
(1) suivante:
(‘P'r)*xl Xy
Yy € m(B), : =p(y) | :
() Xn Xn

Remarquons de plus si le n-uple (X1,...,X,) de champs de
vecteurs de B vérifie 1a relation (1) alors il en va de méme pour
tout n-uple ((X,,...,tX,}, t € R.

Soient Xi,...,X.n champs de vecteurs sur B vérifiant la con-
dition (1). Supposons que ces champs commutent deux & deux.
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Alors les champs X1, ..., X,, 32, ... 32, commutent deux 3 deux.

Donc pour tout t € R le champ de plans sur B x T" dirigé par
les champs de vecteurs zﬁ—l +tXy,..., 3—‘3: +tX,,, définit un feuille-
tage Fy(X1,...,Xyn) qui passe au quotient sur M, en un fenilletage
Fe(Xyy ..., X3).

Si les champs X3, ..., X,, sont de classe O™, Ia famille de feuille-
tage Fi(Xy,..., Xn) est une C*°-déformation du feuilletage 7 défini
par la fibration f,.

e) Feuilles compactes proches d’une fibre, de (X, ..., X,)

Soient X,...,X,,n champs de vecteurs commutants sur B , et
vérifiant la relation 1.

Comme B n’est pas compacte, la donnée de n champ commu-
tants, X1,...,Xn, sur B ne définit pas une action de R sur B,
mais seulement une action locale de R® sur B. Nous appellerons
orbite d’un point z pour cette action locale de R™ sur 1, 'ensemble
des points de B que l'on peut joindre & z par un chemin obtenu en
mettant bout-d-bout un nombre fini de segments, chacun de ces
segments étant contenu dans une orbite du flot (local) d'un champ
o Xy 4o+ anXa, {a1,...,0,) € R™,

On vérifie facilement que 'image d'une orbite de |'action locale
de R" sur B engendrée par les champs de vecteurs Xi,...,Xn,
par un automorphisme ¢, du revétement B— B, est également
une orbite de cette action locale: en effet, les champs Xj,..., X,
vérifient (1), c’est-a-dire:

(py)a (X1} X,
: =p(7)( : )
(#y)e(Xan) X
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Ces orbites se projettent donc en une partition de B.
On montre facilement le lemme suivant:

LEMMA 3.2.B-1. Avec les notations ci-dessus, pour tout t # 0,
chaque fenille du feuilletage Fy(X),...,X,) se projette sur B sur
exactement une orbite de 'action locale de R™ sur B définie par les
champs de vecteurs X,,..., X,.

Supposons que les champs Xi,...,X, aient un zéro commun
z € B. Notous y = n(z). Alors, pour tout ¢ € R ]a fibre F(y) est
une feuille {compacte) de F¢(X,,...,Xn). Réciproguement:

ProroOSITION 3.2.E-2. §i X4,...X, sont n champs de vecteurs
commutants sur B, vérifiant (1), et n’ayant aucun zéro commumn,
alors, pour tout t # 0 assez proche de zéro, le feuilletage F(X4,.. .,

X..) sera sans feuille compacte proche d’une fibre.

DEMONSTRATION: Supposons (par ’absurde) qu'il existe une suite
{tn}nem,tn # 0,limp oo £y, = 0, telle que F, (Xi,..., X,) posstde
une feuille compacte L,,, proche d’une fibre.

Choisissons une métrique riemanienne sur B, et notons S, le
diamétre de la projection f,(L,) de L, sur B. On a: limp—oo S =
0. Done, par compacité de B, il existe une sous-suite m, telle que
les projections f,{L,) convergent vers un point b € B. En utilisant
le fait que f,(L,n,) est la projection par 7 d'une orbite de 'action
locale de R* sur B définie par les champs X;, on montre facilement
que tout point de 7~ 1(b) est un point fixe commun & tous les champs
de vecteurs X;, ce qui est contraire & I'hypothése, O

§3 Fibrations triviales

Dans cotte partie nous allons voir que s¢ donner un feuilletage
proche d’une fibration triviale p: B x F — B est &quivalent & se
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donner une représentation du groupe fondamental 71(F) dans le
groupe des difféomorphismes de la base Diff(B), telle que V'image
d'un systéme fixé de générateurs de m:(F) soit contenue dans un
petit voisinage de l'identité: la représentation est I’holonomie du
feuilletage, et inversement on obtient le feuilletage en faisani une
suspension de la représentation. Comme toute fibration est locale-
ment triviale, ceci permet de comprendre ce qu’est, localement, un
feuilletage proche d’une fibration.

Notons F le feuilletage défini par la fibration triviale p: Bx F —
B. Fixons un point O € F; l'identification de B avec B x {0} fait
de la base B une transversale compléte du feuitletage F.

Notons ¢: B x F — F la projection sur le second facteur.

a) Représentation = (F) — Diffy(B), associée &4 un feuille-
tage proche de F

Tout feuilletage G,C'-proche de F, est transverse i tous les
facteurs B x {z}: il est transverse & la fibration g: Bx F — F. en
particulier B x {0} est une transversale complite de .

Comme G est transverse & une fibration, son pseudo-groupe
d’holonomie est engendré par un groupe de difféomorphismes de
la transversale B x {0}. Oa peut le voir facilement:

La projection g fait de chaque feuille de ¢ un revétement de la
fibre F.. On peut donc relever sur les feuilles de & les chemins sur
F. Pour tout lacet v (d’origine 0 € F}, soit ¢, V'application qui,
& {z,0) € B x {0}, associe Pextrémité du chemin d’origine (z,0)
relevant le lacet v sur la feuille de G passant par {x,0). C'est un
difféomorphisme d’holonomie de &, défini de B x {0} dans B x {0}.

On wvoit facilement que ¢, appartient 4 la corposante connexe
Diffo{B) de 'identité dans DHF(B). (en effet les holonomies de ¢ le
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long de - sur les fibres B x ~{f) réalisent une isotopie reliant .,
'identité).

A feyilletage G est ainsi associde une représentation contrava-
riante ¢: 7 (F) — Diffg(B) qu'on appellera représentation d’ho-
lonomie de G. Cette représentation caractérise le feuilletage G &
conjugaison prés, comime le montre la proposition suivante:

PROPOSITION 3.3.A-1. Soicni G et G' deux fevilletages transverses
& la fibration q: B x F — F, qui induisent la méme représentation
d’holopemie @: m((F) — Diffo(B). Alors G et &' sont conjugués par
un difféomorphisme de B x F, laissant invariant les fibres de g, et
égal & Videntité sur B x {0}.

DEMONSTRATION: Le difféomorphisme 4 consiste & projeter les
feuilles de G sur celle de G' le long des facteurs I? x {s},3 € F:

Soit (y,8) € B x F; la feuille de G passant par {y,s) coupe
B x {0} en (au moins} un point (x,0). Soit 4 un chemin tangent &
G joignant (z,0) & (y,s). La projection g(7) est un chemin sur F
joignant (0 & s. Relevons g(<y) cn un chemin +' tangent 4 G’ d’origine
(z,0). L'extrémité de ce chemin sera par définition ¥ (7).

Pour que cette définition soit cohérente, il faut que cetie extré-
mité ne dépendc pas du chemin 4 ni du point {(z,0).  Soit 41 un
chemin tangent & ¢ joignant (y,s) 3 un point (z,,0). Alors g(v -
47!} est un lacet d'origine 0 sur F. Relevons ¢(y-4{!) en un
chemin tangent & ¢ passant par (x,0): Pextrémité est (9"7-1{‘(”)’ 0)
c’est-d-dire (r;,0). On en déduit immédiatement que le chemin
’y;, d'origine {z;,0) tangent & G' et relevant q(y:) a pour extrémité
{1, 8), et que v (1) ! est le relevé sur G’ d’origine (z, 0) de g(v-v7 ).

O
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PROPOSITION 3.3.A-2. Choisissons {v1,...,7n} un systéme géné-
rateur de w1 (F). Soit G un feuilletage transverse i Ia fibration g: B x
F — F., Alors la feuille g. de G passant par (z,0) € B x {0} est une
feuille compacte proche d’une fbre de la fibration p: B x F — B si
et seulernent si x est un point fixe commun aux @4, ¢ € {1,...,n}.

En effet, si T est un point fixe commun aux ¢,,, on peut projeter
la fibre {z} % F sur la feuille g, le long des B x {1}, s € F, comme
dans la Proposition 1.

Notons enfin, que si G est Cl-proche de F (défini par p), la
représentation ¢ est proche de l'identité au sens suivant: ¢.,,...,
¢+, sont C'-proches de lidentité. Cela ne signifie absolument pas
que, pour tout ¥ € m; (F), ¢, soit Cl-proche de l'identité.

b} Feuilletage construit par suspension d*une représenta-
tion ¢: m (F) — Diff(B)

ProPOSITION 3.3.8-1. Soit ¢ une représentation contravariante de
w1 (F) dans Diff (B). Alors il existe une fibration g: M — F, de fibre
B, et un feuilletage G transverse & cette fibration, tel que y soit la
représentation d’holonpomie du fenilletage G.

DEFINITION 3.3.B-2. On dit que G est le feuilletage obtenu par
suspension de la représentation .

DEMONSTRATION: Notons m: ' — F le revétement universel de F.
Le reltvement des chemins définit une action naturelle & gauche du
groupe fondamental 73 (F) sur F, et cette action induit un isomor-
phisme de m(F) dans le groupe Aut(x) des automorphismes du
revétement. On note A,,y € m(F), I'sutomorphisme de = ainsi
asgocié au lacet 7,
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On considére B x F, muni du feuilletage vertical, défini par la
fibration triviale B x F' — B, et du feuilletage horizontal défini par
la fibration B x F' — F.

Pour tout v € a1{F), notons 4y = p(7)"! x A;:B x F o
Bx F. Cest un difféomorphisme de B x F, qui laisse invariants le
fenilletage vertical et le feuilletage horizontal. De plus ¥ — ., est
un homomorphisme de 7((F) dans Diff(B x F). Notons t,,(r) =
{#4,7 € m1(F)}; c’est un sous groupe de Diff(B x F).

Alors B x F{t,, (r) est une variété différentiable compacte M,
de plus le feuilletage horizontal et le feuilletage vertical passent au
quotient surM en deux feuilletages transverses {appelés encore ho-
tizontal et vertical). Le feuilletage horizontal définit une projection
¢ M — F, qui fait de M une fibration sur F de fibre B. Le feuil-
letage vertical, G, est transverse & la fibration g.

Enfin, la représentation d’holonomie du feuilletage vertical G
deM, sur la transversale g~1(0} (0 =point base de F}, est exacte-
ment : m (F) ~ Diff{B}. O

ProPOSITION 3.3.B-3. Soit {71,...,7n} un systéme générateur de
m1(F). Soit @: 7 {(F}) — Diffg(B) une représentation contravariante.
5i, pour tout i, p(v;) est sutisamment CT-proche de lidentité (r >
1), alore le feuilletage G obtenu par suspension de ¢ est défini sur
B x F et est Cl-proche du feuilletage F défini par Iz fibration
triviale p: B x F — B,

IDEE DE LA DEMONSTRATION: Soit ¢y, € N, une suite de re-
présentation telle que, pour tout v € m(F), a7y} converge vers
I'identité pour la CT-topologie. Notons S = {0} U ‘[%}”eN, et
pour tout ¥ € m{F) notons ¥(y) I'élément de Dift®(B) défini par:
(z,L) = {@n{z},1). On construit facilement, & V'aide des %(v),
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une déformation de I'holonomie du feuilletage F. Le téordme de
réalisation des déformations de '’holonomie permet de construire
alors une déformation F5 = {F*},cs du feuilletage F telle que,
pour 3 = '-1‘ proche de 0, ’holonomie du feuilletage F* soit dounée
par la représentation ,. De méme gue dans la Proposition a-1, on
montre alors facilement gque F* est conjugué au feuilletage défini
par suspension de . O

On m'a dit que la proposition ci-dessus est encore vraie pour
des représentations C°-proches de 'identité. Cependant, je ne con-
nais pas de démonstration simple, ni de références, pour cette af-
firmation. On utilisera donc par la suite la proposition suivante,
beaucoup plus simple:

PROPOSITION 3.3.8-4. Soit ¢: 7 (F) — Diff (I?) une représentation
contravariante isotope & la représentation triviale; alors le feuille-
tage obtenu par suspension de o est défini sur B x F et transverse
4 la fibration triviale Bx F' — F.

IDEE DE LA DEMONSTRATION: On choisit une isotopie ., 8 € [0, 1],
reliant 3 la représentation triviale; pour tout ~ on note ¢(7y) le
difféomorphisme de B X [0,1] défini par: (x,8) — (p,(z),8). On
fait alors la suspension de la représentation ¥ — (<): on obtient
un feuilletage défini sur un fibré de base F' x [0,1] et de fibre B, et
induisant au dessus de F x {s} la suspension de la représentation
s Comme ; est la représentation triviale, ce fibré est trivial au
dessus de F x [0, 1], donc est trivial. a

CONCLUSION: Soit {71,...,9} un systéme générateur de m(F).
Il est équivalent de se donner un feuilletage C"-proche de la fibra-
tion triviale B x F' — B, ou de se donner une représentation con-
travariante @:m1(F) — Diffy(B) telle que ¢{m},...,%{(ym) soient
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C*-proches de l'identité.

§4 Fibrations telles que H,(F,R) = R¥

Nous allons voir que le tore T* est la plus stable des fibres F
telles que H(F,R) = R*, ou, autrement dit, que les fibrations
de fibre T* sont celles qui admettent le moins de C'-déformations.
Elles représentent donc 1'un des pdles pour "étude de la stabilité, le
podle opposé étant les fibrations dont la fibre a un groupe fondamen-
tal égal au groupe libre & k& générateurs: ces dernidres sont toujours
C™-instables, (si k > 1) comme nous le verrons dans la partie 5 de
ce chapitre.

a) Fibration en tores associée 4 une fibration

PROPOSITION 3.4.4-1. Soit p: M —+ B une fibration de fibre F telle
que H (F,R) = R* k € N*. Alors il existe une fibration g: E — B
de fibre le tore T* et une application différentiable f: M — E, se
projetant par p et ¢ sur Videntité de B, et induisant sur chaque fibre
un isomorphisme de H,(F,Z)/ Torsion sur H\(T*,Z) ~ Z*,

(On rappelle que Hy(F, Z)/ Torsion est Vimage de H,(F, Z) dans
H,(F,R)).

Avant de montrer cette proposition, voyons comment 'utiliser:
On a le diagramme commutatif suivant:

f

M—F

Pl |q Fo: Hy(F, Z)/ Torsion — Hy(T*,Z)

B—g 5
Notons F et G les feuilletages de M et E définis par les fibrations p
et g, L'application f est transverse au feuilletage &, puisqu’elle se

projette sur Pidentité de B.
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Soit T une transversale complete du feuilletage F, relativement
compacte dans une autre transversale T”. Alors f{T) et f(T") sont
des transversales completes du feuilletage G. On les notera encore
T et T. De plus, f induit un difféomorphisme local de T sur f{T¥).

Tout feuilletage Cl-proche de F ou de G admettra T comme
transversale compldte, et ses feuilles compactes sont les feuilles qui
coupent T' cn un nombre fini de points.

Si ¢ est un feuilletage C''-proche de G, Papplication f est trans-
verse & G’: on peut donc prendre "image réciproque de G’ par f
et F' = f~YG") est un feuilletage C''-proche de F.

De plus les feuilles compactes (resp. proches d'une fibre) de ¥’
sont exactement les images réciproques par f des feuilles compactes
(resp. proches d'une fibre) de G': il suffit pour le voir de considérer
leurs intersections avec la transversale T'.

En particulier, si la fibre T* de la fibration ¢ est instable, alors
la fibre F de la fibration p est instable.

En ce sens, on peut dire que les fibrations en tores T* sont,
parmi les fibrations dont la fibre F vérifie Hi(F,R) = R* celles
dont la fibre est la plus stable.

b) Démonstration de la proposition

Pour tout ¢ € B on note F; = p~1(x) la fibre de p au dessus
de z.
lére étape. Considérons le fibré sur B dont la fibre en tout
point * € B est Hi(F;,R). Pour tout point * € B, on note
I = H,(F.,Z)/ Torsion I'image de H,(F;,Z) dans H,(F,,R) par
la projection naturelle; c’est un réseau (isomorphe & Z*), variant
différentiablement avec le point z. Le quotient de H, (F.,R) par le
réseau I, est un groupe isomorphe au tore 7% = R*/Z*,
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On obtient ainsi un fibré différentiable g = Ey — B dent la
fibre en tout point x € B est le groupe H; (Fy,R)/T, = T%.

2&éme étape. Soityy,..., ¥, klacets sur F' dont les classes dhomo-
logie [%] ,£ = 1,...,k, forment une base de H;(F,R). Choisissons
k 1-formes fermées ovy,..., o4 sur ¥, A valeurs daps R, de fagon

que, pour tout i, € {1,...,k} on ait f,ﬁ a; = 8 (o &3 =18l
i=j, et b;;=0811#j).

Notons w = Z;f ;. Jv]; c’est une 1-forme fermée sur F & valeurs
dans H,(F,R), ayant la propriété suivante: pour tout lacet 4 sur
Fyona: f w={[y], ot [1] est la classe d’homologie réelle de 7.

Notons T I'image de la projection naturelle de H,(F,Z) dans
H,(F,R).

Soient a et b deux points de F', et v ¢t 2 deux chemins sur F

joignant a & b. Alors la difiérence [, w— [ w est égale & la classe

d’homologie [v175] du lacet 4195 %; on a done

fu—fwel’
T1 Y2

donc . [, w et i) [, @ ont méme projection sur H (F,R)/I: on notera

f:w € Hi(F,R)/I" la projection sur Hy(F,R)/T de f_fw oll «y est
un chemin sur F' joignant a & b,

3éme étape. Soit {U;} un recouvrement fini de B par des ouverts
trivialisant la fibration p, et soit {(;} une partition de l'unité as-
sociée au recouvrement U;. Pour chaque 4, on construit comme
ci-dessus {en utilisant une trivialisation de p au-dessus de U;} une
famille différentiable, {wi}rev,, 0B, pour tout € U;,wk est une
1-forme fermée sur la fibre F,, & valeurs dans H(F.,R), et telle
que pour tout lacet -y sur la fibre Fy, Vintégrale f'r wy 30it égale A
la classe d’homologie réelle (4] € H {F.,R).
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Notons, pour tout z € B, wz = 3F ¢i(z)wi. On a ainsi cons-
truit une famille différentiable, {w:}rep, oW pour tout z € B, w,
est une 1-forme fermée sur F, & valeurs dans H,(F,,R), telle que
fyw, = [4] € Hi({F¢,R) pour tout lacet v sur F,.

8i a et b sont deux points d’une méme fibre F;; et si 7y est un che-
min sur Fy, joignant ¢ & b, alors la projection sur H,(F,R)/T; =
a5 (=) de [, , wz ne dépend pas du chemin -y; on la note f: Wi,
42me étape. Pour tout i, on fixe une section locale o U; — M
de la fibration p au-dessus de U;.

Pour tout z € Uy, on note fF: F, — H1(F;, R)/T;'application
différentiable définie par f¥(a) = f:d 2y Wz On note fip~!(U;) —
g5 {U;) Yapplication différentiable dont la restriction & chaque fibre
F, est fZ. Notons que, pour tout x € I; NU; la différence entre les

fonctions f7 et f7 est égale & la constante 72 w,.

On considere I'union disjointe g5 (U;) et 'on recolle g5 (U5)
avec g5 *(U;) le long de g5 (U;NU;) par le difféomorphisme 4;; dont
la restriction f; & chaque fibre g5 1(x) est définie par AGEF S
31(2)

L]

ri{x)
fwj(::)

w, sur le tore g5 (x) ~ T*).

Notons E = gy '(U)/4:; clest une variété différentiable,
et les projections go: g l(U.-) — [J; sc recollent en une fibration
g:E — B de fibre T*, et les applications f;:p~1(U;) — g5 ' (U:) se
recollent en une application différentiable f: M — E se projetant
sur l'identité de B.

On montre facilement que f induit sur chaque fibre un isomor-

wy (c'est-d-dire que ¥ est la translation de vecteur —

phisme
f.: Hy(F,Z)/ Torsion — Hy(T*, Z).
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§5 Fibres toujours instables

La partie 4 a montré que le tore T* est la plus stable des fibres
F telles que Hy(F,R) = R*.

Nous allons voir & présent un exemple de fibres extrémement
instables: celles dont le groupe fondamental est le groupe libre 4 &
générateurs, k > 2:

THEOREME E. Soit F une variété compacte dont le groupe fonda-
mental 7, (F) est un groupe libre & k générateurs, k > 2.

Alors, pour toute fibration p: M — B de fibre F, la fibre de p
est O°° instable. :

Le but de cette partie est de présenter une démonstration de
ce théordme. Le paragraphe a) donne l'idée, trds simple, de cette
démonstration. Le paragraphe ¢) montre comment utiliser le théo-
réme de réalisation des déformations d’holonomie pour formaliser

cette idée et la rendre rigoureuse.

a) Idée de la démonstration

Localement, perturber une fibration p au dessus d’un ouvert
U, ob U trivialise p, revient & se donner une représentation du
groupe fondamental 1 (F) dans le groupe des difféomorphismes de
7, alors les feuilles compactes proche d™une fibre au dessus de U du
feuilletage obtenu correspondent aux points fixes communs i toua
les difféomorphismes associés aux éléments de =1 (F).

Le groupe fondamental z)(F) étant le groupe libre & k géné-
rateurs, une telle représentation est définie par k difféomorphismes
de U, qui ne sont a priori liés par aucune relation: il est donc facile
de les choisir sans point fixes communs, ¢’est-a-dire que le feuilletage
obtenu sera sans feuilles compactes proches d'une fibre, au-dessus
de U,
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On choisit alors deux recouvrements finis {U;}, {Vi},i € {1,...,
a}, de B par des ouverts trivialisant p, tels que V; soit relativement
compact dans U;.

L’idée est de construire, par itération sur ¢, des feuilletages JF;
qui sont des perturbations de p “au dessus de |} Ul et qui sont
sans feuilles compactes proches d'une fibre “au-dessus de |Ji V; .

Le feuilletage F;4) est obtenu en perturbant JF; au dessus de
Uisr: comme Uy trivialise p, on peut choisir une section oy41:
Uigr = M, et une méme base, v1,...,7 pour le groupe fonda-
mental de toutes les fibres au dessus de ;4. Notons fi,..., fi lcs
difféomorphismes d’holonomie du fenilletage F; le long des +y;, sur
la transversale y41(Ui+1). On perturbe alors les f; de fagon qu'ils
n’aient plus de points fixes communs an-dessus de Vi1, en faisant
attention de ne pas en recréer au-dessus de |J} Vi. La perturbation
Fit1 de F; ainsi définie n’aura donc pas de feuilles compactes au
dessus de {1 V.

Comme | J] V; est la variété B toute entidre, le feuilletage F, sera
une perturbation de la fibration p, sans feuilles compactes proches
d’une fibre.

b) Points fixes communs de difféomorphismes

La preuve du théoréme repose sur le lemme facile suivant:

LEMMA 3.5.B-1. Soient Uy, U7, U, trois ouverts d’une variété M,
tels que Uy 41 soit relativement compact dans Uy, i = 1,2,
i) Soient fi,...,fr, k difffomorphismes de U, sur des ouverts de
M.
Alors il existe des difféomorphismes g, ,. .., g aussi C*-proches
que Von veut des f1,..., fr, vérifiant les deux propriétés suivantes:
- fi(z) = gi{z) pour tout z € Ily — ;.
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— Les g; n'ont pas de points fixes communs appartenant 3 I'adhé-
rence Uy de .
ii) De plus, si les f; p’avaient pas de points fixes communs Appar-
tenant & un compact K de M, alors il en sera de méme pour les
%

DEMONSTRATION: On choisit d’abord des perturbations g} des f;
telles que g} coincide avec f; sur Uy — Uy, et n’ait qu'un nombre
fini de points fixes sur . I est alors facile de perturber les g} de
fagons qu'ils n'aient pas de points fixes communs.

Supposons A présent que les f; étaient sans points fixes communs
sur le compact K. Alors, en utilisant la compacité de K N ¥ et le
fait que les g; coincident avec les f; sur Uy — Uy, on voit facilement
qu’il suffit que les g; soient suffisamment C°-proches des f; pour
qu’ils soient sans points fixes communs sur K. O

¢} Formalisation de ’idée de la démonstration

Notons F le feuilletage défini par la fibration p.

Fixons-nous {Ui}ieq,....s} €t {Vilie(1.....n} deux recouvrements
finis de B par des ouverts trivialisant la fibration, et tels que V; soit
relativement compact dans U;. _

Pour tout i, soit ¢;: /i — M une section de p, et soit T = IIT%.
Les sections ¢; font de T une transversale compléte du feuilletage
F.

Notons § = {0}U{2}nen-: ce sera notre espace des paramétres,
pointé en 0.

DEFINITION 3.5.C-1. On appelle déformation triviale H5 de I'holo-
nomie de F sur T la déformation induite par la déformation triviale
de F {F* = Flues
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Pour tout ¥ € TI(F,T) sur la fibre F, = p~!(z), Hi(7) est
’é1ément de Diff > (T") de mémes extrémités que 7y, qui se projette
(par la projection cancnique de T sur B) sur le germe en {z,0} de
I'identité de B x S.

DEFINITION 3.5.C-2. Pour tout cuvert 7/ C B, on appelle dé-
formation de h'olonomie de F sur T' & support au-dessus de U
une déformation H5:TI(F,t) — Dif®®(T) qui coincide avec la
déformation triviale H5 sur tout ément + € II(F, T) contenu dans
une fibre Fg, x € IJ.

Si H® est une déformation de I'holonomie de F sur T, et si F¥
est une déformation de F réalisant H¥, on veut pouvoir lire sur H®
I'existence de feuilles compactes proches d’une fibre pour les feuilles
F* pour s proche de 0. Nous allons voir & présent comment le faire:

DEFINITION 3.5.0-3. Soient f1,...,f, n éléments de Diff*S°X(T)
de méme source et but (z,0), et induisant le germe de Pidentité sur
T x {0}. On dira que les germes f; sont sans points fixes communs
hors de T x {0} si, pour toute réalisation fi € Diﬁs(T) des f;, il
existe un voisinage V de (X, 0) tel que les f; soient sans points fixes
communs sur V — T x {0}.

REMARQUE 3.5.0-4. soit H? une déformation de ’holonomie de F
sur T', et soit z € U; NU;. Soient {v1,..., ) et (8y,...,68;) deux
systémes générateurs de w1 (F;, 0:(z)) et m1(Fz, 05(x)), respective-
ment.

Alors les germes de H¥(;) sont sans points fixes communs hors
de Tx {0} si et seulement si les germes H5(5;) sont de méme,

PROPOSITION 3.5.0-5. Soit HS une déformation de P'holonomie de
F sur T, et soit ¥3 une déformation de F réalisant HS. Soit K C B
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un compact. Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
~ il existe un voisinage V de K x {0} dans B x § tel que p~ (V) -
M x {0} ne rencontre pas de feuilles compactes de F5, proches
d’une fibre. '
— pour tout z € K, il existe i tel que z € U}, et il existe un systéme
générateur {v1,..., 1} de m(Fy, oi(x)) tel que les germes HS (v}
soient sans points fixes communs kors de T x {0}.

Pour la démonstration, se reporter au Chapitre 4,2.g.

DEFINITION 3.5.0-8. Si HS est une déformation de 'holonomie de
JF sur T vérifiant les propriétés de la proposition ci-dessus, alors on
dira que H¥ est sans points fixes hors de T x {0} au voisinage de
K x {0}.

Dans ce langage, le Théordme E est une conséquence simple de
la proposition suivante:

PROPOSITION 3.5.c-7. Soit U un ouvert de B et K C IV un com-
pact. Soit HS une déformation de I’holonomie de F sur T, 4 support
au-dessug de U, et sans pointa fixes hors de T x {0} au voisinage de
K x {0}. Soit U; I'un des ouverts du recouvrement.

Alors il existe une déformation Hf & support au-dessus de UUU,
sans points fixes hors de T x {0} au voisinage de (K U V;) x {0}.

Voyons d’abord comment démontrer le Théoréme E A partir de
cette proposition: par itération sur %, on construit facilement, pour
tout i € {1,..., s}, une déformation H de I’holonomie de F sur T,
A support au dessus de | J} Uj, et sans points fixes hors de 7' x {0}
au voisinage de | J} V;. Comme B = |J} V;, pour toute déformation
F9 de F réalisant HY, les feuilletages F*, & 7 0 assez petit, seront
sang feuilles compactes proches d'une fibre. O
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11 reste donc & montrer }a proposition.

d) Démonstration de la Proposition c-7

Pour simplifier les notations, nous allons monirer la proposition
pour U,

Le point essentiel est que, comme U} trivialise la fibration p, on
va pouvoir choisir une *base” de II{F,T) au dessus de Us:

- Pour tout ¢ on peut choisir une famille continue {oF }zct,ny,
d’éléments de II(F,T) joignant o1 (x) & o;(x). Alors tout élément
v € II{F,T), joignant oy(x) & oj{z), z € Uy, s¢crit comme v =
(af)™ -5 - of, od ¥ € I (F5,01(2))-

— On peut choisir k familles continues {~t}..... {75}, x € U,
d’éléments de II(F, T}, telles que pour tout & € U, le groupe
m1(Fy, o1(x)) soit le groupe libre engendré par {+§,...,¥E}

Cette base va nous permettre de construire facilement des défor-
mations de Pholonomie de F:

LEMMA 3.5.D-1. Soient {fT},...,{fi}, = € Uy, k familles conti-
nues d’éléments de Diff %) (T) vérifiant les trois propriétés suivan-
tes;

— Pour tout z € Uh, les fF sont des germes de source et but
(z,0) e Uy x {0} ¢ T x {0}.

— I existe un ouvert W relativement compact dans U tel que,
pour tout « € Uy — W, fF = H5(+%).

-Size KUV, alors les germes f7,. .., f2 sont sans points fixes
communs hors de T x {0}.

Alors il existe une unique déformation HY de I’holonomie de F
sur T telle que:

- H3(v) = H3(%) pour tout ¥ € II{F, T} contenu dans une fibre
F.,,zelh.
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~HY (%) = fF,Vz e U1.
De plus, Hf est & support su dessus de U UV, et est sans points
fixes hors de t x {0} au voisinage de K U V.

DEMONSTRATION: HY est définie de la fagon suivante:

— pour tout v € II(¥,T) dans une fibre F,, x € U; on pose
Hi(y) = H5(%).

— pour tout # € Uy, m(Fy,o1(z)) est le groupe libre engendré
par les 4f. 1l exdste donc un unique homomorphisme contravariant
@z de m)(Fz,o1(x)) dans le groupe des éléments de Diff*S®(T) de
source et but {x,0), tel que ¢(7¥) = f7. On note alors HY(y) =
@=(7) pour tout ¥ € m(F;, 01{z)) C II(F,T).

- pour tout = € Uy, pour tout 4 € I{F,T),~ joignant o;(z) &
a;(z) on note:

HY (v) = H%(ay) o H{ (7} o H¥ (@)™

ob 7 est 'élément de 7y {Fy,01(z)) tel que y = o] 5 a;

On vérifie facilement que HY ainsi défini est une déformation
de l'holonomie de F sur T' ayant les propriétés annoncées. No-
tons cependant que la continuité (et donc la différentiabilit€) de HY
provient de la continuité des familles f7, et de ce que f¥ = H5(+F)
pourz €Uy — W,

Il reste donc & construire les familles continues de germes fF,
¢ € U, vérifiant les hypotheses du Lemme d-1.

Choisissons trois ouverts Wy, Wi, W» contenant l'adbérence de
Vi, d’adhérence contenue dans U, et tels que Wiy soif relativement
compact dans W;,

Considérons les familles de germes H3(17), z € U;. Alors, en
utilisant la continuité de ces familles, et la compacité relative de Wy
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dans Uy, on voit facilement que, pour tout i, il existe une suite de
difféomorphismes {g}'}nens de Wy sur un ouvert de Uy, vérifiant
les propriétés suivantes:

— la suite g} converge uniformément sur Wy vers l'identité idw,
pour la topologie C*°. On note alors G; I'élément. de Diff® (T} défini
par Gi{z,0) = (2,0), et Gi(x,1/n) = (g (z), L), pour tout z € Wq.

— pour tout z € Wy, HS(+F) est le germe en (z,0) de G;.

De plus, comme H¥ a été supposé sans points fixes hors de
T x {0} au voisinage de K, il existe un voisinage compact K’ de K’
tel que, pour n assez grand, les g sont sans points fixes communs
dans K'.

Alors, d’apres le Lemme b-1, il existe des suites f? de difféomor-
phismes de Wy sur un ouvert de U, telle que:

— les suites f* coincident avec gf* sur Wy — Wi,

—les fI* sont sans points fixes communs sur We,

—les f* sont sans points fixes communs sur Wy.

- pour n assez grand, les fI' sont sans points fixes communs sur
K.

Pour tout i, notons F; Pélément de Diff*(T') défini par: (z,0) —
(z,0), et (z,1) = (f7(=),1/n), pour tout = € Wy,

Notons alors fF le germe en (z,0) de Fj, pour tout z € Wy, et

F = g¥ pour z € Uy — Wy. On obtient ainsi & familles continues
de germes {ff}:cv,, qui vérifient trivialement les hypothéses du
lemne d-1.

La déformation HY construite & partir de ces familles est alors

A support au-dessus de UV U [y, et sans point fixe hors de T x {0}
au voisinage de K tJ ¥;: la Propoeition c-7 est démontrée. w]
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§6 Déformations d'une filbration, & partir d'un champ de

vecteurs de la base

On a vu comment déformer une fibration en cercles orientés, a
partir d’un champ de vecteurs X sur la base,

Cette idée se généralise pour d’autres fibres. On construit une
déformation {F;}scnde la fibration, telle que pour tout t # 0 chaque
feuille de #; se projette exactement sur une orbite du champ X. Si
le chamyp X ne possdde pas de singularité, alors, pour ¢ suffisamment
petit, F; sera sang feuille compacte proche d’une fibre.

Pour cela, on a besoin d'une hypothése sur la fibration, qui
remplace 'hypoth®se d'orientabilité de la fibre pour les fibrations
en cercles: on demande qu'il existe une demi-droite Ry, a €
HY{F,R),a # 0, invariante par I'action du groupe fondamental de
Ia base m1(B) sur H!(F,R) {on rappelle que cette action est duale
de l'action de w1 (B) sur H;{F, R} décrite au début du chapitre).

L’idée de ces déformations m'a été donnée par H.Rosenberg.
Les techniques utilisées ici sont totalement différentes de celles qui
seront développées dans les autres chapitres. C'est en particulier
P'unique fois que nous considérerons les feuilletages comme étant
des formes intégrables.

THEOREME 3.6-1. Soit F le feuilletage défini par une fibration
pM — B de fibre F, ou B et F sont compactes connexes, et
B est orientée. On suppose qu’il existe une classe de cohomologie
[e] € HY{(F,R) —{0} telle que la demi-droite R, {a] soit invariante
par I'action de x((B) sur H'(F,R).

Alors, pour tout champ de vecteurs X sur B, de classe U, &
singularités isolées, il existe une C'°-déformation {Fi}ien du feuil
letage F telle que, pour tout t # 0, la projection par p sur B de
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toute feuille de F; soit exactement une orbite du champ X.

CORLLAIRE 3.6-2. Sous les hypothéses du théoréme, il existe une
C*c-déformation {Fi}en du feuilietage F telle que, pour tout t #
0, F; n'ait qu'un nombre fini de fouilles compactes.

1l suffit pour cela de choisir X ayant un nombre fini de singu-
larités, et sans orbites fermées régulitres (par exemple le gradient
d’une fonction de Morse sur B). Les seules feuilles compactes de
F: seront les fibres au dessus des singularités du champ X.

CORLLAIRE 3.6-3. Si de plus la caractéristique d’Buler x(B) est
nulle, alors Ia fibre F' est C™-instable. De plus, si B est de dimen-
sion supérieure & 3, alors il existe une C*°-déformation {Fiiem du
feuilletage F, telle gue pour t # 0 F; n’ait aucune feuille compacte.

En effet, il suflit de choisir le champ X sans singularités pour
que, pour t 5 0 sufissamment proche de 0, F; soit sans feuille com-
pacte proche d'une fibre. 8i dim B > 3 et x(B) = 0, il existe sur B
des champs de vecteurs non nuls et sans orbites fermées (Théoréme
de Wilson [W]). Donc pour tout £ # 0, F, ne posséde aucune feuille
compacte.

REMARQUE 3.6-4. Dans le cas oi1 la base est le cercle 8!, le Co-
rollaire 6-3 fournit une sorte de réciproque au Théoréme de Plante
(voir [P] et Chapitre 2.2.d)

Le reste de cette partie est la démonstration du théoréme 3.6-1.

a) Une déformation d’une fibration

Notons F un feuilletage défini par une fibration p: M — B de
fibre F. On note n =dim M, k = dim B = codim F.

On choisit une forme volume w sur B (¢’est pour lexistence
d’une telle forme que B a été supposée orientée). Notons {2 = p*(w):
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c'est une k-forme fermée sur M, qui définit le (n — k)-feuilletage F,
¢’est-A-dire que le noyau de {1 est I'espace tangent TF,

Soient X un champ de vecteurs sur B, et o une 1—forme sur M.
On dira que (X, a) vérifie la relation (*) si 'on a les deux propriétés
suivantes:

— @ induit sur chaque fibre une 1-forme fermée.

- pour toute erbite 4 du champ X, la 1-forme ., induite par
a sur p~ (), est intégrable (c’est-a-dire que la 3-forme induite sur
7~ 1(%) par a A do est nuile.)

Choisissons un couple (X, o) vérifiant la relation (*).

Pour tout s € R on pose:

Q, =04 s.a Ap*ixw).
c'est une k-forme sur M, a priori non fermée.

LEMMA 3.6.A-1. Pour s voisin de 0, le noyau de la forme £}, est un
champ de (n — k)— plans intégrable qui définit sur M un feuilletage
F, dépendant continfiment de s. De plus, toute feuille de F, se
projette par p dans une orbite du champ X.

DEMONSTRATION: On montre facilement que, pour s voisin de 0,
le noyau de {1, définit un champ de (n — k)-plans, kerfl,, variant
continfiment avec s, et que p,(ker{l,) est inclus dans le champ de
droite (singulier) R.X sur B (autrement dit ker 2, est tangent aux
(7}, Y orbite de X).

1l reste & montrer que ker{}, est intégrable. Pour cela il suffit
de montrer que, pour toute orbite v de X, la restriction de ker (2,
3 p~1(y) est intégrable.

Le cas des orbites singulitres est trivial: si x est une singularité
de X, la restriction de ker(2, & p=1(z) est le fibré tangent A cette
fibre.
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Cas des orbites régulidres: notons sing (X} 'ensemble des
singularités de X. Choisissons une 1-forme wp sur B — sing(X)
telle que wo(X) = 1. Alors on a:

w = wp Aixw et donc Q, = (p*wo + sa) Aptixw.

Soit ¥ une orbite régulitre du champ X. Notons wj la 1-forme
sur < induite par wy, et, ay la 1-forme induite par a sur p~*().
Alors (p*wh+ scy ) est la 1-forme sur p~! (%) induite par (p*wo+3sa).

On vérifie facilement que, sur p7 (v} on a:

ker @, = ker(p*wh + sary).

(en effet la {k — 1)-forme induite par p*ixw sur p~1(4) est identi-
quement nulle).
La condition d’intégrabilité de ker{l, est donc:

{(p*wh + scy) A d(p*wh + say) = 0.

Voyons ce calcul:

Par 'hypothése (*) on a &, Aday, = 0. De plus dwfj = 0 donc
dp*wf = 0. Enfin p*w} est nul sur les vecteurs tangents aux fibres, et
da, est nul sur les couples de vecteurs tangents aux fibres (puisque o
induit une forme fermée sur les fibres): on en déduit: p*wiAdea, = 0.

Le champ ker {3, est donc intégrable.

b) Feuilles de F, et orbites de X

Soit (X,a) vérifiant la condition (*) et soit {F,},.r la défor-
mation de F associée au couple (X, a).

Le Lemme a-1 nous dit que la projection de toute famille de F,
est incluse dans une orbite du champ X, mais pas & priori égale &
une orbite.
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LEMMA 3.6.B-1. Supposons de plus que la classe de cohomologie
de la forme fermée a, induite par a sur ls Bbre p~'(z) soit non
nulle pour tout x € B. Alors, pour 8 # 0 assez petit, toute feuille
de F, se projette exactement sur une orbite de X.

EBAUCHE DE LA DEMONSTRATION: Fixons m > 0et a > 0 tels que
Pon ait la propriété suivante:

Pour tout point ¥ € M, il existe une courbe fermée ¢ d'origine
¥, sur la fibre F,, de p passant par g, de longueur majorée par m,
et telle que intégrale f ¢ soit minorée par a.

Cheisissons un recouvrement fini {G;} de B par des ouverts
trivialisant la fibration, et pour chaque 1, on fixe une trivialisation

p‘l(Oi) :O, x F.

Pour s assez petit, pour tout y € M, il existe i tel que p(y} € O;
et tel que I'on ait la propriété suivante:

Tout chemin ¢: [0, 1} — F, d’origine g, et de longueur inférieure
4 m, se projette le long des horizontales O; x {z} de la trivialisation
de p~1(0;) en un chemin c* tangent 3 F,, d'origine y.

IDEE: Notons z = p{y). Notons w:R -+ B telle que ﬂ((t} soit le
temps ¢t de 'orbite de X passant par z.

L’extrémité ¢*(1) se projett.e par p en un point (t*) de . L'idée
est que, pour & assez petit, t* est trés voisin de 8- fc a. Donc, pour
& assez petit, pour tout point ¥y € M, la prejection par p de la
feuille de F, passant par y contient Pintervalle de temps [—s%, s3]
de l'orbite de X d'origine z = p(y).

On en déduit facilement que la projection sur B de chagque feuille
de F, est exactement une orbite de X.
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¢) Choix d’un couple (X, a)

On suppose A présent que la fibration p: M — B est telle que
Paction naturelle de m; (B) sur H!(F, R) laisse invariante une demi-
droite Ry [a], [a] € H}{F,R) — 0: pour tout z € B on peut donc
parler de la 3-droite Rio € H'(F;, R), ol F est la fibre p~(2).

On conclut la preuve du Théoréme 3.6-1 grace au lemme suivant:

LEMMA 3.6.C-1. Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout champ de
vecteurs X sur B & singularités isolées, il existe une 1-forme o sur
M, induisant sur chaque fibre upe 1-forme fermée dont la classe de
cohomologie appartient & la demi-droite invariante R [a] et telle
que le couple (X, o) vérifie 1a relation {(*).

Par hypothese l'enscmble sing(X) des zéros de X est fini. No-
tons %1,...,%y, les singularités de X.

Pour toute singularité z; € sing(X), on choisit un voisinage I%;
de x; et une trivialisation gy p~ 2 {U;) — U; x F.

On choisit un champ de k-plans P, transverse aux fibres, tel
que, pour tout x; € sing{X), le champ P coincide, au voisinage
de la fibre F,, = p~1(z;), avec le champ de k-plans tangent aux
horizontales U; x {y}, ¥ € F, de la trivialisation ;.

On note X le champ de vecteurs sur M, tangent & P, tel que
p(X)=X.

Par partition de I'unité, on construit facilement une application
de classe C™ qui, & tout point z € B, associe une 1-forme fermée
a{x) sur la fibre F,, dont ls classe de cohomologie soit non nulle
et appartienne & la demi-droite invariante R, [a}. On peut de plus
supposer que, pour tout z; € sing(X) il existe un voisinage V; de =z,
tel que, daus la trivialisation ;: p~1(U;) - U; X F, la forme a{z),z €
Vi, considérée comme 1-forme sur &, soit indépendante de z.
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Notons ¢; le flot du champ X. Remarquons que, pour tout
z € B, pour tout ¢ € R, ¢} {a(pi(z))) est une 1-forme fermée sur
p~1(x), et que sa classe de cohomologie appartient & R [a].

Pour tout z € B on note:

(Lxa)(z) = lim 3 (97 (aleu(2)) — ale)).

Clest une 1-forme fermée de F; dépendant de fagon C du
point . Notons que, pour # suffisamment proche d’une singularité
Zi, (Lza)(z) est nuile. D'une fagon générale, pour tout z € B, la
classe de cohomologie (Lya)(z) appartient A la droite R{a]. Donc
il existe 8, € R tel que (L ga)(x) — 8.a(x) soit une 1-forme exacte
sur la fibre Fj.

Par partition de 'unité, on construit facilement une famille de
fonctions g.: Fr — R, £ € B, dépendant différentiablement du
point z, telle que dg, = (Lya)(z) — 6;a(c). On peut de plus sup-
poser gue, pour tout & suffisamment proche d'une singularité x;, la
fonction g, soit Ja fonction nulle.

On note g: M - R la fonction coincidant avec g sur F, pour
tout z € B.

On note og la 1-forme sur M induisant a(z) sur K, z € B, et
nulle sur le champ de plans P.

Soit wy une 1-forme sur B — sing(X) telle que wy(X) =1.

On note a = ap + gp*wp (la suite déterminera le signe). C'est
une l-forme définie sur tout M car g est nulle an voisinage de
F.,,®; € sing{X), et donc gp*wp se prolonge différentiablement par
0 au dessus de z;.

La I-forme o induit sur chaque fibre F, la 1-forme fermée a(z),
de classe de cohomologie non nulle. Il reste & voir que, pour toute
orbite v de X, & induit sur p~!() une 1-forme intégrable.
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Soit +y une orbite régulidre de X. Notons encore a, tg, p*uwy les 1-
formes induites sur 7} (7) par a, ag et p*wy. On note d., 'opérateur
différentiel sur p~1(y).

Soit Lgag = lim;_.p }{(pfap — ag). C'est la 1-forme sur p~'(7)
induisant (L za}{x) sur F;, et qui s’annule sur X.

On a:
dyog = p*wg A Lgag.
dyptuwp = 0.

-dyg.p*wp = (dg) Ap*wy = (Lgao — Sap) Ap*wp (ol 6: M = R

est la fonction qui vaut 6, sur la fibre F,,z € B).

Done: (dya) Aa = (p*woALgapt(Lzoo—bag) Ap*wo) A{ao
99" wo)-

On fixe le signe :+ de fagon que (p*wo A L gap) & (L gaq Ap*wg)
soit nul. On a alors:
(dy) A @ = (au signe prds)d - op A p*wy A (ap £ gp*we) = 0.

Ce calcul montre que o induit sur () une 1-forme intégrable.
Donc le couple (X, &)} vérifie la relation (x). O

1i0



Chapitre 4

OUTILS ET METHODES

Les prochains chapitres prouveront la stabilité de la fibre de
certaines classes de fibrations ... le but de celui-ci est de présenter
les outils qui ont permis d’obtenir ces résultats:

— les applications de premier retour d'un feuilletage proche d'une
fibration,

— les propriétés des difféomorphismes €'-proches de 'identité,

— D'utilisation du théoréme de réalisation des déformations de I'ko-
lonomie, comme moyen de comparaison des déformations de
deux feuilletages. -

La partie 1 donne une présentation rapide de chacun de ces
outils, dont les propriétés seront détaillées dans les parties snivantes.

§1 Présentation rapide

a) L’application de premier retour H7, le long d’un lacet
gur une fibre, d*un feuilletage ', Cl-proche d’une fibration
p:M — B de filbre F

C’est un difféomorphisme C'-proche de Pidentité défini sur un
ouvert de I'espace total M. Sa définition est analogue & celle d’une
bolonomie du feuilletage F', si ce n’est qu'un champ de disques sur
M, transverse a la fibration, joue le role de la transversale compléte.
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L’importance de ces applications locales de premier retour est
donnée par la propriété suivante:

Soit «1,...,7k, k lacets d’origine € M, sur la fibre de p pas-
sant par =z, et dont les classes d’homotopie engendrent le groupe
fondamental de la fibre. Soient H7,...,H} les applications de
premier retour de JF' le long de ces lacets: elles sont définies sur un
voisinage I/ du point x. Alors un point ¥ € I/ est sur une feuille
compacte de F, proche d’une fibre, si ¢t seulement s’il est un point

fixe commun aux HY,i=1,...,k.

b} Propriétés locales des difféomorphismes C'-proches de
I'identité

Cette étude & son origine dans un lemme de W. Thurston [T],
qui lui permettait de généraliser le théortme de stabilité de Reeb.

L'idée simple qu'il dégageait est qu’un difféomorphisme C1-
proche de |'identité se comporte localement comme une translation.
Cette notion est cependant 3 manier avec précaution.

On en déduira, par exemple, que I'application de premier retour
des lacets de la fibre homologues 4 zéro dans la fibre, est négligeable
devant celle des lacets engendrant ’homologie de la fibre.

¢) Comparaison des déformations de deux feuilletages, &
partir d’'une comparaison de leurs groupoides fondamen-
taux

Idée de base: Soient 7 et 7' deux feuilletages de méme codi-
mension sur des variétés compactes M et M’. Supposons gue les
groupoides fondamentaux de F et F' soient équivalents. Alors,
4 tout germe de déformation du feuilletage F est associé natu-
rellement un germe de déformation du feuilletage 7' (bien défini
d équivalence prés). L'idée est de choisir un feuilletage F' dont
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on comprend les déformations, pour en déduire les propriétés des
déformations de F (par exemple les propriétés de stabilité de feuilles
compactes).

§2 Applications de premier retour

Fixons F un feuilletage défini par nne fibration de fibre F (B, F,
M compactes connexes). Pour tout €M on note F; la fibre de p
passant par .

Soit {Dg}zem un champ de disques sur M transverse au feuil-
letage F, tel que pour toute fibre F,, l'union Uye F, Dy définit un
voisinage tubulaire de cette fibre. (voir Chapitre 2.1).

Tout feuilletage F’, C°-proche de F {pour la C°-topologie des
champs de plans), est transverse & tous les disques D..

a) Projection sur 7' des chemins tangents & F

PROPOSITION 4.2.A-1. Fixons £ > 0. Alors, pour tout feuilletage
F' suffisamment C° proche de F, on a la propriété suivante:

Pour tout chemin +:[0,1] — M, contenu dans une feuille de F,
et de longueur £(%) < £, il existe up unique chemin +':[0,1] = M
contenu dans une feuille de F*, tel que +'(0) =0, et que, pour tout
t € {0,1], ¥'(t) appartienne au disque D) (voir Figure 4.1}

IDEE DE LA DEMONSTRATION: Le feuilletage F' étant transverse
& tous les disques D, il induit un feuilletage de dimension 1 sur
Useo,1; Dov(sy» transverse & tous les disques D.ys). Le chemin ' sera
la feuille de ce feuilletage de dimension 1 qui passe par {0), avec
la paramétrisation suivante: 4'(t) sera I'intersection de cette feuille
avec D). 11 faut utiliser le fait que F” est proche de F, pour voir
que cette feuille rencontre tous les disques Dy, t € [0,1]. '
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feuille de F' passant par y(0)

feuille de &

Y0 = ¥

Figure 4.1,

REMARQUE 4.2.4-2. Avec les hypoth#ses de la Proposition a-1, si
T et v2 sont deux chemins sur une feuille de F, ayant les mémes
extrémités: 11(0) = v2(0)j, 71(1) = 72(1). Supposons que 7, et 7
soient homotopes par une homotopie {%s}se(1,2; dans cette feuille
de F, & extrémités fixées, telle que pour tout s € [1,2] la longueur
#{7v,) soit inférieure & £. Alors les chemins 4] et 7, obtenus en
projetant v ot 2 sur F' le long du champ de disques {D,} ont
mémes extrémités: (1) = v4(1).
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b) Applications locales de premier retour

Si Up est un ocuvert de M assez petit, alors, pour tout couple
de points z, y € U7, il y a une bijection canonique entre les groupes
fondamentaux (¥, z) et m1(F,,y) ol F; et F, sont les fibres
passant par r et y.

Soit U} un ouvert relativement compact dans Up.

Fixons xg € U} et a € m1(Fz,, o). Pour tout € Uj on choisit
un lacet C,:[0,1] — Fy, d'origine x, représentant "élément a, €
1 (Fz, x} correspondant & cr, de fagon A ce que la longueur des lacets
., soit uniformément bornée.

D’aprés le Paragraphe a), si F' est un feuilletage suffisamment
proche de F, on peut projeter sur F' les lacets Cy, = € U}, en des
chemins 7, sur les feuilles de F' tels que CL{0) = z et, pour tout
t € [0,1],C4(t) € De, (s en particulier C3(1) € Dy.

L’application HE,:U} — M définie par HF,(z) = CL(1) est
appelée ‘application de premier retour du feuilietage ' le long de
o. On montre facilement que, si 7' est Cr-proche de F (pour la
topologie d'Epstein} alors H% est un difféomorphisme C"-proche de
I'identité, de U§ sur un ouvert de M.

¢) Unicité de ’application de premier retour H%,

Soit £ un majorant des longueurs des lacets C,, z € Uj. En
utilisant la compacité de la fibre F, et la compacité relative de U/}
dans Uy, on voit qu'il existe £5 > 0 tel que la propriété suivante soit
vraje:

Soit €, un autre lacet en un point z € U}, sur la fibre Fj,
représentant a., et de longueur majorée par £; alors C‘, et C,
sont homotopes dans F,. par une homotopie & extrémités fixées,
{Cz.s}s€i0,1), telle que, pour tout s, la longueur du lacet Cf,, soit

115



Christian Bonatti

inférieure & fo.

Choisissons F suffisamment proche de F pour que tout chemin
tangent & F et de longueur majorée par g se projette sur F'.

Alors, d’aprés la remarque a-2, 'application de premier retour
H$%, ne dépend pas de la famille {C;}.e vy de lacets choisis de lon-
gueur majorde par £,

Par la suite, quand on choisira un feuilletage F/, C%-proche
de F, tel que Papplication de premier retour H$, soit définie, on
supposera toujours que JF est suffisamment C%-proche de F pour
que H$%. soit uniquement définie.

d} Applications globales de premier retour

Soit & € 11 (Fy,,zp). Pour que 'application de premier retour
% soit un difféomorphisme global de M, il faut pouvoir associer
continiiment une classe d’homotopie, o € m(Fz,z), & tout 2 € M.

C’est le cas par exemple si p est une fibration en cercles orientés,
ou si la fibre F a son groupe fondamental 71 (F) abélien et que
Paction naturelle du groupe fondamental de la base 7, {B) sur 7, {F')
est triviale.

Plus généralement, si & appartient au centre de m; (Fz,,, 2p), et si
'action naturelle de (B} sur H,{F, Z) laisse la classe d’homologie
de o invariante, alors & détermine canoniquement un élément o, €
m1{Fz,x) en tout point x € M, (voir [Sch2], [D]). Alors, pour
F'CT-proche de F, l'application de premier retour HZ, est un
difféomorphisme de M, CT-proche de 'identité.

‘e) Composition d'applications de premier retour

On a vu au Chapitre 2 (voir la Remarque 2.1.a-2 et ]a Figure 2.1)
que le champ de disques {D,} n'est pas a priori porté par un feuil-
letage transverse & F c'est-A-dire que les disques D, ne sont pas
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contenus dans les feuilles d’un feuilletage transverse & F. {Les fibrés
admettant un tel feuilletage transverse s’appellent fibrés plats, et
tout fibré n'est pas plat).

On montre facilement que, si le champ de disques {D.}zepm
est porté par un feuilletage transverse & F alors on a: H;‘,s (z) =
H_'g, o H%(z), pour tout feuilletage F' CO%proche de F (la ou les
deux membres de 1'égalité sont définis).

Ceci n'est plus vrai si le champ de disques n’est pas porté par
un feuilletage: en effet H2P (z) est sur le disque Dy, et Hg,(m) est
sur le disque Dy, ot ¥y = H%(z}, qui ne coincide a priori pas avec
D. (voir Figure 4.2),

Cependaant, si @ est un point fixe de HE,, on a bien sir H;‘? (x)=

HE, o HE,(2) = HE.(z). On en déduit facilement le lemme suivant:

LEMME 4.2.E-1. Soit B = «y,...,ar une partie génératrice de
71{Fyy, To). Pour tout £ € N on note B, Pensemble des produits
de £ éléments o; ou o] L.

Fizons { € N*. Soit F' suffisamment C°-proche de F pour
que les applications de premier retour, H%,, soient définies, pour
a € BY, sur un owvert fizd Uy de M.

Alors, siz € U est un point fize commun d toutes les applications
H%,i=1...,k, alors, pour tout a € B*, H2,(z) = z.

f) Applications de premier retour définies sur le fibré nor-
mal

Nous allons voir que, en remontant les feuilletages F et F” sur
le fibré normal ¢: N — M du feuilletage F, on peut définir des

applications de premier retour ﬁ'}.‘-,, telles que l'on ait:
Az B8 = B3P
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le disque Dy o)

Les points HEP(x) et H:.=HJ (x) ne sont
a priori pas sur le méme disque.

Figure 4.2.

Rappelons la construction du champ de disques { Dy }penr:

Soit o: M — N la section nulle du fibré normal. On a choisi un
voiginage V de la section nulle (M}, et une submersion @: ¥V — M,
coincidant avec la projection g sur o(Af), et induisant sur chaque
fibre g~1(z) une immersion transverse & 7. On a choisi un voisinage
ouvert Vy de o(M), relativement compact dans V, tel que, pour tout
z € M,q~Y{(z) NV, soit un disque D, centré en o(z). Pour tout
z € M, p induit un difféomorphisme de D sur le disque D;.

Notons ¥V; C V; un voisinage ouvert de g(M), relativement com-
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pact dans Vy, tel que tout x € M, (z) NV scit diffSomorphe &
un disque centré en o(z). Notons F' le feuilletage défini sur V; par
F = o=1{F) (ceci est possible car ¢ est transverse & F). De méme, .
pour tout feuilletage F*, C9-proche de F (pour la C®-topologie des
champs de plans) on motera F” le feuilletage ¢~1(F'): c'est un
feuilletage C®-proche de F', (si ' est CT-proche de F, F est aussi
C"-proche de ﬁ‘). Remarquons que les disques D, sont transverses

aux feuilletages F et F".

Soit Uy un petit ouvert de M, choisi comme au Paragraphe
b) et soit U} un ouvert relativement compact dans U, Notons
Uo = ¢~ (Up)NV et 7} un voisinage ouvert de o(U4), relativement
compact dans (3’0.

Pour tout z € !’j'o, il existe une bijection canonique entre les
groupes fondamentaux my(Fy,, zp) et ‘n(ﬁ‘,,z) on F, est la feuille
de F passant par 2.

Alors, pour tout a € m(F,,, To), pour tout feuilletage F* suffi-
samment C°-proche de F, on définit {d’une fagon analogue A précé-
demment) ['application de premier retour du feuilletage Fle long
de o(a) pour le champ de disques D;. On le notera H%,. (Pest un
difféomorphisme de {7} dans V4, C%-proche de Pidentité (si F* est
C"-proche de F, H, sera C"-proche de I'identité).

On vérifie facilement que, pour tout x € U}, on a:

HE.(z) = 0 H2(o(z)).
Donc r est un point fixe de H%, si et seulement si o{z) est un
point fixe de H%,.
De plus, le champ de disques {f),},eu forme sur Vg un feuille-
tage (transverse aux feuilletages ¥ et ), On en déduit facilement
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que:
B, o 3, = A2,

pour tous &, 8 € mi(Fyy, 2o}, tel que I?_%,, ﬁg-, et fI;, soient définies
sur Uj.
g) Points flxes des applications de premier retour

REMARQUE 4.2.G-1. Soit 7' un feuilletage C%-proche de F, et HE,
une application de premier retour du feuilletage 7', définie sur un
ouvert U, Soit x € U un point fixe de H%,: cela signifie qu’un lacet
C représentant la classe d’homotopie a., € 71(F., 1) se projette en
un lacet C! sur la feuille f* de F* qui passe par z. Alors, tout point
de la composante connexe de f'NI/ qui contient z, est un point fixe
de HE..

REMARQUE 4.2.G-2. 8i # est un feuilletage C¥-proche de F et st
f' est une feuille compacte de F’ proche d'une fibre, alors tout point
z € f' est point fixe commun A toutes les applications de premier
retour du feuilletage .

Soit U/ un ouvert de M, choisit comme au 2.b., et soit I/ un
ouvert relativement compact dans U. Soit zg € U’ et soit B =
{e1,...0x} une partie génératrice de m(Fz,, Ta).

ProPOSITION 4.2.G6-3. Pour ' suffisamment C%-proche de F, un
point £ € /' est un point fixe commun aux applications de premier
retour Hy', i =1,...,k, si et seulement si la feuille de 7' qui passe
par ¢ est compacte et proche d’une fibre.

DEMONSTRATION: Soit £ un majorant du diamétre de chaque fibre.
Soit A C mi(F;,,z}), 'ensemble des classes d’homotopies o €
1 {Fpq. p) telles qu'il existe x € U, et un lacet C; représentant
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oz € m(Fy, ) de longueur £(C;) < 3fp. On se convainc facilement
que A est fini.

Pour tout n € N, on note B” l'ensemble des produits de n
éléments du type o; ou ai_l,:' € {1,...,k}: cest une suite croissante
de parties de w3 (¥, Zo), dont I'union est my (54, xo).

On choisit n assez grand pour que A seit inclus dans B™.

Soit F' un fevilletage suffissmment C%-proche de F pour que,
pour tout o € B", l'application de premier retour H$, soit bien
définie sur U,

Soit  un point fixe commun aux H3, i =1,...,k D'aprés le
Lemme e-1, pour tout & € B", H%(z} = xz. On va projeter la fibre
F, sur la feuille f* de F qui passe par z, de la fagon suivante:

Soit ¥ € F. Il existe un chemin Cy joignant x & i dans la fibre
F,, et de longueur #(C;) < 34,. Notons Cj la projection de ce
chemin sur la feuille f’, le long du champ de disques {D.}.en-.

LEMME 4.2.G-4. Soit C| un autre chemin sur F, joignant z &y, de
longueur £(C)) < 34y, et soit C} sa projection sur f'. Alors C et
C} ont mémes extrémités.

En effet, C5-Cf ! est un lacet sur F, de longueur inférieure & 34,
donc il se projette sur f' en un lacet (qui n’est autre que C§-(C{)~?)
puisque x est point fixe de 'application de premier retour le long
de ce lacet. '

Donc 'application qui & y associe 'extrémité Cy(1) ne dépend
pag du chemin choisi. On voit alors facilement que cette appli-
cation est un homéomorphizsme de F. sur f': la proposition est
démontrée. O
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§3 Difféomorphismes C'-proches de l'identité

Les difféomorphismes C*-proches de lidentité ont un comporte-
ment local comparable A celui d’une translation et un comportement
global proche de celui du flot d'un champ de vecteurs. Leurs pro-
priétéa simples est la raison pour laguelle on considére dans ce livre
des C'-perturbations des fibrations: ils apparaitront comme holono-
mies ou applications de premier retour des feuilletages C'l-proches
d'une fibration.

a) Notations

Notons V une sous-variété d'un espace euclidien (R, || - |]).

Notons 4 1a distance sur V' définie par la métrique induite sur V'
par la métrique euclidienne || - |. Pour tout z € V et r € [0, +o0]

on note B(z,r) la boule de centre z et de rayon r pour la distance
d.

Soient I/ C [ deux ouverts relativement compacts de V, tels
que U/’ contienne 1'adhérence de U. Il existe alors § > 0 tel que,
pour tout ¢ € U, tout point y de V tel que || z —~y || < § appartienne
a4 U’. De plus, il existe u > 0 tel que, pour tout couple (z,y) de

points différents de U’ op ait: 471 > p.

Pour toute application différentiable i - I/ — R, de classe C1,
on note: || b 1= sup{|| h(z) || + || Dzh ||,z € V'}, (oh D R est la
différentielle de A en ).

Soit f un difféomorphisme de U’ sur un ouvert de V. Notons id
l'identité de V. La différence f — id est une application de classe
C! de V dans R¥. On dit que f est C*-proche de lidentité si
| f~id [|1 est petit.

122



Outils et méthodes

b} Une propriété locale

Le Lemme b-1 est une simple application du théoréme des ac-
croissements finis. Il exprime gu'un difféomorphisme f, Cl-proche
de lidentité, a un comportement local comparable & celui d'une
translation: le vecteur (f — id)(x) est pratiquement constant sur
voisinage d'un point zg.
LEMME 4.3.8-1. Soit ¢ €]0,4[ et soit n € N*. Soit f:U// - V
un difféomorphisme de classe C' de U7 sur un ouvert de V, tel

que || f—id |li< pu- £. Alors, pour tout £ € U, pour tout y €
Bz, nd(z, f(z)), on a:

| (f —id)(w) — (f —id{x} |< e || (f —id){(=} || -
Exemple de conséquence: .

COROLLAIRE 4.3.B-2. 5i ¢ est plus petit que 1 et si x n'est pas un
point fixe de f alors f est sans point fixe sur Bz, nd(z, f(z)).

DEMONSTRATION: {du lemme et du corollaire).
Pour tout zeU le point f(x) appartient & U’ car | f(x) —

z [|l< & < 8 Donc d(z,f(z)) < % | fl#})~=z [I< & La

boule B(z, nd(z, f(z)) est donc incluse dans U'. Donc, pour tout
yeB(z, nd(z, f(z)) on a:

| (f - id)(y) = (f ~ id)(e) | <I| £ — i@ | de»)
< Eondl, f@) < el S -2 |l

Supposons que £ soit inférieur & 1 et que x n’est pas un point
fixe de f. On a:

O<|l flm} -z i<l f@) -9 || +ell Sz}~ =]
Done || f() -y [I#0. m|
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¢) Dynamique en dimension 2
Au Chapitre 7 nous é&tudierons la dynamique des difféomor-
phismes C'-proches de I'identité des surfaces compactes.
J’aimerais ici donner un avant-goiit des méthodes utilisées. Rap-
peltons d’abord un résultat di & Brouwer:

THEOREME. Soit h un homéomorphisme du plan R?. Supposons
que k ait un point périodique. Alors posséde un point fixe.

Ce théortme n'est pas (& ma connaissance) facile. Il devient par
contre presque évident si k est Cl-proche de 'identité. Clest cela
que j'aimerais présenter ici.

Choisissons ¢ > 0, d’aprés le Lemme b-1, de fagon que tout
difféomorphisme f de R?, tel que || f —id {1 < ¢, vérifie la propriété
suivante:

Pour tout x € R?, et tout ¥ € B{x,2 || f(z) —z ), I'angle
Ang(f(z) — =, f(y) — y) est inférieur en norme & 3.

PROPOSITION 4.3.0-1. Soit f un difféomorphisme de R? tel que:
| f—idlli< e, Si f posséde un point périodique, alors f posséde
un point fixe.

DEMONSTRATION: Soit x un poiat périodique de f. Soit v: [0,1] —
R? la courbe fermée obtenue en mettant bout A bout les segments
[fi(x), £i+1(z)). Si v n'est pas une courbe simple, on peut trouver
t < by € [0,1] tel que (1) = y(tz2) et tels que 7 |, ¢, 50it une
courbe fermée simple que nous noterons +y (voir Figure 4.3). Cette
courbe 7y borde un disque D.

Notons X le champ de vecteurs défini sur R? par: X(y) =
f{y) — y. En tout point y de o, I'angle que fait le vecteur X ()
avec la tangente (positivement orientée) de o (ol les tangentes si
y est point singulier de ) est inférieur & ¥ (voir Figure 4.4).
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o= fx)

&) -
Figure 4.3.
On en déduit que I'indice des zéros de X contenus dans le disque

I est égal & 1: donc X posstéde un zéro dams D. Ce zéro est un
point fixe de f. O

La démonstration que nous venons de voir montre l'analogie

Figure 4.4.
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entre les difféomorphismes C'-proches de |'identité et les champs
de vecteurs: pour un champ X, une orbite périodigue -y borde un
disque D. Le champ X étant tangent au bord du disque D, I'indice
de ses zéros contenus dans I est 1: X possiéde donc un zéro dans
D.

Au Chapitre 7, nous exploiterons, autant que nous pourrons,
cette analogie.

REMARQUE 4.3.C-2. On vient de voir une démonstration élémen-
taire, pour les difféomorphismes C!-proches de Videntité, d'une pe-
tite partie du difficile théordme de translation de Brouwer pour les
homéomorphismes du plan. Voici ce théordme:

THEOREME {Brouwer). Soit f un homéomorphisme du plan R?; si
[ est sans point fixe, alors:

1) Tout point = € R2 est errant pour f (c’est-a-dire qu'il existe un
voisinage U, de = dont les itérés f'(Us), i € Z, sont deux-a-deux
disjoints).

2) Il existe une droite de translation passant par x, ¢’est-A-dire un
plongement propre k de R. dans R® te] que x € A(R), et tel que les
itérés par f de h(R) sont deux-a-deux digjoints.

De méme que précédemment, ce théoréme devient élémentaire
si I'on se restreint aux difféomorphismes C-proches de I'identité,

EXERCICE 1: Soit f un difféomorphisme de R? sans point fixe et
suffisamment C!-proche de l'identité. Soit X un chamyp de vecteur
sur R2, unitaire, ét tel qu'en tout point z, X (z) soit orthogonal au
segment [z, f(z)].

Montrer que toute orbite du champ X est une droite de trans-
lation,
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EXERCICE 2: Soit M une variété compacte (de dimension quel-
quonque).

— montrez qu'il existe un voisinage I/ de 'identité dans Diff y (M}
muni de la C*-topologie, tel que pour tout difféomorphisme f € I/,
on a: Fiz(f?) = Fiz(f)

- en déduire que, si X est un champ de vecteurs de classe C?
sur M, il existe £ > 0, tel que toute orbite périodique, de période
t € [0, €], est réduite & un zéro de X.

d) Composition de difféomorphismes C1-proches de Viden-
tité

Localement, les difféomorphismes C'-proches de l'identité se
comportent comme des translations: la composition de tels difféo-
morphismes rcvient & faire la somme des vecteurs de translation,
I'erreur commise étant petite par rapport au plus grand de ces vec-

teurs de translation. C'est ce qu'exprime le lemme suivant:

LEMME 4.3.D-1. Pour tout nn > 0, pour tout n € N, il exisiec > 0
tel que la propriété suivanie soit vraie:

Soient fy,..., fon difféomorphismes de U’ dans V tels que
| fi — 4d ||1< & pour tout 1. Alors, pour tout x € U, on a:

[l (frofz0- -0 fa—id){z)—Y_(fi~id)(z) < nsup (| (fi~id)(z) | .
1 L

DEMONSTRATION: Elle se fait par récurrence sur n. Le lemme est
trivial pour n = 1; on le suppose vrai pour n — 1.

1 suffit de montrer le lemme pour 7 < }.

Choisissons £q tel que le lemme soit vrai pour %n etn—1.

Cheoisissons 7, d’apris le Lemme b-1, tel que, pour tout f: [/ —
Vtel que | f—id |1< €1, pour tout z € U, pour tout y €
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Bz, (6n/qu) - d(z, f(x)) on ait:
| {(f —sd)(w) — (f — id)(=) [|< %ﬂ | (f —id){(=} |

Posons € = inf{gg, €1, £).

Solent fi,...,fn n diffSomorphismes de U’ dans V tels que
| fi —idh<e.
Soit x € U. D’aprés 'hypothese de récurrence et le choix de € on a:

| (200 fo—id)(a) = D_(fi ~id)(a) < gnsup || (i id)(z) |
2 12

En particulier || fz0++:0 fu(z) —z ||< (n — 1+ L9} < 6. Donc
fa 0. 0 fu(z) appartient & U*,
On a donc:

| (o0 fn—id(a) - 2':;(;,- —id)e) <
< (s~ i) fzo -0 fala)) ~ (s ~ id)(&) |
Fl (2000 fo— id)(z) - é()’e — id)(z) <
<l (s — i) fz 0+ 0 fala)) ~ (s — id)(2) |

+znsup i (fs —id)(a) |
i>2

On distingue trois cas;
1eR cA3: Sid(x, fac:+ o fu{x)) < (6n/nu)d(z, f1{z)). Alors on a:

| (fs —id}{fz 0-- 0 fnlz}) - (A—id)(x) {< '—; Il (o —id)(=) |
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donc, on a:
| {(fro- o fo—id)(z)— D _(f —id)(=) |
1
< 371t = id)(a) | +375up || (= i) (@)
i>2
< nsup i (i —id)() || -

2EME CAS: Sid(z, fao... folz)) < (bn/nudd(fro... fu(z), fio fao
-+ 0 fo{z)). Alors on a:

| (= )20+ fale)) — (fr—id) <
31 (= id)(fao-o fala) |

On en déduit:

Il (S —id)(=) [2 (1~ "21“7?) | (fr —id)(fz0---0 fal2N |l -

Donc on a:

[ (fro-ofu—id)(z) = > (fi —id)(z) |
I3

<3 (1 T ) | (=)@ | +37808 I (= id)(@) |
iy >

< nsup | (i —id)(e) | eae < ;.

3EME CAS: Sid(z, fz0: -0 fu(x)) 2 (6n/nu) sup(d(z, f1(x)), d(f20
_— f,,(z), fioo fn(z)))
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Alors on a:

I (h =id)(fao... fula) ~ (i ~id)(a) |
<l (1 - id)(fao .- ful@) I + I (1 ~id)(a) |
<2.35d(z, fr0-0 fuls))

< (;’en(; I (i = id)(a) | +3 sup | (fs = id)(a)

<

o=

(n+1%) sup || (f; — id)(z) II.
Donc on a:
i {(fro- o fa —id)a) — D (i —id)(=) |

< %@M ?)sup || (fi - id){x) |
iz2

< neup || (f: - id)(=) | -
izl

EXEMPLE D’APPLICATION:

EXERCICE: Soit f un difféomorphisme de R¥, N € N, ayant 0
comme point fixe isolé. On suppose que la différentielle de f en O
est Videntité (Dpf = id). Alors, pour tout & € IN, 0 est un point
fixe isolé de f* et les indices Ind;(0) et Ind;+ (0} de 0 comme point
fixe de f ou de f* sont égaux (cela n'est plus vrai sans I’hypothése

Dof =id).

Les difféomorphismes C1-proches de I'identité apparaitront dans
ce livie comme holonomies, ou applications de premier retour, des
feuilletages C-proches d*une fibration, le long des lacets dans les
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fibres. Nous venons de voir que de tels diféomorphismes se com-
portent localement presque comme des translations, et que la com-
position revient & faire la somme des vecteurs de translation.

On obtient ainsi des presque-morphismes du groupe fondamen-
tal de la fibre, 4 valeurs dans l'espace vectoriel tangent & une trans-
versale. Il est alors naturel que le vecteur de translation associé i
un lacet nul en homologie soit trés petit ...

Le but du Paragraphe ¢) est de formaliser, d’aprés Thurston, la
notion de presque-morphisme. Nous verrons au Paragraphe f) les
conséquences que 1'on peut en tirer pour les applications de premier
retour ou les holonomies,

e) Cocycles de Thurston

Au Paragraphe d) nous venons de voir que P'application qui, &
tout difféomorphisme f, Cl-proche de I'identité, associc le vecteur
f{x) — = (z fixé) est presque un morphisme & valeur dans RY,
Thurston a précisé cette notion de presque-morphismes: ce sont ses
(B!, &)-cocycles.

Soit G un groupe de génération finie, et soit B = {ay,..., 05}
une famille finie de générateurs de @, invariante par passage 3
I'inverse et contenant I’élément neutre. Pour tout £ € N, on note
B! I'ensemble des produits de I'éléments de B. Remé.rquons que
G=r B

DEFINITION 4.3.E-1, Soient £ € N et £ > 0. On appelle (8¢,¢)-
cocycle A valeurs dans RY une fonction :Bf — RY telle que
i (@) +79(8) — ¥(aB) |< & pour tous a, 3 € B tels que of € B
Un tel cocycle est dit normal si maxaeg || v(e) |= 1.
REMARQUE 4.3.E-2. Pour tout £ € N et £ > 0 Pensemble K(¢,¢)
des (B‘, £)-cocycle normaux est compact: en effet tout (BY,¢)-co-
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cycle normal v: B* — RY est borné par £(1 +¢). Les compacts
K{£,c) sont croissants (pour l'inclusion) en e,

Thurston remarquait que, si I'on fait tendre £ vers 0 puis £
vers V'infini, ces presque-morphismes (les (B%, €)-cocycles normaux)
convergent vers des morphismes de G dans R¥, non nuls puisqu’ils
prennent une valeur de norme 1 sur B. On en déduit, si Hom (G, R)
= (), pour £ assez grand et ¢ assez petit, 'ensemble K (£,¢) des
(B¢, £)-cocycle normanx est vide.

On aura besoin d'un résultat légérement plus précis que celui de
Thurston: ce sera le Lemme e-5 ci-dessous, Ce lemme utilise des
notations trés classiques d’algdbre, que nous rappelons bridvement:

On note H1(G,R) = Hom(G,R) l'ensemble des homomor-
phismes de G dans R. C’est un espace vectoriel de dimension finie
sur R (car G est finiment engendré).

On note H;(G, R) le dual de H*(G, R): c’est un espace vectoriel
sur R de méme dimension que H'(G,R). On peut le construire de
ia manidre suivante: H, (G, Z) est P'abélianisé de G. C'est un groupe
abélien de type fini. L’ensemble de ses éléments d’ordre fini est
un sous-groupe T appelé torsion. Le quotient Hy (G, Z)/T est iso-
morphe & Z*F, k € N. Alors Hy(G, R) est Pespace vectoriel sur R ad-
mettant comme base une base du groupe H:(G, Z)/T (H\(G,Z)/T
est un sous-groupe de l'espace vectoriel H;(G, R), comme Z* est
un sous groupe de R*).

Pour tout éiément g € (7, on appellera classe d’homologie réelle
de g la projection naturelle de g sur H, (G, Z)/T C Hi(G,R). On
la notera [g].

PROPRIETE 4.3.E-3; La classe d*homologie lg] de ¢ € G est nulle
8i et seulement si tout morphisme ¢ de G dans R vérifie ¢(g) = 0.
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REMARQUE 4.3.E-4. Si F est une variété compacte on a bien siir
Hl(F,R) = Hl(?l'l(F),R).
On peut & présent enoncet le Lemme e-5:

LEMME 4.3.E-5. Sia; € B tel que sa classe d’homologie réelle [o;] €
H1(G,R) soit nulle. Pour tout n > Q, il existe £ ¢ N* et £ >
0 tels que, pour tout (BY, e)-cocycle normal y: B! —» RN, on ait:
I v{ex) fl< 7.

DEMONSTRATION: Elle se fait par 'absurde:

Pour tout € < 0 et tout £ € N*, notons K7(¢,£) 'ensemble de
(B*,€) cocycles normaux 7 tels que || v{a) || n. C’est un compact,
et I'on suppose qu’il est non vide pour tout £ et tout £ > 0.

Notons, pour tout £ € N, K?(f) = [, K7(f,£). Clest un
compact non vide car intersection de compacts non vides emboités,
Un élément ¥ de K"(£) est une application v: B® — RY ayant les
trois propriétés suivantes: || y(ei) |2 m, sup,,es | 7(2y) =1, et
v(af) = v(a) + v(8) pour tous a, § € B tels que aff € B

Notons k7(£} ’ensemble des restrictions & B des éléments de
K7(£). Clest un compact non vide, et la famille {k"(£)}sen~ est
décroissante pour l'inclusion.

Notons k7 = [}, k7(£): c'est un compact non vide. On vérifie
facilement que tout élément yek? est une application y: 8 — R¥
telle que || y{as) > 0 ,supq,es (| ¥{os) |= 1, et telle que v se
prolonge en un homomorphisme de G dans RV,

On obtient ainsi des homomorphismes de G dans R¥ qui ne
s'annulle pas en o, ce qui est en contradiction avec I'hypothése

[cs) =0,
On vient de montrer par I'absurde gqu'il existe fec N* et £ > 0
tels que K™(¥, ) soit vide: le Lemme e-5 est donc prouvé, O
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f) Applications de premier retour et holonomies des feuil-
letages C'! - proches d’une fibration

Soit F un feuilletage défini par une fibration p: M — B de fibre
F, et 80it {F*},cs une Cl-déformation de F parametrée par un
espace localement compact, pointé en 0, {5,0).

Soit 7" une transversale du feuilletage F relativement compacte

dans une autre transversale.

Pour s assez voisin de 0, T est une transversale du feuilletage
F.. Quitte & restreindre §, on suppose donc que T est transverse 3
tous les F,.

Soit O un ouvert de M contenant le point xq, assez petit pour
que 71 {Fy, y) soit canoniquement isomorphe & 71 (Fy,, 2o} pour tout
v € 0. Notons U C U’ deux ouverts relativement compacts de 7,
d’adhérence contenue dans O, et tels que U’ contienne adhérence
de U,

On suppose enfin qu’il existe des coordonnées locales définies sur
O: ainsi TN O est considéré comme une sous-variété d'un RN N €
N.

Regardons la déformation {F?},cs comme un feuilletage F5,
au dessus de S sur M x S (voir Chapitre 1,5).

Pour tout e € 71 {Fy,, 2o}, il existe un voisinage 5 de 0 dans §
tel que Pholonomie A du feuilletage F° le long de o x {0} est définie
sur U’ x §%. On a vu que A$ est de la forme (z,5) — (hi(z),s) o
h?, est un difffomorphisme de /' dans T variant continfiment avec
s pour la C'-topologie. De plus kY est l'identité de U’ puisque F°
est défini par la fibration.

Enfin, pour tout o, 8 € m(F;,,xg), pour tout s assez proche de
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0, h%, hg et hs sont définis sur U’ et l'on a:
hog = hhohl.

Soit B = {a1,...,2,} une famille de générateurs de my{Fy,, zg)
invariante par passage & l'inverse, et contenant 1’élément neutre.

On note B, € € N, I'ensemble des preduits de 'élément de B.

Pour tout z € U notons m = sup,,cg || A%, (x) —z || (o0 ]a
différence h} (z} — z est & considérer dans les coordonnées locales
fixées sur O).

Pour tout z € U tel que mp # 0, pour tout & € m (Fr,, o) et
tout s € 5%, on note yi{a) = ;- (h4(z) ~ ).

Donc tout £ € N, pour s assez petit, pour tout z tel que m; # 0
Papplication & — v2(a) est définie sur B '

LEMME 4.3.F-1. Soient ¢ > 0 et £ € N*; pour s assez proche de 0,
pour tout € U tel que m, # 0, v est un (B, ¢)-cocycle normal.

DEMONSTRATION: Pour s assez petit, les A%, sont C'-proches de
l'identité. Donc, d’aprés le Lemme d-1, pour s assez petit, pour
tout produit de 2¢ &léments du type a;,a = o4, ... 04,,, 00 &:

22 .
I (44(@) - 2) = 3 (k3 (&) — @) < Sz, pour tout z € U.
1

G‘,

On en déduit facilement le Lemme 1. 0

COROLLAIRE 4.3.p-2, Soient f1,...,8; € mi(Fe,xo) dont les
classes d’homologie engendrent H,(F.,, Z)/Torsion. Soit o €
71{Fzq, To) dont la classe d’homologie réelle soit nulle. Alors, pour
tout 5 > 0, pour ¢ suffisamment proche de 0 on a:
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1) pour tout x € U, || hi(z) - z [|< nsup; |} A, (z) ~z ||, et
pour tout j,|| kg, (z) — b3, (z) (1< oup; | k(=) — = |.

2) il existe un voisinage Sy de 0 dans S tel que pour tout s € Sg,
si x € U est un point fixe commun aux hg,, alors la feuille de F*
qui passe par z est une feuille compacte proche d’une fibre,

DEMONSTRATION:

1) Choisissons la partie génératrice B = {aa,...,an} de facon
qu’elle contienne les 3; et o, et de facon que les seuls éléments
de B dont la classe d’homologie réelle soit non nulle soient les 3; et
les 377

D’aprids le Lemme e-5 et le Lemme £-1, pour s assez petit, pour tout
élément o € B de classe d’homologie nulle, pour tout z € I on a
| hao{z) — z II< F sup,,ep || %, (x) — = ||. Done, pour tout z & U,
Pélément de B qui réalise sup,¢ p || 23, (z) — = || est I'un des f5; ou
des 8. 1l est alors facile de conclure ce point.

2) D’aprés le point 1) un point fixe x commun aux k§, est un point
fixe commun A tous les Y ,o; € B. Comme la partie B engendre
le groupe fondamental de la fibre, d'aprés la Proposition 2, g-3, la
feuille de F* qui passe par x est compacte et proche d’une fibre. [0

COROLLAIRE 4.3.F-3 (Langevin-Rosenbery [LR1]). Si la fbre F
vérifie H,(F,R) =0, alors tout feuilletage ', C'-proche de F, a
toutes ses feuilles compactes et proches d’une Bbre: F” est conjugué
& F par un difféomorphisme de classe C,

DEMONSTRATION: Ce théordme est 3 l'origine d’une grande partie
de ce livre, Le Corollaire -2 en est une généralisation. FEn effet
d’aprs le corollaire f-2, pour toute C'-déformstion {F*},cs de F,
pour # assez proche de 0, tout point z est point fixe de toutes les
holonomies A%: la feuille de F* qui passe par x est donc compacte
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et proche d'une fibre. Comme cela est vrai pour toute déformation
de F, cela est aussi vrai sur tont un voisinage de F dans Foll(M).
{u|

REMARQUE 4.3.F-4,

Cette partie a 66 écrite dans le cadre des déformations de I*holo-
nomie de F sur une transversale T

Les résultats montrés sont encore valables pour les applications
de premier retour. Les démonstrations étant identiques, on ne
réécrira pas ’ensemble des lemmes et corollaires.

Le plus pratique est de considérer les applications de premier
retour ﬁ':' définies sur le fibré normal, c’est-&-dire les applications
de premier retour des feuilletages F, = ¢~ 1(F,) od ¢: N — M est
le fibré normal du feuilletage F (voir la Partie 2.f). En effet, on a
alors:

Hof = Af o HE.
De plus, pour tout point z, H2(2) est un point sur la fibre de ¢
passant par z. Cette fibre étant un espace vectoriel, la différence
H%(z) — z a un sens sans qu'on ait A passer par des coordonnées
locales. De méme, la norme sur une fibre de ¢ est donnée & partir
d’une métrique sur M.

§4 Comparaison des déformations de deux feuilletages

On & vu, au Chapitre 3.5, comment utiliser le théordme de réali-
sation des déformations de Pholonomie (voir Chapitre 1.5) pour
construire une déformation sans feuilles compactes d'un feuilletage
défini par une fibration, et en déduire alors l'instabilité de la fibze.

Le but de cette partie est de montrer que le théordme de réalisa-
tion des déformations de ’holonomie peut servir & comparer les
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déformations de deux feuilletages:

L'idée, due 3 A. Haefliger, est que, si deux feunilletages ont
des groupoides fondamentaux équivalents, alors leurs ensembles de
germes de déformations sont en bijection naturelle. Par exemple,
pour toute fibration p: M — B dont la fibre F vérifie m, (F) = Z7,
il existe une fibration en tore T™ qui aura les mémes déformations.

a) Comparaison des groupoides fondamentaux de deux
feuilletages

Soient M et N deux variétés compactes, soit F un fenilletage sur
M, et soit ¢ une application différentiable de N dans M, transverse
au feuilletage F.

Notons G = ¢~ 1(F): c’est un feuilletage sur N de méme codi-
mension que F et 'image de toute feuille de G est contenue dans
une feuille de F.

Soit 7: T — N une tranaversale complte du feuilletage G. Alors
por:T — M fait de T une transversale du feuilletage F, qui n’est
4 priori pas compléte (sauf si I'image de  rencontre toute feuille
de F).

Soit 7¥ une transversale complite du feunilletage F contenant T

On notera p,: II(G, T) — II(F, T") I'bomomorphisme qui & tout
élément de II{G, T') représenté par un chemin + sur une feuille de G
associe ’éiément de II(F, T') représenté par @ o .

Cas des flbrations:

Soit F le feuilletage défini par une fibration p: M — B de fibre
F. Notons n la dimension de H;(F,R). On a vu au Chapitre 3.4
qu'il existe une fibration en tores ™, ¢: £ — B et une application
différentiable i, transverse au feuilletage & défini par la fibration
g, telle que F = ¢~}(§). De plus ¢ induit sur chaque fibre un
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isomorphisme ¢, de H(F, Z)/Torsion sur. 5y (T™, Z).

Soit T une transversale compléte du feuilletage F. Le fait que T
soit compléte signifie que p(T) = B. Donc ¢{T') est une transversale
compidte du feunilletage G.

Considérons ’homomorphisme p,: II(F,T) — IL(G, »(T)) cons-
truit ci-dessus. On voit facilement qu'il est surjectif.

Soit 7, et g deux éléments de II{F, T). Alors ¢, (1) = w.(72),
si et senlement si 4; et 42 ont méme source x et méme but y, et
que 7; -4, * appartient au noyau de la projection de m,(F,, z) sur
H,(Fz, Z)/Torsion.

EXEMPLE:
Si m(F) = Z", alors @, est un isomorphisme de II{F,T) sur
G, T).

b) Fibrations se comportant comme des fibrations en tores

Gardons les notations ci-dessus (F défini par la fibration p:
M -+ B de fibre F, § défini par la fibration ¢: E — B, de fibre le
tore T™, et po: M — E,¢~1(G) = F).
HYPOTHESE: On suppose le noyas N de la projection de 1 (F) sur
H\(F,Z)/Torsion est finiment engendré et que Hi{N,R) = 0,

Choisissons une transversale compléte T du feuilletage F, rela-
tivement compacte dans une autre transversale plongée dans M,

Soit F5 = {F*},es une C'-déformation du feuilletage F, et soit
HS:I{(F,T) — Diff $°N(T) Ia déformation de I'holonomie de F
induite par ¥5.

LEMME 4.4.B-1. Soit v € II(F, T} un élément de source et but x,
dans le noya N, de la projection de 7 (Fy, z) sur H1(F;, Z)}/Torsion.
Alors H5(7) est le germe en (x,0)} de Videntité de T x S.
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DEMONSTRATION: C'est exactement le Lemine 3.f-1 et les Corol-
laires 3.f-2 et 3.f-3, en prenant pour B une partie génératrice de NV,
au lieu de m{F,,z). )

COROLLAIRE 4.4.B-2. 5i 1 ef g sonut deux éléments de II(F,T)
tels que p.(11) = @a(v2) alors les germes d’holonomie déformée
HS{7,) et H5(+;) sont égaux.

COROLLAIRE 4.4.B-3. Il existe une O~ déformation G% du feuil-
letage G telle que le germe de déformation de F représenté par F5
soit équivalent & celui représenté par ©~1(GY).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE B-3: D’aprés le Corollaire b-2,
I’homomorphisme H3: II{F, T) — Diff (5:9)(T') passe au quotient en
un homomorphisme H'":II{G,T) — Diff $9(T) qui est un germe
de déformation de I’holonomie de F.

D'aprés le théordme de réalisation des déformstions de 1'holo-
nomie, il existe une déformation G¥ = {G*},cs du feuilletage G,
telle que la déformation de Pholonomie de G induite par ¢5 soit le
morphisme représenté par H -

Pour s proche de 0, ¢ est transverse & G*; donc ¢~ (G¥) définit
un germe de déformation de F et le germe de ’holonomie de F
induite par ¢~1(G7) est le morphisme représenté par 5. Donc les
germes de déformation de F représenté par FS et par ¢~ (%) sont
équivalents.

COROLLAIRE 4.4.B-4. La fibre F de la fibration p:M — B est
C!-stable, si et seulement si Ia fibre T™ de Ia fibration ¢; E — B est
Cl_gtable,

DEMONSTRATION; Si la fibre T de ¢: E — B est instable, il existe
une Cl.déformation {§*}.es du feuilletage G telle que, pour s
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proche de 0, ¢~1(G*) n’a pas de feuilles compactes proches f'une
fibre: Ia fibre I est donc C-instable.

Réciproquement, si F' est Cl-instable, on peut choisir une C-
déformation {F*},cs de F, telle que, pour s proche de 0, F? n'ait
pas de feville compacte proche d’une fibre. La déformation {F*},cs
est équivalente & une déformation {p~(G*)},es o {G*}4es €8t une
C'-déformation de §. On montre facilement que, pour a proche de
0, G* n’a pas de feuilles compactes proches d’une fibre: la fibre T
est donc C-instable. -]

c) Fibrations telles que Hy(F,R)=R

(On garde les notations précédentes),

En général, sans I'hypothése faite au b), une déformation de
I'holonomie de F ne passe pas au quotient en une déformation de
I'holonomie de G.

Cependant, supposons H;(F,R) = R. Le feuilletage G est donc
défini par une fibration en cercles. Soit H® une déformation de
I'holonomie de F. Soient o et 3 deux éléments de II(F,T) de
méme source et but x. On suppose que la classe d’homologie [8] €
H(F.,R) est non nulle, et que celle de o est nulle. D*aprés le
Corollaire 3 - f-2, le germe H5(a) est trds petit devant H5(5).

Nous verrons au Chapitre 6 comment on peut négliger les germes
de déformation de I'holonomie des lacets nuls dans I'homelogie de
la fibre. Ainsi, la déformation HS de Pholonomie de F va presque
passer au quotient en une déformation de I'holonomie de G.

Les résultats sur la C-stabilité de la fibre F des fibrations telles
que Hi{F,R) = R, vont donc se déduire des résultats de stabilité
de ]a fibre des fibrations en cercles.
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C'est donc par les fibrations en cercles que nous allons commen-
cer cette étude,
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Chapitre 5

LES FIBRATIONS EN CERCLES

Le Chapitre 3.1 présentait un type de déformations des fibra-
tions en cercles A partir d'un champ de vecteurs sur la base B ou
sur un revétement m B — B 4 deux feuillets de la base. On en
déduisait, des conditions simples (x(B) == 0 ou x(x) == 0) pour que
la fibre §! soit C™-instable.

1l existe bien slir de nombreuses déformations des fibrations en
cercles ne provenant pas d’'un champ de vecteurs sur B ou sur B.
Cependant, si les conditions ci-dessus ne sont pas remplies, alors
la fibre est CC-stable. (Pest ce qu'exprime le Théordme A, dont la
démonstration est le but de ce chapitre:

THEOREME A. Soit B une variété compacte.

a) (Seifert, Fuller) Supposons que la dimension de B soit paire, et
que Ia caractéristique d’Euler x(B) soit non nulle. Alors, pour toute
fibration en cercles de base B, la fibre est C-stable.

b) Supposons que la dimension de B soit impaire. Soit p: M — B
une fibration en cercles, et soit m: B — B le revétement des orien-
tations des fibres de p. Si x() est non nul, alors la fibre est C°
stable.

{On rappelle que x(x) € Z/2Z o été défini au Chapitre 3.3).
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Seifert a montré le Théoréme A en 1950, dana le cas on la base
eat de dimension 2 (voir [Sei]). Il s’intéressait en fait aux champs
de vecteurs de la sphére 93, proches de la fibration de Hopf.

Dans le cas ot la fibration est orientée, et la base de dimen-
sion paire, le théoréme découle simplement d'un résultat de Fuller
(1968): Fuller montre que l'on peut associer un indice & tout com-
pact isolé K d’orbites périodiques d’un champ de vecteurs X. Si cet
indice est non nul, tout champ proche de X aura une orbite fermée
proche d'une orbite de K.

Dans le cas d'un champ de vecteurs X non nul, tangent aux
fibres de la fibration en cercles p: M — B, on choisit comme com-
pact K Pensemble des fibres (parcourues une seule fois). L'indice
de K est égal A la caractéristique d’Euler x(B).

Ce chapitre présente la démonstration de Seifert (cas ot dimB =
2), puis celle de Fuller {(adaptée au cas des Bbrations non orientées).

S. Druck et S. Firmo ont trouvé une simplification importante
de la preuve de Seifert, dans le cadre d*une C-stabilité (voir {DF].
Je présente de fagon détaillée cette démonstration, relativement
gimple, qui fait appel & des outils que Yon retrouvers & de nom-
breuses reprises: applications de premier retour, difféomorphismes
C*-proches de ’identité. C’est aussi un choix esthétique: je trouve
cette démonstration trés jolie. (une autre démonstration dans le
cadre de la C!-stabilité avait déja été donnée par G.Reeb [Re2)).

La démonstration du Théoréme A utilisant le Théoréme de Ful-
ler ne 8'appliquait qu’aux fibrations orientées. Je présente ici une
démonstration personnelle, dans le cadre de la C%-stabilité de la
fibre d'une fibration, orientée ou pas. Cette démonstration fait ap-
pel & des moyens élémentaires, le principal outil étant la notion
d’indice pour un compact isolé de points fixes d'une fonction.
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En appendice, nous verrons comment adapter cette démons-
tration pour montrer le Théoréme de Fuller pour les champs de
vecteurs (non tangents & une fibration). Il faut signaler que, outre la
démonstration initiale de Fuller [F), il existe déjd une démonstration
du Théordme de Fuller, faite par Chow et Mallet-Paret
[CM-P], utilisant la théorie des bifurcations.

81 La démonstration de Seifert (base de dimension 2)

Le but de cette partie est de présenter la démonstration de Sei-
fert du Théoréme A, quand la base de la fibration en cercles est une
surface § de caractéristique d'Euler x(S) non nulle {on présente en
fait la version simplifiée due & Druck et Firmo).

a) Notations

Soit S une surface compacte de caractéristique d’Euler x(8) # 0.

Soit p: M — § une fibration de fibre le cercle §*. On suppose
que p est orientée, et on choisit continiment une orientation de
chaque fibre (le cas ol p n’est pas orientée est traité en fin de cette
partie). On note F Je feuilletage défini par cette fibration.

Choisissons deux disques compadts D et D’ sur S, D contenu
dans Pintérieur de I¥, et on se fixe une trivialisation w:p~1(D')
D' x S '

On note q: N — M le fibré normal, o: M — N la section nulle, et
@: N — M une submersion définie au voisinage de la section nulle,
oo = idy, définissant sur M un champ de disques {D.}zenm
transverse au feuilletage F (voir Chapitre 2.1.a). On suppose de
plus que, si p(z) appartient au disque D' alors le disque D, est
inclus dans ie facteur horizontal passant par z, [ x {z}, de la
trivialisation 7.
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On rappelle que pour tout z € M, il existe un disque D,dela
fibre ¢—1(z), centré en o (x), tel que la restriction de & D, soit un
difféomorphisme de Dy sur D,.

Tout feuilletage F' suffisamment C'-proche de F est transverse
au champ de disques {D;}. Comme la fibration est orientée, on
peut définir 'application globale de premier retour de F sur le
champ de disque {D;} (voir le Chapitre 4.2.d).

On note f: M — M lapplication de premier retour de F' sur
{D,}. C'est un difféomorphisme C'-proche de lidentité, et pour
tout £ € M, on a:

f(z) = x & la feuille de 7' passant par x est une feuille compacte
proche d’une fibre.

b} Démonstration du théordéme

La démonstration se fait par Pabsurde: on suppose qu'il existe
un feuilletage F', aussi C'-proche que l'on veut de F, sans feuille
compacte proche d'une fibre: son application de premier retour f
est donc sans point fixe.

Pour tout z, f(z) appartient au disque D,. Notons f(z) le
point du disque D, (dans la fibre g~ (z) du fibré normal) tel que
¢(f(z)) = f(z). L'application f:M ~ N ainsi définie est une
section diffiérentiable du fibré normal. De plus, comme f est sans
point fixe, f est disjointe de la section aulle.

Rappelons que, pour tout z € M, p.: T, M — Tp(;)S induit un
isomorphisme de la fibre ¢~*(z) du fibré normal sur Ty, (S).

Notons g{z) = ﬁg}ﬂ (ot |} + ]| est une métrique riemannienne
sur S): g est une application différentiable & valeurs dans le fibré
unitaire tangent (T'S); de S. Rappelons que (T°S); est un fibré en
cercles sur §, puisque S est de dimension 2.
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Pour tout y € § notons gy:p™(y) — (7,51 1a restriction de g
& la fibre p~}(y). Remarquons que (7,5); ¢st un cercle muni de la
métrique induite de celle de §.

Comme Papplication g, dépend continfiment de y, sa classe
d’homotopie ne dépend pas du point y.

LEmMa 5.1.8-1. Pourtouty € 8, I'application g,: p~(y) — (T,S)
est homotope & zéro.

Ce lemme représente la principale difficulté du Théoréme de Sei-
fert. Il fera ’'objet du Paragraphe c). Voyons comment en déduire
le théoréme:

REMARQUE 5.1.B-2. A toute application h, homotope & zéro, d'une
variété compacte E dans un cercle $' (muni d’une métrique) on
peut associer canoniquement un élément du cercle.

En effet, soit II: R. — 5! le revétement universel de §7. L’appli-
cation A: E — §* se reltve en une application h: E — R, car h est
homotope & zéro. L'image de E par h est un segment [, On associe
A h la projection par II du milieu du segment I {le milieu au sens
de la métrique sur R relevée de celle de 5'). Clest un point de S*
ne dépendant pas du relevé b choisi,

D’aprds la remarque ci-dessus, A tout point y € § on associe le
vecteur unitaire », € (T, 5)) cancniquement associé & I'application
gy- On a ainsi construit sur § un champ de vecieurs unitaires, donc
non singulier, ce qui est contraire & hypothése x(S) # 0. Cette
contradiction conclut la preuve du théoréme. O

REMARQUE 5.1.B-3. La raison essentielle, pour laquelle la démons-
tration de Seifert ne se généralise pas pour des bases B de dimension
dim B > 2, est la suivante:
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Le fibré unitaire tangent (T'B); est un fibré en sphires. Les
applications g,:p~1(y) — (T, B); sont des applications d'un cercle
(la fibre) dans une sphére. Le probiéme est qu'on ne sait pas associer
canoniquement un point de la sphére & une telle application.

c¢) Démonstration du Lemme b-1

C'eat ce point qu’ont simplifié 8. Druck et 8. Firmo. Clest ici
qu’est utilisée 'hypothése: F' est Cl-proche de F.

Comune on I'a remarqué, il suffit de montrer qu'il existe y € §
tel que g, soit homotope & zéro. Choisissons y dans l'intérieur du
disque D. En utilisant la trivialisation , on se raméne au probléme
suivant:

Soit Dy et D, les disques de rayon 1 et 2, centré en 0 = (0,0)
de R2,

Soit F le fevilletage défini par la fibration triviale Dz x §' — Dy,

Soit 7' un feuilletage Cl-proche de F, sans feuille compacte
proche d’une fibre. Soit f:D; x §' — Dy x $' Papplication de
premier retour de F' sur le champ de disques Dy x {a}, o € §.
Elle est de la forme f(z,a)} = (fu{z), a). De plus, elle est sans point
fixe puisque F n'a pas de feuille compacte proche d'une fibre,

Dans ces notations, le Lemme b-1 8’exprime de la fagon suivante:

LEMMA 5.1.c-1. Soit € Dy. L'application g,: 8! — R2 — {0}
déBinie par g;(a) = fo(z) — x est homotope & zéro dans B2 - {0}.

La démonstration de ce lemme est le but de tout le Paragraphe c.
REMARQUE 5.1.0-2. Soit 4:8* — Dy x §' un lacet. On note
»(8) = (x(8), x(8)}. Notons g,: S* — R2 — {0} P'application définie
par gy(8)} = fae)(x(F)) — =(f). Alors la classe d’homotopie de
I'application g, dans R — {0} ne dépend que de la classe d’homo-
topie du lacet -y dans I x S*.
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le disque D, x {0}

& 00

le lacety

Figure 5.1,

On considere $* comme étant R/27Z.

Notons -y le lacet cbtenu en mettant bout 4 bout le segment de
feuille de ¥, joignant le point {(0,0) € D; x 5! au point {(0,0)) =
(£0(0),0), et le segment [0, fo(0)] x {0} du disque D, x {0} {voir
Figure 5.1). Ce lacet est homotope & une fibre.
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On va montrer que, pour F' Cl-proche de F, le vecteur f,(z)— =
reste dans un petit secteur angulaire de R2{0} quand (z, @} par-
court le lacet . Alors I'application g, sera homotope & zéro, ce qui
prouve le Lemme c-1, d'aprés la Remarque ¢-2.

Pour tout o € [0,2n] on note H,:(x,0) — (h4(z),a) I'holo-
nomie du feuilletage F’ de Dz x {0} sur Dy x {a}.

On vérifie facilement que 'on a:

- fo = has.

— fa=hao fyoh! (14 ol les 2 membres sont définis).
- — Le segment de feuille de F joignant (0,0} & (fo(0),0) est I'en-

semble des points (h,(0},0), a € [0, 2x].

REMARQUE 5.1.C-3. Le feuilletage F' étant Cl-proche de F les
applications h,, a € [0,2nr] seront C*-proche de lidentité. On
peut donc supposer que, pour tout « € [0, 2x], pour tout vecteur v
tangent 3 Iy en un point on A, est définie, on a:

| Ang((ka).(v),2) |< 15

CONSEQUENCE: Soient z et y € D3 tel que h, soit définie sur le
segment |z,y). Alors on a:

| Ang(ha(y) — ha()y - 2) |< I
D’apris Ia Remarque c-3 on a I'inégalité suivante:
| Ang(fa(ha(0)) = ha(0). fa(0) — 0) |=| Ang(ha(fo(0))
~ ha(0), fo(0) =0) [< {5

La variation angulaire du vecteur f,(z) —z est donc inférieure &
ﬁ quand {z, a) parcourt le segment de feuille de F' qui joint (0, 0)
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De plus, d'aprés 1a Remarque ¢-3, 'image par fo = ha, du seg-
ment [0, fo(0)] est un chemin différentiable joignant fo{0) & f3(0),
tel qu'en tout point le vecteur tangent positiverment orienté fait un
angle inférieur (en module) & J& avec le vecteur fo(0) — 0. On en
déduit facilement gque, pour tout point ¢ € [0, fo(0)] on a (voir
Figure 5.2):

Ang(fo(z) — =, fo(0) - 0) < 115

£,([0, £,

fo ©)
(%) <
0
0 x (O
Figure 5.2.

Donc pour tout (z,a) € v, on a:
x
Ang{Jal®) — 7, So(®) = 0) < I
L’application g, est donc homotope & zéro dans R? - {0}, ce

qui prouve le Lemme c-1, d'aprds la Remarque ¢-2.

d) Cas des fibrations en cercles non orientées

Soit p: M — § une fbration en cercles telle que les fibres ne
puissent pas &tre orientées continGment. Autrement dit, I'action du
groupe fondamental m; (B) sur H1{S?,R) = R n’est pas triviale.
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Notons IT: M — M et 7: S — S les revétements A deux feuillets
de M et S définia par les orientations possibles de la fibre: un point
# de § est la donnée d’un point z de § et d’une orientation de
p~1(z), un point § de M correspond A un point y de M et une
orientation de la fibre de p passant par y.

On note # M — § la fibration en cercles rendant commutatif e
diagramme suivant;

s —IL pr

§——5

[

-0

On voit facilement que § est une fibration en cercles orientée.

Supposons A présent que la caractéristique d’Euler x(5) soit non
nulle. Alors, x(8) = 2x(S) # 0.

D'aprés le thédoréme pour les fibrations en cercles orientées la
fibre de la fibration § est (l-stable. On en déduit facilement que
la fibre de la fibration p est C'-stable: en effet, supposons qu'il
existe 7/, C'l-proche du feuilletage défini par la fibration p, et sans
feuilles compactes proches d'une fibre; alors II-*(*’) est une C'!-
petite perturbation de la fibration p, sans feuille compacte proche
d’une fibre, ce qui contredit la C''-stabilité de la fibre de f.

§2 La démonstration de Fuller: un indice pour les flbra-
tions en cercles

Le but de cette partie est de donner une démonastration du
Théordme A, dans le cas générat

La démonstration proposée est trés fortement inspirée du travail
de Fuller: nous allons associer un indice aux feuilles compactes
proches dune fibre, d'un feuilletage 7' proche d’une fibration en
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cercles, et nous montrerons que la somme des indices des feuilles
compactes proches d’une fibre d'un tel fevilletage 7', ne dépend
pas du feuilletage F’ considéré: on a ainsi associé un indice 2 la
fibration en cercles, et la nullité de cet indice sera équivalente &
Iinstabilité de la fibre.

a) Construction de Pindice

Soit F un feuilletage défini par une fibration en cercles p: M —
B, B compacte connexe.

Soit F' un feuilletage CV-proche de F (au sens de la topolo-
gie des champs de droites) n’ayant qu'un nombre fini de feuilles
compactes proches d’une fibre.

Soit + 'une de ces feuilles compactes; notons-la 4% ou 4~ selon
qu’'elle est munie de I'une ou 'autre des deux orientations possibles.
Soit T une transversale de F coupant + en un point z, et soit H.+
I’holonomie de F* sur T le long de 4", Le point z est un point fixe
isolé de H.,+. L’indice de ce point fixe isolé ne dépend pas du choix
de la transversale T, ni du point z: nous |'appellerons 'indice de
~t et nous le noterons i(y*).

Si B est de dimension paire, alors i(y*) = i(y~}, et on no-
tera () cet indice. Si B est de dimension impaire, alors i(y*) =
—~4#{y~); ces deux nombres ayant méme classe modulo 2, nous note-
rons I(y) € Z/2Z la classe de i(y") et de i(y™).

Soient 71, . - . , Vs les feuilles compactes de F* proches d'une fibre,

- si B est de dimension paire, nous noterons i(F') = 3.7_,(v;)

€ Z.

~ 3i B est de dimension impaire, mais que ¥ (et donc aussi 7} est
orienté, on notera i(F") = Y0, #(1]) € Z, ok 4] est la feuille

J
«; munie de son orientation.
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~ 8i B est de dimepsion impaire, et que F n’est pas orienté, on
notera ¥(F") = 37 #(y;) € 2/22.

THEOREME 5.2.A-1 (Fuller). Avec les notations, i(F') (resp. ¥{F")),
ne dépend pas du feuilletage F' choisi C®-proche de F. On note
done i(F) = i(F')(resp. }{F) =3(F)}.

La démonstration de ce théordme est 'objet des autres para-
graphes de cette partie.

On calcule alors facilement #{F) on ¥{(F): on a vu (Chapitre
3.2) des déformations F;(X},t € R, du feuilletage F & partir d'un
champ de vecteurs X sur B (si F est orienté) ou sur le revétement
B de B. Choisissons X n'ayant qu’un nombre fini de singularités:
alore les feuilles compactes proches d*une fibre de F,{X),? # 0, sont
les fibres au-dessus des singularités de X, et I'indice de ces feuilles
compactes est égal & P'indice des singularités: la somme de tous les
indices est donc x{B) (si dim B est paire) ou x{n) (si dim B est
impaire}.

Le Théoréme A en découle facilement. O

b) Préliminaires, notations

On s'intéresse aux feuilletages C%-proches de F, pour la topo-
logie des champs de droites; précisons le sens de “C%-proche™: con-
sidérons une métrique sur M, et notons N le champ d’hyperplans
sur M, orthogonal & F. Soit " un feuilletage transverse & N. Alors
vecteur « tangent & J' s’écrit de fagon unique u = u, + 1 Ol
est la composante verticale (tangente & F) et u, la composante
horizontale {tangente & N).

On dira que F' est s-proche de'F si, pour tout vecteur « non
nul tangent & ' on a: H < E,
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REMARQUE 5.2.8B-1. 1l existe § > 0 tel que, pour tout ouvert I/ de
B, de diametre inférieur & &, il existe une section ;7 — M de la
fibration p, telle qu’en tout point le plan tangent & o(U) fasse un
angle inférieur A 75 avec V. En particulier, pour tout € €]0,1[, &
-gera transverse & tout feuilletage e-proche de F.

NOTATION: Soit u > 0; pour tout ouvert U de B on notera U_,
P’ensemble des points dont la distance 4 B — U est supérieure & i, et
U, l'ensemble des points de B dont la distance & U/ est inférieure
4 u. Bien siir U_, est un ouvert relativement compact dans U qui
est lui-méme relativement compact dans U .

REMARQUE 5.2.B-2. Pour tout g > 0, il existe e(p} €0, 1] tel que,
pour tout feuilletage Fy e(u)-proche de F, les propriétés suivantes
soient vraies:

— la projection par p sur B de toute feuille compacte de Fy,
proche d'une fibre, a un diameétre inférieur 4 %p. En particulier,
pour tout ouvert V de B, si une telle feuille rencontre p~1(V_,),
elle est contenue dans p‘l(V__i u)

- soit IJ un ouvert de B de diamétre inférieur & 6, et soit o: U —
M une section choisie comme dans la Remarque b-1. 5i la fibration
p n'est pas orientée, choisissons une orientation (locale} de F au-
dessus de U.

Alors P'application de premier retour de JFp sur o(U) est définie
en tout point de U&#‘ et est & valeurs dans U.

¢} Démonstration du Théoréme

LEMMA 5.2.C-1. Soit u > 0, soit € €]0,(n})| et soit U un ouvert
de B de diamétre inférieur 4 8.
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Soient Fy et Fi, deux fenilletages e-proches de F, cofncidant
hors de p~1(U_,), et n'ayant qu'vn nombre fini de feuilles com-
pactes proches d'une fibre. Notons i(Fo) et i(F1) (resp. #(Fo)
et I{F1)) la somme des indices de leurs feuilles compactes proches
d’une fibre. Alors on a:

i{Fo} = i(F1) (resp. 3(Fo) =%F1)).

DEMONSTRATION:

Pour tout ¢ € [0,1] on note F; le feuilletage de M défini de la
fagon suivante:

Soit x € M, et soit u un vecteur non nul tangent en  au feuil-
letage F: il existe des vecteurs vy et v tangents em z au champ
d’hyperplans N, tels que u + v dirige Fp et u+ vy dirige F;. Alors
t + (1 — thup + tu, dirige en z le fenilletage F;.

On a ainsi construit un chemin continu reliant F4 & 1, parmi les
feuilletages e-proches de F et coincidant avec Fo hors de p~{U,,).

Choisissons une section o: /' = M de p, comme dans la Re-
marque b-1. D’aprés la Remarque b-2, pour tout ¢ I'application de
premier retour de F; sur o(U) est définie sur U_;,. On la note
Je U"i a2 U

Les points fixes de f; sont les intersections de U(U-i p) avec les
feuilles compactes de F; proches d'une fibre. Remarquons que, si
une telle feuille rencontre o(U_3, — U_g,,) alors elle est disjointe
de U.,, d'aprés la Remarque b-2; donc F; et JFy coincident au
voisinage de cette feuille,. Comme JFy n’a qu'un nombre fini de
feuilles compactes, on en déduit que:

~ les points fixes de f; contenus dans U_y, — U_y, ne dépendent
pas de ¢,
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— ils sont en nombre fini,

1l existe donc s €]34, 2 u tel que, pour tout ¢, f; soit sans point
fixe sur le bord de U/_,.

Donc 'ensemble des points fixes de f, contenus dans I/_, est un
compact isolé de points fixes; or le note K;. Considérons son indice
(de Lefschetz) i(K;): c'est un entier variant continfiment avec £,
done il est constant (voir par exemple Leray [Le|, qui rappelle la
théorie de l'indice d’un compact isolé de point fixe d'un diféomor-
phisme local).

Comme F et 1 n’ont qu'un nombre fini de feuilles compactes,
Jo et fi ont un nombre fini de points fixes et donc i(Kp) et i{K,)
sont égaux A la somume des indices des points fixes de foet f. O

REMARQUE 5.0-1. Soit £ € U, un point fixe de fo (resp. fi)
Pindice de # comme point fixe isolé de fo (resp. fi) est égal &
Pindice de la feuille compacie proche d'une fibre de Fy (resp. F1}
passant par o (si la fibration n’est pas orientée et que B est de
dimension impaire, il faut prendre la classe modulo 2 de I'indice de
z).

Considérons les feuilles compactes, de Fo ou de Fi, proches
d’une fibre et rencontrant o{U_,). Nous venons de montrer que les
sommes (pour Fp ou pour F1) de leurs indices sont égales.

De plus Fy et F coincident au voisinage de leurs feuilles com-
pactes proches d'une fibre ne rencontrant pas o{U_,): en effet une
telle feuille ne rencontre pas #—{U,,).

On conclut facilement: {(Fp) = i(F1) (ou #{Fo) = H{F1)).

LEMMA 5.2.0-2. Soient I/ et V deux ouverts de B; on suppose que
le diametre de U est inférieur & §. Fixons p > 0 et € €]0,=(u)f.
Soient Fy et G deux feuilletages c-proches de F, coincidant sur
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p~1{V), et n'ayant qu’un nombre fini de feuilles compactes proches
d’une fibre.

Alors il existe un feuilletage F, e-proche de F, p’ayant qu'un
nombre fini de feuilles compactes proches d’une fibre, coincidant

avec Fy hors dep™? (U} et coincidant avec G sur p'l(V_FUU_a,,).

DEMONSTRATION: Choisissons une fonction différentiable ¢: B —
[0,1], égale & zéro sur B — U_g, et égale 3 1 sur U_g,.

Notons F] le feuilletage défini de la facon suivante: pour tout
x € M soit u un vecteur non nul dirigeant le feuilletage de 7. Soient
v et w les vecteurs tangents en r & N, tels que u + vy dirige Fg et
que u + w dirige §. Alors, u + p o p(z)w + (1 — @ o p{z))vp dirige
en r le feuilletage 7.

Le feuilletage F} coincide avec G sur p~ (VU U_2,) et avec Fy
hors de p'l(U_gn) (voir Figure 5.3), il est de plus e-proche de F.

§'=%F homy de p!
% =% =g mmpiv) i e

Au dessus du domaine achuré (U'i" (YuU, ),

et seulement li, Je femilletage F; peut &re
différent & 1a fois de 5, et de g.

Figure 5.3.

Le feuilletage F] peut avoir un nombre infini de feuillea com-
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pactes proches d'une fibre. Cependant, comme F] coincide avee
Fo hors de p”l(U_,;p), ses feuilles compactes proches d’une fibre et
rencontrant p~*(B — U_s,,) coincident avec celles de Fo (car elles
ne rencontrent pas pt (U_ §,.) d’aprés la Remarque b-2}; elles sont
donc en nombre fini.

De méme les feuilles compactes de Fi, proches d'une fibre et
rencontrant p_l(V_i ald U_g «) coincident avee celles de G, et sont
donc en nombre fini.

Notons W =U_y, — (V_3, UU_3,) (voir figure 5.4).

Figure 5.4.

Alors p~U{W) contient toutes les feuilles compactes de F
proches d’une fibre, sauf un nombre £ni.

On peut alors construire un feuilletage F;, coincidant avec F]
hors d'un voisinage aussi petit que l'on veut des feuilles compactes
de F}, proches d'une fibre et contenues dans p~*(W) tel que Fy
soit aussi proche que 'on veut de Fj, et qu’il n’ait gu'un nombre
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fini de feuilles compactes proches d’une fibre; on peut donc choisir
Fi e-proche de F et coincidant avec F} hors de p—}{IV. i)

Un tel feuilletage F, coincide avec Fy hors de p~1(U_,,) ct avec
¢ sur p~*(V_, U Us,), de plus il est e-proche de F et n’a qu’un
nombre fini de feuilles compactes proches d’une fibre, ce qui achéve

1a preuve du lemme. 0

DEMONSTRATION DU THEOREME:

On choisit deux recouvrements finis, {U/*} et {U"*},4 € {1,...,k},
de B par des ouverts de diamdtre inférieur & §, tels que I/ soit re-
lativement compact dans U;.

Notons m > 0 un minorant strict de la distance séparant tout
point de I de B — U}, pour tout i € {1,...,k}.

Notens 4 = k—';‘s

Notons V0 =9,V = U}
Vi, uUH.. Remarquons que V* = B.

Notons & = e{u).

3,0 €t on définit par itération: V! =

Soient Fp et G deux feuilletages s-proches de F. D’apres le
Lemme ¢-2 on construit facilement par récurrcnce une suite Fy,
Fi,-..Fg de feuilletages e-proches de F, n’ayant qu’un nombre fini
de feuilles compactes proches d'une fibre, et tels que:

- Fiy1 coincide avec F; hors de p_l(Uf';‘l .
- Fiy1 coincide avec G sur p~}{V+1), (En particulier F; = G).

D’aprés le Lemme c-1 pour tout j, i(F;) = i(F;41). En parti-
culier §(Fq} = é(G), ce qui achéve la preuve du Théor2me A, |
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Appendice 1

LE THEOREME DE FULLER

La Partic 2 a présenté le Théoréme de Fuller dans le cadre des
fibrations en cercles: cela ne représente qu'un exemple simple, celui
gui est utile (et nécessaire) aux autres chapitres.

Je me proposc maintenant d’exposer en détail le Théoréme de
Fuller dans son cadre général. Sous cette forme, il ne sera pas utilisé

dans les autres chapitres, et n'est présenté qu'a titre de complément.

§1 Introduction

Les orbites fermées d'un champ de vecteurs jouent un réle com-
parable & celui des points fixes, ou périodiques, d'un difféomor-
phisme. Il est facile d'associcr un indice & une orbite fermée isolée
d'un champ de veecteurs: 'holonomic (ou application de Poincaré)
de cette orbite a un point fixe isolé; par définition, I'indice de 'orbite
sera égal & lindice du point fixe isolé de son holonomie divisé par
la multiplicité de I'orbite.

Il cst connu que P'on peut associer un cntier appclé indice &
tout compact isolé de points fixes d’un difffomorphisme. Fuller a
généralisé cette théorie au cas des orbites fermées d'un champ de
vecteurs: il associe de fagon naturelle un nombre rationnel appelé
indice & tout compact isolé d’orbites fermées K d'un champ de
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vecteurs X, Cet indice est invariant par petites déformations du
champ X et représente donc un critére de stabilité du compact X:
gi I'indice $(K) est non nul, tout champ de vecteurs proche de X
possédera des orbites fermées proches de K.

Le calcul de cet indice se fait simplement: on choisit un champ
de vecteurs X' proche de X, et n’ayant qu’un nombre fini d'orbites
fermées proches de K: la somme des indices de ces orbites de X'
sera égale A i(K).

§2 Définitions. Construction de Vindice

Dans tout cet appendice, M sera une variété différentiable, pas
forcément compacte, munie d'une métrigue riemannienne. On note
X un champ de vecteurs de classe £ sur M (il suffit en fait que X
soit continu, mais définisse un flot) et I'on note X, le flot de X.

a) Compact isolé d’orbites périodiques.

Méme si M est compacte, 1'ensemble des points de A dont
Porbite par X est fermée n'est en général pas fermé dans M, et
donc pas compact. Cela rappelle ce qui se passe pour les points
périodiques d'un difféomorphisme.

ExXeEMPLE: Les points périodiques du difféomorphisme d’Anosov

(défini par la matrice (f i) € GL(2,2)) sur le tore T° sont

denses. Par suspension de ce difféomorphisme, on construit un
champ de vecteurs sur une variété compacte M, ayant ses orbites
fermées denses dans M. De plus, ce champ est structurellement
stable: tout champ voisin aura donc cette méme propriété,

Soit ¢ un difféomorphisme de M. Pour tout £ € N* fixé,
l'ensemble des points de péricde k est un fermé de M {donc un
compact 8i M est compacte).
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De méme que ci-dessus, pour parler de compact d'orbites fermées
d'un champ de vecteurs X, nous allons considérer les orbites avec
leurs périodes.

Considérons le produit M x]0; +oo[; on notera = = M x]0,+o0]
— M la projection. Le flot X, t € R, définit une application
(x,t) — X((x) définie sur un ouvert de Mx|0, +oo.

On dira qu'un point (z,t) € Mx]0, co| est périodique si X;(z)
est défini et que X (z) = =. Soit v lorbite de z. Si (z,1) est
périodique, alors pour tout ¥ € «, (y,t) est périodique. On dira
que (+,t) est une orbife périodique de période t. Si z n'est pas une
singularité de X, la plus petite péricde de z, ¢y = inf{t €0, R],
() périodique }, est non nulle; de plus % est un entier m, appelé

multiplicité de l'orbite (v, £).

REMARQUE 5.A.2.4-1. L’ensemble des points périodiques est fermé
dans M x]0,+oo[. Si U est un ouvert relativement compact dans
le domaine de définition du flot de X, et si le bord 87 ne contient
pas de points périodiques, alors l'ensemble des points périodiques
contenus dans U/ est compact.

DEFINITION 5.A.2.4-2. On appelle compact is0lé d’orbites pério-
digues du champ de vecteurs X tout compact K C Mx]0, oo,
el que K soit I'ensemble des points péricdiques contenus dans un
ouvert U,

DEFINITION 5.A.2.4-3. Si K est un tel compact, on peut choisir
Pouvert U relativement compact dans le domaine de définition du
flot de X et sans points périodiques sur son bord 8U. On dit alors
que {7 est un ouvert isolant pour K.

Soit K C Mx]0, +oo| un compact isolé d’orbites périodiques
de X, et notons k = x(K) sa projection sur M. C’est un com-
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pact, stable par le flot de X, et ne contenant pas de singularités du
champ X.

b} Perturbations d’un compact isolé d’orbites périodiques

On s'intéresse aux champs de vecteurs Y, C%proches de X.
Si la variété M est compacte, ||[¥|[o = sup e [IY(2}|| est une
norme définissant la CP-topologie sur Pespace des champs de vec-
teurs sur M.

Si M n'est pas compacte on ne dispose pas d'une telle norme.
Cependant, pour tout compact € de M, on dispose d'une semi-
norme, |{Y{|e = sup_c¢ [iY(<)||. Si I'on considére une suite crois-
sante de compacts (), dont Punion est M, |'ensemble des semi-
normes || ||c, définit la C%-topologie de I'ensemble des champs de
vecteurs sur M.

Soit K C Mx]0,c0[ un compact isolé d’orbites périodiques du
champ X, et soit IV un ouvert isolant pour K.

LEMMA 5.A.2.8-1. I! existe un voisinage V de X pour Ja C°-topo-
logie tel que, pour tout Y € V, le flot de Y soit défipi sur un
voisinage de l'adhérence de U, et que Y soit sans point périodique
sur le bord de U7,

Ce lemme est trés facile, et sa démonstration est laissée au lec-
teur. On donmne les indications suivantes:

— 8i M n’est pas compacte, on considére un compact ¢ C
M, contenant dans son intérieur le compact {X;(2)/3t1,(21,t1) €
U,t € [0,44]}. 1l suffit alors que || X — Yi|c soit assez petit pour
que le lemme soit vrai.

— X est sans point périodique sur le bord 8U qui est compact.
Ou en déduit:

(z.ggav d(X¢(z),z) >0
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LEMMA 5.A.2.B-2. Dans tout voisinage de X pour Ja C°-topologie,
il existe un champ Y n’ayant gqu’un nombre fini d’orbites périodiques
contenues dans U,

Ce lemme est un lemme classique de systéme dynamique (voir,
par exemple, la démonstration du théoréme de Kupka-Smale dans
[PM]).

Soit ¥ un champ défini par le Lemme b-2. Notons ¥; = {1 —
£)X +t¥,t € [0,1]. La famille Y}, ¢ € [0, 1] réalise une isotopie entre
les champs X et Y. 5i Y a été choisi suffisamment C%-proche de
X, alors pour tout ¢, le flot de Y; sera défini sur ’adhérence de U,
et Y; sera sans point fixe sur 8.

§3 Indice d’un compact isolé d’orbites périodiques (Théo-
réme de Fuller)

Soit Y un champ de vecteurs sur M, et soit {v,p) une orbite
périodique isolée de Y, de multiplicité m.

Soit T une transversale du champ Y en un point i € 7, et soit P
Papplication de premier retour de Y sur T alors y est un point fixe
isolé de P™. L’indice i, (y) de ce point fixe isolé de P™ ne dépend
ni du point y choisi, ni de la transversale T,

On note i(y,p) = L - im(y) € Q; c’est par définition, indice de
lorbite périodigue (v,p).

Soit k un compact isolé d'orbites périodiques du champ X et
soit I/ un ouvert isolant de K. Soit ¥ un champ CV-proche de X,
n’ayant qu’un nombre fini d’orbites fermées {v;,p;),j € {1,...,n},
contenues dans U. Notons iy (Y} = 3_;i(y;, P} € Q.

THEOREME (Fuller). Avec les notations qui précédent, iy (Y) ne
dépend pas du champ de vecteurs Y, n’ayant qu’un nombre fini
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d’orbites périodiques contenues dans IV, et choisi suffsamment C°-
proche de X. On note iy {X) = iy(Y'); de plus iy {X) ne dépend pas
de Vouvert isolant U de K choisi. On appelle done indice ix (K},
du champ X sur K, le nombre iy (V).

On déduit facilement du Théoréme de Fuller que l'indice ix (K}
eat invariant par les déformations du champ X ne créant pas d’orbite
périodique sur le bord de /. (’est ce qu’exprime la proposition

suivante:

PROPOSITION 5.A.3.-1. Soit {U:}ij0,1) une famille d'ouverts de
Mx

10, +00[ tel que I'urion |J,0,y Ur % {t} soit un ouvert de Mx|0,
+oo[x[0,1].

Soit { X }1gjo,) une famille de champs de vecteurs sur M, conti-
nue pour la C%-topalogie, et telle que pour tout t, Uy soit relative-
ment compact dans le domaine de définition du flot de X;, et que
le bord 8U, ne contienne pas de points périodigues de X,. Alors
P'ensemble des points périodiques de X, contenus dans Uy, est un
compact isolé d’orbites périodiques que 'on note K;.

Alors, pour tout £ € [0,1} ix,{Ko) = ix,(K;) =ix, (K1)

§4 Remarque sur la définition

Cette partie est destinée au lecteur qui, comme moi, aura été
surpris du fait que I'indice i(v, ), d'une orbite périodique isolée de
multiplicité m, soit égal 4 l'indice du point fixe isolé de 'application
de n*™® retour, divisé par m.

Voici d’abord, de fagon trés informelle 'idée intuitive:

On veut associer un indice & toute orbite périodique isolée, de
facon que la somme des indices des orbites contenues dans un ouvert
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fixé soit invariante par petites perturbations.

On a déja vu que la notion méme d'orbites périodiques isolées
oblige & les considérer avec leur période, et leur multiplicité... il
parait naturel que 'indice d’une orbite périodique v de multiplicité 1
soit égal 4 I'indice du point, fixe de son application de premier retour.

Cependant, si I'application de premier retour posstde des points
périodiques de périodes k, les orbites correspondantes, de multipli-
cité 1, rencontrent chacune & fois la transversale; leur indice est
donc compté k fois dans l'indice des points fixes de I'application
de k¥™¢ retour, alors que Porbite ~, prise avec multiplicité k, ne
correspond qu’a un seul point fixe.

Faire la somme des indices des orbites périodiques de multipli-
cité 1 revient, dans ce cas, & ne considérer Que 1 point fixe sur k:
d’ol l'idée de prendre pour indice de # {avec multiplicité k) V'indice
divisé par k du point fixe correspondant de I'application de k*™® re-
tour. La somme des indices des orbites périodiques est alors égale &
l'indice, divisé par &, de Pensemble des points fixes de 1'application
de k*™* retour: on en déduit facilement l'invariance par petites
pertubations.

Pour voir de fagon un peu plus rigoureuse cette idée, je propose
de regarder un exemple simple: celui des champs de vecteurs définis
par suspension d'un difféomorphisme.

Soit V une variété compacte et soit M =V x §1. On considere
le cercle S* comme R/Z on en déduit la coordonnée £ € S, et le
champ de vecteurs £ F sur M. .

On considére les champs de vecteurs de la forme X(z,t) =
v(z,t) + £, ol v(z,t) est un champ de vecteurs sur M tangents
aux facteurs V x {i}.

On considére V x {0}. On note fx la restriction & V x {G} du
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tempa 1 du flot du champ X: ¢’est un difféomorphisme de V isotope
& l'identité, Le champ X peut étre vu comme la suspension de fx.

Toutes les orbites périodiques de X ont des périodes entidres.

Pour tout n € N, notons K,(X) C M x [0,c0] Pensemble
des points périodiques de la forme (x,n). C’est un compact isolé
d’orbites périodiques, admettant U = Mx}n — §,n + [ comme
ouvert isolant.

Les orbites ~ telles que {v,n} soit inclus dans K,(X) sont les
orbites des points fixes de Papplication f3:V x {0} — V x {0}.

Remarquons qu’a une orbite (v,n) C K,(z) correspond exacte-
ment 2 points fixes de f3, ou m est la multiplicité de (v,n)}.

Soit {y,n) C Ku(X) une orbite périodique de multiplicité m, et
soient: zi,...,Za 'ensemble des intersections de v avec V' x {0}.
Ce sont des points fixes isolés de f§. Notons i(f%,z;} leur indice:
ils sont tous égaux A i(f%,z1).

La définition de Yindice de Fuller #(y, n) est:

nfm

i) = =ilfhe) = = 3 ilf}2y)
=t

Si X est tel que K,(X) est composé d'un nombre fini d’orbites
(c’est-d-dire que f} a un nombre fini de points fixes) alors on a:

i, (X) = E{i(v,n)/(v,n) C Ka(X)}

= %E{i(f}},x)/x € Fix(f3)}

= %x(V)

Le Théoréme de Fuller est donc évident dans ce cas, Pour tout
champ (X (z,t) = v(z, t)+ £, pour tout champ Y, C%-proche de X,
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tel que K, (Y) est composé d’un nombre fini d’orbites périodiques,
iy, (Y) est égal & 1x(V) donc est indépendant de Y.

§5 Démonstration du Théoréme de Fuller

a) Notations,

Soit X un champ de vecteurs d'une variété M.

Soit K € Mx]0,00[ un compact isolé d’orbites périodiques de
X, et soit U un ouvert isolant de K. Notons T = sup{t/3z, (=, 1)
e U}.

D’apris le Lemme 2.b-1), il existe un voisinage V de X pour la
CP-topologie tel que, pour tout ¥ € V le flot de Y soit défini sur
1'adhérence de U, et que Y soit sans point périodique sur le bord
8U. On notera Ky 'ensemble des points périodiques du flot de Y,
contenus dans U/,

On note Kx et ky les projections de K et de Ky sur M par
w: M x]0, 00[— M.

Si Ky est formé d’un nombre fini d'orbites périodiques on-note
w(¥)= Y, i(vp)

(1:P)C Ky

On a vu que, si M n'est pas compacte, la C%-topologie sur
Vensemble des champs de vecteurs sur M est donnée par un suite
de semi-normes ||Y{|c, = sup.ec, |[Y(2)]] od les C,, forment une
suite croissante de compacts recouvrant M (si M est compacte, une
seule norme suffit).

On dira que Y est s-proche de X, £ >0, si pour tout n < 1,
{|X =Y]le, < ¢. Les e-voisinages de X ainsi construits forment une
base de voisinages de X.

De plus, si Y1 et Yz sont e-proches de X, et si ¢: M — [0,1]
est une fonction différentiable, alors le champ {1 — ¢)¥; + Y3 est
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g-proche de X.
Enfin, pour tout cuvert O C M, pour tout u > 0 on notera:

O_, = {z € Od(z, M — O) > u}
Otn = {x € M/d(z,0) < g}

ol d est la distance sur M,

b} Quelques lemmes

La démonstration repose sur le lemme local suivant:

LEMMA 5.A.5.B-1. Pour toute orbite v C kx, il existe un voisinage
O de y dans M, et il existe ¢ > 0 tels que, pour tout couple (¥1,Y2)
de champs de vecteurs e-proches de X tel que ky, et ky, soient
composés d’un nombre fini d’orbites, et tel que Yy et Y; cofncident
hors de O, on a:

ir (Y1) = ip(¥2).
La démonstration du Lemme 5.b-1 est 'cbjet de la Partie 6).

DEFINITION 5.A.5.B-2. Un ouvert O de M est dit adapté & K si
kx M 80 est stable pour le flot de X.

LEMMA 5.A.5.B-3. Toute orbite ¥ C kx posséde une base de voi-
sinage par des ouverts adaptés 4 K.

DEMONSTRATION: Notons T = sup{t/3z, (z,t) € U}

Il suffit de remarquer que, pour tout cuvert E relativement com-
pact dans M, tel que E' x [--27, 2T} est inclus dans le domaine de
définition du flot de X, alors I'ensemble By = |J_r¢scq Xt(E) est
un ouvert adapté A X. (On montre facilement que E; est ouvert,
et que By Nkyx et E) Nkx sont stables par le flot de X). w}
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REMARQUE 5.A.5.B-4. Le Lemme 5.b-1 est encore valable si 1'on
remplace O par un autre voisinage 0 C O de v. En particulier,
d’aprés le Lemme 5.b-3, on peut supposer que O est adapté & K.

LEMMA 5.A.5.8B-5. Soient A et B deux cuverts de M. On suppose
que B est adapté 4 K. Fixons u > 0.

Alors il existe £ > ) tel qu’on ait Ia propriété suivante:

Soient Y et Z deux champs de vecteurs e-proches de X, coinci-
dant sur A, et tels que ky et kz soient composés d’un nombre fini
d’orbites périodiques.

Alors il existe un champ de vecteurs Yy vérifiant les propriétés
suivantes:

~ Y] est e-proche de X.
— ky, est composé d'un nombre fini d’orbites.
- Y] coincide avec Y hors de B,,.

~ Y1 colancide avec Z sur A_, UB_a,.

DEMONSTRATION:

Soit ¥: M — [0,1] une fonction de classe C°° égale 4 0 hors de
B et égale d 15i B_,.

Pour tout £ > 0, pour tout couple ‘(Y, Z) de champa e-proches
de X, tels que ky et kz scient composés d*un nombre fini d’orbites,
et tels que ¥ coincide avec Z sur A, on pose ¥p = (1~ ¥)Y +¢Z.
C'est un champ e-proche de X, qui coincide avec ¥ hors de B et
avec Z sur AU B_,,. Mais rien n'assure que ky, soit composé d'un
nombre fini d’orbites périodiques.

Notons C = B — B_, — A (voir Figure 5.5).

AFFIRMATION: Si ¢ es! assez peiil, pour tout couple (Y, 2) toute
orbite v C ky,, v € ky Ukz, renconire C.
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Figure A.1.

DEMONSTRATION: Soit 4 C ky, telle que 4 ¢ ky U kz, et telle que
- ne rencontre pas C. Alors on a:

— v o'est pas incluse dans A U B_, (sinon v C kz).

— « rencontre B — A (sinon 4 C ky).

— 7 ne rencontre pas B — (B_, U A) (par hypothese).

On en déduit que v rencontre M — B et rencontre B_,.

Si, pour tout £ > 0 on pouvait trouver (¥, Z) tel que ky, con-
tienne une telle orbite v, on en déduirait I’'existence d’une orbite
4 C kx rencontrant M —B et B_,. Ceci est contraire a ’hypothdse:
B adapté & K.

Donc; si € est assez petit, toute orbite ¥ C ky,, sauf un nombre
fini, rencontre C. Donc par une C™-perturbation de ¥, on cons-
truit ¥; coincidant avec Yy hors de Oy, e-proche de X, et tel que
ky, soit composé d’un nombre fini d’orbites. Le champ Y; vérifie
toutes les propriétés annoncées. a
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REMARQUE 5.A.5.B-6. Soit ¥ C kx une orbite de X, et O un
voisinage de « dont le Lemme b-1 assure ['existence. Soit B un
voisinage de v, adapté &4 K et relativement compact dans (. Alors,
pour tout g > 0 assez petit, By, est inclus dans Q. Reprenons les
notations du Lemme b-5; on a alors:

i(Y) = i(Yh).

c¢) Démontration du théoréme

On choisit deux recouvrements finis {O*} ct {8*},i € {1,...,n},
de kx par des ouverts de M tels que les ouverts B¢ soient adaptés
4 K et relativement compacts dans 0%, et que les ouverts OF soient
définis par }e¢ Lemme b-1.

On choisi g > 0 tel que, pour tout 1:,}5‘_‘F . S0it inclus dans 0%, et
que kx soit inclus dans I'union des B ,,,.

On choisit & > () tel que 'on ait les propriétés suivantes:

- pour tout Y e-proche de X, ky est inclus dans | JI_; Bi,,,,.

- pour tout #, pour tout couple (Y, Z) de champs de vecteurs e-
proches de X, tel que ky et kz solent formés d'un nombre fini
dorbites, et que Y et Z coincident hors de O, on &: iy(Y) =
iy (Z).

On pose A° = @, et on définit par itération A' = A*7} UBY,,.
Alors A® contient |Ji_; BL,, ,. Donc pour tout couple (¥, 2) de
champs e-proches de X, coincidant sur A", et tel que ky et kz
soient formés d’un nombre fini d’orbites, on a: iy (Y} = v (Z).

Awec ces notations, soient ¥ et Z deux champs de vecteurs e-
proches de X, tels que ky et kz soient formés d’un nombre fini
d’orbites périodiques.
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Alors, grice au Lemme b-5, on construit facilement par itération
une suite ¥ = Yy, Y1,...,Y, de champs vérifiant les propriétés
suivantes:

— Y; est e-proche de X.

— ky, est composé d’un nombre fini d’orbites périodiques.
— Y; coincide avec Y;_; hors BY .

- Y; coincide avec Z sur A%

Donc d’aprés la Remarque b-6, pour tout § € {1,...,n} on a:
tw (Y1) = i (¥s).

De plus, comme Y, et Z coincident sur A®, on a: iy(¥,) =
iuv(Z).

On vient de montrer que iy (Y) est égal & iy(Z).

Donc U'indice i (Y') est indépendant du champ Y choisi e-proche
de X, et tel que ky se compose d’un nombre fini d’orbites. On note
donc iy(X) cet indice.

Il reste & voir que iy {X) ne dépend pas de l'ouvert isolant I/ de
K choisi: soit V' C U un ouvert isolant de K. On voit facilement
que pour tout ¥ suffisamment C°proche de X, ’ensemble Ky (Y)
des points périodiques de Y contenus dans I est inclus dans V. On
en déduit que ig(¥) = iy (Y) et donc que ip{X) = iv{X). O

On notera donc ix(K) cet indice.

Le Théoréme de Fuller est démontré: il reste cependant 3 prouver
le Lemme 5.b-1.

§6 Démonstration du Lemme 5.b-1

Soit ¥ € ky une orbite périodique, et soit p sa plus petite
période. Notons I C N* I'ensemble des entiers i tels que orbite
péricdique (v, 1.p) soit incluse dans K. L’ensemble 7 est fini.
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Soit O un voisinage tubulaire de ¥ dans M, de la forme O =~
D x 81, ot D est un disque compact de R4™M-1 On choisit ce
voisinage tubulaire de fagon que le champ X soif transverse & tous
les D x {a},& € 8'. Done, pour ¢ > 0 suffisamment petit, tout
champ Y e-proche de X est transverse sux disques Dx{a}.

Fixons un point 0 du cercle 5. Pour tout champ Y e-proche
de X, on définit 'application de premier retour fy du flot de Y,
restreint & O, sur D x {0}. Un point £ € D x {0} est dans le
domaine de définition de fy si son orbite, pour les temps positifa,
coupe & nouveau D x {0} avant de sortir de O.

Pour tout point z € D x {0} tel que fy soit définie, on note
ty{x) le temps de ce premier retour: l'orbite de x pour le champ
Y est définie sur le segment [0,ty(x})], et Yo ¢y (z)){Z) est contenu
dans O et ne rencontre Dx {0} qu'aux temps 0 et ty{z).

Pour tout n € N, on définit de méme l'application de n®™¢
retour, f&, du flot de Y sur D x {0}, et le temps de n*™* retour

tnll".

LEMMA 5.A.6-1. On peut choisir le voisinage tubulaire O et
¢ > 0 de fagon que, pour tout champ ¥ e-proche de X, pour tout
z € D x {0}, pour tout ¢ €]0,+00, les propriétés suivantes soient
équivalentes: '

i) Vorbite & de = pour Y est contenue dans O, périodique de
période t, et (7,t) est inclus dans U (donc dans Ky).

i) il existe i € I tel que fi(z) soit défini et égal & z, et que
t;,v{z) soit égal A t.

DEMONSTRATION: Raisonnons par I'absurde;
Fixons O =~ D x 8. Choisissons une suite décroissante de
disques Dn,n € N, et notons O, =~ D, x S'. On choisit cette
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suite de fagon que [}, Oy soit égal & 7.

Choisissons une suite {&,}neN,én > 0,lime, = 0.

On suppose que, pour tout n, il existe un champ Y,,, £4-proche
de X, vérifiant les propriétés suivantes:

— il existe £, € D, x {0} tel que lorbite v, de z, pour ¥, soit
périodique et contenue dans 0,,, et il existe une période {,, telle
que (Yn,ts) C U.

— pour tout i € Iy, (za) # ta.

Alors, comme {7, t,) est contenu dans U/, on a: ¢, < T (voir
Paragraphe 5.a: notations). Done, quitte 3 prendre une sous-suite,
la suite ¢, converge vers ¢ € [0,7]. Alors la suite {v,,t,) converge
vers une orbite périodique (7,t) de X, contenue dans I’adhérence
de U. Or, par hypothdse, le bord 8U ne contient pas de point
périodique, donc (,t) est incluse dans U, et il existe i € I tel que
t = t; x(x}, ot = est le point d'intersection de ~ avec D} x {G}. On
en déduit facilement que pour n assez grand, i, = &y, (zn), ce qui
est contraire & I'hypothdse.

On vient de montrer par 'absurde que, pour n assez grand, si
1'on choisit O = O, et € = g, alors, pour tout Y ¢,-proche de X,
on a: i) = ii).

La réciproque se fait de fagcon analogue, en utilisant le fait que
toute orbite périodique {v,f) contenue dans I'adhérence de U/ est
contenue dans U,

Fixons un voisinage tubulaire (0 de -y d’aprés le Lemme 6-1.

On choisit ¢y > 0 ayant les propriétés suivantes:
~ goit & € D x {0} hors du domaine de définition de fx. Alors
I'orbite de z pour X sort de O en un temps inférieur & £,.

- poit z € D x {0} tel que fx(z) soit défini; alors tx{z) < {p.

Notons Ty = 4y -sup l.
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L'intersection {_y, <y <g, X:(O} st un ouvert contenant . No-
tons Op un voisinage ouvert de -, relativement compact dans
N-gy<ect, Xt(O), et de la forme Og = Dy x S*.

Alors il existe g > 0 tel que, pour tout champ ¥ ep-proche de
X, on ait les propriétés suivantes:

1} toute orbite v C ky rencontrant Oy est incluse dans O.
2) Pour tout i < 2sup I, Dy x {Q} est inclus dans le domaine de

définition de f{.

Pour tout Y go-proche de X, on note Dy = (V% f5,(Dp x {0}).
Alors pour tout { < sup I, f} est définie sur Dy.

Remarquons que si aucune orbite v+ C ky ne rencontre le bord
8Dy x {0}, alors, pour tout i € I, f} est sans point fixe sur le bord
&y,

LEMMA 5.A.6-2. Soit Ye-proche de X, tel que ky soit composé
d’un nombre fini d'orbites, et tel que kx ne rencontre pas le bord
8D x {0}. Alors la somme des indices i(v,p) od (1,p) C Ky et v
rencontre Dy x {0}, est égale 4 3", & ind(f}-, Dy), oit ind(f}, Dy)
est l'indice de la fonction f}, sur Dy.

DEMONSTRATION:

L'indice de f} sur Dy est la somme des indices des pointa fixes
de f§. D'apres le Ldmme 6-1, 'orbite -y de chacun de ces points z est
périodique et (7,t; v(z)) € Ky. Soit m la multiplicité de 4. Alors
+ rencontre I x {0} en exactement X points, tous appartenant &
Ky. De plus, 'indice de chacun de ces points comme point fixe de
f4 est égal & Li().

Enfin, si z € Dy est un point fixe de f} alors (z, .,y (z)) € Ky
{(d'aprés le Lemme 6-1), et lorbite de ¥ passant par z rencontre
Dy x {0}.
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Donc ind (f}, Dy') est égal & i fois la somme des indices i(+, 1),
ol (v,¢) est une orbite qui rencontre Dy x {0} en un point z, et
telle que ¢ = #; y{z}).

On en déduit facilement le Lemme 6-2. O

Choisissons 7 =~ D) X § € D x §! un voisinage de +y relative-
ment compact dans [J_q, <;<m, Xt(Oo)-
Alors il existe €, €]0, o[ tel que, pour tout champ ¥ £1-proche
de X, on ait les deux propriéiés suivantes:
1) toute orbite ¥ C ky, rencontrant Oy, est incluse dans Op. En
particulier « rencontre Dp x {0}.
2) il existe un voisinage du bord 8D x {0} tel que, pour tout
$ < 2sup I, pour tout x appartenant & ce voisinage, le segment
Yjo,41,4¢2)) (%) me rencontre pas O.

LEMMA 5.A.6-3. Scient Y et Z deux champs £1-proches de X coin-
cidant hors de O,. Alors, Dy est égal & Dz, de plus, pour tout i,
les applications f}, et f§ coincident sur un voisinage du bord 8Dy

Si de plus ky et kz sont composés d’un nombre fini d’orbites,
alors iy(Y) = iy (2).

DEMONSTRATION:

La premiére partie du lemme est évidente, d’aprés la seconde
propriété vérifiée par les champs ¢;-proche de X.

Si ky et kz sont composés d'un nombre fini d'orbites, on peut
supposer (quitte & modifier {rés légdrement ¥ et Z par un difféomor-
phisme C'*°-proche de l'identité, et égal & 'identité sur 0,), que ky
et kz ne rencontre pas §Dg x {0}.

Alors pour tout i € I, les indices de points fixes des applications
I} et f§ sur Dy = Dz sont égaux.
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Done, d’aprés le Lemme 6-2, les sommes

T{i(7,p)/(7:p) C Ky,yN Do x {0} # 0}

et
E{i('hp)/('?!p) c KZ"T NDp x {U} ?{" ﬂ}

sont égales.

On en déduit i(Y) = i(Z).

La démonstration du Lemme 5.b-1 est achevée: le Lemme 6-3
vient de montrer que (); est le voisinage de -+ dont on avait annoncé
Iexistence. a
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Chapitre 6

FIBRES F TELLES QUE H;(F,R)=R

Le but de ce chapitre est de démontrer le Théoréme B qui donne
une condition nécessaire et suffisante & la C-stabilité de la fibre F
d’une fibration, telle que H {F,R) = R. Deux démonstrations en
sont données.

La Partie 3 généralise aux fibrations de fibre F, vérifiant H\(F, R)
= R, la démenstration de Seifert de la Cl-stabilité des fibres des
fibrations en cercles, dont la base est une surface.

La Partie 4 démontre le Théoréme B dans le cas général, en
utilisant le Théoréme A (sur les fibrations en cercles) et le théoréme
de réalisation des déformations de I’holonomie.

La Partie 2 présente un contre-exemple au Théoréme B ol I'on
aurait remplacé Cl-stabilité par CP-stabilité,

§1 Introduction

On a vu au Chapitre 3.4 que les déformations d’une fibration de
fibre F, H1(F,R) = R, peuvent se comparer avec les déformations
d’une fibration en cercles.

Soit F le feuilletage défini par une fibration p: M — B de fibre
F, H;{F,R) = R. Il existe une fibration en cercles ¢: £ — B et une
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application f: M — F rendant commutatif le diagramme suivant:

f

Me— E

7 B

B———B

id
De plus f induit sur chague fibre un isomorphisme f,:

fo: Hi{F, Z)/Torsion — H1(S',Z) ~ Z

8i G' est un feuilletage, C™-proche (r > 1) de la fibration g, et
sans feuilles compactes proches d’une fibre, alors f~1(G’) est un
feuilletage C"-proche du feuilletage F, et sans feuilles compactes
proches d'une fibre: les théorémes de C*°-instabilité des fibrations
en cercles se généralisent donc aux fibrations de fibre F, H(F,R) =
R. On a donc:

PROPOSITION 6.1.1. Soient M, B et F des variétés compactes con-
nexes, telles que Hi(F,R) = R. Soit p: M — B une fibration de
fibre F.
i) si B est de dimension paire et si la caractéristique d’Euler x(B)
est nulle, alors la fibre F est C'°°-instable.
i} supposons que B soit de dimension impaire. Notons mB -
B le revitement & deux feuillets associés & P'action de m (B) sur
H{(F,R},

Alors, si x(x) est nul, Ia fibre F est C™-instable,

Dans ce chapitre, on va exploiter plus 4 fond I'analogie entre
les fibrations.de fibre F, H{{F,R) = R, et les fibrations en cercles,

afin de généraliser les résultats de stabilité de la fibre obtenus au
Chapitre 5.
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1.’idée est que, pour tout feuilletage 7’ C'-proche de la fibration,
la déformation de T'holonomie d'un lacet nul en homologie dans
une fibre, est négligeable devant la déformation de I’holonomie d'un
lacet générateur de Hy(F,R) (voir le Chapitre 4.3).

Oun appliquera cette idée & deux méthodes différentes.

Dans le cas oi1 la base B est de dimension 2, nous allons généra-~
liser la démonstration de Seifert {voir la Partie 3).

THEOREME. Soit S upe surface compacte de caractéristique
d’Euler x(8) # 0. Alors, pour toute fibration p: M — § de fibre F
telle que H)(F,R) = R, Ia fibre F est C'-stable.

Ce théoréme est un cas particulier du Théoréme B: sa démons-
tration directe, et beaucoup plus simple que celle du cas général,
justifie qu’il soit présenté séparément.

Dans le cas général (voir la Partie 4), on verra que toute C'-
déformation du feuilletage F défini par la fibration : M — B,
induit une C1-déformation de la fibration en cercles associée 4 p.

On en déduit:

THEOREME B. Soit p: M — B une fibration de fibre F, telle que
H,(F,R) = R, et soit ¢: E — B Ia fibration en cercles naturelle-
ment associde a4 p. Alors:

a) la fibre F de p est C'l-stable si et seulement si 1 a fibre S* de ¢
est Cl-stable.

b} si B est de dimension paire, et que Ia caractéristique d'Euler
x(B) est non nulle, alors Ia fibre F est C'-stable,

c) si B est de dimension impaire: soit m: B — B le revétement
A deux feuillets associé & Paction de x1(B)} sur H,{F,R); alors, si -
x(m} est non nul, la fibre F est Cl-stable.
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Ces résultats utilisent les propriétés des difféomorphismes C'-
proches de l'identité, présentées au Chapitre 4. Clest pour cela
qu'ils sont exprimés en termes de C'-stabilité,

De plus, ils sont jauz pour la CC-stabilité, Afin de bien insister
sur ce point, on montrera dans la Partie 2 que la fibre K, de la
fibration triviale 8¢ x K — 82 (K = bouteille de Klein), est C°-
instable.

§2 C"-instabilité de la fibration p: $?xK — §%

Notons K la bouteille de Klein. Le groupe fondamental m; (K}
est engendré par deux générateurs, a ct b, avec comme seule relation:
aba™! = 7', Le premier groupe d’homologie H; (K, R) est R, et
est engendré par la classe [a] dc ¢ € m(K). L'élément b € m(K)
est nul en homologie ([§] = 0).

D’aprés le Théordme B (qui est 'objet des autres Parties de
ce chapitre), la fibre K de la fibration triviale §2 x K — 52 est
Cl-gtable. Elle est cependant CP-instable, comme le montre la pro-

position suivante:

PROPOSITION 6.2-1. Soit F le feuilletage défini par la fibration
triviale p: 5% x K — 52. Il existe une suite {F,} de feuilletages de
classe C°°, convergeant vers F pour la C°-topologié des champs de
plans, tels que pour tout n € N, F,, ne posséde aucune feuille com-
pacte difféomorphe & K (cependant les feuilletages F, possédent
des feuilles compactes difféomorphes au tore T#),

La démonstration de cette proposition est le but de cette Partie.
Nous allons construire le feuilletage F,, par suspension {voir
Chapitre 3.3) d’une représentation pn: #;(K) — Diff (§2), telle que
pn(a) et o, (b) soient C?-proches de 'identité et n’aient aucun point
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fixe commun. On verra que le feuilletage F,, ainsi obtenu est un
feuilletage sur §2 x K, C%proche du feuilletage F.

LEMME 6.2-2. Il existe une suite {f,}nen de difféomorphismes de
classe O de Iz sphére S?, convergeant vers l'identité pour la topo-
logie C°, telle que, pour tout n € N, il existe un champ de vecteurs
X, de classe O sur 52, avec les propriétés suivantes:

i) (Fa)e(Xn) = —Xa.

ii} Pour tout n, tout point récurrent du flot de X, est une singularité
de X,.

iif) Pour tout n, Fix (f,)N Sing (X,.) = 8, ot Fix (f,.) est I'ensemble
des points fixes de [, et Sing (X,,) est I'ensembie des singularités
de X,.

DEMONSTRATION:

Considérons §2 comme étant la sphire standard de R3 muni des
coordonnées (z,y, z).

Pour tout n € N, n > 2, on choisit une fonction @, = [~1,1] —
10,7, de classe O™, telle que o, soit constante égale & » sur
(-1, — 3] U{l — 1,1], et soit inférieure & L sur 2 — 1,1~ 2].

Notons f, le difféomorphisme de §2 défini de la fagon suivante
(voir Figure 6.1):

~ fr 8 deux points fixes: (0,0,1} et (0,0,-1}.

- pour tout z €] — 1,1], 'ensemble des points de S? dont la
troisitme coordonnée est égale & z eat un cercle C,. Alors f, laisse
invariant chacun des cercles €, et sa restriction & C; est la rotation
d’angle a,(z) > 0.

On voeit facilement que I'on & ainsi construit une suite de difféo-
morphismes f, de classe € convergeant vers l'identité pour la

topologie C0.
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5{x)
5i(x)
."% $(U, 0 U
5(y) Q
AT
' Ty
s(U)
Y

Figure 6.1.

Considérons les hémisphéres ouverts (z > 0) et (z < 0) munis
des coordonnées {z,y). Alors f, coincide avec 'application (z,y) —
(—2, —y) sur le disque % +y* < 1 — % de chacun des hémisphéres.

Notons £ et a% ies champs de vecteurs tangents  la sphere $2,
définis sur les hémisphéres (z > 0) et (z < 0), correspondant aux
coordonnées (z,y). Alors (fu)e(£) eb (fn)«(£) coincident avec
—#% et —£& sur le disque 2% +42 < 1- .

Notons ¢,: R2 — R., une fonction de classe O™ ayant les pro-
priétés suivantes:

185



Christian Bonatti

= #a(—% —3) = pa(z, ).
— pn(zy) > 0siz? +yf <1 2.
- ealz,y)=0siz? +92>1- 4.

Notons X, le champ de vecteurs de la sphére $2, défini sur
chacun des hémisphéres (z > 0) et (z < 0) par X.(z,y,2) =
e y)g’;. Ce champ se prolonge de fagon O par le champ nul
sur le cercle {z = 0}.

Le champ X,, vérifie immédiatement toutes les propriétés an-
noncées,

Pour tout n € N,n > 2, et tout { € R, on note gy, le temps ¢
du flot du champ X, construit au Lemme 2-2. C’est un difféomor-
phisme de classe €™, De plus g, converge vers 'identité pour la
topologie C° quand n tend vers I'infini, {et uniformément en t € R):
en effet g, coincide avec V'identité en dehors de deux disques de
52 dont les rayons (indépendants de ¢) tendent vers 0 quand » tend
vers l'infini.

De plus, pour tout n > 2 et tout t € R*, g, vérifie les deux
propriétés suivantes:

- f7tognio fa=0ns
~ fn €t gn1 n'ont aucun point fixe commun,

Pour tout n € N, n > 2, t € R, il existe une unique représenta-
tion contravariante py, ¢: 7! (K) — Diff (S?) telle que p,:(a) = f et
Pnt = g™, Notons ¥y, le feuilletage obtenu par suspension de la
représentation py, ¢.

LEMME 6.2-3. Pour tout n > 2,t € R, la représentation p,; est
isotope & Ia représentation triviale,

COROLLAIRE 6.2-4. Pour tout n > 2,t € R, le feuvilletage F,. ¢ est
défini sur 57 x K, et est transverse & Ia fibration 52 x K — K,
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De plus, pour t # (1, 7, + est sans feuilles compactes proches d'une
fibre.

DEMONSTRATION: La famille {p,,,}s¢[0,1] €st une isotopie joignant
Pn,t 3 la représentation p, o définie par pnof{a) = fa, pno(f) = id.
Il suffit alors de remarquer que f, est isotope & l'identité. Voir les
Propositions 3.3.a-2 et 3.3.b-4, pour le corollaire. O

LEMME 6.2-5. Quand n est grand, le fevilletage F, o peut étre
choisi C%-proche de F.

DEMONSTRATION: En effet F, o peut &étre construit de la fagon
suivante;

Faisons la suspension du difféomorphisme f,. Comme f,, est
C"-proche de I'identité (et isotope & Fidentité par un chemin C°
-proche de l'identité) on obtient ainsi un feuilletage (de dimension
1) sur 5% x 8, C%proche de la fibration triviale §2 x §! — §1
{pour la topologic des champs de droite). Rappelons que K est un
fibré en cercles au-dessus de §1, Donc 52 x K est un fibré en cercles
au dessus de 5% x §!. Le fenilletage F, 0 est le pl{]l-back par cette
fibration, du fenilletage sur §% x §* obtenu par suspension de f,.
En effet la famille de représentations p,; varie différentiablement
avec ¢ (voir Chapitre 3.3).

LEMME 6.2-6. Pour tout n, quand { est assez petit F,; est C°-
proche de Fp 0.

COROLLAIRE 6.2-7. Pour tout n > 2, il existe i,, > 0, tel que Ia
suite {Fnt, }n>2 converge vers F pour la C®-topologie des champs
de plans.

Comme t,, est non nul, Fy ;, est sans feuilles compactes proches
d’une fibre. La Proposition 2-1 est donc démontrée. a
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REMARQUE 6.2-8. Pour tout n > 2 et tout {, f, a des points
périodiques de période 2 qui sont des points fixes de g, . 11 est
facile de voir que ces points correspondent 4 des feailles compactes
de 7, difféomorphes au tore T2,

§3 Si la base est de dimension 2: la démonstration de Sei-
fert

Le but de cette Partie est de reprendre la démonstration de Sei-
fert pour la stabilité des fibrations en cercles (voir le Chapitre 5.1)
et de la généraliser pour montrer le théordme suivant (Théortme B,

dans le cas ol la base est une surface):

THEQREME 6.3-2. Seit § une surface compacte de caractéristique
d’Euler x(8) non nulle. Soit p: M — 5 une fibration de fibre F,
telle que H,(F,R) = R. Alors la fibre de p est C'-stable.

a) Préliminaires, idée générale

Voyons d’abord que I'on peut supposer (sans perte de généralité}
que I'action du groupe fondamental 1 (5) sur 'homelogie de la fibre
Hy(F,R) cst triviale (ce qui, dans le cas des fibrations en cercles,
correspond aux fibrations orientées):

L’action de m (S} sur Hi{F,R) définit une représentation de
m1(S) dans le groupe Z/2Z. Cette représentation détermine des
revétements 3 deux feuillets I: M — M et m: 5 — 5. De plus, il
existe une fibration de fibre F, f: M — 8§, rendant commutatif le
diagramme suivant:

7 g | Y,
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La caractéristique d'Euler x(5) est égale & 2x{(S) # 0.

On voit facilement que, si la fibre de § est Cl-stable alors la
fibre de p 1’est aussi (voir Chapitre 5.1.d).

On suppose désormais que 'action de m(S) sur Hi(F,R) est
triviale. Donc le fibré de base M, dont la fibre au dessus d’un point
x est Hi{F;,R) est trivial,

Choisissons un isomorphisme de H;(F, R) avec R, de fagon que
1 € R engendre H,(F, Z}/Torsion C H1(F, R).

Ainsi, en tout point z € M, on pourra choisir un lacet v, la fibre
F_, dont la classe d’homolegie [v] € H(Fz, R) soit égale 4 1,

Soit F' un feuilletage C1-proche de la fibration. On veut associer
4 7' une application qui joue lc rdle d’application de premier retour
de F* le long d'un générateur de 'homologie de la fibre. L'idée est
la suivante:

On recouvre I'espace total M par des petits ouverts Uf;, et pour
chaque ¢ on peut choisir continément un lacet 87,z € U, dans
la fibre, dont la classe d’homologie soit égale & 1. On dispose ainsi
d’applications locales de premier retour H ‘2‘, correspondant au choix
de ces lacets, Remarquons que, si & € U; N Uj, les lacets 57 et
7 sout dans la méme classe d’homologie. Alors, comme les H a
sont Cl-proches de I'identité, d’aprés le Chapitre 4.3.f la différence
HY% — f}i sera trés petite devant H2 — id.

On construit alors un difffomorphisme global Hx de M, en
faisant une moyenne des applications locales de premier retour en
utilisant une partition de F'unité adaptée au recouvrement {U;}. Un
point £ € M sera un point fixe de Hy» si et sculement si la feuille
de F' passant par x est compacte et proche d'une fibre.

La démonstration du théoréme est alors exactement la démons-
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tration de Seifert: si I'application H est sans point fixe, on cons-
truit sur S un champ de vecteurs unitaire, ce qui est contraire &
I'hypothese x(S) # 0.

Voyons maintenant en détail la construction de Vapplication Hx
ainsi que la démonstration du théoréme. Pour des raisons tech-
niques, il est plus commode de considérer les applications de premier
retour A%, des feuilletages relevés sur le fibré normal N de la fibra-
tion (voir Chapitre 4.2.f): on profite ainsi de la structure vectorielle
des fibres du fibré normal. Cela introduit malheureusement des
notations assez lourdes qui, j'espere, ne cachent pas complitement

Pargument.
b) Notations

On note F le feuilletage défini par la fibration p: M — S, de
fibre F.

On choisit deux disques compacts D et D' sur §, D contenu
dans P'intérieur de I, et on se fixe une trivialisation w: p~(D’) —
D' x F. On choisit un point z¢ € D, et un lacet simple 4o sur la
fibre F,, = p~(xy), tel que la classe d’homologie [yo] soit égale 1.

On note ¢: N — M le fibré normal du feuilletage Fet o: M - N
la section nulle de ce fibré vectoriel. Soit ¢ une submersion d'un
voisinage v de (M) sur M, tellc que ¢ o ¢ = idpy, et définissant
sur M un champ de disques {D.}.ear transverse & F. On suppose
de plus que, si p(x) appartient au disque D, alors le disque D, est
inclus dans le facteur horizontal de la trivialisation ¢, D’ x {a}, qui
passe par T.

Pour tout z € M, on note D, le disque centré en o(z) sur la fibre
g~ (x), tel que la restriction de ¢ & D soit un difféomorphisme de
f), sur D,
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On note F le feuilletage o ~1(F), défini sur N au voisinage de
Ia section nulle. Si 7' est un feuilletage ¢"'-proche de F, on notera
B = o }(F'). Clest un feuilletage sur N, Cl-proche de F.

On choisit deux recouvrements finis {T/;} et {I//} de M par des
ouverts, de fagon que pour tout i, U] soit relativement compact
dans U;. On suppose de plus les ouverts [/; assez petits pour que,
pour tout z,y € U;, il y ait un isomorphisme canonique de m1(F:, )
sur w1 (Fy, ).

Pour tout 4, on choisit un point z; € U;, Si U; rencontre la
courbe g, on choisit 5; sur cette courbe,

Alors, pour tout o € m(F;,,x;), pour tout feuilletage suffi-
samment Cl-proche de F, on peut définir Papplication de premier
retour H%,: U} — U; du feuilletage F* le long de a sur le champ de
disques {D.} (voir Chapitre 4.2.b).

Pour tout ¢ on choisit des voisinages ouverts U; et U! de o(U;)
et o(U}) dans N, I}{ relativement compact dans U;, de fagon que,
pour tout & € mi(Fz,, ), pour tout feuilletage F' suffisamment
Cl-proche de F, on puisse définir 'application de premier retour
Hg.: 0 — U; du feuilletage £ sur le champ de disques {D,} (voir
Chapitre 4.2.f).

Rappelons que, pour tout € U} on a:

¢ o B3.(0(z) = HE:(2).
De plus, 14 on les deux membres sont définis, on a:
Y = A8 0 A2

Pour tout i, on choisit 5; € x1(F,,, z;) dont la classe d’homologie
3 soit égale & 1. Si U; N+ est non vide, on a choisi z; sur ¥. On
choisit alors pour §; la classe d’homotopie de .
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Eufin, on choisit une partition de Munité {p;} associde au re-

couvrement {U}}.

¢) Une approximation globale des applications locales de
premier retour

Pour tout feuilletage F' suffisamment C'-proche de F, toutes
les applications de premier retour J31 _’;3_-‘. sont définijes.

Notons Hr: M — N I'application définie par:

Hri(z) =3 eile) - BR(0(2)).

Cette somme a un sens car les H2 (e(x)) sont éléments de
I'espace vectoriel g~1(z). '

Notons Hr. = p o Hr.. Clest une application différentiable de
M dans M, et pour tout z, Hr(z) apPartient au disque D;.

8i #' est suffisamment C'-proche de F, les applications & s
sont Cl-proches de I'identité. On en déduit facilement que Hy est
Cl-proche de I'identité, et en particulier est un difféomorphisme de
M. C’est une application qui va nous servir d’application de premier
retour du feuilletage F' le long d’un générératevr de Hi(F,R).

REMARQUE 6.3.C-1. Il existe un voisinage I'y de la courbe g tel
que, pour tout = € I'y on ait la propriété suivante:

Soient i, j tels que z € U; NUj; alors 8F = 37, ol GF et 57 sont
les éléments de n{Fy, ) correspondant au choix de J; et ;.

CONSEQUENCE: Pour tout z € [ pour tout i, § tels que x € U[NU},
on a; H3(z) = Hf—’,(:c) = Hyi(2).
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d) Points fixes de Hr:, et feuilles compactes proches d’une
fibre

LEMME 6.3.D-1. Pour tout feuilletage ', suffisamment C'-proche
de F, or a:

Un point x € M est un point fixe de Hy: si et seulement si Ja
fenille de ', qui passe par «, est compacte et proche d’une fibre.

DEMONSTRATION:

Notons que z est un point fixe de Hr- si et seulement si (x)
= o(x).

Dans un sens le Lemme est évident: si la feuille de 7 qui passe
par © st compacte et proche d’une fibre alors pour tout £ tel que
¢ € U}, H% (z) = o(x). Donc Hy.(x) = x.

Voyons la réciproque:

D’aprés le Corollaire 4.3.£-2, pour tout » > 0, pour tout feuille-
tage F' suffisamment C'1-proche de F, pour tout = € M, pour tout
(#,7) tel que z € U; N U5, on a

| B2 (z) - ARz} i< 7 || B2(z) - o(a) |
On en déduit facilement:
| Bx(z) ~ BE(z) |< 7 || B (2) - o(2) ||

En choisissant » inférieur & 1, on en déduit facilement que, pour
F! suffisamment !-proche de F, tout point fixe de Hx est un
point fixe de tous les HS,

Enfin, d’aprés ce méme Corollaire 4.3.f-2, pour ' suffisamment
Cl-proche, de F tout point fixe de H? est sur une feuille com-
pacte proche d'une fibre (car la classe d’homologie de §; engendre
H,(F,R)).
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Donc tout point fixe de Hyx- est sur une feuille compacte proche
d'une fibre. O

e) Démonstration du théoréme

Elle reprend exactement la démonstration de Seifert (voir Cha-
pitre 5.1.b). On raisonne par 'absurde: eon suppose qu'il existe
des feuilletages F*, aussi C'-proches de F que l'on veut, et n'ayant
aucune feuille compacte proche d*une fibre.

L’application H# est alors une section non nulle du fibré normal
N du feuilletage F. Notons § = p, 0 Hz. Pour tout z, §(z) est un
vecteur non nul tangent 3 § en p(z). Notons g(z) = “g—%-" c’est
un vecteur unitaire de Tp(;) 5.

L'application g: M — (T'5), ainsi définie est différentiable (ol
(T8); est le fibré unitaire tangent 3 S}. Pour tout ¥ € S, on
note g,: F, — (T,S) la restriction de g 2 la fibre p~l(y) = F,.
Rappelons que le fibré unitaire tangent & 3 ¢st un fibré en cercles:
(T, Sh est un cercle.

LEMME 6.3.E-1. Si F est suffisamment C'*-proche de F, pour tout
y € § 'application g, est homotope & zéro.

En admettant ce Lemme, on conclut facilement la démonstration
du théoréme: la Remarque 5.1.b-2 assure qu’a chaque application g,
on peut associer canoniquement un point de {3,5}:. On construit
ainsi un champ de vecteurs unitaire sur 5, ce qui est contraire A
Ihypothise x(5) £ 0. O

f) Démonstration du Lemme e-1

On cherche & se ramener au cas des fibrations en cercles afin de
pouvoir appliquer le Lemme 5.1.¢-1.
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Notons d’abord que, I'application gy variant continliment avec
le point y, il suffit, pour prouver le Lemmne e-1, de montrer qu’il
existe y tel que g, soit homotope A zéro.

REMARQUE 6.3.F-1. Soit V' une variété compacte, et soit f:V —
S! une application continue. Pour montrer que f est homotope A
zéro, il suffit de montrer que 'application f.: H1 (V, R) — H {5, R}
est nulle.

Donc, pour montrer gqu'une application g, est homotope A zéro,
il suffit de trouver un lacet « sur la fibre F,, dont la classe d’homo-
logie [v] est égale & 1, et tel que la restriction de gy & « soit homotope
4 zéro.

1l suffit donc de regarder la restriction de 'application gy, & 7o
(voir le Paragraphe b: notations, ol sont définis g et yg).

On utilise la trivialisation 4: p~ (D'} % D' x F'. Dans cette trivia-
lisation on considere le cylindre D' x 5. 1l est transverse & tout
feuilletage Cl-proche de F. Si 7' est suffisamment C'-proche de
F, il induit sur D' x 8? un feuilletage de dimension 1, C*-proche
de la fibration en cercles D' x S! — 8.

Notons f I'application de premier retour le long de +g, sur les
horizontales I x {a},a € §', de ce 1-feuilletage induit par F/ sur
D x 8,

Remarquons que, par le choix du champ de disques {D.}, parle
choix des §; pour les ouverts {/; rencontrant -, l'application Hy-
-coincide avec f au voisinage de go.

Il suffit donc d’appliquer le Lemme 5.1.¢c-1 pour voir que la res-
triction de g;, & o est homotope & zéro, ce qui conclut la démonstra-
tion du Lemme c-1. O
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§4 Cas général

a) Introduction

La Partie 3 a montré comment adapter, & toutes les fibres F
vérifiant H,(F,R) = R, la démonstration de Seifert de la stabilité
de la fibre des fibrations cn cercles. Mais cette démonstration est
spécifique aux bases de dimension 2, avec peu d’espoir de générali-
sation aux bases de dimension plus grande.

Les démonstrations que je connais du théoréme de Fuller me
semblent difficiles A généraliser pour des feuilletages de dimension
plus grande que 1: le principe de ces démonstrations repose sur
Pexistence de petit chemin, dans V'espace des feuilletages, joignant
deux feuilletages voisins, c’est-a-dire sur Ja connexité locale de 1'es-
pace des feuilletages: c’est un probléme qui est loin d’étre résoju.

Plutdt que de généraliser les démonstrations de stabilité des fi-
brations en cercles, on va en utiliser les résultats: 'idée (due & A,
Haefliger) est de comparer les déformations des fibrations de fibre
F,H(F,R}) = R, avec celles des fibrations en cercles.

Soient M, B, F trois variétés compactes connexes, telles que
Hi(F,R) = R. Soit p» M — B une fibration de fibre F. Au
Chapitre 3.4, on a construit une fibration en cercles ¢: F — I et
une application différentiable f: M — F rendant commutatif le
diagramme suivant:

f

M—EF

7 o

Br—g— 8
De plus f induit sur chaque fibre un isomorphisme:

fo: Hy(F,Z)[Torsion — H,{(S*,Z) ~ Z
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Le but de cette partie est de prouver le théordme suivant:

THEOREME 6.4.A-1. Soit p: M — B une fbration de fibre F,
H\{F,R)=R, et soit ¢: E — B la fibration en cercles naturellement
associée & p.

Alors la fibre F' de p est C-stable si et seulement si la fbre S
de q est C1-stable.

(Le Théor2me B est alors un corollaire facile du Théoréme 6.4.a
1 et du Théordme A).

On a déja vu que, si la fibre de ¢ est C"-instable, r > 1,ilen va
de méme pour la fibre de p. Il reste & prouver la réciproque.

Notons F le feuilletage défini par la fibration p et G le feuille-
tage défini par la fibration gq. A toute Cl-déformation {F*},cg du
feuilletage F, nous allons associer une C'-déformation {G%},cs du
feuilletage & de fagon que, si pour tout ¢ sufisamment proche de
0, F* ne posséde pas de feuille compacte proche d'une fibre, alors
il en va de méme pour G°. '

Pour construire la déformation {G*},c5 du feuille{;age G, nous
allons construire une déformation de ’holonomie du feuilletage G,
et utiliser le théoréme de réalisation des déformations d’holonomie
(voir Chapitre 1.5.b):

On a vu (Chapitre 4.4.a) que Papplication f induit un homo-
-morphisme surjectif f, du groupoide fondamental I(F,T) de F sur
celui II{¢, T) de G. De plus, deux éléments v1,vz € II{F, T} ont
méme image par f. si et seulement s’ils ont mémes extrémités et
que vv; | est représenté par un lacet nul en homologie dans la fibre.

Il y a deux cas ol il est facile de construire une déformation
A% de ’holonomie de G & partir d*une déformation HS: TI(F,T) —
Diff S2(7" de I'holonomie de F: '
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i} si, pour tout ¥ € II(F, T) représenté par un lacet nul en homolo-
gie dans la fibre, H5(7) est lc germe de l'identité de 7'x S. Alors
H? passe au quotient par f, en une déformation HS: II{G,T) —
Diff $9(T). On a vu au Chapitre 4.4 une condition sur r((F)
pour que cela soit réalisé,

ii} 8'il existe un homomorphisme différentiable o:H(G,T) —
II{F, T} qui soit, une section de f, (c’est-a-dire: f.oa =idmg,1y).
On pose alors A% = HS o q.

En général, les déformations de I’holonomie de F ne passeat pas
au quotient par f,, et il n’existe pas de section globale o de f..

Cependant, en utilisant un recouvrement fini {I/;} de B par des
ouverts trivialisant les fibrations p et ¢, on va construire des sections
locales de f, au dessus des U;. Ainsi, pour tout v € II(G, T, on aura
choisi un nombre fini d*éléments ; de II{F, T) tels que fo(v) = 1.

Les germes HS(7;) ne sont pas a priori égaux. Cependant,
pour tout i, j, %,7; " est représenté par un lacet nul en homo-
logie dans la fibre. Donc, d’aprés le Corollaire 4.3.f-2, le germe
H3 ()~ o HS(;) est négligeable (en un sens que nous préciserons):
tous les germes HS(7y;) sont équivalents. L'idée est alors de définir le
germe d’holonomie déformée HS(~) comme étant une moyenne des
germes H5{~;). La difficulté est de faire cette moyenne de fagon que
Iapplication ¥ — H5 () définisse un homomorphisme différentiable
de TI(G, T) dans Diff ($9)(T), c'est-a-dire que A5 soit un germe de
déformation de I'holonomie de G.

On comparera alors les déformations d’holonomie HS et H5 des
feuilletages F et G: on verra que, pour tout -y € II(F, T), le germe
HS(%) est équivalent au germe H5(f.(v)). On en déduira que, si
F3 et G5 sont des déformations de F et G qui induisent HS et
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H*, alors, pour s assez voisin de 0, les feuilles compactes proches
d'une fibre de F?* correspondent & celles de G®: cela conclura la
démonstration du théordéme.

b} Germes négligeables, germes équivalents

Soit T une variété différentiable (éventuellement ouverte et non
connexe), munie d’une métrique riemannienne. Notons d la dis-
tance induite par cette métrique sur chaque composante connexe.

Soit (9, 0) un espace localement compact pointé en 0.

Rappelons que Diff (T) est I’ensemble des homéomorphismes
définis sur des ouverts de T x §, et de la forme (x, 3) — (h%(z), s)
oli h° est un diffomorphisme défini sur un ouvert de T et variant
continfiment avec # pour la topologie C1,

On note Diff (S9(T} le groupoide dont les éléments sont les
germes, aux points de T x {0}, des éléments de Diff ¥(T).

DEFINITION 6.4.B-1. Soient f,g € Diff¢S®T) deux germes de
source et but (z,0) € T x §.

On dit que g est népligeable devant f si, pour toute réalisation
f,§ € Diff5(T) des germes f, g, et pour tout £ > 0, il existe un
voisinage V. de {x,0) dans T x § tel que:

Yy e Ve, dy, i) < edy, f(@).

DEFINITION 6.4.B-2. Soient f,g,h € Dif $9(T} trois germes de
sources (z,0), tels que f ait pour but {x,0) et que g et  aient méme
but; on dit que g est équivalent A h modulo f, et I'on note g ~ h[f],
si h™1 o g est négligeable devant f.

PROPOSITION 6.4.B-3. Soient f, g, h € Diff $8(T) trois germes de
source (z3,0) tels que f ait pour but (z,0), et que g et h alent méme
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but. Alors g est équivalent & h modulo f si et seulement si, pour
toute réalisetion f,§,h € DIt S(T) de f, g, h, pour tout £ > 0, il
existe un voisinage V. de (x,0) dans T x S tel que:

Vy € Ve, d(3), b)) < ed(y, f(y))-

DEMONSTRATION: L'application i est de la forme (z,0) — (fx’(z],
), et hr CONVEIEE VErs k° pour la topologie C1, quand s tend vers
0. Notons g la norme de la différentielle de A® en (z,0) et m; la
norme de la différentielle de (h%)~! en A%(z,0).

Il existe un voisinage V de (x,0) dans T x § tel que, si (y, ) et
(z, ) sont deux points de V, on a:

3md,2) < d(h), 5 () < 2mod(y, 2).

On en déduit qu'il existe un voisinage V' de (z,0) tel que pour
tout (y, 8} € V' on &

Smad(y, (5 0 9)) < d(h*(4),4°(0)) < 2mod(y, (A~ 0)°(w)

On conclut trés facilement la démonstration de la Proposition.
O

COROLLAIRE 6.4.B-4. Soient f, g € Diff 59T, deux éléments de
source et but {z,0} tels que f ~ g[f].

Alors, pour toute réalisation f € Diff 5(T) du germe f, et toute
réalisation § du germe g, il existe un voisinage U de (z,0} dans
T x § tel que les restrictions de f' et § & U aient les mémes points

fixes.
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Immédiat d’aprés la Proposition b-3.

Voici maintenant une liste de propriétés simples de cette notion
d’équivalence de germes:
PROPRIETES: Soient f, g,k & Diff S%(T) tels que: g =~ h[f).
Alors:
6.4.B-5: pour tout f* € DiffSO(T) tel que f =~ f'[f) on a:

g =~ h[f].

Il suffit d’appliquer la proposition, et I'inégalité triangulaire.
6.4.8-6: pour tout £ € Dff (59T dont la sousce est le but de g et
de h, on a:

fog~{Loh[f].

En effet (€0 k)"t o(£0 g) = h~! o g négligeable devant f.
6.4.8-7: pour tout £ € DIff (SO(T) dont le but est la source de f, g
et h, on a:

gel=hollt'ofol.

T faut voir que £~ o(h~log)of est négligeable devant £~1o fof,
sachant que k! o ¢ est négligeable devant f.

Pour cela, prenons une réalisation £:(z,s) — (£*(z),s) de £
Comme £* varie contin@iment avec s pour la topologie C!, on cons-

truit deux constantes mq et m; et un voisinage I/ du but de £ tel
que, si (z, ) et (y, &) sont deux points de I/, on a;

mid(z,y) < d((£°)7H (=), ()7} (@) < mod(z, y)-

On en déduit immédiatement la Propriété b-7.

6.4.8-8: soient £,k € Diff S:O(T), dont le but est la source de § et
tel £ k[£~1 o fof]. Alors:

golxhok[tlofol.
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D'aprés b-7on a: gof > hofft"to fol.

D'aprés b-6 on a: hof~hok[f~lo folf].

Donc, d’aprés la Proposition b-3, go £~ ho k[¢~1 o f o).
6.4.8-9: ona gl ~hlgo fogl].

1t faut voir que hog™? = go(g~oh}og™! est négligeable devant
lg © f 0 g71] sachant que g~* o k est négligeable devant f. 11 suffit
d’appliquer b-6 et b-7  la relation: g~! o b = id[f].

REMARQUE §.4.B-10. ces notions de germes négligeables et de
germes équivalents ne dépendent pas de la métrique choisie sur T.

¢) Moyenne de deux germes

Soient r et y deux points de T', tels que la distance d{z, g} soit
inférieure au rayon d'injectivité de l'exponenticlle: on note [z, y]
le segment géodésique joignant x & y, et soit 1:[0,1} — [z,y] le
paramétrage a vitesse constante, tel que v(0) = x et y(1) =g.
NOTATION: Avec les notations ci-dessus, pour tout ¢ € [0, 1], on
notera {1 — t}x + ty le point v(t) € T

Soient ¢y, g, € Diff 59 (T) deux germes induisant, par restric-
tion & T x {0}, le méme germe g* € Diff (T): en particulier, g; et
g2 ont méme source (ro,0) et méme but.

Soient §1, 42 € Diff 5(T") deux homéomorphismes locaux de T' x
S, réalisant les germes ¢1,g2. Us sont de la forme: §i(z,8) =
(g?(z),8),3=1,2

Soit ¥ une application de classe %,  valeurs dans [0, 1], définie
sur un voisinage de xo dans T'.

Notons (1 — ¢} - §1 + ¥ - §2 'application définie au voisinage de
(z,0):

(z,8) = {(1 - ¥(z))gi(z) + #(z)g2(2), 8).
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Par hypothese, g¥ coincide avec ¢J au voisinage de zp, donc
lapplication (1 — ¥)g} + vgl coincide avec g0 sur ce voisinage,
done est un difféomorphisme {sur ce voisinage). De plus, pour tout,
s € 8,(1 — ¥)g] + g} est une application diffiérentiable variant
continliment avec .

On en déduit qu'il existe un voisinage de (29,0} tel que la res-

triction i ce voisinage de 'application (1 — %) + %132 appartienne
4 DiffS(T).
NoOTATION: Soient g1,9; € Diff ($O(T) deux germes de méme
source (g, 0) et induisant par restriction & T % {0} le méme germe
g° € Diff (T}. Soit ¢ une application de classe C™, 3 valeurs dans
[0,1], définie au voisinage de zo.

On notera (I — ). g1 + 3 - g2 le germe en (zg, 0} de I'application
(1—%)-§1 4+ §o définie ci-dessus. C'est un élément de Diff (593 (T)
induisant sur T x {0} le germe g°.

Cette moyenne de ¢ et gz par I'application ¢ a de honnes pro-
priétés de continuité pour la topologie des germes:

LEMME 6.4.c-1. Soit U un ouvert de T; considérons deux familles
continues {g? }sev et {g5 }zev d'éléments de Diff (5O)(T), telles que,
pour tout z, g7 et gf solent deux gagmes de source (x,0), et indui-
sant le méme élément de Diff (T') par restriction & T x {0}.

Soit 4p: U — [0, 1] une application de classe C™.

Alors, Papplication qui & © € I/ associe le germe (1 — ¢)gT +
Y3 € Diff $9(T) est continue (et méme différentiable).

DEMONSTRATION:

Les familles {7} cv et {g5}zer étant continues, il existe des
homéomorphismes locaux de T x S, §1, §2 € Diff *(T) définis sur un
voisinage de U/ x {0}, tels que pour tous z, gf et g7 soient les germes
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en {z,0) de §; et 2. Alors (1 — 9)gF + g% est le germe en {z,0)
de 'application (1 — ¥)& + 2, ce qui conclut. (]

Cette notion de moyenne des germes g; et go par une application
W est aussi compatible avec les notions de germes équivalents et
germes négligeables:

LEMME 6.4.c-2. Soient f,g,h € DifS"(T), de méme source
{z,0), tels que f soit de but (z,0), que g et h aient méme but. Sup-
posons que l'on ait: g ~ h[f]. Seit 1 une application & valeurs dans
[0, 1), définie au voisinage de . Alors on a: (1 — ¥)g + ¥h ~ g[f].

La démonstration est évidente, d’aprés la Proposition b-3.

d} Choix d’une transversale commune aux feuilletages F
et G

Rappelons que F et G sont les feuilletages définis par les fi-
brations p: M — B et ¢;E — B, de fibres respectives F, telle
que Hi{F,R) = R, et S!; de plus f: M — E est une application
différentiable telle que p = g o f ct qui induit sur chaque fibre un
isomorphisme de Hy(F, Z)/Torsion sur H; (S, Z).

Soient {U;}1<i<n, {Uf hi<ign deux recouvrements finis de B par
n ouverts trivialisant la fibration p. On suppose que, pour tout 4,
U est relativement compact dans U,

Pour tout 4, soit o;: U; — M une section locale de la fibration p.
Notons 8; = fog;: U — E; c’est une section locale de la fibration ¢.

Notons T Punion disjointe [I7 Us, et T = [T U!. Notons
& = [] i, lapplication de T dans M dont la restriction & chacun des
U; est oy. 'application o fait de T une transversale complite de F,
et sa restriction & 7" fait de 7" une transversale complite de F rela-
tivement compacte dans T. Notons s == f o o = IIs;. L'application
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5 fait de T' une transversale compléte de G, relativement compacte
dans la transversale T'.

LEMME 6.4.0-1. On peut choisir les ouverts U; et les sections oy
de fagon que o: T' — M et 8: T — E soient des plongements. Aingi,
T est une transversale plongée des feuilletages F et G.

Voici l'idée de la démonstration du Lemme. Partons d'un re-
couvrcment {I;} de B. On construit les scctions locales g; par
itération sur i, Supposons que 'on ait déja construit des sections lo-
cales o1, ..,0; de fagon que [[ o [N U; — M et [T} s5: 11 U —
E soient des plongements. Alors, quitte & diminuer trés légérement
les ouverts U;, j = 1,...4, on peut recouvrir U;4; par un nombre
fini d'ouverts, et choisir des sections locales de p au-dessus de cha-
cun de ces petits ouverts de fagon que 'union disjointe de toutes ces
sections soit un plongement, ainst que sa composée avec f. L'idée
est donc que, A chaque étape, il suffit de réduire trés légirement
le domaine de définition des sections déja construites (afin que ces
domaines soient compacts) et de morceler 'ouvert suivant.

On note f:I{F,T) — (G, T) I'homomorphisme surjectif in-
duit par f. Rappelons que deux éléments de II{F,T) ont méme
image par f, si et seulement s'ils different par un lacet nul en ho-
mologie dans la fibre. Pour tout v € II(G, T) on appellera relevé
par f, de y tout &lément ~ € II(F,T) tel que fo(¥) =

e) Sections locales de ’homomorphisme f,

Pour tout ouvert I/ de B, on note Iy le sous groupoide de
TI(G, T) dont les éléments ont leurs extrémités sur [T,(U; N ). An-
trement dit, ITy; est le groupoide fondamental du feuilletage G res-
treint & ¢~1(U), pour la transversale [{,(U; NU) C T.

Regardons les groupoides Iy, ,i € {1,...,r}.

205



Christian Bonatti

La fibration ¢ est une fibration en cercles triviale au dessus de
U;: on peut donc orienter la fibre.

Pour tout = € U;, on note 4 € Iy, I'élément représenté par le
lacet d’origine s;{) sur g~!{z) ~ §', faisant un tour dans le sens
positif.

Pour tout z € U; N U; on note 4f; € Ily, Pélément représenté
par le segment de p~'(z) joignant s;(z) & 5;(z) dans lc sens positif.
{voir Figure 6.2).

fy est la rotstion d’angle x

W

z eemmTTTAITI ~--\ef est la rotation d'angle
&(T}

Al N
-1

f, est 1a rotatioa d’angle =

Figure 6.2.

On a ainsi construit des familles différentiables {f}zev,nu,
d’¢léments de Ily,. Elles vont nous servir de bases de Ily,: en

effet, elles engendrent Iy, et il n’existe aucune relation entre leurs
éléments.

Tout élément v € Ily,, d'origine sx(z) et d'extrémité oe(z)
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#'écrit d’une fagon unique:
=& R ameZ

Les fibrations p et ¢ étant triviales au-dessus de U, on peut
choisir contindment des relevés par f, des éléments v}, 7. On

note ces relevés ;i (v}, wi(hE).
Soit ¥ = (v&) "1 - (¥%)™ - 4% un élément de IIy,. On note alors:

wi(7) = ei(vi) - Lo (EN™ - i (%)

L'application y: Iy, — II{F,T) ainsi définie est un homomor-
phisme différentiable, et de plus est une section de f,.

1) Déformations de 'holonomie de F et de ¢/

Notons H:II(F,T) — Diff (T) et H:TI{G, T) — Diff (T') les ho-
momorphismes d’holonomie des feuilletages F et G (Chapitre 1).

Soit HE: II{F,T) — Dif &9(T) un germe de déformation de
Pholonomie de F sur 7', c’est-d-dire un homomorphisme différentia-
ble, contravariant, et induisant H par restriction & T x {0} des
&léments de Diff (59(T).

Le but de ce paragraphe est de construire, & partir de ¥, un
germe de déformation H® de I’holonomie de §. Au prochain para-
graphe, nous comparerons H® avec la déformation d’holonomie H5
ainsi construite.

L%idée pour construire HS est de travailler pas & pas, successive-
ment au-dessus de chacun des U;. Pour cela, on a besoin d'intro-
duire la notion de déformation de I'holonomie de G au-dessus d’un
ouvert U de B:
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DEFINITION 6.4.F-1. On appelle {germe de) déformation de ho-
lonomie de G au-dessus d’un ouvert U de B, tout homomorphistne
contravariant, différentiable Hf: My — Diff SO/(T), qui, par res-
triction & T' x {0} des éléments de Diff 5% (T), induit la restriction
i My de I'homomorphisme d’holonomie H.

Par exemple, pour tout £, nous noterons:
A =H% 0Ty, — Diff (59(T)

(Pest une déformation de ’holonomie de G au-dessus de U;.

Pour tout ¢ notons V; = |J} U/. Bien sur V,, = B. Nous allons
construire pour tout 4, par itération sur i, une déformation Ay, de
I'holonomie de & au-dessus de V;: l'idée est de recoller ﬂ'ﬁ_l avec
A§,. On posera alors A% = A§ . Voyons cette construction:

Quand { = 1, on a: Vi = U] C Uy, donc Iy, est un sous-
groupoide de IIy,. On prend pour & $, la restriction & ITy, de H 5.

Supposons construit A§_ :Ily,_, — DiffSO(T).

On choisit une fonction ¥: U; — [0,1] de classe C, nulle au
voisinage du bord de U, et constante égale A 1 sur un voisinage de
ladhérence de U] (U] et relativement compact dans U;).

On définit £, de la fagon suivante:

- sur IIy; (c'est-d-dire au dessus de U}), H§, coincide avec Hf,.
- sur Ily,_, — My, (au-dessus de V;_y — U;), H§, coincide avec
- il reste & définir H§, sur Iy, NMIy,_, - Ig:. Pour cela on utilise
les familles {7} }zev;, {1 }zcv, qui forment une base de Iy,
(voir Paragraphe e):
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Pour tout x € Uy N V;_; — U;—1 on pose:
B (%) = (1— 9)HT,_, (%) + 985, (7).

By, (0) = (L= 9)AY,_, (0F) + vHE,(4F) (si = € U)).
Tout élément «y € Iy, N1ly,_, — Iy s'écrit de fagon unique
1= 0808 v, meZ, celinVio~U.

On pose alors:
HE, (v) = A () o |H (i)™ o [HE, ()]

On vérifie facilement que l’application ﬁ% ainsi construite est
bien un homomorphisme contravariant, différentiable, de Iy, dans
Diff (50X(T), et définit un germe de déformation de 'holonomie de
G au-dessus de V;.

On pose A% = H§ ; c’est un germe de déformation de I'holo-
nomie de G sur la transversale T. Il nous reste & comparer H¥ avec
HS,

g) Comparaison des déformations HS et S de I'holonomie
des feuilletages F et ¢

Le but de ce paragraphe est de montrer que, f)our tout v €
II{F,T), le germe H¥(v) est équivalent 3 H5(f.(7)) modulo H5(8),
ol 3 est n’importe quel élément de II(F, T} de méme source que v
et représenté par un lacet non nul en holonomie dans la fibre.

LEMME 6.4.G-1. Soient 71,73, 0 € II(F, T} trois éléments de méme
source, tels que 71 et vz aient méme image par f,, et que § soit
représenté par un lacet de Ja fibre, dont la classe d’holonoraie [5]
engendre H,(F,R).
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Alors, pour tout gerine de déformation H¥ de I’halonomie de F,

on a:

H%(m) ~ H* (m)[H*(8)]

DEMONSTRATION: Comme 71 et 4z ont méme image par f., 7174
est représenté par un lacet nul en holonomie dans la fibre, Alors
H3(y2)™ Y o H%(m) = H3(w17}) est négligeable devant H5(A)
d’aprés le Corollaire 4.3.1-2. ]
PROPOSITION 6.4.6-2. Soit HY:II(F, T) — Diff ($:9(T) ure défor-
mation de I'holonomie de F sur T, et soit HY Ia déformation de
P’holonomie de G construite au Paragraphe f, & partir de H>.
Soient -y, 8 € II{F,T) deux éléments de méme source, tels que 3

soit repré&senté par un lacet dont la classe d’komologie dans Ia fibre
est non nulle. Alors on a:

HS(y) = B3(f. (1) H5(9))

DEMONSTRATION: Remarquons d’abord que, pour tout ¢, pour tout
choix de deux éléments -y, 8 € II{F,T) vérifiant les hypothdses de
la proposition, et contenus dans une fibre fr,z € U;, on a:

H(y) = HE,(£.()) 1H®(B)}.

En effet H,(f*(7)) = H3(pio fo(1)). Or wio fo(7) et  ont
méme image par f,: il suffit done d’appliquer le Lemme g-1. 0

Reprenons la construction de H9, et montrons la Proposition
g-2, par itération, sur les 5.

Supposons que la Proposition g-2 soit vraie pour I}‘S,‘_l. Solent
7,3 vérifiant les hypothéses de la proposition, et contenus dans une
fibre Fp,x € V.
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- Siz € Vioy — Uy, alors HE(f°(v)) = HE_ (£*(7), et, per
hypothése, Y, (f*(v)) = H3(7){).
- Siz € U], alors on a: I?&(f*('y) = ffg‘(f‘('r)), et on conclut
par la remarque ci-dessus.
- Siz € V,_yNU; — U, on va d'abord vérifier [a proposition pour
les éléments +f; de la base de Ily,:
Soit S € II{F,t) un élément représenté par un lacet d’crigine
oi(z), non nul en homologie. Alors, pour tout j tel que z € U; on
a

H3(pi(v5)) = BY,_, (75) [H5 (Bo))
H3(0i(v5)) = HE, (45 [H5 (Bo)]

Done H3(pi(v)) = (1 — ¥)AY,_, (v5) + vHE, (v H(Bo)]
(d’aprés le Lemme ¢-2.)

Done H(ii(73;)) = HY, (4;)[H® (o)}

Soient v, # € II(F,T) contenus dans F;, et vérifiant les hypo-
théses de la Proposition g-2. Notons § = f,(v}). Alors v et (%)
ont méme image par f,, donc:

HS(y) = H3(:i(3)[H®(8)).
On va utiliser Pécriture de 7 dans ls base des 7%, ¥
¥ = (%) 0R)™
On a done: @i(7) = wi(¥5) "1 - i)™ - wi(rh)

On en déduit facilement: H§ (7) ~ H3(p:())[H3(8)), en utili-
sant les propriétés de I'équivalence dea germes (b-5 & b-9}).
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h) Démonstration du Théoréme B

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que, gi la fibre F de
1s fibration p est C'-instable, alors Ia fibre 5 de la fibration ¢ Iest
aussi,

Prenons pour espace des parametres § = {0} U {1} en-, pointé
en 0.

On suppose que la fibre F est C-instable. Donc il existe une C1-
déformation {F*},cs du feuilletage F telle que pour tout s € 5, F*
soit sans feuille compacte proche d'une fibre.

Soit H3:TII(F,T) — Diff $9(T"), le germe de déformation de
I'holonomie de F sur T' induit par la déformation {F*},cs.

Notons H5:I1(G, T) — Diff %% (T) le germe de déformation de
(’holonomie de G construit & partir de H au Paragraphe f.

La transversale T a été choisie plongée dans E, et T est une
transversale complite de G relativement compacte dans T (Para-
graphe d). Done, d’apris le Corollaire 1.5.b-8, il existe une dé-
formation {G*},cs telle que la restriction de % & I(G,T") soit
le germe de déformation de ’holonomie de & sur 7" induit par Ia
déformation {G*}.es.

Montrons, par I'absurde, que pour tout s # 0 suffisamnment
proche de 0,G* ne posstde aucune feuille compacte proche d’une
fibre: on suppose donc gu'il existe une suite s; convergeant vers §
tel que G* posséde une fenille compacte proche d’une fibre. Quitte
& choigir une sous-suite, on peut supposer que ces feuilles compactes
convergent vers une fibre ¢~!{z),x € B, quand s; tend vers 0.

Soit ¥ € II{G,T') un élément contenu dans la fibre ¢~ (z) et
représenté par un lacet non homologue A zéro dans la fibre, Notons
encore = lorigine de 4: c'est un point de T¥ = LIU]. Soit v €
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I(F,T') un relevé de 7 par f. (c'est-h-dire f*(v} = 7). Notons
f=H3(y) et g = HS(3).

D'aprés la Proposition g-2, on a: f =~ ¢ {f]. D'aprés le Co-
rollaire b-4, pour toute réalisation f,§ € Diff (T}, il existe un
voigsinage U de (z,0) tel que f et § aient mémes points fixes sur U.

Cependant, ~ engendre I'homologie de la fibre F, = p~1(x).
Done, d’apres le Corollaire 4.3 £-2, il existe un voisinage V de (x,0)
tel que tout point fixe (y,8) € V de f soit sur une feuille compacte
proche d'une fibre de 7*. Comme, pour 5 # 0, F* est sans feuilles
compactes proches d’une fibre, f est sans point fixe sur V' —T'x {0}.

Enfin, par hypothtse, la fibre ¢~1(x) est accummlée par les
feuilles compactes proches d'une fibre des §G*. Donc pour toute
réalisation § de g, il existe une suite (y;, ), 8; 7 0, de points fixes
de § convergeant vers (z, ().

On arrive done & une contradiction: on vient de montrer par
I'absurde que pour s proche de 0, le feuilletage G* est sans feuille
compacte proche d'une fibre. La fibre S de ¢ est donc C-instable:
le Théoréme 6.4.8-1 est donc démontré, et donc aussi le Théoréme
B. O
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Chapitre T

FIBRATIONS EN TORES:
EXEMPLES DE STABILITE ET
D’INSTABILITE

§1 Introduction

Les Chapitres 5 et 6 ont achevé chacun la résolution d’un pro-
bléme, pour lequel certains résultats étaient connus ainsi que la
plupart des techniques employées:

— le probleme de (°-stabilité pour les fibrations en cercles était
presque entidrement résolu par le Théoréme de Fuller; le Chapitre
5 achéve la résolution en donnant une condition nécessaire et suffi-
sante (Théoréme A).

— Langevin et Rosenberg avaient donné les deux idées principales
laizssant présager que les fibrations, de fibre F vérifiant H;(F, R} =
R, doivent se comporter par C'-perturbations comme les fibrations
en cercles (voir [LR 1] et [LR 2]). Mettant un point final & une
suite de résulfats partiels utilisant ces idées, le Chapitre 6 donne
une condition nécessaire et suffisante au probléme de Cl-stabilité
de la fibre de telles fibrations {Théordme B).

En revanche, trés peu de choses étaient connues sur les perturba-
tions des fibrations de fibre un tore T™, n > 2, et sur le probléme de
stabilité pour de telles fibrations (voir cependant [P] quand la base
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- est le cercle $', et [DM] pour certaines déformations de la fibration
produit §? x T2 — §7). Le Chapitre 7 présente deux résultats qui
sont loin de clore le sujet, mais qui, j'espire, permettront de mieux
le comprendre:

- on prouve d’abord la Cl-stabilité de la fibre T™ des fibrations
triviales S x T™ — &, quand 8 est une surface compacte de ca-
ractéristique d’Euler non nulle {Théoréme C).
- puis, pour toute surface orientable § de genre g(9) > 2 on cons-
truit une fibration de fibre T? et de base S dont la fibre est -
instable (Théoréme D).

Je pense que les techniques utilisées pour ces deux résultats
devraient permettre de répondre & la question suivante:

QUESTION: Quelles sont les fibrations de fibre le tore T" et de base
une surface compacte S, dont la fibre soit C'-stable?

Les Théorémes C et D sont en fait des résultats de systémes
dynamiques des surfaces:

~le Théoréme C est un corollaire facile du Théoréme C' suivant:

THEOREME. Soit S une surface de caractéristique d’Euler non nulie,
I existe un voisinage U/ de P'identité dans Diff 1 (S} muni de la C*-
topologie, tel que, si f1,..., fa € U sont n difformorphismes de §
commutants deux & deux, alors ils possédent un point fixe cornmun.

La démonstration du Théoréme C utilise les propriétés simples
des difféomorphismes C'-proches de I'identité (voir Chapitre 4.3),
pour généraliser Ie Théordme de E. Lima d'existence de zéros com-
muns pour n champs de vecteurs commutants sur une surface 5,
X(8) # 0.

— La déformation saus feuille compacte, annoncée par le Théordme
D, d’une fibration en tore T2 de base S, ¢(5) = 2, se fait & I'aide
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de deux champs de vecteurs commutants, 3ans zéro communs, sur
un revétement § de S, et vérifiant une relation d’équivariante par
une action de m(S): voir Chapitre 3.2. Le Théoréme I? est donc
un théordme d’existence de tels champs commutants.

Ces deux résultat ayant déja été publiés (voir [B3] et [B4] je
donnerai ict juste une esquisse de démonstration, épurée de nom-
breux détails techniques.

§2 Difféomorphismes commutants des surfaces

Le but de cette partie est de donner V'idée de la démonstration
du Théoréme C.

Tout difféomerphisme f d’une surface § que nous considérerons
étant C'-proche de I'identité, nous parlerons ici du vecteur f(z)—z,
d’angle entre les vecteurs f(z) — x et f{y) —y, ou x et y sont des
points voisins, et nous noterons || z — ¢ || la distance cntre deux
points voisins, comme si S é&tait le plan R2,

Ce langage aproximatif est 'essentiel de ce que je négligerai dans
cete partie. La formalisation de ce langage est faite dans [B3] ou
[B4].

a) deux difféomorphismes commutants de.la sphére 5?2

On choisit, grace au Lemme 4.3.b-1, un voizinage de I'identité
de la facon suivante:

On fixe un nombre k > 0 assez grand (en fait & = 4 suffit}, et
£ > 0 assez petit pour que tout difféormorphisme f de 5% tel que
It £ —id 1< & vérifie la propriété suivante: .

Pour tout = € §2, pour tout y € 52 tel que la distance d(z, ¥)
soit inférieur & k|| f(z) — =|l, le vecteur f(y} — y est de norme
équivalente & celle du vecteur f(z) — ; de plus le vecteur f(y) — ¥
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fait un angle petit avec f(2) -z (inférieur & 55 pour fixer les idées):
ces deux propriétés sont exprimées par le fait que la différence
(f{z) — =) — (f(y} — y) est petite devant || f(z) — = |

On appellera boule de sécurité de x pour f et on notera By(x) la
boule de centre  de rayon k- || f(z) — z ||; elle est bien siir réduite
au poini r si et seulement si x est point fixe de f.

'On montre alors:

THEOREME 7.1.A-1. Soient f et g deux difféomorphistmes commu-
tants de la sphére §?, vérifiant || f —id 1< s et || g —id 1< .
Alors Fix(f) N Fix(g) # ¢.

DEMONSTRATION:

Pour ce théoréme, la commutation de f et g sera utilisé unique-
ment de la fagon suivante: si z € Fix{f}, son orbite orby(z), et son
adhérence orbg () sont incluses dans Fix(f).

La démonstration se fait par 'absurde: supposons f et g sans
point fixes communs. Alors Fix({f) et Fix(g) sont des compacts non
vide (car ¥(S5?) # 0) disjoints. On en déduit que le minimum des
distances || f(z)—z || et || 9(y)—y {|, pour = € Fix(g) et y € Fix(f),
est strictement positif: on le notera r.

Pour tout point z de §2 — Fix(f), on note v¢(z) la courbe obte-

nue en mettant bout A bout les segments orientés [f*(z), FH1(z)].
D’autre part, notons X le champ de vecteurs sur 52 défini par
X(z) = f(z) — = (oit f{z) — x est assimilé & un vecteur tangent &
5%,
Alors, en tout point z € yy(z) le vecteur X(z} fait un petit angle
(< Z5) avec le vecteur tangent & v7{x) au point 2: on dira que le
champ de vecteur X est presque tangent aux courbes vp(x), 2 €
52 ~ Fix(f).
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On définit de méme les courbes v,(g),y € 5% — Fix{g), et le
champ de vecteur Y'(2) = g{z} — 2, presque tangent & ces courbes,
Montrons d’abord ke lemme suivant:

LEMME 7.1.A-2. Soient r € Fix(g) et y € Fix(f). Alors pour tous
points p € v7(x), g € ye(y), on a: [ p—g|>r

DEMONSTRATION: (par I'absurde). On suppose || p—¢ [|< r. Or
p est sur 1'un des segments [f*(x), FiT1(x)] et ¢ sur un segment
g* (1), ¥ (9))- Un calcul simple montre que la distance || fi{z) —
& (y) || est alors inférieure & 3sup(|| fi(z) — F*=) ||| &) -
¢/t (@) |), c’est & dire que I'on a:

- goit g¥(y) appartient & la boule de sécurité By(z), ce qui est
impossible car ¢/ (y) € Fix(f) {car f et g commutent).

- soit f(z) est dans la boule de sécurité By(y) ce qui est im-
possible car f¥(z) € Fix(g).

- Cette contradiction démontre le lemme. O
Voyons mainterant comment en déduire le théordme.
Considérons zp € Fix(g). L’adhérence orbj(zo) de son orbite

pour f est constituée de points fixes de ¢ (f et ¢ commutent). Par
un argument classique, on trouve dans cette adhérence un point Fg
(qui est donc fixe pour g) récurrent pour f.

On regarde la courbe 4¢(%g): elle repasse aussi prés que l'on
veut de %j, une infinité de fois, car o est récurrent. On cons-
truit alors une courbe fermée simple 7, ou bien extraite de vy (Tg),
en constatant que +y;(Zp) possdéde des auto-intersections {voir (B3]
Lemme 3.1), ou bien en créant d’abord une auto-intersection par
une Cl-petite perturbation de «v;{Zo) (voir [B4], Lemme 3).

Notons Dy I'un des deux disques bordés par +p. Le champ de
vecteur X est presque tangent au bord 8Dg done sen indice sur Dy
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est égal & 1: il posséde donc un zéro 3 € Iy, qui est donc un peint
fixe pour f. D’aprds le lemme, v,(31) ne s’approche pas du bord
8Dy, donc orby(y1) est inclus dans Do: on en déduit Pexistence
d'un point. § € Dy, fixe pour f et récurrent pour g. On construit
alors une courbe fermée simple 1 C D & partir de () (de méme
qu'on avait construit <y A partir de y7(Zo)). La courbe v, reste &
une distance supérieure A r de 9 = 8Dy d’aprés le lemme. On note
Dy C Dy le disque bordé par vq-

On peut itérer autant qu’on veut ce procédé, construisant ainsi
une suite infinie de disques Dyyq C D, dont les bords sont cons-
truits & partir de courbes -v;(;), & € Fix{g), ou v, (%), #: € Fix{f),
suivant la parité de {. On obtient une contradiction en remarquant
que la distance entre les bords 814, et 8D; est toujours supérieur
4 r > 0: le procédé ne peut pas s'itérer indéfiniment. O

b) deux difféomerphismes commutants sur une surface S
de caractéristique d’Euler non nulle

Le fait topologique important sur $2 &tait que tout lacet simple
borde un disque. Sur une surface compacte § quelquonque, cette
propriété sera remplacée par la suivante: il existe un entier ng > 0
(dépendant du genre g($)) tel que, 8i vy,...,7n, sont ng courbes
fermées simples disjointes alors il existe ¢ # j tel quey; et v; soient
homotopes: si elles ne sont pas toutes deux homotopes & zéro, elles
sont donc le bord d’une courcnne.

Posons m = 2ng. Si y1,...,%n sont m courbes fermées simples
disjointes, alors il y en a trois, ¥, ¥;, Yk, dans la méme classe d’ho-
motopie. Si elles ne sont pas homotopes & zéro, il y en a une con-
tenue dans Vintérieur d’une couronne bordée par les deux autres.

Pour pouvoir utiliser ce fait, nous allons devoir construire,  par-
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tir de deux difféomorphismes commautants de S, f et g, m courbes
simples distinctes, du type v4{z), £ € Fix{g) définies au Para-
graphe a). Pour cela, nous allons choisir m éléments du groupe de
difféomorphismes engendré par f et g: posons g; = go fi,i =
1,...,m. Nous allons nous intéresser aux courbes yp(z;),z; €
Fix{g:), et aux champs de vecteurs X; définis par X;{z) = g:{z) —=,
quand f et g sont suffisainent C'-proche de Iidentité.

Précisons un peu ce “C'-proche de l'identité”: les Lemmes 4.3.d-
1 et 4.3.b-1 permettent de choisix £ > 0 tel que, si f et ¢ sont deux
difféororphismes commutants de la surface S, vérifiant || f—id || <
g et || g —id |1< &, alors les propriétés suivantes sont vérifices:

7.1.8-1; pour touti € [-m,m|NZ, Fix f* = Fix f.

On en déduit immédiatement:

7.1.B-2: tout point fize commun & g; et g;,i # j € {1,...m} est
point fize commun de f et g; de méme tout point fize commun 4 f
et gi, i € {1,...m} est point fixe de ¢.

7.1.B-3: il existe r > O tel que, pour tout i,j € {1,...m},i # j,
pour tout z; € Fixg;, x; € Fixg; les courbes yp(z;) ef yr(x;) sont
digjointes, et restent une distance supérieure d r l'une de Pautre
(c’est-d-dire: Vp € vs(x:) Vg € vp(z;),  p—a > ).

IDEE DE LA DEMONSTRATION: Il faut prendre r = inf{|| x— f(z} ||,
z € Fix(g;), i1 € {1,...,m}. On monire alors (comme pour le
Lemme 7.1.8.2) que si v4(z;) et vr(z;) possddent deux points dis-
tauts de moins que r, alors z; appartient A la boule de sécurité
By(z;) ou z; appartient & la boule de sécurité B(x,). 1l faut
alors remarquer que, z; étant point fixe de i = g o f*, on a
g;{zi) = fi7%(z;). La boule de sécurité de z; pour f est donc in-
cluse dans la boule de sécurité de z; pour g; (car || g;(z:} — = || est
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presque égal & | j—i ||| f(z;)—=; [I}. On obtient donc: =; € By, (x;),
ce qui n'est pas possible car z; € Fix(g:) ou z; € By (x;), impos-
gible car z; € Fix(g:). O

7.1.B-4: pour tout j #£ i € {1,...,m} le champ de vecteurs X; est
presque tangent G toute courbe yy(w;) , 7 € Fix{g:).

IDEE DE DEMONSTRATION: le champ X défini par X{z) = f(2) —z
est presque tangent aux courbes v¢(z;) (voir le Paragraphe a}. De
plus, en tout point f*(z;) on a:

gi{fH (1)) = T (w4), car f*(z:) € Fix(gs).

D’aprés le Lemme 4.3.d-1, le vecteur X;(f*(:)} est donc pres-
que égal & (5 - )X (f*(2)).

La boule de sécurité By(f*{z;)) est donc incluse dans la boule
By, (f*(x:)); on en déduit (Lemme 4.3.g-1) que le champ de vecteurs
X; est presque égal au champ (j — i) sur By(f*(z:)). Les boules
de sécurité Bs(f*(x;)),k € Z recouvrant la courbe vs{(2:), on en
déduit que le champ X; est presque tangent & v¢(z;).

Pour rendre ces raisonnements rigoureux il faut bien-sir faire
trés attention A l'ordre des choix (taille des boules de sécurités,
angles entre les champs de vecteurs et les courbes). (voir [B4]
Paragraphe 2.2. et Lemme 4.1 et 4.2). a

Nous pouvons maintenant démontrer:

THEOREME 7.1.B-5. Soit § upe surface compacte de caractéristique
d’Euler x(8) # 0. Soient f et g deux difféomorphismes commutants
de § vérifiant |} f —id |1 < c et || g—id [l1< €. AlorsFix f NFixg #
@,
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DEMONSTRATION: {par I'absurde). On suppose f et g sans point
fixe commun. EL’hypothése x(S) # 0 cntraine, pour tout {, Pexis-
tence de z; € Fixg;, Comme on I'a déji vu pour le Théordéme
a-1, chaque adhérence d’orbite m contient un point #;, fixe
pour g:; et récurrent pour f: ceci permet de construire, pour tout
i € {1,...m}, unc courbe fermée simple 47, & partir de v¢(Z;): on
provoque une auto-intersection par une Cl-petite perturbation de
~¢{Z,) et on extrait de la courbe obtenue une courbe fermée simple
7.

Une courbe 7? ainsi construite ne peut &tre homotope & zéro
dans S: sinon elle borde un disque Dy tel que le champ de vecteurs
X soit presquc tangent au bord, ce qui prouve 'existence d’un point
fixe de f dans l'intérieur de Dy. Le raisonnement que I'on a fait
sur la sphére 52 peut alors se répéter ici, prouvant I'existence d’un
point fixé commun & f et g;, donc & f et g, dans I'intéricur de Dy.

On dispose donc de m courbes simples disjointes 42, i € {1,...,
m} non homotopes & zéro. Il y en a 3 distinctes dans la méme classe
d’homotopie, par définition de m. On considére alors I'ensemble
Cy, union de toutes les couronnes de S bordées par des courbes
+? (c'est-a-dire des parties de § homéomorphes & S* x [0,1], et
dont le bord est formé de 2 courbes 4?); alors Cy est non vide, et
chague composante connexe de Cp est une couronne. De plus Cj
contient dans son intérieur au moins une des courbes 4. On note
Iy Pensemble des € € {1,...,m} tel que 7? soit dans D'intéricur de
€. Le champ de vecteurs X; est alors presque tangent au bord de
Co (d’aprés 7.1.b-4), donc est d’indice nul sur Cy. Comme § est
de caractéristique d’Euler non nulle, X; posséde un zéro z; dans
5 — Cy, (z} est point fixe de g;). On utilise alors les points z},
i € Io pour construire de nouvelles courbes simples disjointes +},
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i € Ip, disjointes des 47, i € {1,...m}, et disjointes de Cp. Ou
note alors 4! = 49 pour i € {1,...,m} — I. On obtient ainsi
une nouvelle familie {+}}, ¢ € {1,...,m}, de m courbes simples
disjointes, telle que le bord de Cp est composé de courbes -}, et
que lintérieur de Cy ne contient aucune de ces courbes. On note
C) l'union des couronnes bordées par les ). Bien siir Cy C €. De
plus par choix de m, I'une des courbes y} est contenue dans une
couronnes bordées par deux de ces courbes, donc est incluse dans
I'intérieur de ;. On en déduit:

Co Cc &y
#
En itérant le procédé, on construit une suite infinie
Cﬂ c ¢ ... ¢ Cg...
A # #

D’autre part, on déduit de 7.1.b-3 que la différence C — Cr—1 con-
tient une boule de rayon §, pour tout k. Ceci am2ne une contra-
diction avec la compacité de S.
c) n difféomorphismes

La démonstration se fait par récurrence: on a montré ke Thé-
oréme C’ pour 2 difféomorphismes. Supposons-le: prouvé pour n
difféfomorphismes, montrons comment le prouver pour n + 1...
je n'ai pas trouvé de démonstration simple pour cette récurrence,
Celle que j'ai trouvée consiste & recommencer la démonstration déja
faite pour deux difféomorphismes, en utilisant des courbes du types
¥s{(z) ol z est point fixe commun & n difféomorphisme.
SuR LA SPHERE 82 si fy,..., fu Soit n + 1 difféomorphismes com-
mutants, (-proches de l'identité, et supposés sans points fixes,
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communs, alors on construit une suite infinie de disques D;, 1 € N,
Dy C Dy, tel Que le bord 9D; est une courbe fermé simple
contenue dans une courbe 4(x;), ol f sera alternativement fo ou
fn, et Ol z; sera alternativement un point fixe commun de fi,..., fn
oude fo,..., fn-1.

SUR UNE SURFACE S: (de caractéristique d’Euler x(5) # 0). Soient
Fig1,..+ 300, n+ 1 difféomorphismes commutants de S, suffisam-
ment C'-proches de l'identité, et sans point fixes communs.

On note h; = gn o f*, i € {1,...m}. Pour tout i, la famille
{91+, 8n—1,hi} possiéde un point fixe commun z;, par hypothése
de récurrence. On construit alors m courbes simples disjointes
3 V'aide des courbes =;{z;), et on note Cy I'union des couronnes
bordées par les +y;, et on note Iy C {1...m} 'ensemble des i tels
que +; C Cy. Pour continuer le raisonnement vu au Paragraphe b,
il faut montrer que g1,...;9n—1, iy, 1 € Jo, possédent un point fixe
commun dans 5 -- C. Pour cela, on a besoin d'une *“version a bord”
du Théoréme C” pour n difféomorphismes ... (voir le Lemme 5 de

(B4]).

§3 Exemples de fibrations en tores instables

La lecture de la Partie 3.2 est indispensable pour comprendre
cette partie.

Soit § une surface compacte orientable de genre ¢(S) = 2.
Fixons h:m(S) - Z un homomorphisme surjectif. Choisissons
A € 8L(2, Z) une matrice possédant deux valeurs propres réelles po-
sitives, A et §, A €]0, i{. On définit un homomorphisme p: I1;(S) —
SL(2,Z) défini par p(y) = AN,

Au Chapitre 3.2, on a construit, par suspension de p, une fibra-
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tion en tore T2, f,: M, — 5.
Nous allons montrer:

THECREME D. Avec les notations ci-desgus, Ia fibre de Ia fibrations
fo est C®-ipstable: il existe une C™°-déformation F;,t € R du
feuilletage F, défini par f,, tel que pour tout t # 0.F; n’ait aucune
feuille compacte.

Notons I: S — & le revétement cyclique de § associé a la
représentation p (voir 3.2.a), et notons ¢: § — § Pautomorphisme
du revétement II associé & un lacet v tel que p(y) = A. D'aprés
3.2.d.1, on peut construire une C*°-déformation F; de la fibration &
partir de deux champs de vecteur X et Y de classe O, commutants
sur S, et vérifiant:

* (5:63) = (%)

D’aprés 3.2.d-2, si X et Y sont de plus sans zéros communs, alors
pour tout ¢ # {} assez petit, F; sera sans feuille compacte proche
d'une fibre (ce qui prouverait déja Vinstabilité de la fibre de la
fibration}.

On peut maintenant utiliser le fait que A est diagonalisable pour
simplifier la relation *. En effet, supposons que U et V soient deux
champs de c{asse. C*™ sur S, commutants, sans zéres communs, et
vérifiant:

1
** @ (U) = Wet @, (V) = 'XV

Notons P une matrice diagonalisant A; alors les champs de vec-

teurs X et Y sur § définis par (';E) = p-1 (g) vérifient les

propriétés souhaitables.
Le Théoréme D est donc un corollaire du lemme suivant:
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LEMME 7.2.1. Il existe deux champs de vectewrs U et V' de classe
O sur §, commutants, sans zéros communs, et vérifiant **,

La clé de la construction des champs I et V réside dans une
surprenante liberté que l'on a au dessus de certaines couronnes de
5.

Soit C' une courcnne incluse dans S, bordée par deux lacets a
* et b tels que p(a) = p(b} = A. Notons € = I-Y(C) c §. Clest une
bande bordée par deux droites & = IT"(a) et b = IT1~1(b).

LEMME 7.2-2. Soient u et v de champs de vecteurs commutants,
définis au voisinage de & et b, vérifiant **, et tel que u ou v soit
transverse & & et b.

Alors il existe deux champs de vecteurs U et V' de classe O,
définis sur C vérifiant **, commutant, sans zéros communs, et

coincidants avec u et v au voisinage de & et b,

Avant de donner la preuve du Lemme 7.2-2, voyons comment
- T'utiliser pour construire les champs U et V sur §.

L’idée est de découper S suivant un nombre fini de courbes
simple fermées ~;, lisses, se coupant iransversalement, de fagon
que chaque composante connexe ainsi obtenue soit une couromne
vérifiant les hypothtses du lemme. La figure suivante donne
I'exemple d'une décomposition en couronnes pour g(S) = 2.

Pour 'exemple de la figure, on construit alors U et ¥V au voisi-
nage des IT~1(y;) de la facon suivante:

— d’abord on construit IV et V' champs commutants définis au
voisinage de II-(p) et II~1{g), vérifiant **, et tels que I/ entre dans
CF et sort de CT, et V entre dans Cft et sort de Cy .

- puis on prolonge U sur un voisinage des II~1(;) de fagon & ce
qu’il soit transverse aux lignes II=1(~;), et vérifie **,
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Cy C’

Ya

Figure 7.1.

- on prolonge alors V sur les II"'{v;) de fagon transverse au
II-{+;), vérifiant **.

- on pousse alors V par le flot de U ce qui permet de définir I/
et V commutants, vérifiant ** sur un voisinage des IT™*(y;).

11 suffit alors d’appliquer le Lemme 7.2-2 dans chacune des cou-

ronnes pour obtenir des champs de vecteurs I/ et ¥ sur §, vérifiant
toutes les propriétés voulues.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.2-2:

On considre la bande [0,1] x R, munie de coordonnées (s,t).
Notons U7 le champ de vecteurs sur cette bande, défini par:

& 8
— g1/ 2
Uls,t) = X(—s% 63+3t)'

C'est un champ de vecteurs de classe C™, sans zéro, transverse
(rentrant) sur {1} xR, et vérifiant @, (U) = AU ol p(s, 1) = (8, t-+i);
rappelons que A €]0, 1[ et 'une des valeurs propre de la matrice A,
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LEMME 7.2-3. Soit v un champ de vecteurs de classe U défini le
long de {1} x R et vérifiant ¢.{v) = +v.

Alors v se prolonge de fagon unique en un champ de vecteurs V'
sur [0,1] x R, commutant avec U, vérifiant p.{V) = V, nul sur
{0} x R, de classe C™ sur [0,1] x R et C™-plat le long de {0} x R.

DEMONSTRATION: La donnée du champ v sur 1 X R détermine un
unique champ de vecteur V sur [0,1] x R commutant avec I et
prolongeant v: ¢’est le champ obtenu en poussant v par le flot de
[7. 1l est bien sur de classe C*°, et on montre facilement que V
vérifie ¢, (V) = };V. 1l reste donc & voir que V se prolonge de fagon
€ et O™ plate par le champ nul sur {1} x R.

Dans [B4], j’avais vérifié cela pour un champ U plus général,
de la forme M(g(s)£ — &) ob g est une fonction C*®-plate en 0.
Cette vérification était assez laborieuse. Le fait d’avoir pris pour g
1a fonction —s? e ~1/* permet ici de faire des calculs explicites, ce
qui s’avére plus simple. Voici I'idée du caleul:

On constate d’abord que les champs A'(—s% e ~1/*) £ et X' £
commutent avec U/, et forment une base de R? en tout point de
10,1} x R. On éerit V dans cette base:

V(s,t) = afs, ) M=) 2 4 B(a,0(-N2)

Pour prouver que V se prolonge de fagon C™-plate en 0, il suffit de
montrer que o et 7 se prolongent de fagon C'*-plate en 0.

Le fait que V' commute avec U/ entraine que o« et 3 sont cons-
tantes le long des orbites de U: ceci permet de calculer ¢ et 8
en fonction de leurs restrictions @ et & & {1} x R (c’est & dire

alt) = a(l, 1) et b(t) = A(L, t)).
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On vérifie:
afs,t) = a(t — €'/° + ¢)

B(s, ) = bt — e}/® + &)

(il faut vérifier que (1,t~ e'/* + €} et (s,t) sont sur la méme orbite
de U).
D’autre part, du fait que w.(v) = v on déduit:

a{t + 1) = A %a(2) et b(t + 1) = A72b(2),

¢’est & dire qu'on peut écrire a(t) = A~2a(t) et b(t) = A~2b(t) ol
@ et b sont des fonctions C*°, périodiques de période 1.

On a alors:

afs, ) = AU —e=tg(p — el/2 1 )
B(s,1) = A/ T—e=OF (¢ — o/ 1 o)

On en déduit que o et 3 se prolongent fagon C*-plates sur
{0} x R, ce qui achve la démonstration du Lemme 7.2.3. O

Voyons comment en déduire le Lemme 7.2.2:

Si C est une couronne vérifiant les hypothdses du Lemme, on
peut prendre des coordonnées sur ¢ = II"1(C) de fagon que C =
[-z,2] x R, et que Pautomorphisme de revétement i soit (3,t) —
(s,t+1).

— 8i u est un champ de vecteur transverse, entrant, sur le bord
8C, et vérifiant p,{(u) = Au, alors on peut le prolonger sur € en
un champ ¥/ de classe O vérifiant @, (/) = AU et coincidant avec
M(~s|s|e~Visl2 4 £)sur [-1,1] xR. Le lemme 7.2.3 appliqué
aux bandes [—1, 0] xR et [0, 1] x B montre que tout champ de vecteur
v défini sur 8C, vérifiant p.(v) = 3v, s’étant de fagon unique en
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un champ V sur ', de classe C°°, commutant avec U, vérifiant
@ (V) = 1V, et nul et C plat sur {0} x R.

~ i u est transverse sortant sur 8¢, il suffit d’appliquer le rai-
sonnement précédent avec —u. )

— 8i u entre par un bord, et sort par autre, il suffit de découper
C en deux bandes, et définir « sur le nouveau bord de fagon & ce qu'il
entre dans 'une des bandes, et sorte de 'autre: on peut appliquer
le raisonnement précédant A chacune des bandes. O

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME D: Les champs
de vecteurs U/ et V dons nous venons d’assurer I'existence permet-
tent de construire (d'aprés 3.2.d.1 et 3.2.d.2) une C™°-déformation
{Fi}:er du feuilletage Fo défini par la fibration f,, telle que, pour
t # 0 assez petit, F; soit sans feuille compacte proche d'une fibre:
la fibre de la fibration est done C*-instable. Le Théordme D an-
nonce un peu plus: nous allons voir que, pour tout ¢ # 0,F; est
sans feuille compacte.

Nous avons vu au Paragraphe 3.2.¢ que les champs commutants
UetV (ou X et V) engendrent une action locale de R2 sur S et
que les orbites de cette action locale passe au quotient par II en
une partition de §. De plus pour tout ¢ # 0, chaque feuille de F; se
projette sur § par f, en une partie de cetie partition; si F; possdéde
une feuille compacte, sa projection sur 8 sera compacte.

On en déduit que, si ! est une feuille compacte de Fy, ¢ # 0, II({)
est une courbe simple fermée  telle que p(v)} = A, et telle que U
ou V est nul sur TI-!(y}, I'autre champ étant non nul et tangent &
II-1(~); on supposera, pour fixer les idées que V est nul sur IE~1(7y).

Remarquoas qu'alors, f ~!(+) est une sous variété de M, saturée
pour le feuilletage F;. Pour conclure le Théoréme D nous montrons:

230



Fibrations en Tores: Exemples de Stabilité et D’instabilité

LEMME 7.2.4. Toute feuille de Fi, t # 0, contenue dans f;'(7), est
dense dans f;1(7).

DEMONSTRATION: En identifiant S a la section canonique de la fi-
bration fj,, on peut considérer 5, et donc § comme une transversale
compléte du feuilletage F,. Le pseudogroupe d’holonomie de F; sur
la transversale S est alors engendré par le temps t, X; et ¥, des flots

de X et ¥ (rappelons que (g) =p-! (U) oll P est la matrice

de passage de A a sa forme diagonale), et par Pautomorphisme de
revétement o,

o
dea,f e R telsque X = all et ¥ = 8U sur H'l(_'y). Un calcul
simple des coeflicients de P montre que % est irrationnel. On en

Sur M~'(y) on a (J;) = p~1 (U) On en déduit I'existence

déduit facilement que, pour tout point z € II~1(y), lorbite de
par le pseudogroupe d’holonomie de F; est dense dans II~*{y) (ce
qui conclut e lemme): ia seule difficulté provient de ce que le flot de
7 n’est pas complet: il est cependant défini pour tout temps ¢t > 0,
(car U vérifie ¢, (U) = AU, X < 1), ce qui permet de conclure. O

231



CONCLUSION

Les Chapitres 3, 5, 6 et 7 ont donné quelques réponses an pro-
bléme de la stabilité de la fibre d’une fibration. Ce probldme (global)
est 'un des pdles du probleme de stabilité des feuilles compactes
d'un feuilletage, 'autre pdle étant le probléme (local) de la stabi-
lité d’une feuille compacte isclée. On réve bien siir & une théorie
d'indice, type indice de Poincaré-Hopf d’un zéro isolé d’un champ
de vecteur, qui relie le probléeme global d’existence de zéro, pour un
champ de vecteur d’une variété compacte, au probléme local de sta-
bilité d'un zéro isolé. J'aimerais, en conclusion de ce travail, donner
quelques idées sur:

— le probléme de la stabilité d'une feuille compacte isolée,
— comment relier le probléme local au probléme global.
Cette conclusion est divisée en deux parties:

Dans la premiére je donne quelques idées sur le probléme général
de la stabilité d'une feuille compacte isolée, en mettant Iaccent sur
les difficultés encore non comprises.

La seconde pattie présente le cas, beaucoup mieux compris, des
feuilles compactes dont le groupe fondamental est commmtatif: j'y
propose un critére de stabilité locale, et je montre qu'en codimension
1, ce critdre permet de résoudre des probltmes globaux de stabilité,
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Couclusion

§1 Stabilité de feuilles compactes isolées

Ce sujet comporte actuellement de trés nombreuses questions.
Je pregente ici, de facon informelle, quelques idées sur ce probléme,

sans prétendre en faire le tour.

Le mathématicien qui étudie aujourd™hui les systtmes dyna-
miques, définis par des flots ou des difféomorphismes, sait que 'on
peut en simplifier la dynamique par une petite perturbation du

systeme. Par exemple:

— génériquement, tous les points fixes et toutes les orbites pério-
diques sont hyperboliques, et leurs variétés stables et instables se
coupent transversalement (Théoréme de Kupka-Smale).

— par une C'l-perturbation, on peut fermer une orbite récurrente

(closing lemma de Pugh).

Pour les feuilletages, la situation est tout autre: étant donné un
feuilletage, on ne sait pas a priori comment le perturber, ct on sait
donc encore moins 5’il est possible d’en simplifier Ia dynamique par
une petite perturbation. La notion de feuilletage générique n’est
pas définie. Les feuilles compactes étant la généralisation directe
des points fixes ou des orbites périodiques, le premier pas serait de
comprendre & quelles conditions une feuille compacte est stable: on
aimerait pouvoir définir ce gqu’est une feuille compacté byperbolique,
et définir les variétés invariantes d'une telle feyille.

QUESTION 1: Quel est I’éguivalent, pour les feuilietages, des dif-
féomorphismes Morse-Smale?

Le mathématicien qui s’attaque au probléme de la stabilité des
feuilles compactes est bien démuni. Les difficultés commencent dés
la définition.
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a) La stabilité d*une feuille est-elle un probléme local ou
global?

Soit F un feuilletage d'une variété compacte M, et soit C' une
feuille compacte de F.

DEFINITION 1 (Stabilité par perfurbation du germe de feuilletage):
La feuille compacte C sera dite C"-stable si, pour tout voisinage U/
de C, et tout feuilletage G sur U, C"-proche de la restriction de F
A U, le feuilletage ¢ possdde une feuille compacte difféomorphe & C
et proche de C.

DEFINITION 2. (Stabilité par perfurbations globales): La feuille
compacte C sera dite C"-stable st tout fexilletage C"-proche de F
possede une feuille compacte difféomorphe & C et proche de C.

DEFINITION 3. (Stabilité par perturbations globales & support local):
La feuille compacte C' sera dite C™-stable 8'il existe un voisinage tu-
bulaire I/ de C tel que tout feuilletage C7- proche de F et coincidant
avec F hors de U, posséde une feuille compacte difféomorphe 3 C
et proche de C.

Bien sir, la C"-stabilité par perturbations du germe de feuil-
letage implique la CT-stabilité par perturbations globales, qui im-
plique la C*-stabilité par perturbations globales & support local.
Mais, & ma connaissance, on ne sait rien sur la réciproque (qui me
parait improbable) alors que pour les difféomorphismes ou les flots,
ces trois notions de stabilité sont équivalentes.

Ces trois définitions sont d’usages différents: en effet, la Défi-
nition 2 (par perturbations globales) est sans doute la notionqui
nous intéresse réellement, mais elle est pratiquement inutilisable
puisqu'on ne sait pas, a priori, perturber globalement un feuilletage.
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Il faut donc utiliser la Définition 1 si Pon veut prouver la stabilité
d'une feuille {voir ci-dessous les résultats de Hirsch}, et la Définition
3 si c'est linstabilité que 1'on veut démontrer (par exemple, on
utilise la Définition 3 pour prouver que toute feuille compacte, dont
le groupe fondamental est isomorphie au groupe libre & k générateurs
(k > 2), est C™-instable en toute codimension).

Une autre difficulté vient du fait que 'on ne sait pas si 'espace
des feuilletages est localement connexe: perturber un feuilletage
{c’est-a-dire prendre un feuilletage proche) ou le déformer (choisir
un petit chemin dans l'ensemble des feuilletages) peuvent étre des
choses trés diférentes. On peut donc donner trois autres définitions
de la stabilité d'une feuille compacte, cette fois par déformations du
feunilletage.

b) Quelques résultats, et leurs commentaires

Malgré ces inconnues, on dispose de quelques résultats de stabi-
lité (par perturbation du germe de feuilletage).

THEOREME (Hirsch 1971). Soit C une feville compacte d’un feuil-
letage F. On suppose qu'il existe un élément a du centre du groupe
fondamental ) (C) tel que I'holonomie de F le long de o ait un
unique point fixe, et qu’il est hyperbolique.

Alors C' est C'-stable. _
THEOREME (Hirsch 1971). Seit ¢ une feuille compacte d'un feuil-
letage de codimension 1. On suppose qu’il existe o dans le centre
de 7,(C), tel que I'holonomie de F le long de « a un point fixe isolé
d’indice non nul.

Alors C est C%-stable.

Le Théoréme B de ce livre utilise un lemme de Thurston {sous
une forme légtrement généralisée), qui permet de négliger le role,
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pour les Cl-perturbations, des lacets homologues 4 zéro dans les
feuilles. Voici d’autres conséquences de cette méme idée:

THEOREME (Schweitzer 1986). Soit C une feuille compacte d'un
feuilletage F, telle que Hi(F,R) = R. On fait les deux hypothéses
suivantes:

— Pholonomie linéaire de C est trivisle.

- il existe a € m{(C) dont la classe d’holopomie engendre
Hy(F,R), tel que I'holonomie de F le long de a posséde un point
fixe isolé d'indice non nul.

Alors C est C'-stable.

THECREME {Stowe 1980). Soit C une feuille compacte d’un feuil-
letage de codimension k, et soit L : m1(C) — GL(R*) I'holonomie
Iinéaire de C.

Si C est C'-instable, il existe un homomorpkisme A : 73 (C) —
Af(R*) (ol Aff(R¥) est le groupe dcs transformations affines de
R*), tel que Ja partie lindaire de A soit égale & L, et que le groupe
A(m (C)) p’ait pas de point fixe.

Autrement dit, la feuille C' est C''-stable si on ne peut pas per-
turber la représentation d’holonomie linéaire par des translations.

Analysons & présent ces résultats. Tout d'abord, je préconise
beaucoup de prudence contre des généralisations hitives: le thé-
oréme de Hirsch semble introduire la notion de feuille hyperbolique
comme une feuille qui posséde une holonomie hyperbolique; celui de
Schweitzer semble proposer I'indice du point fixe de 'holonomie as-
socife & un lacet engendrant I’honologie, comme indice d’une feuille
compacte C vérifiant H;(C,R) = R.

Voici donc quelques exemples, pour se convaincre que la réalité
’est pas si facile:
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EXEMFLE 1: L’hyperbolicité de ’holonomie n'est pas générique:
par exemple, tout feuilletage sur la sphére $° posséde une feuille
T? ayant ses holonomies C'™°-tangentes & 'identité (voir Rosenberg-
Roussarie [RR]). C’est une propriété locale: considérons par e
xemple un petit voisinage [/ de la feuille compacte T2, du feuilletage
de Reeb F sur la sphére §%. Alors tout feuilletage sur I, C°-proche
de F/U, posstde une feuille difféomorphe & T2 et ayant toutes ses
holonotnies C*°-tangentes A I'identité.

EXEMPLE 2: Une famille C possédant une holonomie hyperbolique
(ou méme toutes ses holonomies hyperboliques) n’est pas forcément
stable: si par exemple le groupe fondamental x1{C) est le groupe
libre & 2 générateurs, alors ' est C-instable, par perturbations
globales & support local.

ExeMPLE 3: ]l est remarquable que le théoréme de stabilité de
Schweitzer nécessite que ’holonomie linéaire soit triviale. Je me
suis posé la question de ce qui arrive, en codimension 1, si on enléve
cette hypothdse, et j’ai trouvé un phénomene assez étonnant:

Soit F un feuilletage de codimension 1, C' une feuille compacte
telle que Hy(C,R) = R. Pour simplifier I'étude, on supposera que
71{C) posséde un systéme générateur & deux éléments {a, b}, tel que
la. classe d’homologie de b soit nulle, et que donc celle de a engendre
Hi(C,R). On suppose que la dérivée, au point fixe, de I’holonomie
de F le long de a est égale & o €]0,1[. L’holonomie linéaire de la
feuille C' est donc I'homomorphisme L : m(C) - GL{(R) ~ R,
défini par L(a) = o, L{b) = 1.

Supposons que la feville C soit C'-instable. D’apres le Théoréme
de Stowe, il existe un homomorphisme  de 7 (C) dans le groupe
des homothéties-translations de R, tel que p(a) = h, (homothétie
de rapport &) et ¢(b) est une translation 7, (défini par ¢ — z 4 ¢,
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t £ 0). Nous allons voir que o ne peut pas étre quelconque:

La classe d’homologie de b étant nulle, et pas celle de a, il existe
un mot, a™1 5™ ,..a™m«b"*, égal A 1'élément neutre dans m((C), tel
que ZLI n; 8oit non nul, et que )::;1 m; = 0. On notera p; =
):; m;. Le mot peut alors s'éctire [] aPsbma=+,

Alors, ([ T* a?b™a~P) est la trauslation définie par: z v z +
Zf aPingd.

Comme [} a?*b™a~P* est I'élément neutre de 71(C) on obtient
Iéquation:

k
Ea”‘ni =0
1

Notons ¢ = inf; p;; alors ¢ est une racine du polynéme Ln; X™ 9,
qui n’est pas le polyndme nul puisque En; # 0. On a donc montré:

La feuille C est C-stable, sauf si la dérivée o de Pholonomie de
aest égale & 'une des racines du polyndme Tny XP 9, ou est égale
¢ 1 (auguel cas on peut appliquer le Théoréme de Schweitzer).

Réciproquement, si o est racine d’un polyndme A coefficients
entiers dont la somme est non nulle, il est facile de voir que, pour
toutt € R, le groupe  engendré par k, et 7 vérifie Hom(G,R) =
R. On peut alors choisir une variété compacte C dont le groupe fon-
damental est G: on a donc Hy(C,R) = R. On peut alors réaliser C'
comme feuille compacte C*-instable d’un feuilletage de codimension
1 tel que I"helonomie linéaire de €' soit engendrée par I'homothétie
ha.

¢) Feuilles compactes & groupe fondamental commutatif

Pour les feuilles compactes dont le groupe fondamental est com-
mutatif, la situation est beaucoup plus simple:
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Remarquons d'abord que: D'existence d’une holonomie hyper-
bolique implique la-C!-stabilité (Théoréme de Hirsch cité au Para-
graphe b}. De plus les variétés invariantes (stable ou instable) d'une
holonomie sont alors invariantes par toutes les holonomies: on pour-
rait donc définir les variétés invariantes d’une feville compacte de
groupe fondamental commutatif. Rappelons cependant que méme
dans le cadre commutatif, ’hyperbolicité n’est pas générique (Pa-
ragraphe b, Exemple 1):

d) Vers un critére local de stabilité

Le théoréme de Hirsch (voir paragraphe 1.b) eniraine que, en
codimension 1, une feuille compacte de groupe fondamental com-
mutatif est C%-stable dés qu'elle posséde une holonomie d’indice de
Lefschetz non nul.

Cette situation se généralise en codimension 2: par une légére
modification du théordme (difféomorphismes commutants sur §2),
on obtient le résultat suivant:

Soit C une feuille compacte d'un feuilletage F de codimension
2. On suppose que m(C) est commutatif, et qu'il existe a € 7y (C)
tel que Uholonomie de F le long de o ait un unique poini fire, et
que ce point fize soit d’indice non nul.

Alors C et Cl-stable.

{Dans le cas ol 'holonomie linéaire de C est triviale, la démonstra-
tion est identique A celle du Théordéme 7.1.a.1, Si au contraire C
posséde une holonomie hyperbolique, le Théoréme de Hirsch a’ap-
plique. On continue la démonstration cas par cas, suivant ’holo-
nomie linéaire de C).

D’autre part, le Théoréme de Handel {voir [Ha] au Chapitre
2.2.¢.3) laisse présager que le résultat ci-dessus est vrai pour la C?-
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stabilité (si, du moins, 71 (C) = Z%).

QUESTION 4: Seit C une feuille compacte de groupe fondamental
commutalif d'un feuilletage de codimension 2. On suppose que C
posséde une holonomie d’indice de Lefschelz non nul.

Ces hypothéses impliguent-elles; C ;zst CP-stable?

Il serait trés interessant de comprendre si I'existence d'une ho-
lonomie dont le point fixe est d'indice non nul reste un critére de
stabilité en codimension plus grande que 2. Voici cette question en
termes de points fixes de difffomorphismes commutants:

QUESTION 5: Soient f)....fn n difféomorphismes commutanis de
R7, tels gue 0 soil fize pour tous les f;. Supposons de plus que
Utndice de 0 pour f soit non nul.

Ces hypothises smpliquent-elles que 0 est stable (comme point
fize commun & n difffomorphismes commutanis)f

L'’exemple de la dimension 2 laisse penser que le premier pas
pour résoudre Ia question § serait de généraliser en dimension plus
grande que 2 le Théoréme de Lima sur les champs de vecteurs com-
mutants des surfaces.

QUESTION §: Soit B une variété compacte de caractéristique d’Fu-
ler x(B) # 0. Soient Xet Y deur champs de vecleurs commutants
sur B, Les champs X et Y possédent-ils un zéro commun?

Voici une version & bord de la Question 6, (qui est non vide en
dimension impaire):
QUESTION T: Soit U un ouvert relativement compact d’une variété.
Soient X et Y deuzr champs de vecteurs définis el commutants sur
un voisinage de l'adhérence de U, tels que X so0il non nul sur le
bord 8U et que Uindice de X sur U soit non nul,

Les champs X el Y possédent-ils un zéro commun dans U7
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Dans le cadre C*, ou C7r € N, on ne sait répondre aux ques-
tions 6 et 7 sur aucune variété de dimension plus grande que 2; par
exemple on ne sait pas si deux champs commutants sur 52 x 52 ou
sur 84 possédent un zéro commun.

Voici d’abord un résultat partiel, en toute dimension et pour des
champs de classe C'°, du & P. Molino et F.J. Turiel [MT].

TuEOREME. Soit M une variété compacte de dimension 2n et de
caractéristique d’Euler x(M) # 0. Soit k € N et soient X, ..., X)
le champs de vecteurs de classe C™, commutants deux A deux sur
M: ils engendrent une action C™ de R* sur M. Alors cette action

pogséde au moins une orbite de dimension n—1= % -1

31 M est de dimension 4 Molino et Turiel assurent donc P'exis-
tence d'une orbite de dimension 1.

Signalons enfin une scurce récente d’opthmisme: dans un travail
en cours de rédaction, je donne une réponse positive aux questions
G et 7 pour les champs de vecteurs analytiques réels (et comrmutants
deux A deux) sur une variété analytique réelle de dimension 3 ou 4.

€) du local au global

Quand Fuller a construit 'indice (qui porte son nom) pour les
orbites périodiques des flots, le probléme de stabilité des orbites
périodiques isolées (au sens de persistance par perturbations du
flot) était déja compris: 'application de Poicaré, ou holonomie,
d'une telle orbite posséde un point fixe isolé; si 'indice de ce point
fixe est non nul, Porbite est stable par CY-perturbativns du flot. Le
travail de Fuller a consisté & passer du local au semi-local: il a intro-
duit la notion de compact isolé d'orbites périodiques, et a compris
que la proximité d’orbites périodiques de périodes trés différentes
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obligeait & diviser, pour chaque orbite, l'indice de |'application de
m*™® retour par ls multiplicité m de l'orbite.

Cet exemple illustre bien la difficulté qu’il y & & passer de la
résolution du probléme local & celle des problémes semi-local et
global.

Pour les feuilles compactes de groupe fondamental commutatif
des feuilletages de codimension 1, le probléme de stabilité d'une
feuille compacte isolée est résolu par le Théoréme de Hirsch (cité
au Paragraphe a} et celui de la stabilité de la fibre d'une fibra-
tion {de base le cercle S') est résolu par le Théoréme de Plante
(voir [P] et Chapitre 2.2.d). En conclusion de ma thése, je posais
comme probldme de relier ces deux résultats: ce serait le début
d’une Théorie d’indice.

Depuis, avec S. Firmo, nous proposons une maniére de réunir ces
deux résultats dans une méme théorie qui ressemble 3 une théorie
d’indice {(article [BF| en cours de rédaction). Voici en quelques
mots cette nouvelle présentation:

Soit C une feuille compacte isolée du groupe fondamental ) (C')
commutatif, d’un feuilletage de codimension 1.

Notons 4, ..., ¥, un systéme générateur de m;(C). Les holono-
mies h., sont des difféomorphismes commutants de R, définis au
voisinage de 0 et admettant 0 comme unique point fixe commun,

La commutation des A, permet de définir, en dehors de 0,
des nombres de translations relatifs d’'une holonomie par rapport
4 une autre. Ces nombres de translations peuvent étre considérés
comme le rapport entre ces difféomorphismes. La donnée de tous
ces nombres de translation, et des signes A, (z) — z, permet de
définir une 4-droite de R™*!, s0it un point 8., ., (z) de la sphére
S§". On vérifie facilement que ce point est constant tant que z ne
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franchit pas un point fixe commun aux h.,. Ceci permet de définir
6:+(C) et 8_(C) qui sont les valeurs de 8,,. ,,{(z) pour z > 0 et
x < 0 petit.

Les nombres de translations entre deux difféomorphismes com-
mutants varient continiment avec ces difféomorphismes; on en
déduit:

G, (CY#£0_(C) = C est C'-stable

D’autre part on vérifie facilement
84+ (C) # 0_(C) & C posséde umne holonomie d'indice non nul.

On a donc retrouvé le Théoréme de Hirsch.

Le couple (84(C),8-(C)) joue le rile d’indice de la feuille com-
pacte C: c'est un éiément du produit S" x S" considéré comme
groupoide pour la loi (e, b).(b,¢) = (a,¢).

Dans [BF] nous définissons une notion de paquets de feuilles
paralléles et nous voyons que la notion d’indice s’adapte & ces pa-
quets: l'indice d’un paquet de feuilles est égal au produit dans le
groupoide des indices de chacune des feuilles, et cet indice est un
critére semi-local de stabilité.

On retrouve également le Théoréme de Plante: 4 tout feuilletage
F proche d’une fibration de base §? et de fibre C {de groupe fonda-
mental commutatif) on associe, par holonomie, n difféomorphismes
commutants fi,..., fn de R vérifiant les relations:

filw+2m) =[] £

olt les a; sont les coefficients de la matrice A € GL(n, Z) de mono-
dromie de la fibration.
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De cette relation on déduit que I'application # = 8y, s, (définie
en dehors des points fixes communs des f;) vérifie la relation:

6(x + 2x) = Ab(z)

L'hypoth2se du Théortme de Plante: A n'a pas de valeur propre
réelle positive, implique donc:

8(z + 2x) # B(z)

Ce qui impligue 1existence d'un point fixe commun aux f;, et donc
lexistence d'une feuille compacte proche d'une fibre: on a bien
redémontré le Théoréme de Plante (dans le cas o1 la fibre a son
groupe fondamental commutatif). .

En codimension 2 on dispose A présent de quelques résultats
globaux (sur la stabilité de la fibre de fibrations dont le groupe
fondamental de la fibre est commutatif; voir le Chapitre 7 (ou [B3]
et [B4] et {Han]). Au Paragraphe 2.2 de cette conclusion, j'ai
signalé un critére local de C-stabilité, en codimension 2, pour des
feuilles compactes isolées. Remarquons que ces résultats d’existence
sont qualitatif et pon pas quantitatif: leurs démonstrations sont
faites par ’absurde.

QUESTION 8: Réunir les résultals locaux et globaur, sur la stabilité
des feuslles compactes de groupe fondamental commutatif en codi-
mengion ¥, dans une méme théorie 3i possible guaniitative.
(Une telle théorie devrait permetire de résoudre complétement le
probléme de stabilité de la fibre d’une fibration dont la base est une
surface compacte et dont le groupe fondamental de la fibre est com-
mutatif).

Le méme probléme se pose pour les champs de vecteurs commu-
tants des surfaces: la démonstration du Théoréme de Lima (dont est
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issue [B3] et [B4]) est une démonstration dynamique par ’absurde.
Jose me permettre une comparaison: pour 1 champ de vecteurs
sur la sphére $%, on peut prouver Pexistence de zéros par une
démonstration dynamique par J’absurde, avec comme seuls ingré-
dients le Théoréme de Jordan et le Théordme de Poincaré-Ben-
dixson. Cette démonstration se généralise & toute surface, Clest
une démonstration qualitative, trds esthétique, mais qui est indénia-
blement moins puissante que la théorie (homologique) d’indice de
Poincaré-Hopf qui est quantitative et se généralise en toute dimen-
sion. La démonstration de Lima est (& mon avis) la généralisation
de la démonstration dynamique cité ci-dessus, et n’a aucune chance
d’étre généralisée en dimension plus grande.

QUESTION 9: Trouver une démonstrafion gquantiteiive au Théo-
réme de Lima.
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