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Breve introduccion a la
Matematica de la Estadistica
Espacial

Oscar Bustos y Aureliano Guerrero

Abstract Spatial statistical techniques and geostatistics are applied in
numerous disciplines, including: Biology, Economic Geography, Image
Processing, Earth Sciences and Environment, Ecology, Geography, Epi-
demiology, Agronomy, Forestry, mineral prospecting, etc. These notes are
an introduction to this subject from a mathematically rigorous point of
view but without going in details into any particular topic. Chapter 1
gives a brief motivation to the subject by means of an example of the sta-
tistical analysis of satellite images. Chapter 2 is devoted to spatial models
defined by processes with finite second order moments. Chapter 3 deals
with Gibbs-Markov random fields defined on pairs of integers. A few con-
cepts developed in Statistical Physics are adapted to image processing.
Finally Chapter 4 discusses briefly aspects related to spatial correlation.
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Capitulo 1
Proélogo

Las técnicas de Estadistica Espacial y Geoestadistica tienen un rapido
desarrollo en estos tiempos, posiblemente a causa del amplio campo de su
aplicabilidad. En efecto, es posible encontrarlas en trabajos de numerosas
disciplinas, entre otras: Biologia, Geografia Econdmica, Procesamiento de
Imdgenes, Ciencias de la Tierra y del Medio Ambiente, Ecologia, Geografia,
Epidemiologia, Agronomia, Recursos Forestales, Prospeccién de Minerales,
etc. Referencias a algunos de esos trabajos pueden verse por ejemplo en
www.inpe.br y www.conae.gov.ar.

Esa diversidad de aplicaciones y situaciones hace de la Geoestadistica
una disciplina de gran riqueza y un amplio campo todavia poco explorado
por la investigacién tanto en Matemadtica como en Estadistica.

Estas notas no pretenden ser més que una introduccion al tema desde
un punto de vista matematicamente riguroso pero sin profundizar en tema
alguno en particular. Fueron escritas con la atencién puesta en dos libros
muy recomendables para quienes deseen profundizar en los temas tratados
e ir méas alld todavia en importantes temas aqui no tratados como los que
tienen que ver con Entropia, Grandes Desvios, Métodos Variacionales, etc.
Esos libros son: Gaetan and Guyon (2010) ([5]) y Georgii (1988) ([6]).

Cuando realizamos un anélisis de datos debemos buscar un modelo que
se ajuste a tales datos.

Por ejemplo, si queremos conocer la distribucién de la variable altura,
H, de personas adultas en un cierto pais, tomaremos varias personas adul-
tas, digamos n, entre los habitantes de ese pais y mediremos su altura obte-
niendo datos hy, - -, hy,. En los cursos de Estadistica Basica hemos apren-
dido que en un caso como este, es razonable considerar que esos valores
son realizaciones (valores observados) de variables aletaorias Hy,--- , H,
que son independientes (e idénticamente distribuidas como H).

Ahora si queremos conocer la distribucién de los valores de energia, X,
provenientes de distintos puntos de una cierta regiéon geogréfica como la

5



6 Oscar Bustos y Aureliano Guerrero

que muestra la Figura 1, por medio de instrumentos adecuados,

Figura 1. Dique de Ullin
San Juan (Argentina)

podemos trazar una grilla sobre la Figura 1,

Figura 2. Grilla sobre Figura 1
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digamos de n columnas y m filas, y a cada celda de la misma asignar un
cierto valor representativo del promedio de la energfa proveniente de esa
celda, obteniendo asi la matriz de datos

Tay o T(n)
xr = e e e
Tam) 0 Enm)

(En imdgenes se acostumbra considerar al primer indice como el correspon-
diente a la columna y el segundo a la fila, esto es: x(; ;) valor de la matriz
z en la celda ubicada en la columna i y la fila j). También aqui podemos
considerar que cada x(; ;) es la realizacién de una variable aleatoria X; j).
pero, a diferencia del ejemplo anterior, aqui no es razonable suponer que
Xy s X(n,m) son independientes.

Situaciones donde las variables aleatorias trabajadas no pueden consi-
derarse como independientes se presentan en Series de Tiempo. Por ejem-
plo si estudiamos la distribucién de la temperatura a lo largo del tiempo
en una cierta ciudad consideramos una sucesion Ti,---,T,, de variables
aleatorias con cierta estructura de correlacion entre ellas que representa
la relacién entre la temperatura en el instante t con la temperatura en
instantes anteriores en el tiempo: ¢t — 1, t — 2, ... En este tema son muy
populares los llamados modelos autoregresivos (modelos AR(p)):

L= L1+ +¢,Tipte, t=p+1,--,n

donde ¢y, - -, ¢, son pardmetros a estimar. En este caso se suele decir que
consideramos un modelo causal, en el sentido que el valor de la variable
T en cierta forma estd “causado” por los valores de Ts con s < ¢t — 1.

Ahora, en el caso de los datos referidos al ejemplo del dique de Ullin:
familias de variables aleatorias cuyos indices se refieren a posiciones espa-
ciales, no tiene sentido suponer que la influencia de otras variables en X; ;)
deba considerarse restringida a X(; ;) con i’ <io0a X(; jy con j' < j. En
efecto, la originalidad de la Estadistica Espacial (o Geoestadistica como
algunos prefieren) es incorporar en el modelo a ser ajustado a las observa-
ciones el concepto de no-causalidad.

Extendiendo los modelos AR(p) en Estadistica Espacial se consideran
los llamados modelos AR 2D. En nuestro trabajo estos modelos son estu-
diados en el Capitulo 2. Son numerosos los trabajos donde se muestran las
ventajas que se obtienen con estos modelos para muchas de las operaciones
habituales en procesamiento de imdgenes: filtrado de ruido, segmentacién,
clasificacién, etc.
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Simplemente a manera de ejemplo. En la Figura 3

Figura 3. Segmentacion de imagen en Figura 1.

se puede observar una segmentacién (y deteccién de bordes) en la imagen
de la Figura 1 obtenida por medio del ajuste de un proceso AR 2D a los
datos de X, aplicando el algoritmo presentado en el trabajo de Ojeda et
al (2010) ([9]).

Estos modelos AR 2D (o mds generalmente ARMA 2D) son utilizados
cuando trabajamos con variables cuyo rango es todo un intervalo de la
recta. Pero no se deben aplicar cuando tenemos datos discretos como las
imdgenes de clase donde el valor de cada X; j) estd reducido a un conjunto
de “etiquetas”, por ejemplo:

{suelo desnudo, vegetacién, agua, urbano} .

Para llevar en cuenta la correlacién de cada variable con sus vecinos espa-
ciales en tal situacién se vienen usando desde hace ya algunos anos (ver
por ejemplo Besag (1989) ([2])) los llamados procesos de Markov que son
extensiones de las Cadenas de Markov muy usadas en diversos contextos.

Mas adelante (3.2.3) veremos uno de los més simples y usados procesos
de Markov: el Modelo de Ising. En Frery et al. (2009) ([4]) se puede ver
el comportamiento de este modelo para lograr clasificaciones en imdgenes,
maés exactas y eficientes que las obtenidas con las técnicas usuales de clasi-
ficacién que se aplican en el caso de variables independientes.

Desde el punto de vista de la Estadistica Matematica la extension de
resultados referidos a convergencia en probabilidad, en distribucién, teore-
mas de ergodicidad, etc. de modelos causales a no-causales es un verdadero
desafio. En la mayorfa de los casos es preciso estudiar nuevos conceptos,
resultados especificos para estos modelos no-causales y no siempre es posi-
ble extender resultados que valen para modelos causales a estos ultimos.
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El Capitulo 2 estd dedicado a modelos espaciales definidos por procesos
con momento de segundo orden finito y propiedades adicionales cuando asi
se requiera. No se dan pruebas de los resultados a fin de no extendernos
en demasia. Por otra parte esas demostraciones son en su mayoria bien
conocidas y pueden encontrarse en el ya citado Gaetan and Guyon (2010)
(15)).

En Capitulo 3 nos referimos a Campos Aleatorios de Gibbs - Markov
sobre redes definidas por pares de enteros. Aqui preferimos dar las de-
mostraciones pues son menos conocidos los resultados de este Capitulo
que los del anterior. Se trata de adaptar varios conceptos desarrollados en
Fisica Estadistica al procesamiento de imdagenes.

Por dltimo en el Capitulo 4 estudiamos brevemente los aspectos referi-
dos a la correlacién espacial. He aqui como dijimos anteriormente la prin-
cipal distincién entre la Estadistica Espacial y la Estadistica como se la
necesita para otras aplicaciones.

Esperamos que este pequeno texto pueda servir para entusiasmar a un
amante de la Matemética para adentrarse en el campo apenas explorado,
bello y rico en aplicaciones, de la Estadistica Espacial.



Capitulo 2

Modelos Espaciales de
Segundo Orden y
Geoestadistica

2.1 Conceptos y Resultados Basicos

Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, S C R? no vacio, (E,€) un
espacio medible.

Definicién 2.1.1. Una imagen con soporte en S y espacio de estado
E es una funcion x : S — E.

Notacién 2.1.2. Usaremos E° para representar al conjunto de todas las
imdgenes con soporte en S.

Notacién 2.1.3. Si F es un conjunto y G es una familia no vacia de
subconjuntos de Fcon o(G) designaremos a la o-dlgebra de F generada
por G.

Ejemplo 2.1.4. Ejemplos:
1. Imagen binaria: E con dos elementos: Por ejemplo E := {0,1}.
2. Imagen en escala de grises: E ={0,1,...,255}.

Ejemplo 2.1.5. 1. En este caso, el significado visual es:

0 «—negro 255 «—blanco.

2. Imagen a colores: E={0,1,...,255}* = {(a,v,7) /0 < a,v,r < 255}.

10
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3. Imagen multiespectral: E = {0,1,...,255}]C con k > 3 (k es el
nimero de bandas).

Definicién 2.1.6. Llamaremos proceso estocdstico de imdgenes
(definido sobre Q) con soporte S y espacio de estados E) a

X ={X;/s€SyXs:Q+— E es (F,€E) medible}.

Siw € Q, llamaremos trayectoria de X a la funcion X, : S +— E
(imagen con soporte en S y espacio de estados E) dada por

Xo(s) = Xs(w).

Ejemplo 2.1.7. 1. Si #(E) < oo, siempre tomaremos € =P (E) (la
familia de todos los subconjuntos de E).

2. 8i E CRF con k > 1, pondremos € ={BN E/B € By} donde By es
la o-dlgebra de Borel de R¥. En este caso, diremos que (E,€) es un
espacio Euclideo si E es un subespacio vectorial de R¥.

3. El caso mds general que trataremos es E = espacio métrico. En
tal caso, € serd la o-dlgebra de Borel de E (esto es, la o-dlgebra
generada por la familia de abiertos de E).

Definicién 2.1.8. Sean X1={X1,/s € S}, Xo={X> /s € S} y F(X;) =
o ({lesl (B)/s € S,B € B}). Se dice que X1 y X3 son P independientes
s1

A€ F(X)) B € F(X5) = P(AN B) = P(A).P(B).

Sean Xy,...,X, n procesos con soporte Si,...,S, respectivamente. Se
dice que son P-independientes siVk < n y un conjunto de indices 1 < iy <
o<k <n,siA; € f(Xil)-,--~7Aik € ]:(X“) = P(Ail ﬁ...ﬂAik) =

k
H P(A;).
Jj=1
Definicién 2.1.9. Sean E =R; € =B1; X ={X, /s€ Sy X;: Q+— FE

es (F,€)-medible} un proceso estocdstico de imdgenes con soporte S y
espacio de estados E. Diremos que:

a) X es de 1°orden, si X, € LY(Q,F,P,R) Vs € S. En tal caso
llamaremos a la funcion py = S — R dada por px(s) := Ep(Xs)
media de X.

b) X es de 2°orden, si X, € L2(Q,F,P,R) Vs € S. En tal caso:

o Llamaremos varianza de X, a la funcion Vary : S — R
dada por Varx(s) = Varp(Xs).
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e Llamaremos covarianza de X, a la funcion Cx : S x S +—— R
dada por Cx (s,t) = Ep [(Xs — 1x (8)) (Xt — px (£))]-
o Llamaremos correlacion de X, a la funcion pyx : S xS +— R
dada por py(s,t) = ——Sxll .
(Varx (s)Varx(t))
Proposicién 2.1.10. Sean E=R; € =B;; X ={X, /s € Sy X : Q+r—
E es (F, €)-medible} un proceso estocdstico de imdgenes de 2° orden. Sea
A C S con#(A) =n > 2, pongamos A := {s1,...,sn}. Sea Cx A la matriz
n x n dada por Cxa(i,j) = Cx(si,s;) . Entonces Cx a es simétrica y
definida no negativa.

Definicién 2.1.11. Sean E=R; € =B1; X ={X; /s€ S y X, : Q —
E es (F, €)-medible} un proceso estocdstico de imdgenes con soporte S y
espacio de estados E. Diremos que X es gaussiano si: ~
Cada vez que A :={s1,...,8,} C S conn>1y(ay,...,a,) € R\ {0}
n
se tiene que w — Y a; X5, (w) definida sobre  con valores R es una v.a.

i=
gaussiana.

Notacién 2.1.12. De ahora en adelante, salvo expresa mencién en con-
trario, S serd un subconjunto de R? (o de R segiin sea el contexto) tal que
junto con la operacion suma habitual en R? (o en R) forma un grupo.

Definicién 2.1.13. Sean E=R; € =B1; X ={X; /s€ S y X, : Q —
E es (F, €)-medible} un proceso estocdstico de imdgenes con soporte S y
espacio de estado E.

a) Si X es de 1° orden, diremos que X es débilmente estacionario
de 1° orden si

Jux € R tal que px(s) = px Vs €S.
Y si pux(s) =0 Vs e S, diremos que X es centrado.

b) Si X es de 2° orden, diremos que X es débilmente estacionario
de 2° orden si

es débilmente estacionario de 1° orden y
para cada h € S, IC% (h) € R tal que Cx (s + h,s) = C%(h) Vs € S.

En tal caso, llamaremos funcién de covarianza de X a C% en lugar

de Cx.

Pondremos X es w — £! si X es débilmente estacionario de 1° orden y
X es w — £? si es débilmente estacionario de 2° orden.
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Definicién 2.1.14. Diremos que C°: S — R es
e definida no negativa si se cumple que

n>2 {s1,....snt CSyai,...,a, ERéZaiajCO(sifs]-) > 0.
i,J

e definida positiva si se cumple que

n>2, {s1,...,sn} C S yai,...,a, €R no todos nulos =
Zaiajco(si - S]‘) > 0.
i

Definicién 2.1.15. Diremos que C : S x S — R es

e definida no negativa (d.n.n.) si se cumple que

n>2, {s1,...,s,} CS yal,“.,an€R¢Zaiaj0(si,sj) >0

0,
o definida positiva (d.p.) si se cumple que
n>2, {s1,...,sn} C S yai,...,a, €R no todos nulos =
ZaiajC(si,sJ») > 0.
1Y)

Proposicién 2.1.16. Propiedades de la funcion de covarianza en general.
Sean E = R; € =B1; X = {X,/s € S} con X, € L2(Q,F,P,R) Vs € S,
Cx : S xS — R la funcion de covarianza de X. Entonces

1. Cx(s,s) >0VseS.

. CX(Sl,SQ) = CX(SQ,S]) v81782 es.

Lo e

. Cx es d.n.n.

- |Cx(s1,82)]> < Cx(51,51)Cx (52, 82) V51,89 € S.

[N

- |Cx(s1.8) — Cx(s2,5)]> < Ox(s,5)[Cx (51, 51) + Cx (52, 52)
*20}((52,51)} Vsy, 89 € S.

Proposicién 2.1.17. Propiedades de la funcion de covarianza en el caso
estacionario débil. Sean E = R; € =B, X = {X,/s € S} w— L?, C% :

S — R la funcion de covarianza de X. Entonces

1. C%(=h) = C%(h) Yh € S.



14 Oscar Bustos y Aureliano Guerrero

2. |C%(h)| < C%(0), Vh € S.
3. C% es d.n.n.
4o |C% (s + ) = C%(s)[* < C%(0)2 [C%(0) — C%(h)], Vs y h € S.

Proposicién 2.1.18. Sean E = R; € =B;; X1 = {X1,/s€ S} y Xo =
{Xas/s €8} con X;s € L2(Q,F,P,R)Vs€S ei=1,2Cx, : SxS —>
R yCx, : S xS — R la funciones de covarianza de X; y Xo respec-
tivamente; a; > 0, ay > 0. Si Xy y Xo son independientes entonces
X = {X,/s € 5} dado por X, := \Ja1X1,s + /a2 X2 s es un proceso es-
tocdstico con X, € L2(Q,F,P,R) tal que Cx(s1,52) = a1Cx, (s1,52) +
azcxz (81, 52).

Proposicién 2.1.19. Sean E = R; € =By, X,, = {X,, /s € S} con
Xns € L2(QF,PR)Vse Syn=12.... Supongamos que para cada

s € 83X, € L2Q,F,P,R) tal que X",; = X, en L2(Q, F,P,R) en-
tonces:

a) X :={X,/s € S} es un proceso estocdstico de imdgenes con soporte
S, espacio de estados E y tal que X, € L2(Q,F, P,R).

b) Cx(s1,s2) = lgn Cx, (s1,82) Vs1,82 € S.

2.2 Funciones de covarianza definidas positi-

vas y procesos gaussianos
Nota 2.2.1. Sea X = {X /s € S} un proceso gaussiano con espacio de
estados E, tal que E(X2) > 0 y E(X;) = 0 Vs € S. Entonces Cx es
una funcidn definida positiva. Reciprocamente, sea C' : S x S — R una
funcion simétrica definida positiva, entonces existe un proceso gaussiano
X = {X,/s€ S} tal que Cx = C y E(Xs) = 0 Vs. (La reciprocra se
prueba recurriendo al teorema de Kolmogorov).

Este resultado permite generalizar en algin sentido los resultados de
la Seccién anterior.

Proposicién 2.2.2. Sea C : S x S — R una funcion definida positiva.
Entonces:

1. C(s,s) >0VseS.
2. 0(81752) = 0(82781) VSl, s €S.

3. |C(31732)‘2 < 0(81,81)0(82, 82) Vsl,SQ €Ss.
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4 1C(s1,8) = C(sa,8)|” <
C(s,5)[C(s1,81) + C(s2,82) —2C(s2, 51)] Vs,51,52 € S.
Proposicién 2.2.3. Sea C: S xS — R definida positiva tal que
C(s1,82) = C(s1 — s2, 0).

Sea C°(h) = C(h,0) Yh € S, entonces

1. C%(—s) =COs) Vs € S.

2. |CO(s)| < C°(0), Vs € S.

3. CY es d.p.

4. |COs + h) — C°(s)|* < €(0)2 [CO(0) — C°(R)] , Vs y h € S.

En este caso, a veces se dice que C' es definida positiva estacionaria, y
que C? es definida positiva sobre S.

Proposicién 2.2.4. Sean C; : Sx S — R y Cy: S x S — R definidas
positivas; a; > 0, az > 0 y ay # as. Sea C : S x S — R definida por

C = a1C1 + a2Cy
entonces C es definida positiva.

Proposicién 2.2.5. Para cadan =1,2,... sea C,, : S x S — R definida
positiva. Supongamos que para cada (s1,52)€S xS existe lim Cp(s1,s2) =
n—oo

C(s1,52), entonces C' es definida positiva.

Proposicién 2.2.6. Sean C; : Sx S — R yCy: S xS — R definidas
positivas. Sea C : S xS — R dada por C(s1,s2) = C1(s1,52).Ca(s1, 52)
entonces C es definida positiva.

Proposicién 2.2.7. Sean U € Bz; By = By NU; p una medida finita
sobre (U,By). Sea C :UxS x S — R tal que

i) Para cadau e U, Cy,: S xS — R dada por
Cu(s1,s2) == é’(u,sl,SZ)
es definida positiva.
ii) Para cada (s1,52) € S x S la funcién C,, s,y : U — R dada por
Clor o) (1) = Clu, 51, 52)
estd en L2(U, By, 1, R).
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Sea C': S x S — R dada por

Cls1,5) == /u Clon,sm (W)dn(u).
Entonces C' es definida positiva.

Proposicién 2.2.8. Sean C': S x S — R definida positiva estacionaria.
C°:8 — R dada por

C%(s) :=C(s,0) Vs € S.

Si C es continua en 0, entonces C° es uniformemente continua en todo S.

2.3 Estacionaridad estricta. Isotropia

Notacién 2.3.1. Para cada k > 1y cada (s1,...,s;) € S* sea Px
la probabilidad sobre (E*, €*) dada por

Px (51,50 (B) = P(Xs,,...,Xs,) € B), Be ek

S15000,5k)

Definicién 2.3.2. Se dice que X es estrictamente estacionario si
Px (s10s0) = PX (s14hsnth) ¥ (515, 85) € S5,

conk>1yVYhes.

Nota 2.3.3. Supongamos que E = R; € = By; X € L3(Q,F,P,R)

Vs € S. Si X es estrictamente estacionario, entonces X es débilmente

estacionario de 2° orden. La reciproca no es cierta en general salvo en el
caso en que X sea gaussiano.

Definicién 2.3.4. Sean E = R; € =B;; X = {X,/s € S} un proceso
estocdstico de imagenes con espacio de estados E.

a) Si X esii.d. centrado y estrictamente estacionario, entonces dire-
mos que X es un ruido blanco en el sentido fuerte (un SWN).

b) Si X esde 2° orden, centrado no correlacionado con 0 < E(X?) < oo
Vs € S, entonces diremos que X es un rutdo blanco en el sentido

débil (un WWN).
c) Si X es de 2 orden y 3Cx 1 : [0,+00) — R tal que
Cx(s1,52) = Cx 1(||s1 — s2||) V51,52 € S,

entonces diremos que X es isotropico. Y en este caso llamaremos
correlacion isotrdpica a
Cx,1(h)

Px,[(h) = 70)“(0) :
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Proposicién 2.3.5. Sean E = R; € =By; X = {X,/s € S} un proceso
estocdstico de imdgenes con espacio de estados E.

Si X es centrado e isotrépico, entonces
Proposicién 2.3.6.  a) Dados s1,s2 y s3 en S tales que
lls1 = s2ll = [ls1 — s3]l =

entonces
3 2
30x.1(W)(1L+20x,1(h)) = B (2 X> >0,
b) px,i(h) > % Vh.

2.4 Movimientos Brownianos
Definicién 2.4.1. Sean E =R, € =B, T = [0,+00). Se dice que X =
{Xs/s € T} con espacio de estados E es un movimiento browniano
sobre T' si:
ii) Xs ~ N(0,s) Vs > 0.
1) Para cada 0 < s <t sea
Xoy = Xi — X,

Sik>2y (si,t1] N ... N (skotr] = @ entonces Xg, 1)+ X(op,ta]
son independientes.

Proposicién 2.4.2. Sea X = {X,/s € T} un movimiento browniano so-
bre T = [0, +00). Entonces

Cx (s,t) = min({s, t}).
Definicién 2.4.3. Sean E = R; € =By; T = [0,+00) x [0,400). Se

dice que X = {X;/s € T} con espacio de estados E es un movimiento
browntiano sobre T si:

i) X(uw) =0 siuw =0 con (u,v) € S.

i) Si (u,v) €T yu.v # 0 entonces Xy ~ N(0,u.v).
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iii) Para cada 5 := (s1,52) y 1 := (t1,t2) en T, pondremos
§<tsisg<tiysa<ty
5 <t si5<tyson diferentes.
Si § < t, llamaremos rectdngulo 8,t (en simbolos (i,ﬂ) a
(§,ﬂ ={(u,v)/s1 <u<ty,s9 <v<ta}.
con 3= (s1,89) yt=(t1,t2).
Sik>2y (51751] n...N (Sk,fk] = () entonces X(él.fl]’ . 7X(5k.fk]
son independientes, donde
X5, = Xitata) = Xita,02) = Xon,t2) T Xsu,2)-
Proposicién 2.4.4. i X = {X;/5€[0,+00) x [0,+00)} es un movi-
miento browniano sobre T = [0, +00) x [0,4+00). Entonces X es centrado,

gaussiano y
Cx(8,t) = min({s1, s2}). min({t1, t2}).

2.5 Procesos intrinsecos y variogramas
En toda esta Seccién E = R; € =By y X = {X,/s € S} un proceso de
iméagenes con soporte S y espacio de estados E.

Definicién 2.5.1. Se dice que X es intrinsecamente estacionario o
simplemente que es intrinseco, si para cada h € S el proceso

AhX = {(AhX)S = X5+h—Xs/S€S} (2.1)
es un proceso estacionario de 2° orden. En este caso definimos la funcion
semivariograma de X, v : S — [0, 4+00) por

1
vx(h) = §V¢17“(Xs+h - Xs)

cualquiera sea el s € S.

Proposicién 2.5.2. Si X es w — L2, entonces X es intrisecamente esta-
clonario y
vx(h) = Cx(h) — Cx(0) VheS.

Proposicién 2.5.3. Sea X de 2° orden tal que
Ja € R, B € R, satisfaciendo

px(s)=as+p8 Vselb.
{Xs —px(s) /s€ S}t esw— L2

Entonces X es intrinseco.
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Definicién 2.5.4. Si X es intrinseco definimos funcién incremento de
X amx(h) = E(Xs4n, — X5) cualquiera sea s € S.

Proposicién 2.5.5. Sean S := R?, X intrinseco. Si mx es continua en
0 € R2, entonces (a1, az2) € R? tal que:
mx ((h1, h2)) = arhy + aghs.

Definicién 2.5.6. Diremos que un proceso intrinseco X tiene incre-
mento centrado si
mx(h) =0VheS.

De ahora en adelante supondremos que X es intrinseco con incremento
centrado (X es intrinseco i.c.).

Definicién 2.5.7. Seay: S — [0,+00). Se dice que v es condicional-
mente definida negativa (c.d.n.) si se cumple:

n>2, {s1,...,8m} C S
m . . 3. — Q.
ai,...,am €ER con Y a; =0 ﬁZa,a,v(&z 5j) < 0.
= i

i=
Proposicién 2.5.8. Si X es un proceso intrinseco, entonces
a) vx(h) =vx(=h) y 7x(0) = 0.
b) vx es c.d.n.
Proposicién 2.5.9. Sea T': S — S tal que:
T(s1£s2) =T(s1) £T(s2)Vs1,52 € S.

Sea X un proceso con soporte S. Sea XT = {XI /s € S} dado por

XI.= Xr(s)- 81 X es intrinseco, entonces XT también lo es.

Proposicién 2.5.10. Sean a1 > 0, ax > 0 reales; X1 = {X; /s € S}
y Xo = {Xas/s € S} procesos intrinsecos i.c., independientes. Entonces
X ={X,/s € S} dado por

X=Xy, +Var Xp s Vs €S
€s un proceso intrinseco i.c.

Definicién 2.5.11. Sea ¢ : R? — R. Se dice que ¢ es localmente
acotada en s si existe un entorno V' de s tal que sup {|¢(t)| /t € V} < 0.

Proposicién 2.5.12. Sea S = R2. Sea X un proceso intrinseco i.c. Siyy
es continua en 0 € R?, entonces vy es continua en s siyx es localmente
acotada en s.
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Proposicién 2.5.13. Sean S = R; X un proceso i.c. Si~yx es localmente
acotada en 0, entonces existen a > 0, b > 0 tales que
2
vx(s) <alls|”+0.

Nota 2.5.14. Notemos que si X es w — L2, entonces Cx es acotada. No
es asi en el caso de yx. En efecto si X es un movimiento browniano sobre
S =[0,4+00) entonces:

v (h) = %h h > 0.

Nota 2.5.15. Por la Proposicion 2.5.13 sabemos que si X es intrinseco
i.c. y siyyx es localmente acotada en 0, entonces 3a > 0 tal que

7x(8)

> <a+—5 VseR
[ IIs]

lIs

Veamos un caso en el que vale la igualdad.
Sean Zy y Z1 v.a. tales que:

o E(Zy) =E(Z1) =0y Var(Zy) < oo, Var(Z;) < co.
o 7y y Zy son independientes.
Sea Var(Z,) = 0% S =R. Para cada t € R sea

X, = Zo +t7,

Entonces X = {X,/t € S} es intrinseco i.c. yyx(t) = 303> Vt € R.

2.6 Variogramas para procesos estacionarios

En esta Seccién supondremos que: S =Ro S =R?%* X = {X,/s € S} esun

proceso w— L2. Por la Proposicién 2.5.2 tenemos que X es intrinsecamente

estacionario y yx (h) = Cx(h) — Cx(0) VheS.

Proposicién 2.6.1. Si Cx(h) — 0 entonces yx(h) — Cx(0).
|| R]|—o00 || R]|—o00

En este caso, al valor C;(0) lo llamaremos meseta en ||h|| — oo.

Definicién 2.6.2. Supongamos que v es no decreciente. Definimos:

a) Rango del semivariograma de X a
Ty r=min{|[A]] /yx (h) = Cx(0)}.
b) Rango prdctico del semivariograma de X a

Py = min {||2|| /vx(h) = 0.95Cx(0)} .
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2.7 Ejemplos de covarianzas y variogramas

Semivariogramas isotrépicos
Definicién 2.7.1. Se dice que X tiene un semivariograma
a) efecto pepita puro si: 302 > 0 tal que

o? sih#0
VX(h’):{ 0 sih:;é()‘

b) exponencial con pardmetro a >0 y 0% > 0 si:

st = (1o (1)),

c) esférico con pardmetros a >0 y o2 > 0 si:

wol gl 3 (1)°) i a) <a
Yx(h) = “ “ -
o? si||h]| > a.

d) exponencial generalizado con pardmetros a >0, 0> >0 y 0 <

a <2 si: N
SR E )

Si a =2 se llamard gaussiano con pardmetros a >0 y o2 > 0.
e) Matérn
Para la definicion de este tipo de semivariograma, necesitamos una defini-
cion previa:

Definicién 2.7.2. Sea v > —1 real. Se llama funcion de Bessel
modificada de 2° clase con pardmetro v a K, : [0,400) — R
dada por:

K,(z) =

T(v+3)(22)° /+°° cos(t) g 2> 0
o ( e

Nz 12 4 22)0F8
Propiedades y mds detalles de esta funcion se pueden ver en:

http://www.mathworld.wolram.com.
Se dice que X tiene un semivariograma Matérn con pardmetros
v>-1,a>0y0%>0si

(=35 (2 ()
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f) potencial con pardmetro b >0 y 0<c<2 si
vx(h) =0b[h]°.
Proposicién 2.7.3. Sean: k > 2 entero; para cadai=1,...,k sea X; =
{X;,s/s € S} un proceso de imdgenes con soporte S y espacio de estados

E = R. Supongamos que sea centrado y que E(X; X)) =0sii#jy
Vs, t € S

a) Si X; es intrinseco para todo i = 1,...,k entonces X = Ele X,

k
(Xs =3 X;s, Vs €S) es intrinseco y
i=1

k
vx(h) =) vx,(h)  Vh
i—1
b) Si X; esw— L% para todoi=1,...,k entonces X esw— L% y

k
Cx(s) = ZCXl(S) Vs.

2.8 Anisotropia

En esta Seccién supondremos S = R? y que X = {X,/s € S} es un proceso
intrinseco.

Definicién 2.8.1. Sea é € R? con ||é]| = 1. Llamamos semivariograma
de X en la direccion de ¢ a vy ; : R+ [0,400) dada por

Yx,a(h) = vx(hé) = %E ((Xerh,é - Xs)2) Vs.

Definicion 2.8.2. Diremos que X es anisotrdpico o mds precisamente
que X tiene un semivariograma anisotropico si existen €1 y € dis-
tintos de norma 1 tales que vx z, # Vx.z,-

Definicién 2.8.3. Diremos que X es isotrépico o mds precisamente
que X tiene un semivariograma isotrépico si dados hi y ha € R? con
[7all = [1h2ll = vx (h1) = yx (h2).

Nota 2.8.4. X es isotrdpico si y solo si X no es anisotrdpico.

Definicién 2.8.5. Se dice que un proceso anisotrépico X tiene aniso-
tropia geométrica si 3T : R? — R? lineal y biyectiva tal que XT =
{XT(5>/S € ]Rz} es isotrdpico.
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2.9 Propiedades Geométricas: continuidad y
diferenciabilidad

En esta Seccién supondremos S = R o R?, X un proceso de 2° orden.
Definicién 2.9.1. Diremos que X es continuo en media cuadrdtica
enseS (c.m.c. enseS) si:
L2
(Sn)p>1 €n S, sn — s€S =X, — X,.
- n—oo
Proposicién 2.9.2. Supongamos que X es centrado. Entonces:
X es c.m.c. en s,Vs € S <= Cx es continua en (s,s) Vs € S.

Definicién 2.9.3. Sea w € ()

a) Llamaremos trayectoria de X en w a la funcion trX, : S — R
dada por trX,(s) = Xs(w) Vs € S.

b) Diremos que X tiene casi sequramente (c.s.) trayectorias
continuas si
300 C Q con P(Qp) =1 tal que si w € Qy = trX,, es continua en s,
VseS.
Teorema 2.9.4. Supongamos que:
i) X es gaussiano centrado.
1) Cx es continua.
iii) Eristen 0 < c < oo ye > 0 tales que: s € S, t € S, B((X, — X;)?) <
/ln (|}s — )~
Entonces X tiene c.s. trayectorias continuas.

Demostracién. Ver Adler (1981) ([1]). m

Corolario 2.9.5. Si X es gaussiano intrinseco y centrado y existen 0 <
¢ < oo ye>0 taes que: vx(h) < clln(||h])|"* ) Vh € 8. Entonces X
tiene c.s. trayectorias continuas.

Ejercicio 2.9.6. Sea X un proceso gaussiano centrado e intrinseco. Su-
pongamos que vy satisface una cualquiera de las definiciones a) - f) de la
Definicion 2.7.1. Entonces X tiene c.s. trayectorias continuas.

Definicién 2.9.7. Sea S C R abierto. Diremos que X es diferenciable

en media cuadrdtica en s € S (X es d.m.c. ens € S) si IX; €
L2(Q, F, P,R) tal que

Lix X, £ x
BT apo
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Proposicién 2.9.8. Sea S C R abierto. Si X es d.m.c. en s, entonces X
es c.m.c. en s.

Ejercicio 2.9.9. Sean: U y V wv.a. sobre (,F,P) tales que: U ~
U(0,27), V ~Cauchy patrén (esto es, V tiene una densidad fv dada por

fv(z) = m Ve € R) y U y V son independientes. Sea S := R. Para

cada s € S sea X5 := cos (U + sV) . Entonces X es un proceso de 2° orden
tal que:

a) F(X;)=0Vs.
b) E(X,X:) = eIt vst e 8.
c) trX, esinfinitamente diferenciable en s, Vs € S.

d) X noes d.m.c. ens,VseS.

Notacién 2.9.10. Con D, denotaremos al operador derivada parcial con
respecto a la 2° componente y luego con respecto a la 1°.

Proposicién 2.9.11. Sea X en L£? centrado (no necesariamente débilmen-
te estacionario). Supongamos que Vs€R 3(D12C)(s,s) y [(D1,2C)(s, s)| <
oo Vs € R. Entonces:

a) X esdm.c. ens €R yVs € R sea X, la derivada.
b) H(Dlng)(s,t) V(S,t) c R
¢) (D120)(s,1) = C (5,1).

2.10 Continuidad y diferenciabilidad en el
caso estacionario

En esta Seccién supondremos: S = R; E = R; X es un proceso intrinseco.

Proposicién 2.10.1. Supongamos que 37’5 (0). Entonces

a) I (h), VheR.

b) X es d.m.c. Vs € R.

c) X = {Xs/s € R} es w — L2,

d) v%(h) =Cx(s+h,s) Vs,h e R.

e) Yx(t) = E(XsptXs) con s,t € Ry —/x(t) = E(X5+th) con
s,t € R.
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Corolario 2.10.2. Supongamos que 37 (0). Como 7 (0) =0 (pues 0 es
un punto minimo de vx ) se tiene que E(X,X,) =0 Vs € R, esto es, X,
y X son no correlacionados Vs € R.

Lema 2.10.3. Sean (Y,),s; ¥ Z en L*(QL,F,P,R) con p, = E(Y,),

o = E((Yn 7/1”)2) ,u=FEZ)yo*=FE ((qu)2> .S81Y, — Zen
n—oo

L2 entonces:

a) p, o B

b) 02 — o2,
) " n—soo

c) Y, 7%0 Z (convergencia en distribucion,).

d) Si ademds Y, ~ N (p,,,0n) y o > 0 entonces Z ~ N(u,0).
Corolario 2.10.4. Si 37 (0) y X es gaussiano, entonces:
a) X es gaussiano.

b) X,y XS son independientes, Vs € S.

Corolario 2.10.5. Supongamos que X es estacionario (mds precisamente
w—L2) y que C% es dos veces diferenciable. Entonces:

a) (C%)" (s —1) = — (D12Cx) (s,t) con s,t € R.
b) X es dm.c, X esw— L2y
"
C;’-((h) =—(C%) (h) VheR.
Notacién 2.10.6. Si X es d.m.c., diremos que X es d.m.c. de orden
1. En tal caso pondremos: X1 .= X.

Definicién 2.10.7. Diremos que X es d.m.c. de orden m > 2 si
X=1 es d.m.c. de orden m — 1 y pondremos X (™ = (X(m’l)) .

Corolario 2.10.8. Supongamos:
i) X esw— L2

ii) Sea m > 1 entero, C% es 2m-veces diferenciable en todo t € R y
(€)™ ) < .
Entonces

a) X es d.m.c. de orden m.
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b) C% () = (=)™ (C%) ™ (1), t € R.

Definicién 2.10.9. Diremos que X es d.m.c. infinitamente (o de
orden infinito) si es d.m.c. de orden m Ym > 1.

Proposicién 2.10.10. Supongamos que para todo m > 1 entero se tiene

que "y()zn)((])‘ < co. Entonces:

a) X es d.m.c. de orden infinito.

b) Ve RY Y X — X,
= £2

2.11 Representacion espectral de covarian-
zas

2.11.1 Caso S =R?
Nota 2.11.1. Se puede ver, por ejemplo en: Schlather (1999) ([11]) que:

a) CY : R? — R satisface que C°(—X) = C°(X) es definida positiva,
continua y acotada si y sélo si existe una medida (no negativa) Feo
tal que: es simétrica con respecto a (0,0) y

O(h) = -/]Rz cos(< h, T >)Feo(di),

donde < ;l,£>:: hity + hoty si ;L = (hl, hz) Y = (tl,tz).

b) SiC° ¢ L} (RZ,BQA,]R) entonces Fy es diferenciable p.p. sobre R? con
derivada fco que llamaremos derivada espectral de C°. Esta fco
esta dada por:

Foolf) = (%)2/]]K cos(< T >)CO(R)dh

c) Sea CY:R%+— R definida positiva e isotrdpica (esto es 3CY : [0, +00)
— R tal que CO(h) = C?(”iLH)) Entonces

i = ] ot i

donde Yz > 0

) +o0
::g/sm (2. cosh(t)) dt

0
y f2:]0,400) — R tal que fo(x) := foo() con x = |all.
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2.11.2 Caso S=R

Similar al caso anterior cambiando solamente las expresiones de C° y fco.

a) CY: R+ R estd dada por:
Ccoh) = / cos(ht)Fco(dt)
Jr

con Feo medida finita (no negativa) sobre (R, By) .

b) Si C° € £! (R, B1,R), entonces Fgo es diferenciable p.p. sobre R con
derivada fco que llamaremos derivada espectral de C°. Esta fco
estd dada por:

Foolt) = ZL / cos(ht)CO(h)dh.
T JR

c) Sea C°: R+~ R definida positiva y par. Entonces
oo
CO(|n) =2 / cos(z |h]) f1(x)dz
0
donde fi(z) := foo(u) y z = |u|] Vu € R.

2.11.3 Caso S =172
a) 0 : S+ R satisface:
i) CO(-3) =C%27) vz € S,
ii) CY es acotada.
iii) C° es definida no negativa.

si y sélo si existe Fy medida finita sobre ([0, 27) x [0,27)
B> N [0,27) x [0,27)) tal que:

Oy = /cos(<",£>)FCo(dt).

_ N2
b) Si C? es cuadrado sumable (> (Co(h)) < 00), entonces Fro es dife-
hes
renciable p.p. con derivada dada por:

" 1\? Ry
fool(f) = (%) Z cos(< h, i >)CO(h).
heZ?
c) En la situacién del inciso anterior, si ) ‘Co(iz)) < 00, entonces fco es

hes
continua.
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2.12 Modelos Autorregresivos Espaciales

Definicién 2.12.1. Sea E=R; ¢ =B,; S =77 ;
¢:={cs/3 € Z?} tal que Y 2 < oo;
3€z?

7= {775/5 € Zz} un proceso SWN.
Se dice que X = {X;3/5 € Z*} es un proceso de medias mdviles de
orden infinito con proceso de innovaciones 1 y coeficientes ¢ si:

X = Z ez en L2(Q,F,P,R).
tez?

Proposicién 2.12.2. Sea la situacion de la definicion anterior. Entonces:

a) X esW — L%

b) C%(a) = (25%)‘ > 3 cicz g cos ((@, 1)) Va € Z2.

hez? tez?
) La densidad espectral de C% es: para todo :\ € T2 := [—m,7) x [—m,7)
, 2
3 I 07] 5 . N7
feo (V) = @)’ fezpct cos <</\,t>)

donde Jf] =F (’r/g), para todo § € 72,

Definicién 2.12.3. Consideremos la situacion de la definicion anterior.
Se dice que X es un proceso de medias mdoviles de orden finito con
proceso de innovaciones 1 y coeficientes ¢ si

#{5/cs # 0} < .

2.12.1 Modelos ARMA

Notacio’2n 2.12.;1. Sea 5 € Z2. Con B® denotamos a la funciones definidas
sobre RZ” en RZ" dada por:

B¥#)(f) =2 (f—3) VieZ? VieR”.
Pondremos 72 := {(i,j) c€Z%/i>0, j> O} .

Definicién 2.12.5. Sean R C 7>, M C Z? finitos; {¢;/7 € R} C R;
{0/ € M} CR eI:RY — R la identidad;
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P(B): RZ 5 RZ y Q(B): RZ — R% dadas por:

P(B):=Y_¢.B"
TER
Q(B):= > 0:B™.
meM

n={ns/5 € Z*} un proceso SWN.
Si X = {X;/5 € Z*} satisface:

1. X; € L2(Q,F,P,R) V5 c Z2.
2. P(B)(X)(3) = Q(B)(n)(3) V5 € 2*
<<:> X+ 2 0Xsi=ms+ X 9ﬁ1,7l.zfm>~

FER meM
Diremos que X es un ARMA(P,Q) con proceso de innova-

ciones 1.

Proposicion 2.12.6. Consideremos la situacion de la definicion anterior.
Supongamos que
P(z1,22) # 0 Y(21, 20) € I? donde

Plzi,22) =1— 3 Q)21 22" ¥
(r1,72)€ER

12 := {(21,22) € C¥/ |21| = |22| = 1}.

Entonces 3X que es un ARMA(P,Q) w — L2, con proceso de inno-
vacion n = {n;/5 € Z*} y ademds

. o2 Qe eit2) 2 .
n > ¢ —
feo () = 2n)? P(eitr, )| Vt = (t1,t2) € [0,27) x [0, 2m)

con o3 := E (n?), para todo 5 € Z*.

2.13 Procesos SAR (Simultineos AR)

Definicién 2.13.1. Sean RCZ? finito tal que (0,0)¢R; Ag:={az/FER} C
R; n:= {n;/5 € Z*} un proceso SWN.
Si X = {X;/5 € Z*} satisface:

a) E(X;)=0V35ez
b) X; € £?(Q,F,P,R) V5 € Z°.
c) Xs= > arXs_7+n; en L2(Q, F, P,R).

FER
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d) E(Xzn;) =0 si 5§ #1.
Entonces diremos que X es un proceso SAR con coeficientes
AR y proceso de innovacion 1.

Proposicién 2.13.2. En la situacion de la definicion anterior, si

P(e™)i=1- 3 asexp(i(),3)) £0 VA€l

3R
entonces
1. Eziste X, proceso SAR con coeficientes AR y proceso de innovacion 1.

2. C% tiene densidad espectral dada por

2
- o2 1 N
0o (A) = —2 _ Aell?.
fC)’(( ) (271_)2 P(e'i)‘)

Demostracién. Se puede ver en Guyon (1995) ([7]). =
Ejemplo 2.13.3. SAR isotrdpico para entorno de cuatro vecinos.

Sean R ={(0,1),(0,—1),(1,0),(=1,0)}; a € R; Ag := {as/a; = a,
7€ R}; n:={ns/5 € Z*} un proceso SWN.

Se dice que X = {X_g/g € ZZ} es un proceso SAR isotrépico para
entorno de cuatro vecinos con proceso de innovacion 1, Si:

1. E(X;5)=0V5 e 72
2. X; € L2(Q,F,P,R) V5 € 72.

3. X§=(l Z Xg_;‘-‘r’r]g‘
TER

Proposicién 2.13.4. Consideremos la situacion del ejemplo anterior. Si
la| < i, entonces 3X € w— L2 tal que X es un SAR isotrépico para
entorno de cuatro vecinos.

Ejemplo 2.13.5. Modelo SAR(1) factorizable. Sean
R = {(0,1),(0,-1),(1,0),(-1,0)}; o, e R : |a] < 1 y B8] < 1; Ag :=
{av‘/’~ ERya10 =0, a0-1)=0ya1-1)= aﬁ}? 7= {’713/5’ € ZQ}
un proceso SWN. Se dice que X = {X;/5 € Z*} es un proceso SAR(1)
factorizable con proceso de innovaciones 1, si:

1. BE(X;)=0V3ie 7%

2. X; € £2(Q,F,P,R) V5 € 72.
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8 Xs= > aiXs itn; = aX(g,-1,60) +BX(s1,50-1) TOBX (5, ~1,8,-1)F
FER
1z con § = (s1,82).

Notacién 2.13.6. Sea s € Z. Con B} y B3 denotaremos las funciones
definidas sobre RZ por:

H (t1 — S7t2)
Bj(x)(t) := x(t1,ta — s)

para todo T = (ty,ts).

Notacién 2.13.7. Consideremos el ejemplo anterior. Si X satisface 1),
2) y 3) del ejemplo entonces,

(I —aBi)((I - BBy)(X)) =1,
donde I es el operador identidad de RZ®. Este resultado justifica el nombre
de “factorizable” dado a un proceso como el X.

Proposicién 2.13.8. Sea X un proceso SAR(1) factorizable como en el
ejemplo. Entonces cualquiera sean (sy,s2) y (sq,5) en Z? :

Ch (s — 52 — o) = o%al=ilglemsl con 03 = 02 15005y
o3 = Var(n;) V3 € S.
Definicién 2.13.9. Diremos que un sistema (R, Ag,n) identifica un
proceso SAR, X = {Xg/§ € Zz} st
i) R c Z*\{(0,0)} es finito no vacio.
11) Ar = {a;/f € R} CR.
iii) n = {775/(5 € ZQ} es un proceso SWN.
iv) Xs =Y aiXs—; +n; en L2(Q,F,P,R).

FER
v) Sea (R*, Ag-,n"*) otro sistema que satisface i) - w), entonces R* = R,
Ap-=Agr yni=mn; en L2 (Q, F,P,R) y V5 € Z2.

2.14 Procesos autorregresivos condicionales
estacionarios

Proposicién 2.14.1. Sea O(<) := {((a,b),(a/,V)) € Z>* xZ? /a < ad ¢
b<bV ya=d}.

Si ((a,b),(d',b)) € O(<), entonces pondremos (a,b) < (a’,b'). La
relacion < entre elementos de Z? es de orden total, llamado orden lexi-
cogrdfico en 7Z2.



32 Oscar Bustos y Aureliano Guerrero

De ahora en adelante entenderemos que (a,b) < (a’,b’) entre elementos
de Z? se refiere al orden lexicografico.

Definicién 2.14.2. Sean: L C Z*\{(0,0)} finito, no vacio y simétrico de
72 (esto es (a,b) € L= (—a,—b) € L); LT := {5 L/0 < 5}.

Diremos que X = {X;/5 € Z?} con X; € L? y B(X;) =0V5 € Z* es
un proceso aleatorio L-markoviano CAR(L) si:

1. X e w— L%

2. Y csX;_; + e donde
s€L

(a) cs €ER, cg=c_; V5€ L.
(b) e:={e;/t € Z*} es un proceso con E(e;) = 0 Vi € Z2.
(c) Cov(e;, X5) =0Vt # 5 € 7%

Definicién 2.14.3. Sean X = {X;/5€Z*} y X = {X;/ée ZQ} dos

procesos sobre el mismo espacio medible. Diremos que X es un predictor
lineal de X si 3R C Z*\{(0,0)} finito, no vacio; Ap = {az/T € R} C R
tales que

Xt = Z a;X;f;‘

FER
Notacién 2.14.4. Pondremos: L(X)={X /X es un predictor lineal de X}.

Definicién 2.14.5. Sea X= {Xg/S S Z2} un proceso con Xz en L? (Q,]:,
P,R), diremos que X = {X;/§ € Z2} € L(X) es un predictor lineal

optimo de X si:

-

< HXS - Xs
LQ

. VRE 739X € L(X).
Proposicién 2.14.6. Sea X = {X;/5 € Z?} un proceso CAR(L). Para
cada t € Z* sea .
Xf = z Cngf_; .
seL

Entonces X = {X;/S S 22} es un predictor lineal dptimo de X.

Definicién 2.14.7. Sean X = {Xs/5€ 2%} y X = {Xs/5 € 22} dos

procesos del mismo espacio medible. Diremos que X es un predictor de
X si AR € Z2\{(0,0)} finito, no vacio y g R" — R tal que para cada
i € Z? se tiene .

Xr=9(X;_p)
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donde X;_p : Q — RE estd definida por

Xi_p(w)(8) = Xj_;(w) Vw € Q,V5 € R.
Notacién 2.14.8. Pondremos P(X) := {X/X es un predictor de X} .

Definicién 2.14.9. Sea X = {X;/5 € Z*} un proceso con X5 en L*(Q, F,
P, R), diremos que X = {X5/§ € ZQ} € P(X) es un predictor éptimo
de X si:

-

< HXg - X;
£2

o VBE 72X € P(X).

Proposicién 2.14.10. Sea X = {X;/5 € Z*} un proceso CAR(L) gaus-
siano. Para cadat € 72 sea

X{ = Z Cngf_; .

selL
Entonces X = {Xs/'é € ZZ} es un predictor optimo de X.

Lema 2.14.11. Sea X = {X;/5 € Z?} un w — L2 tal que C% tiene den-
sidad espectral fer, .
Sea a € 1*(Z2,R). Sea Y = {Y3/5 € Z*} dado por

Y; = Z arXs_7.

FEL?

Entonces Y es w — L2 tal que CY tiene densidad espectral fcg, dada

por
2
feg (V).

feg V) =D arexp(i(h, /)

FeZ?

Proposicién 2.14.12. Sea X = {X;/E € ZQ} un proceso CAR(L). Supon-
gamos que

) Y (%) <.

s€z?
ii) Sea P(e) :=1— 3 csexp(i(h,8) =1-2 3 cscos((A,3), X € T2,
seLt seLt

con P(e'j) #0VAeT?.

Entonces:
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a) COY% tiene densidad espectral dada por

1\?2 1
O 2 5 2
Joo(A) = <2ﬂ> P e T2

b) Se cumple:

o2 si §=0
Cov(ej,ej ;) = —0ccs si 5€L
0 cec.

Proposicién 2.14.13. Sean: L C Z>\{(0,0)} finito, no vacio y simétrico;
Lt := {%‘ eL))< 5} ; {c§/§ € ZZ} satisfaciendo:
czs=c_zVselL.
0. >0; ¢ = {e;/t € Z*} es un proceso w— L centrado con
o si §=0
C23) =< —0ec; si 5€L
0 cec..

Para cada X € T? sea P(e) :=1-2 3 czcos((\,5)) con P(e*) # 0
seLt
VA e T
Entonces:

a) O tiene densidad espectral dada por

Oe

2 .
A 3 2
%) P(e™), A e T2,

fog M = (
b) Eziste X = {X;/5 € Z*} un w — L tal que
Xp=) Xz s+e; VieZ?
s€L
Esto es: X es un proceso CAR(L) con € como proceso residual.

Proposicién 2.14.14. Sea X = {X;/5 € Z*} un proceso SAR tal
que )
P(e?):=1= " asexp(i(\,§) # 0,1 € T2

3€ER

Sea R := {(71,72)/T1 € R,72 € R y 71 > T2} y sea = la relacién de
equivalencia en R dada por (F1,79) = (71,75) si 71 — o = T4 — T%.
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Sea: Ry = R/
J € Ry sea (7{,7]) € R tal que
QUF 7)) =J yi! <71, 7 <Fa Y(F1,72) € R tal que Q((71,72)) = J.
Sea Ry = {f{ —7J/J € Ry} y sean R = R{\R; L := RU(-R)U

R U (—RY).
Sea §€Z*=c5:=0si5¢ L.

(lg/ (1 + Z a,:la,:2> st § € R\R1
©)

c; = (71,72)E€J (3
I+ zliaz as — >, ana si S€ERINR
ier (71,72)€J(3)

siendo § =7 — 7, J € Ry, y J(3) := {(r”l,fz) € R/Q((71,72)) = J }

1 A
Cq:im ) Z ) a,ar, i € R;.
fen | (FLT2)EI(S)
Finalmente, definimos ¢ = c_5 si § € (—R) U (—Rj).
Entonces .
1+ Zn a?

3 1\ T
150 (5) Footmy
con C(exp(i)) == 1 — ;%:L csexp(i <5\, §>)
Luego por la Proposicién 2.14.13 existe Y = {Yg/§ < Zz} tal que
Yii=Y eYi s +e VEieZ?
seL

donde € = {e;/t € Z*} es un proceso w— L2 con

o si 5=0
C’g(é) = —0ec; si S€L
0 c.c

o 2._
siendo o7 := 1 >z
Esto es: Y es un proceso CAR(L) con € como proceso residual y tal

que CY.(t) = C% () Vi € 72.
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Proposicién 2.14.15. Sean: X = {X,/s € Z} un w — £L2; | > 1 entero;
L= {#1,..,£1}.
Para cada s € L sea ¢cs € R tales que ¢ = c_s Vs € L y 1 —
2 _lel ¢jcos(jA) > 0 VA € (—m, 7.
i=

Supongamos que X es un CAR(L) con coeficientes {cs/s € L} y con
proceso de residuos € = {es/s € ZL}; esto es, se cumple

Xp=)Y cXiste VEL
seL

donde € = {e;/t € Z} es un proceso w — L2 tal que

9
_Jooz st o s=0
Covler, erts) = { —0ccs si sEL
con ge > 0.
Entonces existen: ai,...,a; en C tales que si n := {n,/s € Z} es un

proceso SWN eY = {Ys/s € Z} es un proceso satisfaciendo:

i
Y; = ZaSYFS +e VtelZ,
s=1
entonces
Y () =C%(t) VteZ (2.2)

Esta proposicién junto con la anterior nos dice que: en dimensién 1 los
conceptos de proceso SAR y CAR son equivalentes.

El siguiente ejemplo muetra un CAR(L) con dimensién 2 que no admite
una representaciéon SAR.

Ejemplo 2.14.16. Sean L = {(1,0),(0,1),(—1,0),(0,-1)}; ¢ > 0; X =
{X;5/5 € Z*} tal que E(X;) =0V5 € Z? y

Xp=cY Xi s+e VielZ?
seL

donde € = {ef/f € Zz} es un proceso w— L* satisfaciendo

o2 si 5=0
Cov(eg, ez ;) = —0eccs si 5€L
0 cec
@n)*

con o2 := =,

Entonces no existe Y = {Y5/§ € ZZ} que sea SAR y tal que foo (:\) =
fog(\) VAET2
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Definicién 2.14.17. Sean: c € 12(Z?); n = {7]5/5 [S ZQ} un proceso SWN
con Jf] =F (né) Vs € Z2.

Diremos que X = {X;/5 € Z?} es un proceso de medias mdviles
de orden oo sobre Z* con coeficiente c y proceso de innovacién n si

X;= Z csmp_; Ve Z2
5€7?
En simbolos: X € MA(c0,¢,n).

Proposicién 2.14.18. Sean: ¢ € 12(Z%); n = {’r/;/é € Zz} un proceso
SWN. Entonces existe X € MA(co,c,n).

Definicién 2.14.19. Sea c: Z? — R. Llamaremos soporte de c a:
Sop(c) = {5 € Z*/c(5) # 0} .

Definicién 2.14.20. Sea X € M A(oo,c¢,n). Diremos que X es MA de
orden finito si #(Sop(c)) < co.

Nota 2.14.21. Sea X € MA(oo,c,n). Si X es MA de orden finito, en-
tonces C%(5) = 0 para todo § ¢ (Sop(c) — Sop(c)) .

Proposicién 2.14.22. Sea X = {X./s € Z} un w — L2 centrado con
#(Sop(C%)) < co. Entonces existen ¢ € 12(Z); n = {n3/5 € Z} un proceso
SWN tal que X € MA(co,¢,n) y es de orden finito.

Nota 2.14.23. La proposicion anterior en general no es cierta cuando
consideramos procesos en Z2. En efecto. Sea X = {X;/S < ZQ} tal que

E(X 4,00 X (i -1,t2)) = E(X (1 42) X (t141.02))
= B(X(t1,6) X(t1,0-1)) = E(X(t1,0) X(t1,241)) =0 # 0

Y c(})((g) =0Vs ¢ {(07 1)’ (U, _1)’ (07 0)7 (17 0), (_17 0)} .
Procediendo en forma similar a lo realizado en el ejemplo anterior se

puede probar que no eziste ¢ € 1?(Z*,C); n = {775/§ € Zz} un proceso
SWN y tal que X € M A(oo,c,n).

2.14.1 Ejemplos de aplicacion de la Proposicién 2.14.14

Ejemplo 2.14.24. SAR causal.

Sean R = {(1,0),(0,1)}; aq,0) := a5 apy) = B; X; = aXi_ (1,0t
BX;_o1) + 1 VE € Z? yn = {ns/5 € Z*} un proceso SWN.

Veamos su representaciém como CAR(L) usando la Proposicion 2.14.14.
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Sean:
R : o= {(1-1)
L : =RU(-R)UR'U(-RY
= {(07 1)7 (07 _1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (170)7 (_170)};

¢ - @(0.1) _ B ¢ — a
O = Tra? | Fad ) — #8700 T T3a2ep?

€(0,—1) = €(1,0) ¥ €(—1,0) = €(1,0)

. . _ af .
C(=1,1) = €(1,-1) = 132432

Luego:

Xi = mare@X o + Xiocro) + B(&_@1) + Xi—-1) +
aB(Xi_,—1y)+ Xi_(_1,1) +e; con €= {e;/t € Z*} proceso centrado con
momento de 2° orden finito y tal que

Como ya probamos, se tiene:

o2 si =0
02(5): —0ecs St S€EL
0 c.c..

Ejemplo 2.14.25. SAR no causal.

Sea X; = a(Xz__1,0) + Xi_1,0) T (th(o,l) + Xf—((),—l)) + n; para
todo t € 72 conn = {7/5/5 c ZQ} un SWN.

Aplicando la Proposicion 2.14.14 se obtiene la siguiente representacion

CAR de X = {X;/t € 2%} :

Xp=> c:X; s+e Vielz?

sel
con
L : = L] 0] LQ,
Ly :{(0,1),(0,*1),(*1,1),(1,*1),(1,0),(*1,0)},
Ly : = {(171)7(71771%(270)7(7270)7 (072)7(07 72)}'

Los coeficientes {cs/5 € L} resultan ser:
C(1,0) = ¢(~1,0) = aK; co,1) = ¢(0,—1) = bK
C1,1) = C(—1,-1) = —2abK = ¢(1, 1) = ¢(—1,1)
€(2,0) = €(-2,0) = —a’K; €(0,2) = €(0,-2) = -0’K;
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K = (1+2a%+ 2b%)~ L.
€= {cg/f < ZZ} proceso centrado tal que

E(e)=02>0

—o.cs si S€L,leZ?
Covler errs) = { 0 si a¢Licl?

Ejemplo 2.14.26. SAR factorizante.
Xi = aX; 108X (o1)—0BX; (11t VEE L yn={ns/5 € Z*}
un proceso SWN.

Aplicando la PropoNSicio”n 2.14.14 se obtiene la siguiente representacion
CAR de X = {X;/t € 2%} :

X{ = ZC§X5—S- +e; V{E 72
seL

con L = {(0,1),(0,-1),(-1,1),(1,-1),(1,0),(-1,0),(1,1),(-1,-1)} .

Los coeficientes {cs/§ € L} resultan ser:
¢10) = ¢(-1,0 = a(l +a?) 7
co,1) = ¢o,-1) = B(1+ )7
c) = ¢-1-1) = —afK = ca—1 = C1);
K=(@1+a?)7 (1457

€= {e;/f € ZQ} como en los ejemplos anteriores.

2.15 Modelos autorregresivos no-estacionarios
sobre redes finitas

Sea S = {s1,..,8,} con n > 2 entero. Sea I : S+ {1,...,n} biyectiva.

Sea X ={X, /seS}.

Definimos X* vector aleatorio con valores en R" dado por:

Xs, = }‘(57) 1<i<n.
Suponemos que X es centrado. Luego:
B(X*)=0¢€R"

Con XE(X*) denotamos la matriz de covarianza de X*.
En esta Seccién supondremos que todos las variables que trabajaremos
tienen momento de 2° orden finito.
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Definicién 2.15.1. Sea ¢ = {es/s € S} un proceso. Se dice que € es un
ruido si E(es) = 0Vs € Sy /X(e*) = o.ld, donde Id,, es la matriz
identidad n xn y oo > 0.

Definicién 2.15.2. Sean X = {X, /s € S} un proceso ye = {es/s € S}
un ruido. Diremos que:

a) X admite una representacion AR con innovacion € si 3A matriz
n xn (real o compleja) tal que AX™* = ¢*.

b) X admite una representacion MA con innovacién € si 3B matriz
n xn tal que X* = Be*.

c) X admite una representacion ARMA con innovacién € si A, B
matriz n X n tal que AX* = Be*.

Nota 2.15.3. Continuando la definicidn anterior. Relaciones entre E(X*)

y Ee").

a) AX* =¢* y A inversible= £(X*) = A~le* (A7)

b) X* = Be* = K(X*) = B E(e*)B".

c) AX* = Be* y A inversible= E(X*) = A71B E(e*)B{(A™1)L

Nota 2.15.4. Descomposicion de Cholesky
Si E(X*) es definida no negativa, entonces existe una matriz L trian-
gular inferior tal que
E(X*) = LL".

En el caso complejo: Si S(X*) es hermitiana (£(X*) = (B(X*))”
transpuesta conjugada de E(X*)) entonces E(X*) = LL* donde L* es la
transpuesta conjugada de L.

Si B(X*) es definida positiva, entonces la diagonal de L tiene todas
sus valores mayores que 0.

2.15.1 Representacién SAR-local uniparamétrica
Sea W una matriz n x n tal que W; ) =0Vi=1,...,n.

Definicién 2.15.5. Sean X = {X, /s € S} un proceso ye ={es/s € S}
un ruido. Diremos que X admite una representacion SAR-local uni-
paramétrica con matriz de pesos W e innovacion ¢ si o € R tal
que:

X" = oWX* +¢e".
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Definicién 2.15.6. Si Id — oW donde Id es la matriz identidad es in-
vertible, entonces X* estd bien definida, en el sentido que si Y = {Y, /
s € S} es otro proceso tal que

Y* = oWY™* +¢*

entonces X* = Y*.

2.15.2 Representacién CAR-Markov

Definicién 2.15.7. Sean X = {X, /s € S} un proceso y e = {es/s € S}
un ruido con E(es) =0, Var(es) > 0 Vs € S. Diremos que X admite una
representacion CAR con matriz de coeficientes C = [Csvt]sES,tES Y
proceso de innovaciones dado por e si

i) cs s =0VseS.
i) X*=CX* +e.
iii) F(Xies) =0 sis #t.

Proposicién 2.15.8. Si X admite una representacion CAR con matriz
de coeficientes C' y proceso de innovaciones dado por e entonces:

a) (Id—C) E(X*) =D :=Diagonal(Var(es))scs)-
b) X(X*) es invertible si y solo si DY(Id — C) es simétrica definida
positiva.

Luego debe cumplirse:

coiVar(e) = ¢ sVar(es).

Nota 2.15.9. Sean X e Y procesos Gaussianos sobre S tales que
X*=CX"+e
Y*=CY" +e.

Entonces X 2Y.

2.15.3 Procesos de Gauss-Markov

Sean:
i) X ={X, / s € S} un proceso Gaussiano tal que

X* ~N,(f, £) con £ definida positiva;
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ii) V ={V,/s € S} un sistema de vencindades sobre S, esto es:

1. Vio#0VsesS,
2. s¢ V., Vs€S,
3. seVietel,
18- UV
seS
Al par G = (5,V) lo llamaremos grafo sobre S.
Sea
Q = [asn]styesxs =E
Supongamos que g4 =0sis#ty s ¢ V;
Proposicién 2.15.10. Para cada s € S sea 7?5} : By x RS = [0,1] dada
por:
(Al z) = ‘£¢(y§u(w5\{s})yO'(wS\{s}))dy

con
1(z—a)?
sa,b) = —_—— R,b
#(y;a,b) 2wbeXp< 5 R acR,b>0
1
wEs\(s}) = ps — > e @ — )
q(s,s) tev,
o(z )= o
T g(s,9)

FEntonces:

’y({)s}(' |z) e P(X] | X =24, t#s).
Nota 2.15.11. Sea Y ={Y; /s € S} dada por
Y =X — g Vs e S.

Sean:
0 sis=t

s, t) = .
@en={,0 il
Diag := Diagonal (q(s,s) / s € S) .
Sea e = {es/s € S} dado por:
es =Y, — ﬁ ZV qs,)Ye
) eV,

1
q(s,s)

Vs € S.

y Var(es) :=
Entonces Y admite una representacion C AR con matriz de coeficientes
C = —Diag'.[Q]

y proceso de innovaciones dado por e.
Si se cumple que q(s 4y # 0 si y solo sit € V, cuando s # t, diremos
que el grafo G = (S, V) es el grafo asociado a la representacion CAR de Y.
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2.15.4 Grafo asociado a modelo SAR

Sean X = {X, / s € S} un proceso y ¢ = {e,/s € S} un ruido blanco
gaussiano con varianza 0 < o2 := E(e?) cualquiera sea s € S.
(Equivalentemente: ¢ = {es/s € S} son v.a.i.i.d. con € ~ N(0,02),
s € S cualquiera).
Supongamos que X admite representacién AR con innovacién ¢ dada
por:
AX* =" 3 A=laip)snesxs: (2.3)

Supongamos que A es invertible. Luego, X es centrado. También se
tiene que X(X*) es invertible y
EXN) =024,
Para cada t € S sea
V, = {s € Slay # 0} .
Notemos que puede suceder:
a(sr) #0 Y ags) = 0.

Diremos que G = (5,V := {V, / t € S}) es un grafo orientado Ila-
mado grafo orientado asociado a la representacion SAR de X dada
por (2.3).

Sea:

Q=EX")""
y pongamos
Q= [q(s,t)](s,t)ESXS-

[@] como en la nota 2.15.11; esto es

0 sis=t

@eo={ 350

Diag := Diagonal (qs.5) / s € 5) .

Entonces X tiener una representacién CAR con matriz de coeficientes:
C = —Diag™* - [Q). (2.4)

Ejemplo 2.15.12. Representacion CAR asociada al modelo SAR-
local uniparamétrico.

Consideremos la situacién de la Definicion 2.15.5 con e = {e5/s € S}
un ruido blanco gaussiano con varianza o2 > 0.
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Aplicando lo visto en la Nota 2.15.11 con
Alp) = Id — pW,
y suponiendo A(p) invertible, tenemos:
Qlp) == B(X*) ™ = 02%(Id - pW)' (Id - pW)
=0 2(Id — p(W + W) + o> W'W).
Entonces X tiene una representacion CAR con matriz de coeficientes:
C(p) = —(Diag(p)) "' [Q(p)],

siendo:
Diag(p) := Diagonal de Q(p)

0 sts=t
[Q(p)](s,t) = { Q(P)(s.1) si s #t.

Por la Proposicion 2.14.6, si p es conocido tenemos que
X := —(Diag(p)) "' Q(p)X

es un predictor lineal dptimo de X.
Si p no es conocido, en la formula anterior se remplazard p por un esti-
mador p definido a partir de los valores de X.

2.16 Modelos de Regresién Espacial

Sean: S C Z? finito.

Definicién 2.16.1. Se dice que X = {X, /s € S} con X,€L3(Q2, F, P,R)
Vs € S satisface un modelo de regresion espacial sobre S si existen
m:S—Rye={e;/s €S} con E(es) =0Vs €S tales que

Xs=m(s) +es Vs e S.
Segin cémo sea m se tienen varios ejemplos dentro de este modelo.

Ejemplo 2.16.2. Superficie de respuesta.
Sean p > 1 entero; fi : S = R, Il =1,...p; By,...,B, en R. En este
caso se define:

m(s) =3 Bifi(s):
=1

Desde el punto de vista estadistico se considera que f1, ..., fp son funciones
conocidas y By, ..., 3, son pardmetros a estimar (juntamente con X(g)).



Cap. 2 Modelos Espaciales de Segundo Orden y Geoestadistica 45

Ejemplo 2.16.3. Dependencia exdégena.
Sean: p > 1 entero; Z; : Q+— R v.a. paral=1,...p.
Bis---s By en R. En este caso se define:

m(s) = Z azi(s),
=1

donde z; : S — R es una realizacion de Z;, para todo | =1,...p.

Desde el punto de vista estadistico ay,...,a, son pardmetros a ser
estimados y los valores z(s) s € S, 1l = 1,...,p se consideran conocidos
(valores observados de las variables “exdgenas” Z;).

Ejemplo 2.16.4. Andlisis de la varianza.
Supongamos S={(i,j) /0 <i < 1,0 < j < J}, pman,...,az1,By,.... 8,
en R. Se define

m(i,j) = p+ao; +B; 0<i<I,0<j<J
Desde el punto de vista estadistico p, o, ..., o, By, ..., B son pardme-
I J
tros a ser estimados, bajo la condicidn ) a; =0, Y B; = 0.
i=1 j=1
Andlisis de la covarianza.
Supongamos S = {(i,7) /0<1i<1,0<j<J}, para cada (i,j) € S:
Zijy = R v.a., z( 5y una realizacion de Z; j;
Wy, ... ar, By,..., 87,7 en R. Se define:

m(i, j) = p+ ai + B; + 7235 0<i<I,0<5<J,

I J
con Yo a; =0, > B; =0.
i=1 j=1
Desde el punto de vista estadistico p, o1, ... ,ar,B1,...,68;,7 son pa-
rametros a estimar.

Notacién 2.16.5. En el Ejemplo 2.16.3 supongamos que N = #(S) y sea
I:Sw{1,..., N} una biyeccion.
Sean:

1. X matriz aleatoria N x 1 dada por

X= (X]I*I(l)w--;X][*l(N))/?

2. Z matriz N X p dada por
2(I7H1) - 2 (IH(1)

)

zl(H’i(N)) . zp(ﬂ’i(N))
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3. & la matriz p x 1 dada por

a=(a1,...,ap);

4. € matriz aleatoria N x 1 dada por

’

E= (Eﬂ—l(l), ....,E]I—l(N))

Entonces el modelo de dependencia exdgena se puede escribir en no-
tacion matricial como

X=za+e (2.5)
El problema consiste en estimar & y si £ := E(&) es la matriz de cova-

rianza de & es desconocida, entonces estimarla modeldndola por medio de
una funcién de covarianza C?, variograma o modelo AR espacial.

2.17 Prediccion con varianza conocida

Definicién 2.17.1. Sean: X = {X, /s € Z*} con X € L?(Q), F, P,R)
centrado; S = {s1,...,sn} C Z? finito (n > 2); Xg :={X,, /j=1,..n};
L(Xs) = {a1Xs, +...+anXs, /aj ERVI < j<n}. Seasy€Z? so ¢S,
se dice que X, € L(X,) es el predictor lineal éptimo de X, si

- x.

SV = Xl

cualquiera sea Y € L(X).

Proposicién 2.17.2. Continuacidn de la Definicion 2.17.1. Sean:
&= (c1,.m0n)' con ¢ = Cov(Xy,, Xy, ); 03 = Var(Xs,); £ =AL(Xs)

con Xg = (Xgy, .0y X5, ). Sea Xy, :=¢& E£71Xg, entonces
a) X, es el predictor lineal éptimo de X, .

b) Var(X,,)=¢ £l

¢) B((Xy — Xs,)2) =027 Ele

A Xsn se lo suele llamar kriging simple para estimar X, basandose
en Xg, suponiendo conocidas (estimados previamente) &y £.



Cap. 2 Modelos Espaciales de Segundo Orden y Geoestadistica 47

2.17.1 Kriging Universal

Sean: X := {X, /s € Z%} un proceso en L2(Q, F, P,R); p > 1 entero; para
cadal=1,..,psea Z, := {Z5 / s € Z*} un proceso en L>(%, F, P,R).
Supongamos que J& € RP tal que

Xs=a1Zis+ .+ apZys+es, s €L

donde € = {e5 / s € Z*} es un proceso en L2(Q, F, P,R) con E(gs) =0
Vs € Z2.
Sean

A:={s1,...,s,} CZ* conn > 1,

s0 & A,
XA = (Xslv ~~»Xsn)/ )
B Zis, 0 Zps
In= b
L,  Zps,

ZS«» = (ZLSM teey Z;D,Su)lv
L(X)) ={@'Xn/a € R"}.
L(Xp. Xoy. Zn, Zey) ={Y € LIXA)/E(Y | Zp) = B(Xy, | Zo)}-

Se dice que XSO S L(XA«,XSU, ZA,ZSO) es un estimador linear insesgado
6ptimo de X, conocidos Zp y Zs, si

X =X o < 1Y = X

cualquiera sea Y € L(XA, X0, ZA, ZSO).

Proposicién 2.17.3. Sean: R
¢ = (C1,.,¢n) con cj = Cov(Xy,, Xgy); 08 i= Var(Xy,); B =/5(Xa).
Sea Xy, = N X con X i=E-LZ\(Z B1Z0) "W (Zey— 2} B0+ ELE
Entonces:

a) XSO es el estimador lineal insesgado dptimo de X, conocidos ZA y ZU.

b) Var(X,,) = 0§ =& L7'e+ (Zy, — 2y 7€) (Z) £7'70) " (Zey—
Zj’X Z*IE).



Capitulo 3

Campos Aleatorios de
Gibbs Markov sobre
Redes

Sean:

FE un espacio métrico separable y completo;
& la o-algebra de Borel de E.
S C Z? alo sumo numerable;
S:={A C S/1<#(A) < o}
Para cada () # V C S sea
EV:={x/x:V+— E}.
Sean §) # V4 C Va C S, definimos oy, v, : EV2 — EV1 por:
ov,u (@) (t) = 2(t), teVi,ze EY2
Si Vo =S ponemos oy, en lugar og ;.
Sea () # V C S. Definimos
Gy = {U‘_/}S_(B) /Be& se v}.

Sea £V la g-dlgebra de EY generada por Gy. A esta o-algebra se la
suele llamar o-algebra producto de EV inducida por &.

48
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e Sea Fy la o-dlgebra de E¥ definida por:
Fv={oy'(B)/Be&V}.
e Por simplicidad pondremos
Fi=£5.
e También por simplicidad pondremos
JIn=Fswv AES.

Lema 3.0.4 (itil). Sea @ #V ¢ S. f: ES +—— R F-medible. Entonces f
es Fy-medible si y solo si es cierta

(I € Esvy € Esvgv(z) = UV(?/)) = )‘(I) = f(y)

Demostracion. Ejercicio (Ayuda: ver Theorem B, pag. 142 de Halmos

(1974).([8])) m

3.1 Potenciales y distribuciones de Gibbs
Definicién 3.1.1. Para cada s € S sea ® = {®y /A€ S}. ® es un
potencial sobre (ES,F) si:

i) Para cada A € S, D5 es Fp-medible;

ii) Para cada A € S y cada v € ES, eziste en R

HY(z):= Z Da(z),

AESNA
donde SNA:={AeS /ANA#D}.
A la funcién HX’ se la llama energia del potencial ® sobre A.
Pondremos: H® := {HY /A€ S}.
Definicién 3.1.2. Sean: \ una medida o-finita no nula sobre (E,£); ® =
{®y / A € S} un potencial sobre (E°, F). Se dice que ® es A-admisible

i
0< [ oxp (~HR (€xg\a)) A (d€) < o0,
EA
para todo x € ES y A € S, donde X\ es la tinica medida sobre (E®,EM)
tal que si A = {s1,...,8n}, entonces:
Mooy BN noyl, ((Ba) =
A(B1)..\(Bp)

cualesquiera sean By, ..., By en £.
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Para simplificar la notacién, pondremos
h () := exp(—HY (x))

para todoz € ES y A€ S.
En el caso en que ® es M\-admisible, definimos

Z¥A(@) = [ exp(—H (§xs\n) X" (d€), = € ES.
EA
A esta funcién Z/‘{’_’ » la llamamos funcién particién del potencial ®

sobre A.
Pondremos: Zy := {Z;{’_’)\ /A€ S}.

Proposicién 3.1.3. Sean A una medida o-finita sobre (E,€); ® = {CDA :
A € 8} un potencial sobre (E°,F) X-admisible.
Para cada A € S sea g}I\”/\ : BS v+ [0, 400) dada por:

he () .
P ()= A e EY
QA,)\(T) ZEA(JZ) ;T E

Para cada A € S sea "/f\”)\ : FxES +[0,1] dada por
Yaa(A]2) = [ 1a(€xsia)of (Exs\a) N (dE),
EA
para todo A€ F yx € ES.
Entonces:
a) Para cada A € F, v§ \(A|-) es Jx-medible

b) Para cada x € E®, 'yf’)‘(A | ) € P(ES,F) (es una probabilidad sobre
(BS,F)).

c) SiAC A, ambos en S, entonces

fs TaA(A w2 A(dw | 2) =72 (4| 2)
E

cualquiera sean A € F, x € ES.
d) Be Ja = Vi A(B|2) =1p(z) Vz € E.
e) Ac F,Be Jy = Wi,A(AﬂB | z) = 7){;)\(‘4 | 2)1p(z).
Demostracion. Ejercicio. m

Definicién 3.1.4. En la situacion de la proposicion anterior a 7}’ =
(v% \)aes se la llama especificacion inducida por ® y \.
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Definicién 3.1.5. Sean: \ una medida o-finita sobre (E,&); ® =
{®4: A € S} un potencial sobre (ES,F) A-admisible; v& = (V% \aes
la especificacion inducida por ® y \. '
Pondremos:

G(1%) == {neP(ES,F) /pi\=p VA €S}

Esto es: n € G(vY) si y sdlo si para cada A € S y cada A € F,
wj{’,)\(A | -) es una probabilidad condicional de A dada Jn con respecto

ap ( en simbolos: YY(A|-) € u(A| Tn) ).

Notacién 3.1.6. Si f : ES — R es F-medible, siempre que tenga sentido
ponemos

WRA@) = [ f@)R(dw | ).
ES
Si p € G(7v2) diremos que p es una distribucién de Gibbs asociada
@
ang.

Nota 3.1.7. g(wf) puede ser vacia, o tener un solo elemento o tener
infinitos elementos (transicién de fase).

A continuacién veremos una clase de potencial para el que G (’y}l\)) #0
en condiciones bastante generales.

Definicién 3.1.8. Sea V :={V; : s € S} una subfamilia (no vacia) de S.
Se dice que V es un sistema de vecindades de S si:

i) s¢ Vs, VseS.
ii) seVieteVgsytenSs#t.

i) S= U Vi

ses

En este caso, para cada A € S definimos
Ov(A)={t¢A/IsecAconteV}.

Definicién 3.1.9. Sean: A una medida o-finita sobre (E,E); ® =
{®a / A € 8} un potencial sobre (E¥, F) A-admisible; v§ = (v4 \)aes la
especificacion inducida por ® y X\; V :={V, /s € S} un sistema de vecin-
dades de S; G := (S, V) el grafo sobre S inducido por V. Se dice que 'yf
es G-markoviana si 'Y?\),,\(A | ) es Fa,(a)-medible, VA € Fp, VA € S.

Definicién 3.1.10. Sea ® = {®, / A € S} un potencial sobre (E°, F).
Se dice que ® es acotado si y € L(ES, F,R), VA € S.
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Definicién 3.1.11. Sea ® = {®,/A € S} un potencial sobre (E,F).
Si @ es acotado se dice que P es sumable si

Z |®All oe < 00, Vs ES.
AeSn{s}
En este caso, pondremos:
I@all, == D> I®allgws Vs €S,

AesSn{s}

Proposicién 3.1.12. & = {®,/A € S} un potencial sobre (ES, F), A una
medida o-finita sobre (E,E).

Si @ es sumable, entonces, ® es A-admisible < M\(E) < co.
Demostracién. <|Sean A € S, x € ES cualesquiera. Entonces:

exp (* > ‘I’A(fiES\A)) <exp < )

AeSNA

> dalérsia)

AeSNA

<exp ( > H%I\s) vé e BN

AeSNA
Luego:

fexp(fo@xS\A))AA(df)@xp( > nqmu) AE)NFN < 0
EA

AeSNA

=|Sean s € S, v € ES cualesquiera. Entonces:

Y. daléwsg) <, <00 VEEE

AeSn{s}
Luego:
o> fexp|— D> @aléwsy(sy) | MdE) > A(E)el?l
E AeSN{s}

= ANE)<oco. m

Nota 3.1.13. Se puede ver, por ejemplo en Theorem (4.28) de Georgii
(1988) ([6]), pag. 72 que:

& = {®5/A € S} un potencial sobre (ES, F), X\ una medida o-finita sobre
(E,E), E un espacio métrico separable y completo, £ su o—dlgebra de
Borel.

Si ® es sumable y A\(E) < oo, entonces G(v%) # 0.
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Es importante entonces estudiar ejemplos de potenciales sumables.

Definicién 3.1.14. Sean : V un sistema de vecindades de S, ® = (Pp) ¢
un potencial sobre (ES, F). Se dice que & es un G = (S,V)-potencial si

dy=0 VAZCOG)
donde
CG)={CeS/#(C)=1oseCitecCs#t=1tcV}.
A cada elemento de C(G) lo llamaremos G—completo.

Proposicién 3.1.15. Sean: V un sistema de vecindades de S, ®= (Pp),c s
un potencial sobre (E%, F), A\ una medida o-finita sobre (E,£). Si ® es un
G =(S,V)-potencial acotado y A\(E) < oo, entonces ® es sumable.

Luego,  es admisible y G(v%) # 0.

Demostracién. Sea A € S cualquiera,

Afirmacién 1: Si A e SNAy A € C(G) entonces A C (AU (A))
Demostracién. Ejercicio. m

Luego, cualquiera sea A € S, {AeS/AeSNAyAeC(G)} es
finita.

Como @ es acotado:

S @l < oo

AeSNA

En particular = > [[®allge <00, VsES. m
AeSn{s}

Corolario 3.1.16. Sean: E finito; X la medida de conteo sobre (E, P(E));
® = (®a)rcs un potencial sobre (ES,F); V un sistema de vecindades de
S. Si @ es un G-potencial (con G =(S,V)) entonces ® es sumable y por lo
tanto G(v$) # 0.

Demostracién. Por la Proposicién anterior, bastara ver que ® es acotado,
esto es, que 5 € LB, F,R), VA € S.
Sea z € E° fijo cualquiera, como ®, es Fp-medible,

Dp(y) = Palyars\a) Yy € E. (1)

Como FE es finito y A también lo es:

# ({@alérs\a)/€ € BM}) < o0
Luego por (1):

[@Allzoe = sup [®4(y)] < oo
yeES
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Un resultado de interés es el siguiente.

Proposicién 3.1.17. Sean: V un sistema de vecindades de S, &= (Pp),c s
un potencial sobre (E°, F), A\ una medida o-finita sobre (E,£). Si ® es un
G =(8,V)-potencial A-admisible, entonces v es G-markoviana.

Demostracién. Sean: A € S, A € F5. Debemos probar que A/f\”/\(A\') es
Fay,(a)-medible.
Como fyf, A(A]-) es F-medible, por Lema ttil, bastard ver que:

2 € By e B% 0h,0)(2) = 00,0)(y) = Vaa(Alz) =75 A (Aly). (1)

Entonces, sean 2 € E°,y € ES tales que Taun) (%) = oa,a) ()
Afirmacién 1: Si A € SNA = ®a(€ag\a) = Pa(bys\a) VE € BA
Supongamos cierta esta afirmacién. Como A € Fy, 3B € £ tal que
A=o,'(B).
Luego:
La(€xzs\a) = La(éys\a) VE € BN (2)
Por la Afirmacién 1:

HY (§zs\a) = HY (€ys\a) V€ € B (3)

Luego:
Z3 (@) = Z3 A (). (4)
Por (3) y (4) tenemos entonces:
of A(Exs\a) = 0% A(Eys\a) VE € BN
De aquf y de (2) por definicién de 7§ , se tiene:
R aAl) =18 (Aly):
Veamos la prueba de la Afirmacién 1.
Si @A = 0 no hay nada que probar.

Supongamos, entonces que ®a # 0= A € C(G).
Por la afirmacién de la proposicién anterior se tiene que

AC(AUdp(A)).
Como @, es Fa-medible y 0, a)(z) = 0a,,(a)(¥), se tiene que

Pa(Emsia) = Pallysia) VE € BN
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3.2 Ejemplos de Potenciales y distribuciones
de Gibbs

En esta Seccién usaremos la siguiente notacién.

Notacién 3.2.1. Sean: d=10d=2. S = 7%

a) Sis yt estin en Z, pondremos.

s —tlly = ls —1].
Si s = (s1,82) yt=(t1,t2) estdn en Z x Z pondremos,
l[s = tlly = [s1 = ta] + [s2 — ta] -
b) Para cada 6 €N ys €S sea
Vi i— {te S\ {s} / lls—tll, <3}

Pondremos:

V0= {Vi/seS}.

Proposicién 3.2.2. V% es un sistema de vecindades sobre S. Pondremos
G% := (S, V9) el grafo sobre S inducido por V°.

Demostracion. Ejercicio. m
Ejemplo 3.2.3 (Modelo de Ising). Sean: E :={—1,+1}. (d=1 o0 2).
a) Modelo de Ising sin campo externo.

Sea B € R; ®F = ((Di)A s con
I3

@g(r) _ { gr(e)r(f) si{s,t}=ACVIU{s} s#t

C.C.

b) Modelo de Ising con campo externo.
Sea o, f € R; P = (@XQ’B)) con
AeS

) az(s) si{s}=A
O\ () =< Ba(s)z(t) si{s,t} =ACVIU{s}s#t.

0 cc.

Afirmacion: <I>f\ y 1135(”‘3) son G®—potenciales (6 > 1). Luego, por
Corolario 8.1.16 si A es la medida de conteo sobre (E,P(E)) tenemos
que

G #0 y G(HE™T) #0.
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Ejemplo 3.2.4 (Modelo de Ising con espacio de estados E={0,1} o modelo
de “presencia-ausencia’). Sean: E :={0,1} a,beR. (d=1 0 2).

Sea dlo:D) = (<I>5\a’b))A€5 con <I>5\a’b) definido como @Xlﬁ) del ejemplo
anterior.

Nota 3.2.5 (Algunas precisiones en el caso S finito). Supongamos S finito
(E,€); (E%,F) como al inicio de esta Seccion.
Luego:

Hi(x) = Y ®alw),

AeS
hiz) = exp(—HE(x)).

Sea A una medida o-finita sobre (E, E). Supongamos que ® es A-admisible.
En este caso Z , es la constante dada por

ZE, = [ exp(—HZ (€))A (d¢);

ES
08 \(x) : BS — [0,+00) dada por:

K ()
z2,

Q?,/\(I) =

7§,A serd la probabilidad sobre (ES,F) con densidad (con respecto a la
medida \°) 0% . Esto es

729\(14) = £0§,A(1)As(dz) AeF.

Por la Proposicion 3.1.3 tenemos que:
AeScomA#S=A8 (A])ers (Al Tn), A€F,

(donde Jn = Fs\ por definicion).
Luego 'yg)\ eg(vd).
Por otra parte, si i € G(vT) por definicion debe ser

Jvé(A)dp = p(A),

luego:
p(A) =75 (A4).

Por lo tanto, si S es finito:

GOD)={78.}-
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Es de interés, dentro de este caso (S finito) la siguiente situacidn:

E finito, \ la medida de conteo.

En este caso para abreviar la notacion, dejaremos de lado el simbolo
“A” en lo anterior.

Como E y S son finitos; ES también lo es y si & = P(E), entonces
F = P(ES).

Por otra parte, en este caso, cualquiera sea el potencial ® = (P),cg

(S =P(S)\{0}) es A\-admisible. También: Vx € ES.

H@) = Y @),

AeS
78 = Y exp(—HE (@),
z€EES
xp(—HE(x
de - SIEE)
75{x})) = o§(x).

Notemos entonces que 7% ({z}) > 0 Vz € ES.
Sea ahora A € S, A # S. Como YS(A | ) € vE(A | ) VA € EF, se
tiene entonces: o
q>( o Qs(y) S
Y)= <=, T VEE"
> 0% (Eys\a)
1358

En particular, cuando A = {s}, 0% (y) se llama caracteristica local
de y en s asociada a vE.

En general, cuando E y S son finitos y F = P(E%), si @ es una
probabilidad nunca nula sobre (E%, F), entonces

T
ms(y) = > m({&ys\i3})’

¢€EE

que por definicién es la caracteristica local de y € E° en s asociada
a m, caracteriza a 7w en el sentido siguiente:

Sean ™ y p dos probabilidades nunca nulas sobre (B3, F). Si m4(y) =
uy(y) Yy € ES, Vs € S, entonces m = p. (Ver, por ejemplo: Bustos y
Ojeda (1994) [3]).

Ejemplo 3.2.6 (Modelo de Ising Anisotrépico). Sean: E = {—1,+1};
para cada s = (s1,s2) € S definimos
V;,V =

1 -
Vou @ =

(51752 - 1)’ (51752 + 1)}
(51 - 11 52)7 (81 + 1782)} .
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a) Modelo de Ising anisotrdpico sin campo externo.

Sean By, By € R; ®Bubv) = (@f”ﬁ"))/\ s con
€

G Bya(s)a(t) si{s,t}=ACVl,U{s}s#t
OV () =4 Bpr(s)w(t) si{s,t}=ACV. U{s}s#t
0 cec..

b) Modelo de Ising anisotrépico con campo externo.

et ;) — BBy
Sea o, By, By € R; PlBubv) = (¢§x By ))AES con
ax(s) si{s}=AseS
Bya(s)z(t) si{s,t} =ACVi,U{s}s#t
Brz(s)a(t) si{s,t}=ACViyU{s}s#t

0 cec..

@&aﬁ}{ﬂv)(l,) —

Afirmacion: @XB"’B") y ‘I’E\a’ﬁ”’ﬁ") son G®-potenciales (8 > 1). Luego,
por Corolario 3.1.16 si X es la medida de conteo sobre (E,P(E)) tenemos

que
g( Y £y g () £

Ejemplo 3.2.7 (Modelo de Potts-Strauss). Sean E:={ag,a1,...,ar—1} un
conjunto finito cualquiera; € = P(E) (k > 2).

Para cadat =0,1,,...,k—1 sea oy € R.

Para cada 0 <t <l <k—1 sea ﬁ(t,l) eR.

Para cada A € S sea @ : E° — R dada por

ap siA={i} yz(i)=a
ﬁ(t,l) si\ = {“]} con j € Vzl Y {i(l),T(])} = {atval}
0 e

C..

@A(JL')

Si A es la medida de conteo sobre (E,P(E)), por Corolario 3.1.16 te-
nemos que
GO #0 conY = (130) res

Ejemplo 3.2.8 (Un Potencial Paramétrico General). Sea E y S como al
inicio de este Capitulo. Sea C C S (no vacia).
Para cada C € S sean: 0c € RPe; ¢ @ ES — RPe Fo-medible, con
pe > 1 entero.
Para cada A € S sea:
(I)A = 0 SiA¢C
bo(z) = Oboo(r) conxzec ES CecC.

A los fines de inferencia se supone que ¢ es conocida, VC € C.
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3.3 Potenciales Normalizados e Identificables

Definicién 3.3.1. Sean: ® = (®a), g un potencial sobre (ES,F); a € E.
Se dice que ® es a-normalizado si es cierta la siguiente propiedad:
(z € ES,3s € A tal que x(s) = a) = Pp(x) = 0.

Definicién 3.3.2. Se dice que f: ES — R es local si IA € S tal que f es
Fa-medible.

Nota 3.3.3. Si S es finito, entonces toda f : ES — R F-medible es local.

Notacién 3.3.4. Para cada A € S sea

Ly = {f (B SR / [ es acotada y ]:A—medible} .

L= La

AeS

Sea

Definicién 3.3.5. Se dice que f : ES — R F-medible es quasilocal si
A(fn)n>1 sucesion de funciones locales tal que:

1. f—fne £°°(ES,]:,R), Vn > 1.
2. HfffrlHlLr>° n:zo 0.

Proposicién 3.3.6. Sea f € L>(ES, F,R). Entonces f es quasilocal siy
sdlo si f € L (clausura de £ en L2(ES, F,R)).

Demostracién. Ejercicio. m
Notacién 3.3.7. Sea f : ES — R (funcidn cualguiera); A € S ponemos:
On(f) =sup ({If(z) = f(&")| / za =2}}).

Notemos que si Ay C Ay y ambos estdn en S, entonces: Oa,(f) <

OAl(f)'

Proposicién 3.3.8. Sea f : ES — R F-medible. Entonces f es quasilocal
sty solo si
:= inf =0.
O(f) = inf OA(f) =0

Demostracién. = | Sea € > 0 cualquiera. Como f es quasilocal, A € S,
oy BY — R &% medible tal que

If = drconllze <e/2:

Sean ahora x y 2’ en E° tales que zp = 2/, = (¢ o oa)(z) =

(¢4 0 o)(a").
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Luego

(@) = f@)] < 1f (@) = (8a 0 o) @)+ F (') = (Br 0 o) @)] < S+5 = <.

Luego Oa(f) < ey por lo tanto O(f) <e.

Por la arbitrariedad de ¢ se sigue que O(f) = 0.
</ Sea € > 0 cualquiera.

Sea Ay € S tal que Oy, (f) <e.

Sea AeStal que Ay CA= Op(f) <e

Sea x € ES y ¢, : E* — R definida por

oa(8) = f(axs\a) VEE€ BN
Luego ¢, o0 es local y Vz € E¥ tenemos

1£(2) = (65 0 0a)(2)] = | F(2az5\0) — f(2ams\a)| < Oa(f) < e
Luego
f—droonl e <e

Por lo tanto, f es quasilocal. m

Nota 3.3.9. Asumimos sin demostracion los dos siguientes resultados.
Su demostracion puede verse en el libro: Georgii (1998)[6], pag.32.

Nota 3.3.10. a) Si E es separable (no necesariamente completo), en-
tonces:

f: ES — R uniformemente continua = f es quasilocal.

b) Si E es finito, entonces
f: ES = R uniformemente continua < f es quasilocal.

De ahora en adelante en esta Seccién sean: A una medida o-finita sobre
(E,E); ® = (Pa) s un potencial sobre (E¥, FF) A-admisible; (0% \)acs,
(Z}{),)\)Aes ¥ (7% y)aes como en la Proposicién 3.1.3.

Pondremos:

’Yf = (’Yf,A)AeS-

Sea f : ES — R F-medible. Sean A € S, x € E®, siempre que tenga
sentido pondremos:

Yaa(h)(x) = ff(fﬂCS\A)QX,A(@S\A)/\A(df)'

EA
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Definicién 3.3.11. Se dice que 7% es quasilocal si:
Ae S, fe L=43,(f) L.

Nota 3.3.12. En la misma pag. 32 del ya citado libro de Georgii se puede
probar la siguiente afirmacidn:
Se cumplen las siguientes propiedades:

a) Q}I\),/\ local VA € S = 7‘)1\’ es quasilocal.
b) Q;I\),)\ quasilocal YA € § y M(E) < 0o = 7% es quasilocal.
c) HY local VA € S = 4% es quasilocal.

d) Supongamos: E finito, A la medida de conteo, y una especificacion
sobre (E%,P(E)%). Para cada A € S sea p, : E¥ — R dada por

palz) = ’YA(lgxl({zA}))(m) (32)
Si vy es quasilocal, entonces py € L VA € S.

Definicién 3.3.13. ® = (®), .5 un potencial . Se dice que @ es de
rango finito si:

para cada s € S,3\s € S tal que:
seAeSyANA #0= Par=0.

Proposicién 3.3.14. Sean: \ una medida o-finita sobre (E,E); & =
(®a) pes un potencial sobre (E¥, F) A-admisible de rango finito. Entonces
gi»\ es local VA € S.

Demostracién. Sea A € S cualquiera y sea A € SN A tal que @ # 0.
Luego:
Ac A=A €S
seEA
Por consiguiente, HY es F--medible. De aqui se deduce facilmente que
0% 5 €s Fa--medible. m

Proposicién 3.3.15. Sean: V un sistema de vecindades de S, G =(S,V),
O = (Pp)pes un G—potencial. Entonces @ es de rango finito.

Demostracién. Ejercicio. m

Corolario 3.3.16. Sean: \ una medida o-finita, ¥V un sistema de vecin-
dades de S, G =(S,V), ® = (Pp) s s un G-potencial A-admisible. Entonces
Qi,x es local VA € S. Luego 73 es quasilocal.
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Definicién 3.3.17. Sea ® = (Pp),cs un potencial sobre (E°, F). Se
dice que ® es uniformemente convergente (en simbolos u.c.) si para
cada Ny € S se cumple:

Dado € > 0,3A¢ € S tal que

AgCAES= HY (x)— ). @az)|<eVoeES
AESNAG,ACA

Proposicién 3.3.18. Sea ® = (Pa), g un potencial sobre (ES,F). Si ®
es de rango finito, entonces @ es u.c.

Demostracién. Ejercicio. m

Nota 3.3.19. Por esta ultima Proposicion y por la Proposicion 3.3.15 se
deduce que:

Sean: V un sistema de vecindades de S, G =(S,V), ® = (Pp)pcg un
G-potencial. Entonces ® es u.c.

Definicién 3.3.20. Sean ® = (®p) cs ¥ ¥ = (Pa),cs dos potenciales
sobre (E%, F). Se dice que ¥ y ® son equivalentes (en simbolos ¥ ~ ®)
si:

A €S = Hy — HY es Fs\n-medible.

Proposicién 3.3.21. Sean a € E; ® = (Pa)ycs ¥y ¥ = (Pa)pes dos
potenciales sobre (ES,]-') a-normalizados. Si W ~ @, entonces Uy = Py
VA eS.

Demostracién. Procedemos por induccién sobre #(A).
Caso 1: s € S, A := {s}.

Sea x € E*.
Sea

Y = Tsas\(s)-

Ut(y)={ a Vt#£s

Ty t=Ss.

Esto es:

Como &, y Wy son Fy-medibles, 3¢ : E* - Ry ¢ : EM = R A
medibles tales que: Py =¢poopy y WY =1 o0,.
Luego
Pa(z) =Paly) y Valz) =Va(y). M
Sea ahora A € SN A con #(A) > 2. Como ® = (Pp)ycs vy ¥ =
(¥A)pes son a-normalizados se tiene que

Pa(y) =Valy) =0 (2)
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Luego:
HY(y) = ®aly) v HY(y) = Yaly). (3)
Como HY — HX’ es Fg\a-medible, tenemos que:
HY (Sys\a) — HY (Sysia) = HY (nys\a) — HY (nys\a),  V&n € E. (4)

Como ® = (®p)ycs ¥ ¥ = (¥a)cs son a-normalizados se tiene que:

HY(ays\n) = HR(@)=0
HY(ays\n) = HY(a)=0

donde @ es el elemento de E° dado por
oa)=a Vtes.
Luego por (4) con n = a, tenemos que
HY(y) = HY(y) = 0.
Luego, por (3):
Ualy) = aly),

y por (1):
\IJA(T) = CI>A(.1‘)

La Proposicién esté probada para el Caso 1.
Caso General: #(A) = n > 2 y por hipétesis inductiva supongamos
que
Pp=Up YAeScon#(A)<n-1 (5)

Sea x € E*.
Sea
Y = TAAS\A,
razonando como en el Caso 1, tenemos:
Pa(z) =Paly) v Palz)=Va(y). (6)

También:

HY(@y) = Y ®aly)

Aes

ACA
H(y) = > ¥aly.

Aes

Ach

Por la hipétesis inductiva (5), tenemos:

HY (y) — HY (y) = @aly) — Yaly). (7
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Como HY — HY es Fg\p-medible:
(HY — HY)(y) = HY(a) - HY (@) = 0.

Luego por (7):
Ta(y) = 2a(y)-
Y por (6) queda probado entonces

\IJA(T) = CI>A(T)
u

Nota 3.3.22. Sean: A € SU{0}, a € E. Pondremos F(a, A) para denotar
el conjunto de todas las funciones f : ES — R tales que fé& es Fo-medible,
VC C A siendo f& : ES = R definida por

fé(z) = f(zcas\c), Yo € ES. (3.3)
En esta notacién si C = () ponemos:
@) = @) Ve LS,
con @ el elemento de ES dado por:
a(s)=a VseS.

Por el Teorema de Fubini se tiene que si f : E° — R es F-medible,
entonces f € F(a, A).
Para cada f € F(a, A) definimos.

Paay(N@) =Y (~)FNDfa(z) Vo e B
CCA

Proposicién 3.3.23. Sean: a € E; A € SU{D}. Entonces
a) f € Fla,A) = pa,a)(f) es Fa-medible (Fy := {0, ES}).
b) f € Fla,A) = fi(z) = CZAI?(a,,C) (f)(@) VzeBS.

C

€) 0#BC A= pan(fep)=0, Vee ESYf F—medible.
Demostracion.
a) es facil.

b) se demuestra aplicando la proposicién de més abajo (Férmula de Mobius)
con

(A) = pa,a)(f) (@)

U(A) = fi(z), z € EY fijo cualquiera.
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Proposicién 3.3.24 (Férmula de Mobius). Sean @ : SU {0} — R
y ¥ :SU{0} — R. Son equivalentes:

D(A) = > (-)FNPY(B), AeSU{n}
BCA

U(A)= > @(B), Ac SU{0}.

BCA
La demostracién de estas férmulas queda como ejercicio.
c) Notemos que es suficiente probarla para el caso #(B) = 1.

Sea entonces B = {s} C A con s € S cualquiera. Sean 2 € E® cualquiera
y PONgamos y = apxs\p-

Entonces
P(a.4)(F)$\ () = P(a,2)()(y) =

S [CVFND o) + (~)FOCED )] = (1),
s¢CCA

Ahora es ficil ver que
s C= faly) = f&@) y féuga () = fé(z).
Luego
W= > [DFNDfa(@) + (-)FAD fa(@)] =0,

s¢CCA

Hasta el final de esta Seccién sean:

o )\ una medida o-finita sobre (E, ).

o ® = (P4),cs un potencial sobre (B, F) A-admisible.
e Para cada A € Sy cada = € E¥, existe en R

HY(z):= > ®a(a).

AESNA

Z3\(x) = [ pa exp(—HE (Ex5\4)) A (dE).
o () = D
YEAA @) = [ pa La(Ezsia)ob A (Exs\a) A (dE) A € F.

P _

Tx = (’Y?,)\)AE‘S'
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Proposicién 3.3.25. Sean: a € E, A€ S, Ae S, ACA.

a) In(e})(aazs\a) — In(e})(z) =
HY(z) - H}%(a/\xs\/\) =
HR(z) — HR (anzs\n) =
In(eR)(arzs\a) — In(0R)(z) = € ES.
b) p(a,n)(In(e})) = p(a,a)(In(eR))

Demostracién.

Q%’(UAWS\A))

Parte a) In(o})(arzs\a) — In(o})(z) = 1n( )

Fxp(—HK’(aA:nS\A))
zZ?  (apz )
— AN S\A —
=In exp(—HY (2)) - (1)
ZE (@)

Como Z3 , es Fg\a-medible, tenemos que

Z;{),A(GMCS\A) = Z)(\’.A(x)~

Luego

(1) = In <CXP(*H<AI>(GAES\A))

exp(—HP () ) N Hf(x) B HE(aAIS\A)‘

Como A C A, S\A C S\A. Luego ZK7A es Fg\a-medible, pues es
fs\A—medible.

Por lo tanto, con un razonamiento similar al de recién, se prueba que:
In(oR)(aazs\a) — In(eR)(z) = HX(2) — HR (arws\a)-

Ahora
HR(x) = HY(z)= Y ®al@)— > ®alx)=(2).

AesnA AeSnA
Ahora SNAC SN A. Luego:
@= 3 ®a) = ().

AesSnA
ACS\A

Como ® 4 es Fu-medible, se sigue que (3) es Fg\a-medible. Luego:

(3)= Z Pa(x) = HR(apzs\a) — HY (arzs\a)-

AesSnAa
ACS\A
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Por lo tanto:
HK(Z) — HK(aAﬁs\A) = H;{’(x) — H;{'(a/\;vs\,\).
Con lo cual a) estd probada.

Parte b)  p(a,a)(10(0})) (%) = p(a.a)(In(eR))(2) =

CXC)A(—l)#“\C) (In(e})(zcas\c) — n(eR)(zcas\c)) = (4).

Ahora, sea C' C A. Sea y = zcag\¢. Por lo visto en a):
In(o}) — In(o}) = —(In(o})(aays\a) — In(0R)(arys\a))-
Pero ayys\a = @ pues C' C A. Entonces

(4) = ~(In(e})(a) —m(X)(@) Y (~H*FMD =0
CCA

pues > (—1)#MC) =,
CCA

Notacién 3.3.26. Sean: A € S, x € E®, f : ES — R. Pondremos

Oa(f)(=) := sup | [f(@ad) = f(=)]-

1332
Notemos que:
A1 C A2 = 04, (f)(2) < Oa, (f)(2).

Definicién 3.3.27. Sea x € ES, f : ES — R. Llamaremos oscilacion
de f en x al infinito a:

Oso(f)(2) := inf Oa(f)(2).

AeS
Ejercicio 3.3.28. Para cadan =1,2,... sea A, € S y tal que:
e AfCAyC ..y
o AeS=3n tal que A C A,.

Entonces

Ow(/)@) = lim O, (f)(a).
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Teorema 3.3.29. Supongamos que
Owle})() =0, z€E5A€ES. (0)
Sea a € E, para cada A € S sea ®% : E¥ — R dada por

@F () = —p(a,a) (In(e})) (2)
== > (=)*MV(n(eR)) ().

CCA

Para cada A € S, A €S con A C A sea

HYa():= Y ()

AeSNAACA
Entonces
a) % es Fp-medible,VA € S.
b) Para cada A € Sy = € E¥ se tiene que:
bl) Existe lim H,
(b1) Existe AclngS ral@)y

(b2) HY (2):= lim HY\ (@) = HY() — HY(axzsn).

Luego ®* = (®$)aes es un potencial cuyo hamiltoniano satisface (b2).
c) @ es A-admisible.
d) @ ~ @7 (esto es: Hy — HY" es Fg\p-medible VA € S).
) of =0k, VAES.
f) A//(I\),A(A | z) =7T>\(A |z) AeS, A F,xe ES.
g) 903 =903
Demostracién.
Parte a) Sigue de a) de la Proposicién 3.3.23.
Parte b) Supongamos probada la siguiente
Afirmacién 1: HY's (z) = HY (zaas\a) — HY (asza\nas\a)
De aqui, por la Proposicién 3.3.25 se tiene que

HY'A(z) = In(o}) (aazaraasia) — In(e}) (zaas\a)-
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Por (0) y la continuidad de In se tiene que

AEIAHTS H/?,GA(JC) = 1H(QX)(GAIS\A) - ln(gf)(f) =(1).

De aqui y por la Proposicién 3.3.25 se tiene que

(1) = HY () — Hf (axzsn),
lo cual prueba b). [ ]
Dem. de la Afirmacién 1.

HYalz) =) ®4(2)— > @)=

AcAa AC(A\A)

== Paaym@E))@) + D paaineh) (@)

ACA AC(A\A)

== PaayI@R)@) + D paan(el)) (@) =

AcA AC(A\A)

) Prop. 3.3.23
YR =3 Plaay(n(ed))(@aas\a)+
Aca

> Daayn(eR))(@aaasan))
AC(A\A)
]\4(&7‘,1;5

b) Prop. 3.3.25

—In(eR)(zaas\a) + In(0R ) (Ta\aas\(a\))
= —In(eX)(y) + In(eR ) (arys\a) = (2)

con
Y =2TAa5\A-

Por a) de la Proposicién 3.3.25 tenemos:

(2) = HR(y) — HX(anys\a) = HR (zaas\a) — HR (aazaag\a)-

Parte c) Por (b2):
(3) = exp(—HY" (2)) = exp(—H} («)). exp(H} (aazs\n))-
Luego:
[ exp(=HY" (§xs\n))A" (d€) = exp(H} (anzs\a))

E/\
X f exp(—Hg’(fo\A)))\A(dﬁ) < 0.
EA
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Parte d) Es inmediata por (b2).
Parte e) Sigue de (3) en la prueba de la Parte c).

Parte f) Es inmediata por la Parte e).

Parte g) ;LEQ('y Yo tu= uVAES p 7,\ p=pvVAeSepe
g(VA ).
Nota 3.3.30. Por la Proposicion 3.53.21 se tiene que si U es otro potencial

a-normalizado (a € E como en el Teorema 3.3.29) tal que ¥ ~ @, entonces

Uy =04 VAES.

Proposiciéon 3.3.31. Consideremos el Teorema 3.3.29.
Entonces: VA € S yVa € ES :

oh(x) = D (~)*MNIVHR (zcas\c)
Cch

Z (—1)#MND, (z0aso)-
ACAES CCA

Demostracién. Ejercicio. (Tener en cuenta que ®a es Fa-medible VA €
S y ¢) de la Proposicién 3.3.23). m

Lema 3.3.32. Una condicion suficiente para (0) del Teorema 3.3.29. Sea
f:ES — R F-medible. Si f es quasilocal, entonces

Ow(f)(x) =0 Vze B

Demostracién. Seae > 0. Como f es quasilocal, 3A € Sy fa : ES — R
Fa-medible, tal que:

I = Fallos < 5 & sup () = fu(a)] < 5.

Sea ¢ € ES\A cualquiera. Como fa es Fa—medible.se tiene que:
Ve e BY |f(z) — f(@ad)| < |f(xad) — fa(mad)|+

|f -T) fA mAmé\A)|<§+g:

3.3.1 El potencial ®* para distintos ejemplos
Ejemplo 3.3.33 (Continuacién del Ejemplo 3.2.3). Sea 3 € R. Sea

D) = PBa(s)a(t) siteV)
Py

0 en todo otro caso.
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Entonces para a = —1 se tiene:
Plg(z) = 88 siz(s)=1
QY py(e) = 48 site VE x(s)=z(t) =1
®y = 0 pare cualquier otro A € S.

Ejemplo 3.3.34 (Continuacién del Ejemplo 3.2.3). Sean o y 8 € R

Pisy(x) = ax(s)
Pon(z) = Ba(s)z(t) siteV)
Py, = 0 en todo otro caso.
Entonces, para a = —1 se tiene:
Ply(z) = —2a+88 siz(s)=1
QY pylx) = 48 site VY5 a(s) =a(t) =1
®y = 0 para cualquier otro A € S.
Ejemplo 3.3.35 (Continuacién del Ejemplo 3.2.4). Sean E ={0,1}; § €
R.
q>{s.t}(x) = BI‘(S)I(t) site V‘!l
dy = 0 en todo otro caso.

Sia =0, evidentemente ® estd a-normalizado.
Sea a = 1. Entonces

Piy(x) = 48 sia(s)=0
Ot(0) = 28 site VY, a(s) = a(t) =0
®y = 0 pare cualquier otro caso.

Ejemplo 3.3.36 (Continuacién del Ejemplo 3.2.6). Sea E = {—1,1}.
Sean: s = (s1,82); tx1 = (s1 £ 1,82); tao = (51,82 £ 1);

Qsap(x) = Bpz(s)a(t) sit=ty dt=1t_
O n(x) = PBya(s)z(t) sit=to dt=1t_o.
Sea a = —1. Entonces:
9@ = 4By +By) siz(s)=1
Plyle) = 4By sit=t 6 1, z(s) = z(t) =

t=t_
ty(@) = 4By sit=ty dt=t_, a(s)=2(t) =
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3.4 Potenciales invariante por traslaciones
Para cada t € Z2 sea 0, : EZ° — EZ° definida por:
9,(x)(s) = (s — 1).

Definicién 3.4.1. Sea ® = (Pp)rcs un potencial. Se dice que @ es inva-
riante por traslaciones si

AeS,teS = byy(x)=dp(0_,(x)), v € ES.

Ejemplo 3.4.2. Potencial invariante por traslaciones asociado a un 'V €
S y by : EV = R EV-medible y acotada.

Sea Sy :={AC S /A=V +t, para t € 7*}.

Como V' es finito:

V+t#V +s sis#t. (3.4)

Sea
Dy =@y 00y.

Para cada V € S sea ®p : B — R dada por:

Oy (z) 0 VoeESsihd¢dSy
M= dy(0_i(z)) Vae ES, A=V +t.

Por (3.4) esta definicion no presenta ambigiedades.
Afirmacién 1: &, es Fp-medible, VA € S.
Demostracién. Ejercicio. m
Como A y V son finitos, es facil ver que
#(Sy NA) < oco.

Afirmacién 2: Para todo A € S estd definido:
HY:= Y @a= ) ®yob
AesSnV teA—V
Demostracién. Ejercicio. m

Ejemplo 3.4.3. Potencial invariante por traslaciones asociado a p > 2
conjuntos Vq,...,V, en S y funciones ¢, : EVe s R para k = 1,...,p
EFmedibles.

Sea

SV, Vi) ={Vi+t / teZ? k=1,..p}.
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Notemos que como Vj, es finito:
Vi+s#Vy+t sis#t,

cualquiera sea 1 < k < p.
Sea 0 = (01,...,0,)' € RP. Para cadat € Z* y cada k = 1,...,p sea
Dy, 4t E% — R dada por
P, +4(7) = P03 (0-e()))-
Sea
Pr=0 siA¢S(Vi,..., V).
Afirmacién 1: Si A € S, entonces ®, es Fa-medible.
Demostracién. Ejercicio. m
Afirmacién 2: Para todo A € S estd definido:
P
HY(z):=> 0k Y Py (a).
k=1 teA—Vj

Demostracién. Ejercicio. m

3.5 Auto-modelos de Besag

Salvo expresa mencién encontrario suponemos estar en la situacién ex-
puesta al inicio de este Capitulo.

Definicién 3.5.1. Sea ® = (®4)rcs un potencial sobre (ES, F). Diremos
que ® es un potencial sobre pares de S si Py =0 VA € S con #(A) > 3.
Ejemplo 3.5.2 (Automodelo de Besag generalizado). Caso particular de

un potencial sobre pares de S en el marco del Ejemplo 3.2.8.
Sea:

J : S xS R simétrica;
Bs : E—R, Cs: E— R E-medibles, s €S,
C : ={AeS/#() <2}

Para cada C € S :

pc = 2 si#(C)=1,pc=1 si#(C)=2;
0 — (J(s,8),1) siC={s}, s€S;
¢ = J(s,t) si C ={s,t}, s#t ambos en S;
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éc : ES = RPC dada por:

_ [ (Bs(x(5)),Cs(x(s))) si C={s}, s€S
9o () *{ B () Be(a(t)) s C = (5.1}, 51

Para cada A € S definimos @ : ES +— R por:
Py = 0 SiAﬁéc
Py(@) = Oy (@) = I(5.9)Bula(s)) + Culals))
Qi) = 0/{s,t}¢{s,t}(I) = J(s,)Bs(2(s)) By ((t)) sis#t.

Notemos que para que ® = (Pp)res sea un potencial (de acuerdo a la
Definicion 5.1.1) debe cumplirse que existe

> ®a, VAES. (3.5)

AeSNA

En este caso, se puede ver que es suficiente asumir

> I (s,t)Bi(x(t)| < 00, Vs € S. (3.6)
tes

También, si X es una medida o-finita sobre (E,E), para que ® sea A-
admisible debe cumplirse

[ exp (7 > <1>A(fo\A)> A (dg) < oo (3.7)
BA AESNA
cualquiera sea v € ES y A € S.

Teorema 3.5.3. Sean: X\ una medida o-finita; E (con mds de dos puntos)
un e.m. separable y completo; ® = (Pa)acs un potencial sobre (B3, F)
a-normalizado con a € E, A\-admisible y sobre pares de S.

a) Supongamos que para todo s € S y todo x € ES se cumple:
lll(g‘{i,}?/\(x)) = as(z)bs(z) — cs(x) — ds(2)

con: as y ds € Fg\(sy-medibles, bs y cs son Fys-medibles con
bs(axs\(s}) = cs(azs\(s)) = 0 cualquiera sea x € ES, no idénti-
camente nulas.

Entonces existe J : S x S +— R simétrica tal que:

al) as(z) = —J(s,s) — g J(s,t)be(x), reES s€eS.
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a2) @i (z) = J(s,8)bs(z) + cs(w), reFEY s€S.
a3) Py (w) = J(s,t)bs(2)bi (), rEBS s€S teS, s+t

b) Reciprocramente, supongamos que existen J : S x S+ R, simétrica,
by : BES — R, ¢cs: B —» R Fisy-medibles, ¥s € S con bs(awg\(sy) =

cs(ars\(sy) =0,z € B3, s € S y satisfacen al), a2) y a3). Entonces
para todo s € S y todo & € ES se cumple:

(o) A (7)) = as(@)bs(@) = c5(2) — ds (@)
con ds € Fg\(s-medible.

Demostracién. Parte b).
Para todo s € S y todo x € E¥ tenemos:

D
o) = D)
o Z{ga@)
exp(—HE, (azg\(5)))
ofgalazs\(sy) = %-

Gy (azs\(sy)

De aqui, como ® es a-normalizado: Hﬁq}(azs\{s}) =0y como Z?;} 5
es Fg\(s)-medible, resulta:

@
2l @) o
o = exp(—Hp,y (@)
oty a(aXs\(s)) (s}
Luego:
ln(gfs}_/\(x)) =0y (z) - Z@{Sﬁt}(x) —dg(z) = (1)
t#s
con

ds(x) := —In(ofy »(azs\(s}))s

que es por lo tanto Fg\(s}-medible.
Por lo supuesto:

(1) = —=J(s,8)bs(x) — cs(z) — ZJ(s,t)bt(x)bs(x) —ds(x)

s#L

s#t
= as(2)bs(z) — cs(x) — ds(2).

La parte b) estd probada.

= (J(s, DEDD J(s,t)b,,(x)) by(z) — es(2) — dy()
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Parte a)
Como vimos al probar b), se tiene, Vs € S y Vo € ES :

In(of,) (%)) = =gy (x) — ; D0y (2) +I(0fy 20X s\ (5)))-
t#s
Por lo supuesto en a) y por ser d, Fg\(s3-medible
Dy (@) + D Pro (@) = —as(@)by (@) + cs(2). 2
t#s
De aqui se deduce, dado que ® es a-normalizada,
D (2) = Oy (2(s)as\(s3) = —as(a)bs(x) + cs(x). (3)

Seanr € S, s€ S, r# sy € ES tal que

y(s) = z(s), y(r) = 2(r), y(t) = a Vi ¢ {s,r}

W)+ D ) = @)+ @)
t#£s

Por (2) tenemos entonces:
Do (2) + Py (2) = —as(@(r)asy (1)bs(2) + cs(2). (4)
De (3) y (4) resulta entonces:
D) = (as(a) — as(x(r)as\(ry))bs(z), (5)
también, intercambiando los roles de sy r :
Doy (@) = (ar(@) — ar(z(s)as\gs3))r(z)-
Luego, (€ EyneE:
(as(@) — as(€as\(})bs(NTs\(5}) =
(ar(@) — ar(nas\(s3))br (Exs\(r})-

Sean: Ey :={( € E / b (Cms\{t}) # 0}. Vt € S. Como suponemos
E; # (0 Vt € S se tiene:
ek yne b=
(a5(a) — as(Eas\ () (0r (Exs\ 1)) ! (6)
= (ar(a) — ar(nas\(s3)) (bs(Ms\(53))
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Luego & — (as(a) — as(£as\gry)) (br(€xs\(ry))~* es constante y la de-
notamos por J(r, s).

Andlogamente 1 — (a,(@) — ar(nas\(s3)) (bs(nTs\(s})) " es constante
y la denotamos con J(s,r).

Por (6) tiene entonces

J(s,r) = J(r,s).

Luego por (5):
sy = J(5,7)bp(2)bs ().
Por (2) tenemos entonces:
—ay(@)bs(7) + cs(@) = Dpoy(2) + Y By ()
s#t
= —a,(@)bs(x) + ca(@) + Y J (s, t)bs()be(2).

s#t
Luego tomando z con z(s) € Ej :

as(z) = as(@ =y J(s,t)bi(x).

s#t
Tomando entonces J(s, s) = —as(a), resulta:
as(@) = —J(s,5) =) (s, )u(x)
s#t
(I){S}(l‘) = J(s, S)bs(T) + Cs('r)

Ps () = J(s,0)bs(x)bs(z) 5 F#t.

3.6 Ejemplos de auto-modelos G—markovianos

En esta Seccién consideraremos:
S cz*%V:={Vy /s € S} un sistema de vecindades sobre S; A una

medida o-finita sobre (E,E);

G = (5,V); C(G) = {C € § / C es G-completo} (esto es: C(G) =
{CeS/#(C)=10seCteC=teV}).

® = (®4)aes un potencial sobre (£, F) A-admisible tal que

) =0 VAE¢C(G);

esto es, ® es un G—potencial.
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Si E es finito consideraremos siempre & = P(E) y A la medida de
conteo.
Dado s € S definimos 7?3 1€ x ES + [0,1] por
Yen@Alz) = Aty s A) | 2)
J ol a(Ews ) Md).

Luego & — g%’s},)\(gxs\{s}) es una A-densidad de la probabilidad sobre
(B,€) dada por 723 (- | z).

Ejemplo 3.6.1 (Automodelo logistico para E = {0,1}). Sean:
J: S xS R simétrica tal que:

J(s,t) =0 sit¢ V.
Para cada s € S sea by : B3 — R dada por:
bs(x) = x(s),

luego:

v_J 0 siz=(0ws\(s})
bs(2) 7{ 1 six= (11‘5\(5});

¢s 1 B% — R dada por: cs(z) =0 Va € ES.

(0{ay 1 () = as(2)bs(2) — du(x),

con
as(zx) = —J(s,8)— Z J(s,t)z(t)
tev,
ds(x) = —In(ofsy A(0z5\(5)))-
Luego, si o
Ds,z = 75,1)[\)({1} | z),
entonces

logit(ps ;) := In (1 = ps,m) = as(z).
Ejemplo 3.6.2 (Automodelo binomial para F = {0, 1,..., N} con N € N).
Como es habitual, consideramos E = {0, ..., N}, A medida de conteo sobre
(E,P(E)).
Para cada s € S sea 0, : ES — (0,1) una funcion Fs\{s}-medible.
Nos preguntamos si es posible que

(- | @) ~ Bi(N, 04(z)).
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Para ello, debe cumplirse que

o5\ (a)) = (]z ) Bu()E(1 — 0,(x) V¢

para todo £ € E.
Equivalentemente:

ol Emsygsy) = <Jz> (%)é (1 —0s(x))N

para todo € € E.
Luego, debe ser:

In(gfy 5 (EXs (o)) = €ln (1 f(gT()T)> +In <<Jz>> + Nn(1 - 0,(z)).

Luego podemos definir as, bs, ¢s y ds satisfaciendo a) del Teorema
8.5.3.
En efecto, basta definir:

as(z) = ln<$g:()z)>7 bs(z) = x(s),
co(z) = —ln<<zj(\i)>>, dy() = —~N'n(1 — 0, ().

Luego por el Teorema 3.5.3 existe J : S x S +— R simétrica tal que

ag(z) = —=J(s,8) = Y J(s,t)a(t).

teVs

Por otra parte, una cuenta directa prueba que

6u(x) = (1+ e%(a»)*l ‘

Por el Teorema 3.5.3 tenemos entonces

Pry(x) = J(s,5)z(s) —In ((Iﬁ))) , y
Qo) = J(s,t)a(s)x(t), site V.

Ejemplo 3.6.3 (Automodelo Poisson para E = NU {0}). Consideremos
sobre (E,P(E)) la medida de conteo.
Para cada s € S, sea Ay : E¥ + [0, +00) una funcion Fs\{sy-medible.
Nos preguntamos si es posible que

7?’;\)(‘ | ) ~ Poisson(As(z)).
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Para ello, debe cumplirse que

() As(@)

7 Vérsy(s) € E°.

Q?e},,\(ﬁws:\{s}) =e
Luego debe cumplirse:
I (0f.y0(€xs(01)) = —As(@) + €A () — In(€).

Definimos entonces:

as(x) = In(As(z)), bs(x)=2(s),
cs(z) = In(z(s)), ds(z) = As(2).

Por el Teorema 3.5.3 existe J : S x S — R simétrica tal que:

as(@) = —J(s,8) = Y _ J(s,t)a(t).

tev,
También:
Dy (x) = J(s,8)z(s) +1In(x(s)!), y
D) = J(s,t)x(s)x(t), site V.

Afirmacién: Por ser ® A-admisible se tiene J(s,t) > 0 para t € V.

Demostracién. Por ser & A-admisible VA € S debe cumplirse para todo
x € ES

Z €xp (7HX>(£‘T’S\A)) < oo0. (1)

¢eEN

Sease SyteV,. Sea A={s,t}.
Para cada ¢ € N considerando z € E¥ con x(s) = £ = z(t) y z(u) =0
Vu ¢ A tenemos por (1):

ZGXP (—Ppoy(E€zs\a) — Py (E€msna) — Pysy(E€as\4)) < 0.
£=0
Luego:
iexp (=J(s,8)€ = J(t, )€ — 2In(€l) — J(s5,8)€) < 0.
£=0

De aqui no es dificil ver que debe ser J(s,t) > 0. [ ]



Cap. 3 Campos Aleatorios de Gibbs Markov sobre Redes 81

Ejemplo 3.6.4 (Automodelo exponencial para E = [0,+00)). Sea & la
o-dlgebra de Borel (usual) de E. Sea X la medida de Lebesgue sobre (E,E).
Para cada s € S sea Ay : BS +— (0,400) una funcidn Fs\(sy-medible.
Veremos que es posible tener
Yer (| @) ~ Bap(As(a).
Debemos tener:

o (Exs\sy) = As(@)e @ e,y € BS.

Luego debe cumplirse:
I (0f) A (621 (5))) = —Ae(@)€ + In(As(2).

Para poder aplicar el Teorema 3.5.3 definimos para s € S y x € ES:

as(x) = —Xs(z), bs(z) ==x(s),
es(x) = 0, ds(z) =In(As(2)).

Por el Teorema 3.5.3 existe J : S x S +— R simétrica tal que:

ai(z) = —J(s,8) = Y J(s,t)a(t).

teVy
También:
Dig(x) = J(s,8)x(s), seSyzeES y
Oion(z) = J(s,t)z(s)z(t), seSyxreFE% teV,.

Por ser ® X-admisible se puede ver que debe ser J(s,s) >0y J(s,t) >0
para s €S, yt e Vs.



Capitulo 4

Inferencias en Modelos
Espaciales

4.1 Estimacion en Geoestadistica

Usaremos libremente los conceptos y resultados de la Seccién 2.5 a 2.10.

Sean: E = R; £ la o-dlgebra de Borel de E; S = R?; (Q, F,R) un
ep; X = {X, : s € S} un proceso con X; : @ — E v.a. tal que
X, € L%(Q,F,P,R).

Supongamos que X es intrinsecamente estacionario (Definicién 2.5.1)
y que E(X;) = p Vs.

Sea vx : R? — R la funcién semivariograma de X, esto es:

1
’}/X(h) = §VG7‘(X5+}L - Xs)v

cualquiera sea s € S.
Para N € N, sea Oy C S con 1 < #(On) = N. Consideramos que el
proceso observado es

Xoy ={Xs /s €On}.
Si 5= (s1,82) y t = (t1,t2) estén en S pondremos
15— = ((s1 = t1)* + (52 — £2)*)"/%.
Para cada 27 >0 >0, A > 0,7 >0, a € [0,27) sea
Vas(r, ) := {u(cos(B),sen(B)) / u>0, |[u—r| <A,
[B—al<do |B—al>2r—4}

Noy (A, 0,1,a) :={(s5,t) e ON X On [ s =t € Vas(r,a)}.

82
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Definicién 4.1.1. Sea h = r(cos(a),sen(a)) con r > 0 y a € [0,27).
Llamaremos estimador natural empirico de vx(h) basado en Xo, con
tolerancia § > 0 (para el dngulo) y A > 0 (para el radio) a:

_— 1

Yonsa(h) = m (X, — X)2%

(s:)ENoy (Ad,ra)
Proposicién 4.1.2. Sean Iy : {1,...N} — On wuna biyeccion;
h = r(cos(a), sen(a)) conr >0y a € [0,27).
Para simplificar la notacion pongamos:
N(h) := Noy (A, 0,r,a).

Para cada i =1,..., N sean:

nn(L,d) o =#{d / Un(i), In(5) € N(B)});
nn(2,9) = =#{7/ Un(). In() € N(h)});
n, : =#(N(h)).

Sea Ai’A la matriz simétrica N x N dada por:

- parai < j
580 o _ 0 si N(h) N {(In (), In(5)); (In(5), In (i)} = 0.
AT = Z o c.c.

MNh
-parat=1,...,N:

Ai"A(i,i) _ nh(Li) + nh(zi).

Nh
Entonces: _, A
QWON,A',A (h‘) = XONA,L, XON*

donde

Xoy = Xry)ys - X1y (v))-
Demostracién. Ejercicio. m
Proposicién 4.1.3 (Distribucién de 7@1(}0 para un proceso gaus-
siano). Continuacién de la Proposicion 4.1.2. Sean: Xo, ~

N(() X) con /2 definida positiva; A1, ..., A\, los autovalores no nulos de
Ai’A E (necesariamente k < ny,). Entonces

k
. 5
YOns.a ™ Z AiXi1s
i=1
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donde X%,n ""Xi 1 son v.a.i.i.d. X3. Luego:

gy (W) = 3tr(45° 5),

Var(ioysa (W) = Sir((43° 2)%).

Demostracién. Sea V matriz N x N tal que

E=VV.
Sea :
Y =V~ 1Xo,.

Entonces:

Coo(Y)=V WV (VY =1y

(In es la identidad N x N).
Luego
Y ~ N(0,Iy).

Sea
I:=V'A,V.

Entonces por la Proposicién 4.1.2:

295(h) = Xb, AnXoy = Xo, (V) TV/A,VV 1 X0,

=Xp, (V) 'TV ! Xo, = YV'TY.
Sea P matriz N x N ortogonal tal que
I'=PDP

con D matriz diagonal N x N de la forma

®)

ai - 0
0
0 - a
0 0
con r = rango(I') y a; # 0 para j = 1,...,7 son los autovalores (no
nulos) de I'.
Sea

Z = PY.

9)
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Por (6) tenemos

2%5(h) = Y'P'DPY = Z'DZ. (10)

Como P es ortogonal y por (4) Y = (Y1,...,Yn)" esta formado por

v.a.iid. NM(0,1) resulta la misma cosa para Z = (Z1, ..., Zn)'.
Por (6) se tiene entonces

290(h) = Z(l] (11)

Luego como Zi, ..., Zy son v.a.iid. con distribucién N (0,1) tenemos
que Z2,...,Z2 son v.a.ii.d. con distribucién x?. Luego

E(275(h )—Zaw

y
Var(2y5(h)) =2 Z a?.
j=1
Equivalentemente:
E(’Y(’J (h 2 Z aj,
y

Var(yo(h Z a;.

Es inmediato ver que la Proporsicién 4.1.3 quedard probada si probamos

la siguiente:
Afirmacién 1: \ es autovalor de I' si y s6lo si A es autovalor de Ay, £

Dem. Afirmacién 1: A es a.v. de I' & 35 € RN con & # 0 tal que
To=X e VAVI=X &

ARV = AV, (13)

Ahora:
AV = AVVI (VYo = Ay BV

Por (13) tenemos entonces:

Ap EV)Y W0 =AV) Mo < Aes av. de 4; £ pues (V)75 # 0.
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4.1.1 El caso isotrépico
Supongamos que

Yx(h1) =vx(h2) si [lha] = [|ha]l.
Definicién 4.1.4. Sea v%° : (0,400) — R dada por:

) 1= gVar(Xem - Xa),
con h € R? tal que ||h|| =r.
Para cadar >0y A >0 sea
Va(r):=={heR? / [[In] —r| < A}.

Recordemos el orden lexicografico en R? :
Sean: 5 := (s1,52) € R?, = (t1,t2) € R2.
Ponemos

§=< t s s9 <t 0581 <t si S9 = to. (41)
Definimos
Noy(A,r) :={(s,t) e On x On | s <ty (s,t) € Va(r)}.

Definicién 4.1.5. Sear > 0 y A > 0. Llamaremos estimador empirico
de v§°(r) basado en Xo con tolerancia A >0 a:

. 1
o= Y (xoxe
ONAA( 2#£(Noy (A, 7)) (s,;t)ENo (A1) t)
s,t ~n (B

Proposicién 4.1.6. Andloga a la Proposicion 4.1.2 para el caso isotrdpico.
Sean: N = #(On); In : {1,..., N} = On una biyeccion tal que:
i <j=In(i) < In(j)-
Sean r >0 y A > 0. Para simplificar la notacién pongamos:
N, := No, (A,r).
Para cada i =1,..., N sea:
ne(1,4) = #({j / i <j e (In(i),In(j)) € Ny }).
Para cada i =2,...,N sea:
ne(2,0) = #(0 /5 <1 e (In(), In(0)) € Ny}

Sea
ny = #(N,).

Sea A2 la matriz simétrica N x N dada por:
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- parat <j

-1 ce
ny

-parai=1,..,N:
ny(1,4) + n,(2,4)

AB(i,i) = —
En este caso n.(1,N) = n,(2,1) = 0, por definicidn.
Entonces: .

29582, (r) = X, AR Xo,,
donde

Xow = Xiy@)s - Xiyv)-

Proposicién 4.1.7. Andloga a la Proposicion 4.1.3 para el caso isotrdpico.
FEs la misma que la Proposicion 4.1.3 cambiando Ai’A £ por A2 X yny,
POT Ny

4.2 Estimacion paramétrica en el caso isotro-
pico fijando k distancias: 0 < r; < ... <7y
(k < o0)

Paracada A € S:={A C S /1< #(A) < o} sea Px, la probabilidad de
distribucién de X, sobre (E*,EM) bajo P; es decir:

Px(B)=P(Xy € B), Beé&h

Por el Teorema de Kolmogorov sabemos que existe una tnica probabilidad
sobre (E°,£%), que denotamos por Py y tal que:

Px (03 (B)) = Px,(B), Beé&* vAcS.

Sea P una familia de probabilidades sobre (E*, £%) de la que sabemos
que Px € P.

Supongamos que 30 C RP con p > 1 abierto tal que existe una
biyeccién entre P y ©. Pondremos entonces

P={uy/0€c06}
Consideramos ahora el caso isotrépico, esto es
vy (i) = 7x(hs) st bl = hal].
Pondremos entonces

is0

v%°(r) =vx(h) con h tal que ||h| =7, conr>0.
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Para cada r > 0, y cada 6 € O sea
(. 0) =9X°(r) i Px = -

Supongamos fijados k& > 1 entero y 0 < 1 < ... < 7. Queremos
estudiar la estimacién de y(ry, ), .. ,'y(rk, 0) cuando Px = fi4.

Pondremos: () := (y(r1,0),...,7(rx, 0)), 0 € ©.

Veremos también este problema de inferencia suponiendo que se cumple
alguno de los modelos para la funcién semivariograma definidos en el
Capitulo 2.

Continuaremos usando conceptos, resultados y anotaciones de la Sec-
cién 4.1.

Pongamos:

“/IfrUA “/N oA(r), - ~7“733‘,)A(Tk))/7
con A > 0 fijo.
Definicién 4.2.1. Llamaremos estimador de minimos cuadrados de
%(0) basado en ’yﬁ\s,"A al vector aleatorio

F(Omoan) = ('Y(ThéMC,A,N)-,'“ a'Y(T‘kHZ)MC,A,N))/
tal que:

k k
Z(WBT\, L) = (i, 0pcan))? Z ’YSZ L) =7(ri0))® Voeo.

i=1
Ejemplo 4.2.2 (Modelo a) de la Secmon 2.7). Sean : © = (0,400);
y(r,0) =6 Vr>0.

En este caso, se puede ver facilmente que:
k —_—
Orcan = % Z“&SZA (rq).
Ejemplo 4.2.3 (Modelo b) de la Scccmn 2.7). Sean : © = (0,400) X
(0,400); v : (0,+00) x © — (0,+00) dada por
y(r, (01,02) = O2(1 — exp(—07 7).

En este caso el estimador de minimos cuadrados '3((917]\4(;1& 92,MCA))
de 7((69,0%)) estd definido por

k
—_ ~ ~—1
D (852 (i) = B2, 00,a (1 — exp(=0y e aT4))?

i=1

k
Z%S,“M ri) = 02(1 — exp(—07 '7:)))?
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4.2.1 Estimador de minimos cuadrados generalizado

Para cada 6 € O, sea
/20(7”“ )

is0

la matriz de covarianza de ¥y’ suponiendo Px = pg.

Definicién 4.2.4. Llamaremos estimadm‘ de minimos cuadrados ge-

~z:o

neralizado de 7(0) basado en Yy°A al vector aleatorio F(0crs,.an) tal
que:

(%V/S?\A —3(0carsa N))'[)Eems an ARANERA = Y(Bars.an))
< (A —30)) [/39(’73\5&)](’73\5/% —5(6)) voeeo.

—
La mayorfa de las veces es dificil obtener £g(73%), por ello se suele
usar un estimador de minimos cuadrados ponderados con ponderaciones

basadas en Varg(v§2 , (1:)), parai =1,...ky 6 € ©.
No obstante, veamos una definicién més general.

Definicién 4.2.5. Para cada i = 1,....k sea w; : (0,4+00) — (0,1) tales

que:
k

D wi(t) =1 vt e (0,+00).
i=1
Llamaremos estimador de minimos cuadrados de 5(0) ponderado por

el sistema de pesos wy, ..., wy, y basado en ;/’}\S,S’A a ’y(@WLs,N,A) tal que:

k

> wiVarg, o (52 A(ﬁ)))(WBZ L) = (i, Owrsna))? <
i=1

sz (Vare(vgs, A (i) (385 o (i) = 7(rs6))° V0 € ©.

4.2.2 Estimador de minimo contraste

Veremos ahora una clase de estimadores de la funcién semivariograma
en ry,...,7r de la que los estimadores vistos hasta el momento pueden
considerarse como casos particulares.
Sea My, :={V / V es una matriz kxk simétrica definida positiva}.
Sea V : © — My. Sea Uy : © x EOY — R dado por:

Uy (6, Xo,) = (785 a — 7(0)'V(O) (352 — 7(0))-
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Definicién 4.2.6. Llamaremos estimador de ¥(8) de minimo con-
traste dado por V basado en ’y’}\s,f’A al vector aleatorio :/(QU‘,,A,N) tal
que:

UV(GUVA?N,X@N) < Uv(e,XoN) Vo € O.

—
~ 180

En cada caso particular, V() podrfa ser un pardmetro de 557 A
cuando se supone Px = .

Por ejemplo, en el caso del estimador de minimos cuadrados genera-
lizado:

—

V(0) = [Eo(752 A"

4.3 Estimacién de la funcién semivariograma
bajo presencia de covariable

Supongamos que existe otro proceso Z = {Z; / s € S} definido sobre
(2, F, P) con valores en (H®,H?) siendo:

H=R’,p>1 y H:=B8,.
Supongamos que 3 € RP tal que
X =2 +es,

con ¢ = {e; / s € S} un proceso intrinsecamente estacionario de 2° orden
con E(e;) =0Vsy

E((es4n —€5)?) = 27(h,0) Vs,Vh cuando Py = pu.

Suponiendo que Z es un proceso observado.

Generalmente 0 es un pardmetro que debe ser estimado ya sea inde-
pendientemente de ¥(6) o bien simultdneamente.

Un método podria ser el siguiente:

1. Estimar ¢ por medio de SMC de minimos cuadrados. Esto es con
oy tal que

Z (Xi = Zjouc)? < Z (Xi — 2;6)* v
teOn teON

2. Definir , := X, — Z/darc VL.

3. Aplicar los estimadores de semivariograma vistos en la Seccién 4.2
al proceso {&; / t € S}.
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4.4 Estimacion de Maxima Verosimilitud

Supongamos que para cada 6 € ©, ¥(0) es una matriz simétrica N x N
definida positiva.

Si suponemos Xp, ~ N(u, %), entonces suponemos que ¥ €
{¥(0) / 6 € ©}; luego 6 es un pardmetro a estimar. El estimador de
maxima verosimilitud basado en XON de 0 es §MV tal que

loy (Oarv) > 1oy () 6 €O,

siendo
loy(0) = *%{ln(det(ﬁ(@))) + (Xoy =) EO) " (Xoy — )}

En tal caso, llamaremos estimador de méxima verosimilitud de
%(0) basado en Xp, a ¥(0nv).

4.5 Validacion de modelos para funcién de
semivariograma en el caso isotrépico

Como vimos en la Seccién 4.2:
V(r,0) =7K(r) si Px = py. (4.2)

Supongamos que X es w — L2 y que puy = 0 ( esto es equivalente a
suponer jy conocido y X centrado).
Por la Proposicién 2.5.2 tenemos (a partir de (4.2)):

y(r,0) = 0% — Cov(Xeyn, Xs) (4.3)
con s €Z2 ||h||=ry
ok = Var(X,),

cualquiera sea s € Z2.
Supongamos ahora
Hy : Conocemos 0%, 7(,0) y § € O tal que Px = jg-
A partir de este supuesto y de las observaciones Xo, .
Definiremos dos métodos de validacién de Hy.

4.5.1 Validacién cruzada de H,

Pongamos
Opn :={s1,...,sn}.

Para cada i =1,..., N sea

ONJ' = ON\{%}
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Sea th el kriging simple para estimar X, basdndose en )N(o_w =
(XSN Xé'i—l ’ X31+1’ M XSN ),'
Por lo visto en la Seccion 2.7 tenemos:
Xs: = E;(Zi)_lXON,m
donde

¢ =(Cov(Xs,, Xs,), ..., Cov(Xs, |, Xs,),

Si

Cov(X,,,,, Xs,), s Cov( Xy, X)),

Ei=E(0Xo,,).
Por la Proposicién 2.17.2 se tiene que:
52 = B(X,, - X,)}) =0% - B &

Si

Para verificar la hipétesis Hy usamos el estadistico

Luego, si la hipdtesis Hy es verdadera debe cumplirse T ~ 1.
Suponiendo que X es gaussiano, y que

~/ -1y
X = Fz(/zl) XON.z + &,
con g; gaussiana y que

Xs1 - Xsn-"st) - Xs . (44)

son independientes, tenemos

(Xs1 - X51)2 (X'SN - XSN)Q 4
=3 = (4.5)
O, Og
“ N
son v.aiid. x%.
Luego:
o~ (Ko~ X.)
NT = Z Si — Si Xz
i=1 Tsi
Sea

a(N,B) =F(8) Ve (1),

donde Fyz2 esla f.d.a de una v.a. con distribucién X%
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Entonces, bajo (4.5) el test de nivel 1 —« (0 < a < 1) para Hy es el
que rechaza Hy si

-«

« 1
NTSQ(NVE) o NTEQ(Nv )
Si X no es gaussiano, mejor dicho, si (4.4) no es valida, esta conclusién
sobre NT no es valida. Luego este método de validacién cruzada es de
limitada utilidad.
Veamos el siguiente método aplicable en situaciones mas generales.

4.5.2 Validacién de H, por “bootstrap” paramétrico

Sea m € N “grande” (mayor que 30).
Para cada j = 1,...,m sea

YS) = (v, .. YDy

un vector con distribucién N (0, £).
Bajo Hj suponemos £ definida por (4.3).
Para cada j =1,..., N sea
e - )(YS(J) _ Yt(J))Q
G (py e CDENON (A
r)i= 9
Tovalr) 2#(Noy (A1)

parar =ry,...,Tk.
Definimos:

VB A() = min((18) A() [+ 1)),

max

B2\ (r) == max({y8), A(r) / G 1,.om}),
parar =1ry,.., k.

Supongamos ahora que 'yg?v,j =1,...,m son independientes. (4.6)

Entonces, para cada r : wg‘)va(r) con j = 1,...,m son v.a. indepen-
dientes.

El estadistico que usamos se basa en el siguiente resultado cuya de-
mostracién queda como ejercicio.

Lema 4.5.1. Sean Zy,..., Zp+1 v.a.i.i.d.. Entonces

1

P(Zy =min(Zy,..., Zp, < —.
(Z1 = min(Zy, ..., Zimy1)) p——T
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Se puede ver que este resultado es equivalente a:
Sean Z, Zy, ..., Zy, v.a.iid. Entonces:

1
P Z i Z ey ZT’L S
(Z < min(Z1,...,Zp)) o

y (4.7)

1
P(Z > max(Zl,.“ m)) WL+1

Definicién de test:

1. Generar muestras 1/(]) j=1,..,mde )7((9]3 satisfaciendo (4.6).

2. Paracada j=1,...myr=rq,.., 7 definir:

Dy 1 G) _ 2
NI PN S (" —u”)”
Oon.al 2#(Noy (A, 1)) (s /)elg (Asr) .

s)ENoy (A,

3. Definir para cada r =71, ..., 7% :

—
min

yE A(r) = min({y@) A(r) /5 1,.m)),

y

B alr) = max({38), A(r) / 7 1eim)).
Sea 'y”“ (7) para cada r = rq, ..., 7, como fue definido en la Defini-
cién 4. 1

4. Rechazar Hj si para algin r = rq, ..., 7 se tiene

—

T80 al) <TBRAM) 0 1BG A1) > TEEAW).

Notemos que la tnica razén para suponer Yé{ 3 gaussiano es para faci-
litar el paso 1 de la definicién de test. Lo importante es que /E(Y(gjv)) =K
vj=1,.

Por cl Lcma rccmn mencionado el test aqui propuesto tiene nivel de
conflanza > 1 — —=+.

En ([5]) se dice que este test es relativamente conservador en el sentido
de que en la practica rechaza menos veces de las que debiera.

4.6 Autocorrelacién en redes espaciales

Sea S C R? numerable.
Sea V :={V; / s € S} un sistema de vecindades de S



Cap. 4 Inferencias en Modelos Espaciales 95

Definicién 4.6.1. Sea ) #R C{(s,t) € Sx S /t e Vs}.
Sea Wr : S xS —[0,M] con0 <M < oo

0 sit=s, seS
Wr(s,t):==¢ 0 si(s,t)¢R
0> si(s,t)eR.

Diremos que Wg es una matriz de contigiiidad asociada a R.

Definicién 4.6.2. Sean R y Wr como en la Definicion 4.6.1. Llamare-
mos matriz de contigiidad normalizada asociada a R a:

WR(S, t)
> Wr(s,t')’

t'ERs

Wi (s, t) =
donde Ry :={t' € S / (s,t') € R}.
Sea X = {X,/s € S} con X, € L2(Q,F,P,R), Vs € S.

4.6.1 Indice de Moran
Sea D, € §(S):={A C S /1< #(A) < oo} con #(D,,) =n > 2 entero.

Pongamos:
Sop,(Wr) = =Y Y Wr(st).
s€D, teD,
S1p,(Wr) = =Y Y ((Wr(s,1)* + Wr(s,t)Wr(t,s)).
seD, teD,

Fijamos n € N.

Sea X = (Xs)sep, - Pongamos D,, := {s1, ..., $n }.
Consideremos que X, € £2(Q, F, u, R).

Hy: X, ..., X, son p-independientes.

Definicién 4.6.3. Si u(X,) := E,(Xs) =0 Vs € D,, definimos

Cwr.po0(X) = > > Wr(s, t) X X

SEDy t€Dy

Proposicién 4.6.4. Supongamos que u(Xs) =0 Vs € D,, y que se cumple
Hy. Entonces:
Var,(Cwe,p,,0(X))

= > (Wrls, ) + Wr(s, )Wt ) u(X2)u(X7).

s€Dy te€D,

Notemos que como p(Xs) =0, p(X2) = Var,(Xs)Vs € Dy.
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Demostracién. Ejercicio. m

Definicién 4.6.5. Supongamos que u(Xs) = 0 Vs € D, y que se conoce

w(X2) Vs € Dy

Se llama indice de Moran de X (sobre D,) asociado

Wr(:= [Wr(s,1)]seD,,tep,) Y 1t a:

, Cwr.p, 0(X)
Jeid X) = ReDn: .
W00 ) = e G (N

Nota 4.6.6. Supongamos que:
i) w(Xs)=0Vse€ D,.
i) u(X2) =as0? conas>0yo>0,Vs€ D,.

iii) Se cumple Hy.
Entonces:
Var,(Cwe,p,,0(X))

=0 Y S (Wr(s, 1) + Wr(s, ) Wr(t, s))asa;.

s€D, teD,
Definicién 4.6.7. Supongamos que:
i) u(Xs)=0Vse D,.

ii) u(X2) =as0? conas>0yo>0,Vs € D,.

a

Se llama indice de Moran de X sobre D,, asociado a Wg, con (as)sep,

conocidos y o desconocido a estimar a:

I e Dy 0.(an)scpy (X) 1=

Cwg,p,0(X)

seD,, s€Dy teD,
Definicién 4.6.8. Supongamos que:

i) w(Xs) =py Vs € Dy,

i) p(Xs — py)?) :==0%, Vs € D,.

172
% > Xf( > ((WR(s,t))2+WR(s,t)WR(t,s))asat>
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Si ambos, uy y 0% son desconocidos a estimar, se llama indice de
Moran de X sobre D, asociado a Wr a:

noy Y We(0,6)(X, - X) (X, - X)

IM ( ) — s€Dy teD,,
Wb So.0,(Wr) 3 (X, —X)?
seD,
donde: 1
Sy
n

Definicién 4.6.9 (d-indice de Moran). Sea S C R? numerable,
V = {V, /s € S} un sistema de vecindades de S; R(V) = {(s,t) €
Sx 8 /teV}

Sea Wryy : S x 8 = {0,1} dada por:

1 si(s,t) € R(V)

Wrw)(s,t) 11{ 0 ecc..

a) Sea d > 2 entero. Se dice que (s1,...,84) € S¢ es una V-trayectoria
entre S1 y Sq Si

Wrv)(8i,8i41) =1 parai=1,....d — 1.
b) Seant ys en S. Se dice que s yt estdn V-conectados si existe (81, ..., Sq4) €
S¢ V-trayectoria tal que sy = s y sq = t.

c) Seant ys en S. Si syt estdn V-conectados, definimos la V-distancia
entret y s a
dy(s,t) == min Dy(s,t) — 1, (4.8)

siendo
Dy (s,t) ::{d >2 /3(sy,...,5q) € 89,
V-trayectoria con s1 =5 y Sq = t}.
d) Para cada d € N sea Wryy,qa: S xS —{0,1} dada por:

1 sidy(s,t)=d
Wrwv),a(s,t) 3:{ 0 c‘c.x./( )

e) Sea D, € §(S) con #(Dp) =n > 2. Sea X = (Xs)sep, con Xg €
L2(Q, A, 1, R). Sea d € N, llamaremos d-indice de Moran de X
asociado al sistema de vecindades V al indice de Moran de X
sobre Dy, asociado a Wr(yyq-

Notemos que este d-indice de Moran podria no estar definida para
algunos d.
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4.6.2 Test asint6tico de independencia espacial
Supongamos que existe dg > 0 tal que
s€SteS=|s—t|>ds,

siendo ||| la norma euclidea de R?.
Sean V = {V, / s € S} y R como al inicio de esta Seccién. Sea R > 0
Sea W : S xS — [0,M] con 0 < M < oo tal que:

i) Wr(s,t) =0 si(s,t)¢R,0s=t,0|s—t|>R.
ii) Para cada s € S se tiene
> Wr(s,t) #0,
teRs
siendo Ry :={te S /teVi}.

Supongamos que
#(V,) < M Vs € S.
Definicién 4.6.10. Sea § # R C{(s,t) € S xS /t € V,}.
Sea Wr : S xS — [0,M] con0 <M < o0

0 sit=s, s€8
Wgr(s,t):=¢ 0 si(s,t) ¢ R
>0 si(s,t)eR.
Diremos que Wrx es una matriz de contigiiidad asociada a R.
Para cada n > 2 entero sea D,, € S(S) con #(D,,) = n.
Sea X = (X;)ses tal que
wXs) = px VseS
(X5 = px)?) ok <oo VseS
con iy y 0% > 0 a ser estimados.
Para cada n = 1,2,... sea I}y , (X) como en la Definicién 4.6.8.

Teorema 4.6.11. Sean

a) Hy: X = (Xs)ses estd formado por v.a. p-independientes.

4426
)

b) 36 > 0 tal que supycg p(| X < 0.

S1.on (WR) .

c) lim

Entonces:
So,p,,(Wr)
(S1,p, (Wr))1/2

Para una demostracién ver pag 168 de ([5]).

M 5 (X) BN, ).
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4.6.3 Caélculo exacto de la esperanza y varianza del
indice de Moran bajo normalidad

Definicién 4.6.12. Sea h : R" — R. Se dice que h es una funcion
homogénea de grado > 0 real, si

h(AZ1, ooy ATy) = )\Bh(zl, ey ),
cualesquiera sean X € R\{0} y (21, ...,z,) € R™

Lema 4.6.13. Sean: E := Rx|[0,+00) con la métrica usual; € la o-dlgebra
de Borel de E; j1 y v dos probabilidades sobre (E,£). Si

Jexp(iuz — vy)u(d(z,y)) = [ exp(iuz — vy)v(d(z,y)),
E E
cualesquiera sean u € R y v > 0.Entonces
n=v.
Demostraciéon. Ejercicio. (Ayuda: Sea
Fo:={f:E — R/ fes continua y con soporte compacto}. (4.9)

Es bien conocido (ver ejemplo: Parthasarathy (1967)([10]),Theorem 5.9,
pag. 39) que:
[fdu=[fdv VfeFo=>p=v.

Sea
A={f:E—=R/ f(z,y) = p(x)q(y) conp € Py qe€ Q},
siendo:
P ={p:R=C/px)= ﬁ: apei
conn>1, ap €R, uy € [I[cgjlk =1,..,n}
Q= {g:[0,400) SR/ gfw) = 3. be*

j=1
conm>1,b;€R, v; >0, j=1,...,n}.

Por el Teorema de Weierstrass se deduce que A es denso en Fy con respecto
a la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos).
De aqui se deduce el Lema 4.6.13. m

Lema 4.6.14. Sea Z una v.a. con distribucion x> conn grados de libertad.

Entonces:
—sZ 1
Ee*)=—— Vs>0.
(2s+1)=
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Demostraciéon. Ejercicio. Ayuda: es el resultado de un cédlculo directo
teniendo en cuenta que la densidad de Z es:

1 n_ -z
1) = Frgg et e Flos (@)
2

Teorema 4.6.15. Sean: h : R™ — R homogénea de grado 0; Xy, ..., X,
v.a.i.i.d. N(0,1);

QX1 Xp) 1= X7

Entonces h(Xy, ..., Xpn) y Q(X1, ..., X,) son independientes.

Demostracion. Por el Lema 4.6.13 bastara ver que

E(exp(ivh(X1, ..., Xy) — sQ(X1,.... Xpn))) = (1)
E(—sQ(X1,..., X)) E(exp(iuh(X1, ..., Xn))),

YueRyVs>0.
Ahora por el Lema 4.6.14, (1) es equivalente a:

E(exp(ivh(X1, ..., Xn) — sQ(X1, ..., Xp))) = (2)
1 .
mE(cxp(zuh(Xl7 e X)),

Yu € RyVs > 0.
Veamos entonces que se cumple (2). Pongamos X := (X1,..., X,,).
Sean: u € Ry s > 0 cualesquiera.

E(exp(iuh(X) — sQ(X)))

= ey ] eXPih(E) - sQ(E) exp( 5 Q)7 =

1 1
=——7p iuh(2) — - (2 1)Q(z))dx
CORE m{r exp(iuh(Z) 2( s+ 1)Q(%))dz (3)
Para cada j = 1,...,n sea y; := (1 + 2s) ;. Entonces:

Q) =(1+25)Q(F) y dj=(1+25)%dZ

Como h es homogénea de grado 0:

h(&) = h(g).
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Luego:

1 1 ) N 1 .
3) = WW g exp(iuh(y) — iQ(Z/))d’y

G (i) o e300 ) i

= WE(exp(iuh(Xl,...,Xn))).

Asi, la formula (2) estd probada. m
Corolario 4.6.16. Sean: h : R™ — R homogénea de grado 0; X, ..., X,
v.a.ii.d. N(p,0?) con p €R yo > 0;

QX1 Xp) = (X; = X)?,
j=1

con X : =1+ sz.

n

=1
Entonces h(X1, ..., Xpn) y Q(X1, ..., X,) son independientes.

Demostracién. Sea M la matriz n x n dada por:

1
M(j,5) : :(1*5) Vi=1,..n.
1
M(jk) © =—— 1<j k<n j#k
Sea )
X = (Xl-, --~7Xn),-
Entonces

QX)=X'MX. (1)

Por resultados clédsicos de Algebra Lineal se tiene que 3P matriz n x n
ortogonal tal que
PMP=A (2)

con A matriz n x n diagonal dada por:

AGH) = 1 sil<j<n—1
A(n,n) 0.

Sea B
n="rX. (3)
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Luego:
n—1
QUX) =77 =3 .
j=1
Por (3), tenemos que:
i) ~ Nu(P'0,0%1), (4)

donde 0 = (0,...,0) € R" e I = matriz identidad n x n.

Es facil ver que para probar la independencia entre h(X1—X, ..., X, —X
y Q(X) no hay pérdida de generalidad en suponer que 6 = 0.

Luego, de (4), tenemos:
7 ~ Np(0,0%1).

Por lo tanto 1

€= —i1 ~ N(0,1). (5)
Pongamos
5 : (517 M) gn)/
Luego: &4, ...,&,_; son v.a.iid. N(0,1).
Ademis:
YA
(X1-X,..X, — X)) =MX = PA\P'X =PAj = P n. R N (5))
n—1
0
Luego, si by : R"™! = R estd dada por:
21
hl(zl,...,zn,l) =h .
0
se tiene:
X1 =X, oo, Xpp = X) = ha(ng, o0y (M)

Ademds, como h es homogénea de grado 0, h; también lo es.

)
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Por consiguiente, como

n—1

Q) =3, 3)

se tiene

h(X1 - Yv ey X — Y) =Mh (517 ) 'fn—l)
n—1
y > E? son independientes por el Teorema 4.6.15.
=1

De (7) y (8) se deduce ahora ficilmente que h(X; — X, X=Xy
Q(X) son independientes. m

Proposicién 4.6.17. Continuacion de la Definicion 4.6.8. Supongamos
que Dy, = {s1,...,5n} y que Xs,, ..., X5, son v.a.ii.d. N(0,0%) con 6 € R
yo>0.

Sea p > 1 entero. Entonces:

WP E((Cwa.0, (X)) _
(So.0,, (W) E (( > (XS—YV) )

E((Iif 0, (X)) =

seD,
siendo

_ 1 <&
X :(Xl,...,Xn)’;X::;ZXj;
=

nCWR,U“ (X)

it X = ==
Wy, D, (X) Sop.(Wr) 3 (X, — X)2

SED,,
Cwr.p,(X) :+ = Z Z Wr(sj,51)(Xs, — X)(Xs,, — X);
j=1k=1
So,p,(Wr) @ = Z ZWR(SJ‘,S]().
j=1k=1

Demostracion. Es facil ver que I{,‘JR p, ©s homogénea de grado 0, con-
siderada como funcién de R™ en R.

com o [ (Cwrp, (X)P o
E((nCwr,p,(X))?)=E <7(QW(X)V (Qw (X)) > ) 1)
siendo N

QW(X) = SO,DH(WR) Z(XSJ _Y)Z'

j=1
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Por el Corolario 4.6.16 tenemos entonces:
' ~\P -
W = EB((f0.(0) @u())
= B((Iie,p, (X)) E(Qw (X))P).
De donde se sigue inmediatamente la Proposicién 4.6.17. m

Proposicién 4.6.18. Sean: n > 2 entero; X1, ..., X, v.a.i.i.d. N(u,0?).
Para cada j =1,...,n sea

donde

Entonces
a) BE(Z;))=0, j=1,.,n
b) B(Z)= (1~ )0 j=1,..n.
©) B(Z;Zy) =%, 1<jk<n, j#k
d) B(232}) = —"=208364 1< jk<n, j#k
e) B(Z;Zp2)) = =0, 1< jkl<n, #({jkl}) =3
£) B(ZjZcZi Zj,) = 350*, 1< gk, g,k <n, #({ k, g1, k1 }) = 4.
Demostracién. Ejercicio. m

Teorema 4.6.19. Continuaciom de la Proposicion 4.6.17.

Se cumple:
a) E(I), p, (X)) = -3
o n%S1 b, (Wr)—nS2.p, (Wr)+3(S0,0, (Wr))?
b) VW(I%R,DH(X)) = = 1?31271)(§0_(Dn?v{:;)()2 £ WVR) (71711)27
con: n n
S(],D71 (WR) = Z WR(SJ',S]C);
J=1k=1
S1,p,(Wr) := p (Wr(sj,51)) + Wr(sj, s5) Wr (s, 55));
J=1k=1
Sa,0,(Wr) = 32 (Wr(sj, %) + Wr(*,51))%
j=1
Wr(sj, %) == > Wr(s;, sk);
k=1
Wr(*,s5) == 32 Wr(sj,sr)-

<
I
-
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Demostracién. Para simplificar la notacion pongamos j en lugar de s;,
Vi =1,..,n; y W en lugar de Wg; Sy en lugar de Sy p,(Wg); S1 en
lugar de S1,p, (Wr); Sz en lugar de Ss p, (Wg).También N en lugar de

nCwr,p, (X); D en lugar de So.p,(Wr) > (X5 — X)% I en lugar de
seD,,

I‘]/\V/{R,DH(X); Zj = X, — X paraj=1,..,n.
Prueba de a):

Por la Proposicién 4.6.17

B() = 1) 1)
Ahora:
E(N)=E ni 3 Wr(j.k)Z; 21, | - )
Como -

W(5,j)=0 Vji=1..,mn,
basta ver qué vale E(Z;Z;) para 1 < j,k <n, j #k.

Por la Proposicién 4.6.18 tenemos entonces:

n n 2
. g
@ =03 > Wr(jk)(=--) = —0"S (3)
j=1k=1
Esto es
E(N) = —c%5,.
Ahora

= 1
E(D) =S,y E(Z}) =nS(1 - ;)02 = Sy(n —1)o2.
j=1 )
De aqui y por (3) y (1) tenemos que
E([) = _L

n—1"

Prueba de b):

Por lo probado en a)

Var(I) = E(I*) — ﬁ (4)
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Por la Proposicién 4.6.17 tenemos:

E(N?)
E(MD?)

E(I*) =
Ahora:

B(D?) = SSE((ZZf)2)=S§(VaT(ZZ?)+(E(ZZf))2)

= S (Var (i Zf) +(n— 1)202) , (6)
j=1

por lo ya probado en a).

Por otra parte

n n
Z Zf ~ao*2 = Var (Z Zf) =2(n—1)ot.

j=1
Por lo tanto:

(4) = 1220 — 1) + (n — 1)2) = 4 S2(n — 1).
Queda asi probado:

E(D) = o*S3(n* - 1). (7
Por otra parte:
E(N?)=n? > W (5, )W (1, k1) E(Z; 2125, Zry) - (8)
((G:k):(41,k1))ETXT

siendo:
Ti= {(G,k) /1< Jk < m, j # k).

Sean ahora:

Ty :={((4. k), (1, k1)) € TXT [ j=j1i Nk =k}
U{((G, k), 1, k1)) €T X T [ j =k ANk = ja} (4.10)

Ty :={((4,; k), G1, k1)) €T X T / j =1 Nk # k1}
U{((, k), G1, k1) €T XT [ j# 1 Nk =k}
U{((G, k), (1, k1)) €T XT [/ j# ki Ak =1}

U{((, k), (G1, k1)) €T xT [ j =kt Nk # ji} (4.11)
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T3 :={((4, k), 1, k1)) € T x T [ #{4. k, jr, ka}) = 4} (4.12)
Por (8) y por la Proposicién 4.6.18 tenemos:

E(N?) nQ[( PORULFADIEEDS W(M)W(zc,j)) Ty
) ,

Jk)ET (J,k)eT
ZZ > (WG RW (G, ki) + W, k)W (R, k)
j=1k=1ki#k

+ W (G, k)W (k, k1) + W (5, k)W (k1, 7))
3 ) .
+ ﬁUA Z W(]7 k)W(lekl)]

((4,%),(41,k1)) €T3

n

=n%0"S) +30"55 —no* Y |2 Z(W 3R 423 W, k)W (k, )

j=1 k=1

DD WERWGR) +Y > Wi W (ki k)

k=1 k1 #k k=1k1#j

FY D WKWk k) + DY W RW (k)] 9)
k=1k,#k k=1k,#k
tltimo sumando tenemos:

Z[ fQZZWV RPN ST W kW (k)

j=1k=1 G=1k=1ki#k

+ ZZ > WG RW (ki k)

G=1 k=1 k1 £k

+23 3N WG RW (kL g) +2) Y WL k)W (K, )]

§=1k=1ki#k j=1k=1
n 2
= Z (ZW o k) + ZW(k,j)) =S,.
Jj=1 = k=1
Luego, por (9)
E(N?) =n?0*S; + 30*S§ — no*Ss.

De aqui, por (7) y (3) tenemos

nS; + 358 —nSy
TS

Por (4), el Teorema 4.6.19 queda demostrado. m

E(I*) =
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4.6.4 Indice de Geary
Continuamos con la misma notacién usada al tratar el indice de Moran.

Definicién 4.6.20. Sea X = (X;)sep, con Xs € L2 A uR) y
Wgr :8xS = [0,M] con0 < M < co. Se llama indice de Geary
de X (sobre D, ) asociado a Wr a:

m=1) 3> X Wg(s,t)(Xs — Xi)?

s€D, teDy

2500, Wr) 3 (X5 —X)2

sED,

IS b (X) =

con

Sop,(Wr) = = > > Wrlst)y

s€D,, teDy,

X :%ZXS'

s€D,

Sean: Sy p, (Wr) como arriba;

S1.0,(Wr):= X 3 ((Wr(s,1)? + Wr(s,t)Wr(t,s)) v

seD,, teD,,
2
S2.p,, (Wr) = > (Z Wr(s, t)+ > Wn(t,s)> .
seD,, \teD,, teD,

Teorema 4.6.21. Sean a), b) y ¢) como en el Teorema 4.6.11. Entonces:

< So.0,,(Wr)
251.p,(Wr) + So.p,

1/2
D
(WR)> (I .0, (X) = 1) = N(0,1).
Demostracién. Ver lo dicho para la demostracién del Teorema 4.6.11. =

4.6.5 Calculo exacto de la esperanza y varianza del
indice de Geary bajo normalidad

Sea n > 2. A los fines de simplificar la notacién pongamos:
Dy :={1,...,n}; W = Wg;
So = S0,p,,(Wr); S1 = S1,p,(Wr); S2 = S2,p,(Wr);
Ig = I‘?VR,D”(X).

Es facil ver que I como funcién de R™ es homogénea de grado 0 (con
Ie(,...,z) :== 0 Vo € R); tenemos entonces un resultado andlogo al de la
Proposicién 4.6.17:
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Proposicién 4.6.22. Si X1, ..., X, son v.a.i.i.d. N(0,0%) con € Ry
o>0.

Sea p > 1 entero. Entonces:

(nfl)”E((i 3 W(j, k)(X; — Xk)) )
B((Ie)") = == :

Sy E < < S, - YV) )

Demostracién. Ejercicio. m

—

S,

Teorema 4.6.23. Si X1,..., X, sonv.a.i.i.d. N(0,0%) conf €eRyo >0
se tiene:

a) E(Ic;) =1.
b) Var(lg) = B3t

Demostracién. Ejercicio. m
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