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Quasimorphismes

sur les groupes de tresses
et forme de Blanchfield

Maxime Bourrigan

Résumé. Les signatures des entrelacs définissent des fonctions
intéressantes sur les groupes de tresses. Jean-Marc Gambaudo et Etienne
Ghys ont démontré un beau théoréme reliant ces fonctions a la célebre
représentation de Burau.

L’objectif de ce travail est d’étendre le résultat de Gambaudo et Ghys a
une « signature universelle » algébrique, la classe de Witt de la forme de
Blanchfield.

Le résultat principal est une conséquence de généralisations de résultats
topologiques classiques aux variétés munies d’un revétement infini cyclique
privilégié.

Abstract. The signatures of links define interesting maps on the
braid groups. Jean-Marc Gambaudo and Etienne Ghys have shown a
beautiful theorem connecting these functions and the celebrated Burau
representation.

The purpose of this work is to extend Gambaudo and Ghys’s result to
an algebraic “universal signature”; the Witt class of the Blanchfield form.

The main result comes from suitable generalisations of various classical
topological results to manifolds equipped with a preferred infinite cyclic
coverings.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Groupes de tresses

Le groupe de tresses B(n) a été introduit par Emil Artin ([2, 3]) en
1925 en relation avec la théorie des noeuds. Depuis, de multiples points
de vue différents ont été découverts pour présenter et étudier ce groupe;
cette richesse en est assurément un des intéréts principaux. On présente
dans cette introduction le groupe B(n) sous trois aspects : comme groupe
de tresses géométriques a isotopie pres, comme groupe modulaire d’un
disque percé et comme « discrétisation » du groupe des difféomorphismes
du disque préservant laire. On pourra consulter [5, 22, 38] pour des
introductions complémentaires et beaucoup plus exhaustives aux groupes
de tresses.

1.1.1 Tresses et entrelacs

On note I 'intervalle [0, 1] et on fixe une fois pour toutes un entier n > 2
et n points z1,..., 2, a 'intérieur du disque unité D? C R2.

Définition. On appelle tresse géométriqgue a n brins tout sous-ensemble
b C D? x I formé de n intervalles topologiques disjoints (les brins)
tels que la projection sur le deuxieme facteur D? x I — I réalise un
homéomorphisme entre chaque brin et I et que

Vs € {0,1},bN (D? x {s}) = {(2zi,8) |1 < i <n}.

La derniére condition permet d’empiler deux tresses géométriques pour
obtenir une partie de D? x [0, 2] qui donne, aprés une contraction de facteur
2 dans le deuxiéme facteur, une troisieme tresse géométrique. Cela décrit
une loi de composition interne sur ’ensemble des tresses géométriques, que
I'on appelle concaténation.
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268 Maxime Bourrigan

Les tresses géométriques possedent également une notion d’isotopie :
on dira que deux tresses géométriques b et b’ sont isotopes s’il existe une
application continue

F:Ix({1,....,n} xI)— D*x1I
(t,i,S) = Ft(ias) :F(t,Z,S)

telle que I'image de F} soit une tresse géométrique b; pour tout ¢t € I, avec
bozbetblzb/.

Définition. On appelle tresse a n brins toute classe d’isotopie de tresses
géométriques a n brins.

La relation d’isotopie étant compatible avec la loi de concaténation,
Pensemble B(n) des tresses & m brins hérite d’une opération que l'on
continue a appeler concaténation.

Théoréme (Artin, cf. [2]). Muni de la loi de concaténation, [’ensemble
B(n) des tresses a m brins forme un groupe donné par la présentation

00 = 0;0; si|i—j]>2
0,050, = 00,05 sili—jl=1

Evidemment, ’élément neutre de B (n) est la tresse reliant chaque point
(23,0) au point (z;,1) par le brin vertical {z;} x I. L’inverse d’une tresse
est simplement donné par son image miroir.

Notons que I'on a un morphisme surjectif évident perm : B(n) — &(n),
que 'on peut définir topologiquement (7 = perm(z) est la permutation
de {1,...,n} telle que le brin issu de (2;,0) aboutisse en (2z.(;,1)) ou
algébriquement (si 'on rajoute les relations 02 = 1 a la présentation
d’Artin, on obtient la présentation de Coxeter du groupe symétrique S(n)).
Le noyau de ce morphisme est le sous-groupe des tresses pures

P(n) = ker(perm : B(n) — &(n)).

7 1+ 1
a= ] X ||

FIGURE 1.1 — Générateurs d’Artin
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FIGURE 1.2 — Relations d’Artin
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FIGURE 1.3 — Concaténation (triviale) d’une tresse et de son image miroir

Le lien essentiel entre les tresses et la théorie des nceuds se fait via
Popération de cloture d’une tresse. Si x € B(n), on peut joindre les points
(2:,0) aux points correspondants (z;, 1) par des courbes simples passant &
I'extérieur de la boite D? x St et ne s’'emmélant pas (cf. dessin ci-dessous
ou [38, section 2.2] pour une définition plus formelle) pour obtenir & partir
de z un entrelacs T C S3.

L’entrelacs  vit naturellement dans un tore plein plongé de fagon
standard dans S®, et a pour nombre de composantes le nombre |perm(z)|
de cycles intervenant dans la décomposition en cycles disjoints de la
permutation associée.

FIGURE 1.4 — Cloture d’une tresse
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Bien que nous ne les utiliserons pas, citons les théorémes cruciaux pour
exploiter cette opération de cloture, dus respectivement a James Alexander
et & Andréj Andréevic Markov.

Théoréme ([1]). Tout entrelacs de S3 est équivalent a la cléture d’une
tresse.

Théoréme ([52]). Deux tresses ont des clotures équivalentes si et
seulement si l’on peut passer de ['une d ['autre par une suite finie de
transformations appartenant a l'un des deux types suivants :
— conjugaison : x € B(n) < ywxy~t € B(n), pour un certain élément
y € B(n);
~ ajout ou suppression d’un brin : x € B(n) > zoft € B(n +1).

Pour finir cette section, introduisons une notation. Si I C S3 est un
entrelacs, on notera E(L) son extérieur, c’est & dire le complémentaire
E(L) = 83\ (L) dun voisinage régulier % (L) de L. C’est une variété
compacte de dimension 3, dont le bord est constitué de |L| tores T? (si L
est un entrelacs, on note |L| son nombre de composantes connexes.)

Par dualité d’Alexander, les groupes d’homologie de cet extérieur sont
aisément calculables : on a Hy(E(L)) = Z, le premier groupe d’homologie
est un groupe abélien libre Hy (E(L)) = Z!*! dont on peut exhiber une base
en choisissant pour chaque composante L; de ’entrelacs L un méridien u;
et, pour ¢ > 2, H,(E(L)) = 0.

1.1.2 Le groupe de tresses comme groupe modulaire

Le groupe de tresses B(n) peut étre également vu comme le groupe
des composantes connexes d'un groupe d’homéomorphismes ou de
difféomorphismes du disque & n « perforations. » Par exemple, soit D?
le disque unité fermé de C et z = {21,...,2,} des points distincts dans
lintérieur de D2.

On définit alors les groupes d’homéomorphismes et de difféomorphismes
correspondants :

Homéo(D?, z) = { f € Homéo(D?) | flop2 =idap2 et f(z) =z}
Diff(D?, z) = {f € Diff(D?)| fiopz = idap2 et f(2) = z}.
Remarquons que I’hypothése sur le comportement de f au bord de D?
entralne qu’il préserve l'orientation. Naturellement, on a une inclusion
Diff(D?,z) C Homéo(D?,z2) qui est une équivalence d’homotopie d’apres
un théoréme d’Epstein ([25]).
Le groupe de tresses peut alors étre vu comme un groupe modulaire.

Théoréme (cf. [7, Chapter 4], [38, Theorem 1.33]). On a des
isomorphismes

B(n) ~ 1o Homéo(D?, z) ~ m Diff(D?, 2).
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La restriction d’un difféomorphisme (ou plutot de sa classe d’isotopie)
a z fournit une nouvelle définition du morphisme perm : B(n) — &(n).

Afin de manipuler des variétés différentiables compactes, nous allons
plutét voir le groupe de tresses comme un groupe de difféfomorphismes
d’une surface compacte a bord.

Plus précisément, prenons n disques disjoints Dmm
lintérieur de D? centrés autour des (z;). On note Si

int,?
disque. On pose alors
n - D2 ('_l Dmt z)

D,, est donc une surface compacte a bord, dont le bord a une composante
extérieure SL = dD? et n composantes intérieures St ,..., Sy .. Plus
précisément, en orientant les (n+1) cercles constituant le bord de D,, dans

le sens trigonométrique, le bord de la surface orientée D,, est

contenus dans
le bord de ce

oD,, = S}

1
ext Slnt 1 Sint,n'

On pourra noter ext Dp = Sk et GingDp = (St U+ U Sk ,)-
On définit alors le groupe de difféomorphismes

= idsy, |

fixant le bord extérieur mais agissant librement sur les composantes
intérieures (évidemment, O, D,, doit étre globalement préservé mais les
éléments de Z,, peuvent en permuter les composantes).

= {f e Diff(D,,)

Proposition. Le groupe de tresses B(n) s’identifie naturellement au
groupe des composantes connezes woDr,.

Encore une fois, on obtient le morphisme perm : B(n) — &(n) en
considérant I’action induite sur 7o (Ot Dy,)-

Dans la suite, on pourra donc considérer une tresse © € B(n) comme une
classe d’équivalence de difféomorphismes D,, — D,,. A titre d’illustration,
rappelons la construction de la représentation d’Artin.

Soit € B(n) une tresse et hy, € %, un difféomorphisme la représentant.
Le difféomorphisme h, induit alors un automorphisme

(hg)g 1 m1(Dyp,1) = m1(Dp, 1)

du groupe libre L,, = m1(D,,,1). Comme deux difféomorphismes isotopes
induisent la méme action sur le groupe fondamental, on obtient ainsi une
représentation

Artin : B(n) — Aut(L,,),
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dont un théoréeme d’Artin ([2], cf. également [38, Theorem 1.31]) nous
garantit qu’elle est injective.

Dans ce travail, les tresses interviennent la plupart du temps via un
procédé de suspension. Par exemple, un difféomorphisme h, € 2, admet
une suspension

(D x [0,1])/ (2, 1) ~ (f(),0),

qui est un fibré sur le cercle S* = [0,1]/(1 ~ 0) de fibre D,, et de
monodromie h,. Deux difféomorphismes isotopes fournissant des variétés
homéomorphes (et méme des fibrations isomorphes), la construction ne
dépend pas du difféfomorphisme h, mais seulement de sa classe d’isotopie,
c’est-a-dire de la tresse x. On notera donc simplement M (z) la variété
obtenue, et on I'appellera suspension de la tresse x.

La variété M(z) est une variété compacte de dimension trois dont le
bord se décompose de la fagon suivante.

— Puisque h, fixe point par point la composante extérieure SI . de D,

ext
M (z) a une composante de bord extérieure Oyt M (z) = St x SL,.
Pour la méme raison, les intervalles {z} x [0,1] (z € SL) se referment
et dessinent sur OextM (x) un feuilletage par cercles transverses aux
fibres.

— La partie intérieure du bord 0, M (x) est obtenue par suspension de
la restriction de hy & OintDy,- A homéomorphisme (ou isomorphisme
de fibrations) pres, cette surface ne dépend que de la permutation
perm(z). Elle est en fait homéomorphe a |x| copies du tore T2,
ou |z| = |perm(z)| est le nombre de cycles intervenant dans la
décomposition de perm(z) en cycles disjoints.

On voit d’ailleurs que la suspension M(z) de la tresse z est
homéomorphe & lextérieur de lentrelacs T dans le tore plein D? x S*.
Autrement dit, on peut obtenir l'extérieur E(Z) de l'entrelacs 7 C 93
en recollant un tore plein & M (x) le long du tore extérieur Oexs M (z), de
telle sorte que les méridiens de ce nouveau tore plein coincident avec le
feuilletage tracé sur eyt M ().

1.1.3 Représentation de Burau

Le groupe de tresses posséde une représentation linéaire sur l'anneau
A = Z[t,t71] introduite par Werner Burau en 1936 ([13]). D’aprés
la présentation d’Artin donnée a la section 1.1.1, la donnée d’une
représentation linéaire de B(n) est équivalente & la donnée de (n — 1)
matrices inversibles S1,...,S,_1 vérifiant les relations d’Artin

|i —]| > 2= SiSj = SJSl et |’L —j| =1= SlSJSZ = SjSlSJ
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Burau introduit alors les matrices n x n

1—-t ¢t
S;i=1_1® ( 1 O> ¥ In—(i+1)a

et vérifie par un calcul direct qu’elles satisfont aux relations d’Artin (c’est

évident pour la premiere et la vérification de la seconde nécessite un petit

calcul sur des matrices 3x 3.) Par ailleurs, les matrices sont de déterminant

—t et donc inversibles des que ¢ est inversible dans ’anneau des coefficients.
On obtient ainsi la représentation de Burau (non réduite)

Burau : B(n) — GLy(A).

Remarquons que les relations du groupe de tresses étant symétriques,
les transposées des matrices S; définissent également une représentation

de B(n).
La représentation de Burau fixe clairement le vecteur colonne v =
t(1,1,...,1). On appelle en général représentation de Burau réduite la

représentation induite sur le quotient A" /A - v ~ A"71L,

La représentation de Burau apparait naturellement dans I'étude des
groupes de tresses, indépendamment du point de vue adopté. On
pourra par exemple consulter [22, Example 2.11] pour Papparition de la
représentation de Burau (non réduite) dans le contexte des actions des
groupes de tresses sur les systémes autodistributifs.

La question de la fidélité de la représentation de Burau, longge_rgps

ouverte (et probablement partiellement motivée par le fait que Burau :
B(3) — GL3(A) est bien fideéle) est maintenant en grande partie résolue :
pour n > 5, la représentation de Burau de B(n) n’est pas fidele ([60, 51, 6],
cf. également [38, Chapter 3]). La question reste ouverte pour n = 4.

En 1984 (cf. [72]), Squier a démontré que la représentation de Burau
préserve une forme hermitienne (par rapport & la conjugaison Z-linéaire
sur A envoyant ¢ sur ¢t~ !). Une telle forme hermitienne peut étre donnée
explicitement ; par exemple, la forme sesquilinéaire donnée par la matrice

1 0 0 ... 0
1-t 1 0 ... 0
Q.= |1-t 1—t 1 ... 0
1—t 1-t 1-t ... 1

est préservée par la représentation de Burau (non réduite) Burau : B(n) —
GL,(A) (cf. [38, Theorem 3.1]). On obtient ainsi une forme hermitienne
(resp. antihermitienne) préservée par la matrice de Burau en considérant

la matrice Q,, + Q,, (resp. Q, — Q).
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En particulier, on remplagant ¢ par un nombre complexe w de module 1,
on obtient une représentation complexe

—~

Burau,, : B(n) — GL,(C),

qui préserve une forme hermitienne (au sens usuel) sur C". Pour w = 1,
il s’agit simplement de la représentation associée au morphisme perm :
B(n) — &(n). Pour toutes les valeurs de w & l’exception d’un nombre
fini, cette forme hermitienne est non dégénérée. A conjugaison prés, on
pourra donc voir cette représentation de Burau comme une représentation
a valeurs dans U, 4(C) (et donc dans Sp,, (R)).

On reviendra a la représentation de Burau et a la structure
(anti)hermitienne associée avec un autre point de vue, plus topologique, &
la section 3.3.

1.2 Quasimorphismes

1.2.1 Généralités

Soit I" un groupe. On appelle quasimorphisme sur I' une application
@ : ' = R telle que

3C > 0:Vy1,7%2 €T, [p(ny2) — ¢(11) — e(12)] < C.

Si ¢ est un quasimorphisme, on note déf(p) (et on appelle défaut du
quasimorphisme) la borne inférieure des C' qui conviennent.

Les fonctions bornées sur I' et les morphismes I' — R sont des
exemples de quasimorphismes. En outre, les quasimorphismes forment
manifestement un sous-espace vectoriel QM(T") de I’espace des fonctions &
valeurs réelles définies sur I'.

Un quasimorphisme ¢ est dit homogéne si

Vn € Z,Yy € T, o(v") = ngp(y).

On démontre alors facilement que si ¢ : I' = R est un quasimorphisme
quelconque, la limite
, (")
Yp Yy~ lim

n—oo N

existe et définit un quasimorphisme homogene. En outre, ¢} est 'unique
quasimorphisme homogene tel que ¢ — ¢y, soit une fonction bornée, ce qui
identifie le sous-espace vectoriel QMH(T') € QM(T") des quasimorphismes
homogenes au quotient de QM(T") par I'espace des fonctions bornées.

Les quasimorphismes homogenes refletent des propriétés algébriques
profondes du groupe I'. Un des résultats les plus marquants dans cette
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direction est le théoréme de dualité de Bavard (cf. [12, 16]). Si v est un
élément du groupe dérivé IV = [I",T'], convenons de noter cl(v) la longueur
des commutateurs de -y, c’est-a-dire le nombre minimum de commutateurs
dont v soit le produit. Siy; et v2 sont des éléments de I, on a évidemment
cl(y1y2) < cl(m) + cl(2), ce qui permet de définit la longueur stable des

commutateurs L
scl(y) = lim el )

n—oo N

Le théoreme de Bavard affirme alors que longueur stable des
commutateurs et quasimorphismes sont en dualité :

Théoréme. Soit I' un groupe et v € I. Alors

scl(y) = o]

sup . .
2 PEQMH(T)\H!(T;R) déf ()

Par exemple, les quasimorphismes illustrent bien la différence entre
SLo(Z) (ou ils sont abondants et permettent méme, en un sens, de séparer
tous les éléments, cf. [9, 61]) et SL,(Z) pour n > 3 ou la propriété de
génération bornée (tout élément de SL,,(Z) s’écrit comme le produit d’un
nombre borné de matrices élémentaires, [17]) montre que cl est bornée (et
donc scl = 0), ce qui implique I’absence de tout quasimorphisme homogene.

Les quasimorphismes s’inscrivent dans le cadre beaucoup plus général
de la cohomologie bornée : vu la définition du cobord en cohomologie des
groupes, il est manifeste que ’espace des cochaines bornées forme un sous-
complexe

Cy(TA) C C*(I;4)  (A=Z,R).

La cohomologie bornée H;(I'; A) est alors simplement la cohomologie
de ce sous-complexe. L’article [37] contient beaucoup d’applications
géométriques de cette notion (appliquée aux variétés plutdt qu’aux
groupes).

L’étude des quasimorphismes sur I' se raméne essentiellement & celle
du deuxiéme groupe de cohomologie bornée. En effet, si ¢ est un
quasimorphisme, ’application

do : (v1,72) = ©(172) — @(11) — ¢(r2)

est évidemment un cocycle (en cohomologie usuelle, c’est méme un
cobord!) borné. La classe de cohomologie bornée de cette application
ne retient le quasimorphisme qu’a addition par les quasimorphismes
« banals » preés : en effet, les morphismes ¢ € H(T'; A) vérifient par
définition dp = 0 et, si ¢ est une fonction bornée, on peut la considérer
comme un 1-cocycle borné, ce qui entraine que [dp] = 0 dans HZ(T; A).
On peut méme démontrer que cette remarque est, en un sens, optimale :
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Proposition. L’application ¢ — dy s’inscrit dans une suite exacte

0 — HY(I;R) @ £°(T") — QM(T) £2%% H2(I;R) — H2(T'; R),
ot lapplication HZ(T;R) — H?(T;R) est lapplication induite en
cohomologie par Uinclusion CZ(T;R) € C*(I; R).
Autrement dit, [’espace QMH(T)/HY(T;R) des quasimorphismes
homogénes non triviauz s’identifie au noyau de lapplication canonique
HZ(T;R) — H(I;R).

1.2.2 Quasimorphismes et systémes dynamiques

Un des exemples les plus anciens de quasimorphisme est le nombre de
translation défini sur le revétement universel

Homéo, (S') = {f € Homéo, (R) |Vt € R, f(t + 1) = f(t) + 1}

du groupe Homéo, (S') des homéomorphismes du cercle préservant
lorientation, défini par la formule

7(f) = lim /1)

n—00 n

eR.

Sa réduction modulo 1 définit invariant fondamental des homéomor-
phismes du cercle, le nombre de rotation introduit par Poincaré

rot : Homéo (S') — S'.

Le point de vue « borné » sur ces invariants est fertile : la
classe de cohomologie bornée (cf. section précédente) correspondant au
nombre de translation définit une classe de cohomologie bornée dans

Hg(I{/()_I\n/éo+(Sl); Z) dont on peut voir qu’elle est le rappel d’une classe
¢ € HZ(Homéo, (S');Z),

appelée classe d’Fuler bornée. La classe d’Euler bornée généralise le
nombre de rotation au sens ou elle permet de classer a semiconjugaison
pres les actions d’un groupe discret I' sur le cercle.

Théoréme ([33, 34]). Soit T’ un groupe discret et
p1,p2 : I' — Homéo, (S*)

deuz actions continues sur le cercle. Alors py et pa sont semiconjuguées si
et seulement si pi(e) = p3(e) dans HZ(I;Z).
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A la suite de cet exemple unidimensionnel, de nombreux quasimor-
phismes ont été construits sur le groupe des difféomorphismes hamilto-
niens de variétés symplectiques, au premier rang desquels les groupes de
difféomorphismes préservant l'aire d’une surface compacte (Barge-Ghys
[9], Entov-Polterovich [24], Gambaudo-Ghys [31], Py [63]...)

Une des motivations pour cette recherche provient des conjectures de
Zimmer, selon lesquelles, par exemple, aucun réseau d’'un groupe de Lie
de rang réel > 2 ne peut agir fidelement sur une surface compacte en
préservant une forme d’aire. Le résultat évoqué a la question précédente
selon lequel aucun quasimorphisme non trivial n’existe sur SL,(Z) pour
n > 3 se généralise en fait considérablement (a4 d’autres groupes et a
des résultats d’annulation de la cohomologie bornée, cf. [15]). Chaque
construction de quasimorphisme sur le groupe des difféomorphismes
hamiltoniens de surfaces fournit donc de nouvelles contraintes qu’un
contre-exemple putatif a la conjecture de Zimmer devrait satisfaire. Voir
[64] pour une introduction plus sérieuse a ce sujet.

1.2.3 Résultats de Gambaudo et Ghys

Dans une série d’articles ([29, 30, 31, 32]), Jean-Marc Gambaudo
et Etienne Ghys ont étudié des invariants topologiques associés & des
systémes dynamiques (transformations de surfaces et champs de vecteurs
en dimension 3). Un exemple de résultat illustre bien l'utilisation des
tresses comme « discrétisation » des champs de vecteurs.

Dans cette section, on note ¢ le groupe des difféomorphismes de classe
C* du disque D? coincidant avec I’identité sur le bord et préservant Daire.

Théoréme ([31]). L’espace wvectoriel QMH(¥) des quasimorphismes
homogénes sur le groupe & est de dimension infinie.

Pour démontrer ce résultat, Gambaudo et Ghys construisent une famille
infinie de quasimorphismes et montrent par un calcul explicite (sur un type
treés particulier de difféomorphismes) que leurs homogénéisés forment une
famille libre. Dans cette section, nous allons nous contenter d’expliquer la
méthode de construction de ces quasimorphismes.

L’ingrédient topologique essentiel est la notion de signature d’un
entrelacs, cf. [67, 50].

Si L C 82 est un entrelacs, on peut en trouver une surface de Seifert,
c’est-a-dire une surface orientée F plongée dans S2 telle que OF = L
([27, 69]). L’orientation de F permet de définir, pour chaque courbe x
tracée sur F, une courbe i (r) C S®\ F obtenue en poussant z le long d’un
petit champ de vecteurs transverse a F' et induisant la bonne coorientation.
L’application i, : Hy(F) — H;(S*\ F) induite par ce procédé est bien
définie. On peut alors munir le premier groupe d’homologie H;(F) d'une
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forme bilinéaire V' (a priori ni symétrique ni antisymétrique), la forme de
Seifert
V([z], [y]) = Enl(z,i4(y)),

ou Enl désigne la forme d’enlacement sur S entre deux courbes fermées
simples disjointes. La signature de L est alors la signature de la matrice
symétrique V +!V, signature dont on vérifie qu’elle ne dépend pas du choix
de la surface de Seifert.

En particulier, on obtient via 'opération de cléture des tresses une
fonction définie sur le groupe de tresses

sign: B(n) » Z
x > sign(x).

Dans le cas du groupe des tresses & deux brins (isomorphe & Z puisque
tout élément de B(2) s’écrit de fagon unique ¢} pour un certain entier
p € Z), on vérifie directement que cette fonction est

sign : B(2) — Z
1—p sip>0;
ol =<0 sip=0;

p—1 sip<O.

L’idée de la construction est maintenant la suivante : si g € ¢ est un
difffomorphisme du disque fixant le bord et préservant laire et que (g:)
est un isotopie joignant l’identité a g, on peut choisir n points z1,...,z,
dans le disque et considérer la trajectoire

(0,1] — (D*)"
t = (ge(@1), -, ge(an)).
On peut concaténer a cette trajectoire les applications I — (D?)"

obtenues en reliant par un segment les points z; aux points z; (resp. les
points g(x;) aux points z;). Plus précisément, on considére I'application

n 1
((1 - St)ZZ + 3tmi)z’=1 site |0, 3] ;
0 12
t— q (g3e—1(i)),_y site _g, 3] ;
. 2
(B =3t)g(x;) + (3t —2)z;);_, site 3 1] .

Pour presque tout (x1,...,x,), les applications affines ¢ — (1 — 3t)z; +
3tz; et t — (3—3t)g(z;)+(3t—2)z; prennent en tout ¢ des valeurs distinctes
et le graphe

Ygo) (@1, 2n) C D?x1TI
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définit ainsi une tresse géométrique. Comme le groupe ¥ est contractile,
le choix de 'isotopie (g¢) n’influence cette tresse géométrique qu’a isotopie
pres. On obtient donc une tresse bien définie

Yo(Z1,...,2,) € B(n)

pour presque tout n-uplet (z1,...,r,) d’éléments de D2. Par construction,
cette tresse est pure.

Théoréme ([31]).
— Les applications sign : B(n) — Z sont des quasimorphismes.
— Les applications

sign, 1 g — /sign('yg(:zrl, coy ) dey - doy,

définissent des quasimorphismes sur le groupe & des difféeomorphismes
du disque fizant le bord et préservant l'aire.

— Les quasimorphismes sign,, obtenus en homogénéisant sign,, forment
une famille libre.

Le cas de sign, est spécial : on a vu que sign : B(2) — Z était a
distance bornée de —e, o ¢ est l'isomorphisme B(2) — Z envoyant oy
sur 1. L’interprétation topologique de cet isomorphisme est claire : si
x € P(2) est une tresse pure, £(z) est le double du nombre d’enlacement
entre les deux composantes de I’entrelacs . Il s’ensuit que ’on peut définir
le quasimorphisme homogene sign, en intégrant ce morphisme plutét que
la signature. On retrouve ainsi le morphisme de Calabi

sign,

Calabi = — 9 —- R
en tant que nombre d’enlacement moyen, une interprétation due a Albert
Fathi.

Dans 'article suivant [32], les auteurs examinent plus particulierement
une famille de généralisations de la signature, les w-signatures.

Leur définition est trés proche : si L C S3 est un entrelacs dont la forme
de Seifert est représentée par une matrice V et que w € S' est un nombre
complexe de module 1, la matrice

1—w)V+(1-2)V

est une matrice hermitienne. Sa signature est notée sign,(L).
De méme que pour la signature classique, cet invariant définit via la
cloture des tresses une application

sign,, : B(n) — Z.
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Gambaudo et Ghys démontrent alors que cette application est un
quasimorphisme et en exhibent méme le cobord (borné) en fonction de
la représentation de Burau spécifiée en ¢ = w dont nous avons vu a la
section 1.1.3 qu’elle préservait une forme symplectique.

Théoréme ([32]). Soit x et y deuz éléments de B(n) et w € S! une
racine de ['unité d’ordre premier avec n. Alors

sign,, (xy) — sign,(x) — sign,, (y) = —Meyer(Burau,, (x), Burau,(y)),

ou Meyer est le 2-cocycle sur le groupe symplectique défini a la section
suivante (cf. également [9]).

Remarques. — Dans [32], le théoréme est énoncé pour le groupe B(o0),
limite inductive des groupes de tresses B(n). La forme ci-dessus
provient de l'article [19].

— Ce théoreme a été généralisé au cas des enchevétrements colorés
(coloured tangles) par David Cimasoni et Anthony Conway ([19]).
Les enchevétrements sont aux variétés compactes a bord ce que
les entrelacs sont aux variétés fermées : ils forment les morphismes
d’une catégorie dont les objets sont les variétés (orientées) de
dimension 0 (de telle sorte que les entrelacs correspondent au cas des
endomorphismes de la variété vide). Dans ce cadre, la représentation
de Burau est remplacée par un foncteur a valeurs dans une catégorie
de correspondances lagrangiennes défini par Cimasoni et Vladimir
Turaev (]20]).

1.3 Rappels topologiques

1.3.1 Signature des fibrés

Si W est une variété fermée et orientée de dimension 4m, le
produit d’intersection des classes d’homologie définit une forme bilinéaire
symétrique

HQm(W; R) X HQm(W; R) —-R.

Par dualité de Poincaré, cette forme est également équivalente a la forme
H*™(W;R) x H*™(W;R) — H*™(W;R) — R

donnée par la structure multiplicative de l’anneau de cohomologie
H*(W;R) (I'isomorphisme H*™(W;R) — R est donné par l'orientation
de la variété W).

La signature de cette forme d’intersection est alors un invariant du type
d’homotopie de W, que l'on appelle la signature de W et que 1’on note
sign W € Z.
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Si W = W7 x W5 est le produit de deux variétés orientées, la formule de
Kiinneth permet de voir facilement que
o TV sign Wy - sign Ws  si dim Wy et dim W5 sont des multiples de 4
sign W =
8 0 sinon.
En 1957, Chern, Hirzebruch et Serre s’attaquerent au calcul de la
signature d’une variété obtenue comme espace total d’une fibration. Pour
énoncer leur résultat, rappelons que si 'on a une fibration £ — B de

fibre F, la propriété de relevement des chemins permet de définir une
représentation de monodromie

m1(B) — GL(H,(F;R))

du groupe fondamental de la base sur I’homologie de la fibre. Dans le cas
d’un produit, I'action est triviale.

Théoréme ([18]). Soit p: E — B une fibration entre variétés fermées et
orientées. On suppose que la dimension de E est multiple de 4 et que
Uaction du groupe fondamental de B sur l’homologie de la fibre F est
triviale. Alors

. {signF -sign B si dim F' et dim B sont des multiples de 4 ;
sign B =

0 sinon.

Esquissons la preuve.
Dans ce contexte, on sait ([71]) qu’il existe une suite spectrale (de Leray-
Serre)
EPY = HP(B; HI(F;R)) = H"Y9(E;R).

Ici, le fait que la représentation de monodromie soit triviale se traduit
par le fait que la deuxiéme page est simplement le produit tensoriel

EY? = HP(B;R) @g HY(F;R).

La suite spectrale de cohomologie de Leray-Serre respecte la structure
multiplicative de la cohomologie : on a sur E}* des accouplements
bilinéaires

EP9 x ESt — pPts:att
pour lesquels la différentielle d,. est une dérivation (ce qui implique, en
particulier, que la structure multiplicative se transmet a la page suivante).
Pour la deuxiéme page E;", la structure multiplicative est simplement
celle induite des structures d’algébre de H*(B;R) et H*(F;R).

Puisque B et F sont des variétés de dimension finie, E5'? est nul sauf
pour un nombre fini d’indices (p,q). Cette propriété reste évidemment
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vraie pour les pages ultérieures et implique que la suite spectrale dégénére
en temps fini : il existe N > 0 tel que
By = B = = B

La structure multiplicative sur cette derniére page est alors compatible
avec la structure d’algebre de H*(E).

En particulier, les auteurs associent a chaque page E* de la suite
spectrale une signature sign E* € Z de telle sorte que sign E%:* coincide
avec la signature de F.

Le point-clef est alors de comprendre l'effet du passage d’une page
de la suite spectrale & la suivante (c’est-a-dire le passage de E** & sa
cohomologie pour la différentielle d,.) du point de vue bilinéaire. Chern,
Hirzebruch et Serre montrent alors que cette opération correspond a
Iopération classique de réduction sous-lagrangienne que 1’on résume dans
la proposition suivante.

Proposition. Soit (E,q) un espace vectoriel réel muni d’une forme
quadratique non dégénérée et I C E un sous-espace vectoriel isotrope (i.e.
tel que I C I+). Alors q induit une forme quadratique non dégénérée qr sur
le quotient I+ /I. En outre, on a l’égalité des signatures sign q = sign qz.

Gréce a cette opération (convenablement généralisée a la structure des
pages EX* grace a la notion d’anneau de Poincaré), on obtient que la
signature ne change pas au fur et a mesure que 1’on tourne les pages de la
suite spectrale :

sign E =sign B = -+ =sign B =sign E"| = -+ =sign By

Or, grace a I’hypothese de trivialité de la monodromie, tout se passe a
la deuxiéme page comme pour le produit F' x B, y compris du point de
vue multiplicatif. On a donc obtenu le résultat

sign F = sign E;"" = sign(F x B)

sign F' - sign B si dim F' et dim B sont des multiples de 4;
1o sinon.

A la fin des années 1960, Kodaira et Atiyah construisirent des exemples
de variétés de dimension 4 fibrant sur des surfaces mais dont la signature
n’est pas nulle, montrant du méme coup que 1’on ne pouvait pas se passer
de I'hypothese de trivialité de la représentation m(B) — GL(H.(F;R))
dans le théoréme de Chern, Hirzebruch et Serre ([42, 4]).

Cela a conduit Meyer, en 1972, a déterminer la signature d’une variété
de dimension 4m obtenue comme ’espace total d’une fibration (cf. [54]).
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L’idée essentielle est de reprendre les arguments de [18] : dans cet article,
I’hypothese concernant la trivialité de la représentation de monodromie
sert uniquement a comprendre la deuxiéme page de la suite spectrale

Ey? = H"(B; HY(F;R))

et & en calculer la signature (qui, comme on I’a vu, coincide alors avec celle
du fibré trivial).

Dans le contexte général, la représentation de monodromie permet de
voir H*(F;R) comme un systéme local de coefficients défini sur la base
B, et le groupe de cohomologie intervenant dans I’écriture de la deuxieme
page est a entendre en ce sens.

L’essentiel des arguments de la preuve du théoréme de Chern,
Hirzebruch et Serre s’applique alors directement, si ce n’est que cela
démontre maintenant que la signature de E est la méme que la signature
de la page E3", provenant de la structure multiplicative

EY? x Ey' = HP(B; H(F;R)) x H*(B; H'(F;R))
— HP*$(B; HY(F;R) @ H'(F;R))
— HPY$(B; HY(F;R)) = B0t

En particulier, dans le cas d’une variété de dimension 4 fibrant sur une
surface de genre au moins 1, disons

W — Fp,

(de fibre Fy), ot Fy, désigne une surface de genre k, la représentation de
monodromie préserve automatiquement la forme d’intersection sur Hi (Fy),
qui est symplectique. On a donc en particulier une représentation

p: 7T1(Fh) — SPQQ(Z).

Le résultat de Meyer se traduit alors dans ce cas par ’existence d’un
2-cocycle Meyer completement explicite défini sur le groupe symplectique
Spa, (R) et tel que la signature de I s’obtienne simplement par I’évaluation
de Meyer contre la représentation p :

sign(W) = (Meyer, p.([F1]))-

Dans la formule précédente, [F}] € Ha(mwi(F})) désigne 'image de la
classe fondamentale de Fj, par I'isomorphisme naturel entre ’homologie
de F}, et celle de son groupe fondamental.

1.3.2 Forme d’intersection, forme d’enlacement

Au cours de leur étude chirurgicale des spheres d’homologie, Barge,
Lannes, Latour et Vogel ([11, 45]) démontrent un joli résultat reliant la
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forme d’intersection d’une variété a bord de dimension 4m et la forme
d’enlacement sur son bord (cf. également [35, 36]). Pour pouvoir énoncer
correctement ce résultat, commencons par donner quelques définitions.

Si X est une variété fermée orientée de dimension n, la dualité de
Poincaré fournit un isomorphisme H,(X) — H" P(X). Comme tout
groupe abélien de type fini, les groupes d’homologie et de cohomologie de X
se décomposent en une partie de torsion et un quotient libre. Evidemment,
tout isomorphisme doit respecter cette filtration et la dualité de Poincaré
fournit deux isomorphismes

TH,(X)~TH"?(X),
LH,(X)~ LH"?(X),
ou les préfixes T et L désignent respectivement la partie de torsion et le
quotient libre.
Le théoréme des coefficients universels permet alors de transformer ces

isomorphismes en structures quadratiques. En effet, on peut voir facilement
que la suite exacte

0 — Ext(H,—p—1(X);Z) - H"P(X) - Hom(H,,—,(X);Z) = 0
fournit en fait deux isomorphismes

TH" P(X) ~ Ext(Hp_p_1(X); Z) ~ (THp_p-1(X))",
LH" ?(X) ~ LH,_,(X)*,

o, si T est un groupe abélien fini, TV désigne son dual de Pontragin, c’est-
a-dire le groupe Hom(T'; Q/Z), et M* désigne le module dual Hom(M;Z).
On voit alors apparaitre deux formes bilinéaires non dégénérées, suivant
la parité de dim X :

dimX =2k : LHp(X)— LH*(X) — LHp(X)*
dimX =2k+1 : TH(X) —» TH""(X) - TH(X)".
Dans les deux cas, le premier isomorphisme est donné par la dualité de
Poincaré et le second par le théoreme des coefficients universels.

Dans le cas de la dimension paire n = 2k, on obtient ainsi une forme
d’intersection non dégénérée

Ix : LHy(X) x LHy(X) — Z.

Dans le cas ou n est un multiple de 4, cette forme d’intersection est
un raffinement de la forme évoquée a la section précédente, définie sur
Hi(X;R).
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La contrepartie en dimension impaire n = 2k + 1 est la notion de forme
d’enlacement
Enl: TH (M) x THy(M) — Q/Z

définie par Herbert Seifert et dont on peut donner une définition
géométrique comme suit. Si z et y sont des chaines disjointes représentant
des classes d’homologie [z] et [y] € THy (M), le fait que ces chaines soient
de torsion entraine que l'on peut trouver une (k 4 1)-chaine C' en bonne
position par rapport a y et un entier ¢ tels que dC' = gx. On vérifie alors
que

Lepen

q
ne dépend que de = et y. En outre, si on remplace x et y par des chaines
homologues, le nombre rationnel ainsi défini ne peut étre augmenté ou
diminué que d’un entier. En particulier, le résidu modulo 1

1
Bul(el, ) = | 1(C )| ez
1
est bien défini, et I'on peut vérifier qu’il définit une forme bilinéaire
(—1)F*+1_symétrique non dégénérée sur le groupe fini T Hy,(M).
Si X n’est plus supposée fermée, on peut continuer & définir des
formes d’intersection et d’enlacement, soit par l'interprétation en terme

d’intersections de chaines, soit en utilisant le morphisme j, : H.(X) —
H,.(X,0X) et la dualité de Poincaré-Lefschetz :

dim X =2k : LHy(X)— LHu(X,0X) — LH*(X) — LH,(X)*
dimX =2k+1 : THR(X) = THy(X,0X) = TH Y (X) = TH(X)Y,

mais il n’y a plus de raison en général pour que les formes restent non
dégénérées. On voit notamment que les classes d’homologie provenant du
bord vont donner des éléments dans le noyau de ces formes.

Le résultat de Lannes et Latour dont nous aurons besoin traite du lien
entre la forme d’intersection (a priori dégénérée) d’une variété compacte
et orientée W de dimension 4m et la forme d’enlacement de son bord M.

Le lien entre ces deux invariants est exprimé dans le formalisme des
groupes de Witt. Les groupes de Witt sont une construction tres générale
visant a capturer les propriétés stables des objets de I’algebre bilinéaire. Le
cas le plus classique, introduit par Witt lui-méme dans [78] (cf. également
[59, 43]), est celui des formes quadratiques sur un corps de caractéristique
différente de 2. Toute forme quadratique (E, ) sur un K-espace vectoriel
définit alors une classe [(E,q)] dans le groupe de Witt W(K), de telle
sorte que si I C FE est un sous-espace vectoriel isotrope, la forme ¢ et
la forme ¢; obtenue par réduction sous-lagrangienne sur I (cf. section
précédente) définissent la méme classe dans W(K'). Groupe des formes
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quadratiques « modulo réduction sous-lagrangienne », le groupe de Witt
est une généralisation d’une grande souplesse de la notion de signature
d’une forme quadratique (et, de fait, la signature usuelle des formes
quadratiques réelles fournit un isomorphisme W(R) ~ Z).

Parallelement au groupe de Witt des formes quadratiques rationnelles
(dans lequel vit la classe [Iy] de la forme d’intersection de W), Lannes
et Latour considérent également le groupe de Witt WT(Z) des formes
d’enlacement : les éléments de ce groupe sont, a l'instar de la forme
d’enlacement de M, des formes bilinéaires symétriques définies sur des
groupes abéliens finis et a valeurs dans Q/Z, modulo une notion de
réduction sous-lagrangienne adaptée.

En calquant les relations entre I’homologie de M et de W données par la
suite exacte longue en homologie de la paire (W, M), les auteurs définissent
alors un morphisme

0: W(Q) - WT(Z)

et démontrent que les classes de Witt des formes d’intersection et
d’enlacement sont liées par la formule suivante, dans WT(Z) :

OIw] + [Enly] = 0.

Dans le cas particulier o M est une sphere d’homologie rationnelle, le
résultat est dii a Barge, Lannes, Latour et Vogel ([11]).

Les groupes de Witt en présence sont riches : d’apres le théoréme de
Hasse-Minkowski, la classification des formes quadratiques rationnelles se
ramene a la classification des formes réelles d’'une part et a celle des formes
quadratiques p-adiques, pour tout nombre premier p (elle-méme pouvant
se ramener a ’étude des formes modulo p), d’autre part. Cela se traduit
sur le groupe de Witt par un isomorphisme

W(Q) ~ Z & (Z/27)™ & (Z/AZ)™,

la partie libre provenant simplement de la signature usuelle des formes
quadratiques. Il est alors prouvé dans [11] que le morphisme 9 : W(Q) —
WT(Z) est surjectif, et que son noyau est précisément le facteur Z.

1.4 Présentation de la thése

Le but de la présente these est de généraliser le théoreme de Gambaudo
et Ghys énoncé a la fin de la section 1.2.3 en le placant dans le contexte
des invariants (co)homologiques des revétements infinis cycliques.

On a vu a la section 1.1.1 que I’homologie de I'extérieur d’un entrelacs
est naturellement un Z-module libre engendré par les méridiens. En
particulier, si ’entrelacs est orienté, il existe une unique application linéaire

H(E(L) = Z
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envoyant la classe d’homologie de tout méridien orienté sur 1. Autrement
dit, si 'on note J le groupe infini cyclique (¢}, il existe un unique morphisme

p:m(E(L) =T

envoyant la classe d’homotopie de tout méridien orienté sur ¢. Cela définit
un revétement infini cyclique canonique E(L) de l'extérieur E(L).
Convenablement généralisées, les structures bilinéaires portées par
I’homologie des variétés compactes issues de la dualité de Poincaré
s’étendent & ce cadre. L’action du groupe d’automorphismes J = (t) du

revétement munit ’homologie H,(FE (L)) d’une structure de A-module, ot
A=Z[]] =Z[t,t 1],

est un anneau de polynémes de Laurent. On note H,(E(L); A) ce module.
Pour plus de simplicité, on travaillera d’ailleurs plutét avec la version
rationnelle

Ag =QUI] = Q[t,t™],

qui est un anneau principal.

Remarquons que ces anneaux, comme tous les anneaux de groupes, sont
munis d’une involution linéaire étendant I'involution du groupe envoyant
tout élément sur son inverse, que l'on appelle conjugaison. Ici, on a
simplement f(t) = f(t71).

L’équivalent dans ce contexte de la forme d’enlacement définie sur
la partie de torsion du premier groupe d’homologie d’une variété de
dimension 3 est la forme de Blanchfield. 11 s’agit d’une forme hermitienne
(par rapport a la conjugaison que ’on vient d’évoquer) définie sur la partie
de torsion du premier groupe d’homologie Hq(E(L); Ag) a valeurs dans le
quotient S(Ag) = Q(t)/Ag.

Cette forme de Blanchfield définit une classe dans un groupe de Witt
WT(Ag) de formes hermitiennes définies sur des Ag-modules de torsion et
a valeurs dans S(Ag). Cette classe de Witt est un invariant de concordance
de 'entrelacs L, et détermine en particulier presque toutes les w-signatures
de L, quand w décrit les nombres complexes de module 1.

Plus précisément, le groupe de Witt WT(Ag), qui est un des avatars du
groupe de concordance algébrique (rationnel) est isomorphe & une somme
directe

2= ®(Z)2)° & (Z]/4)>,

et la partie libre du groupe encode la fonction signature de Tristram-
Levine, c’est-a-dire la classe de la fonction w — sign, (L) modulo égalité
en dehors d’un ensemble fini.

La premiere partie de cette these a pour but d’adapter a ce contexte les
résultats de Lannes et Latour présentés a la section 1.3.2. Au chapitre
2, on introduit les différents types de groupes de Witt hermitiens qui



288 Maxime Bourrigan

recueilleront les invariants de nos revétements abéliens, au premier rang
desquels la classe de Witt des formes de Blanchfield.

On explique notamment comment se calcule le groupe WT(Ag), ainsi
que la construction du morphisme

d: W(Q(t)) = WT(Ag),

amené a jouer le méme roéle que le morphisme 0 : W(Q) — WT(Z) dans
le résultat de [45].

Le chapitre 3 explique comment une variété munie d’un revétement infini
cyclique privilégié (ce qu’on abrégera en J-variété) porte des invariants
bilinéaires analogues aux formes d’intersection et d’enlacement classiques
en vertu d’une généralisation de la dualité de Poincaré. On y définira
en particulier la forme de Blanchfield d’un entrelacs. Au passage, on en
profite pour donner une présentation plus topologique de la représentation
de Burau et de la forme (anti)hermitienne (de Squier) qu’elle préserve, a
partir de la structure de J-variété canonique de la surface D,, donnée par
le morphisme

op, ™ (Dn) =L(v,...;7m) = J
Yi — t.

Le chapitre 4 énonce et démontre alors I’équivalent du théoréeme de
Lannes et Latour dans ce cadre : si W est une J-variété a bord, la classe
de Witt ay € W(Q(t)) de sa forme d’intersection et la classe de Witt
By € WT(Ag) de la forme d’enlacement de son bord M = 9W sont
reliées par la formule (dans WT(Ag)).

daw + Bu = 0.

L’objet des chapitres suivants est d’appliquer ces résultats généraux
pour démontrer un analogue du théoréeme de Gambaudo et Ghys portant
non plus sur les w-signatures mais sur la classe de Witt de la forme de
Blanchfield 5, € WT(Ag) associée a l'entrelacs Z.

Théoréme. Soitx ety des éléments de B(n). On a alors l’égalité suivante
dans WT(Aq) :

Buy — Bo — By = —OMeyer(Burau(x), Burau(y)).

Précisons un peu le sens de cette affirmation : on a vu a la section 1.1.3
que la représentation de Burau (réduite)

Burau : B(n) — GL,_1(A).

préservait une forme antihermitienne sur un A-module libre. Il est alors
possible d’étendre la définition du cocycle de Meyer dans ce cadre et
de définir un 2-cocycle (a valeurs dans W(Q(t))) sur le sous-groupe de
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GL,,—1(A) préservant la forme antihermitienne. C’est ce cocycle Meyer qui
intervient dans 1’énoncé.

Pour démontrer ce théoréme, on utilise une construction de suspension :
si z et y sont deux tresses (vues comme difféomorphismes de D,, & isotopie
pres), on peut former une fibration

W(z,y) - P

sur le pantalon, de fibre D,,, dont la représentation de monodromie est
exactement 'unique morphisme

m1(P) = L(a,b) = 710 %, = B(n)

envoyant a sur z et b sur y.

L’action de B(n) induite sur m(D,,) (autrement dit, la représentation
d’Artin) préservant la J-structure ¢p, , cette variété fibrée de dimension 4
est elle aussi munie d’une J-structure. Fibrant en surfaces sur une surface,
la variété W (x,y) est une variété de dimension 4 & bord et & coins. La
partie la plus significative de son bord en est la partie verticale, c’est-a-
dire la restriction du fibré au-dessus du bord du pantalon. On voit que
cette partie

W (z,y) = M(zy) — M(x) — M(y)

est la réunion disjointe des suspensions des tresses x, y et (avec une
orientation différente) xy.

Le but du chapitre 5 est alors d’analyser précisément la décomposition
de OW(x,y) donnée par les coins de W (z,y) pour en déduire, & laide
de 'analogue du théoréme de Lannes et Latour que ’on vient d’évoquer,
I’égalité

B:L’y - B:z: - By = _aaW(r,y)7

ol AW (zy) = Uw(ay) € WI(Q(t)) est la classe de Witt de la forme
d’intersection de la J-variété W (z,y).

On s’est donc ramené au calcul de la classe de Witt de la forme
d’intersection d’un fibré. Méme dans ce contexte, la plupart des arguments
de Chern-Hirzebruch-Serre et Meyer restent valables. Comme dans le cas
classique, la signature du fibré ne dépend que de laction du groupe
fondamental de la base sur 'homologie de dimension moitié de la fibre
et est donnée par un cocycle de nature symplectique. La fibre de W (z,y)
étant précisément D,,, 'action du groupe fondamental de P sur I’homologie
(& coefficients dans Q(t)) de la fibre est donnée par les images de x et y
par la représentation de Burau.

Les dimensions des variétés mises en jeu restant trés petites, les
isomorphismes donnés par la suite spectrale de Leray-Serre sont aisément
décrits avec précision, ce qui permet en outre de donner de fagon
élémentaire une description explicite de la généralisation hermitienne
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du cocycle de Meyer. On montre donc au chapitre 6 que la classe de
Witt de [Iyy(s,y)] est Meyer(Burau(z), Burau(y)), o Meyer désigne cette
généralisation. Cela conclut la preuve du théoreme.

Remarque. Il peut étre intéressant de rapprocher ce travail de 'article
A link invariant with values in the Witt ring de Gaél Collinet et Pierre
Guillot ([21]), qui adopte une approche en quelque sorte duale. Les auteurs
partent ainsi d’une forme de la représentation de Burau sur un corps K

p: B(n) = GL,(K),

et d’'une généralisation adaptée du cocycle de Meyer pour définir une
application f : B(n) — W(K) par la formule (dans W(K))

f(xy) — f(x) — f(y) = Meyer(p(z), p(y))-

Ils arrivent ensuite a démontrer directement que cette application est
invariante sous les opérations de Markov (cf. 1.1.1) et qu’elle définit donc
un invariant d’entrelacs

7 0(@) = f(z) € W(K).

La définition est suffisamment explicite pour permettre des calculs sur
ordinateur.

Les auteurs retrouvent ainsi les différentes notions de signature d’un
entrelacs et, dans le cas de la représentation de Burau & valeurs dans Q(t),
un invariant & valeurs dans W(Q(¢)) qui est a posteriori équivalent & la
classe de Witt [51] de la forme de Blanchfield.



Chapitre 2

Algebre hermitienne

2.1 Groupes de Witt hermitiens

On appelle involution sur un anneau A tout morphisme de groupes
additifs *: A — A tel que

VeeAT=x et Vr,y€ A Ty=7y7.

Si R est un anneau a involution et que m est un groupe, l'involution
s’étend a la R-algebre

Rln] = {Z ag9

(ag)ger famille presque nulle d’éléments de R}
gem

du groupe par la formule

Zagg = Z@g_l.

gem gem

Le cas le plus important pour nous est celui du groupe infini cyclique
(noté multiplicativement) J = (¢). On considérera notamment la Z-
algtbre A = Z[J] = Z[t,t7!] et, si F est un corps a involution (qui
sera la plupart du temps le corps Q des rationnels muni de 'involution
identique et occasionnellement le corps C des nombres complexes muni de
la conjugaison complexe), la F-algébre

Ap = F[J] = F[t,t71].

Dans tous les cas, I'involution sur ces anneaux de polynémes de Laurent
échange t et ¢~ 1.

291
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Dans toute la suite de cette section, on fize un anneau (commutatif)
principal A muni d’une involution a — @ (ce qui inclut le cas des anneaux
Ap mais exclut celui de A).

On note alors K = FracA le corps des fractions de A, sur lequel
Vinvolution a — @ s’étend naturellement et S(A) le module quotient
Frac A/A.

On fize également un élément inversible € € A tel que e = 1.

Les constructions qui vont suivre sont des généralisations a ce cadre a
involution des constructions présentes dans appendice de V'article [11] et
des versions allégées de constructions classiques en L-théorie et en théorie
algébrique de la chirurgie, cf. par exemple [65, 66].

En particulier, I’hypothése de principalité de A nous permettra de
travailler avec des A-modules libres, la ou une théorie plus générale utilise
des modules projectifs (cf. [11, Définition A.1.1] et la section 1 de [65]).

Si M et N sont des modules sur A, le groupe abélien Hom 4 (M, N)
des applications A-linéaires entre M et N est naturellement muni d’une
structure de module sur A définie par af = (m — af(m)). On note
alors Hom 4 (M, N) le groupe abélien Hom 4 (M, N) muni de la structure
de module sur A définie par a¢ f = (m +— af(m)) (noter 'involution). En
particulier, on pose

M* =Homa(M,A) et MY =Homa(M,S(A)).

2.1.1 Applications sesquilinéaires

Définition (Applications sesquilinéaires). Soit M, M’ et N trois
modules sur A. Une application o : M x M’ — N est dite sesquilinéaire
(sur A) si elle est bilinéaire sur Z et vérifie

Va,b € A,¥Y(m,m') € M x M’ a(ax,by) = aba(z,y).

Une application sesquilinéaire o : M x M’ — N définit alors une
application linéaire (sur A) dite application linéaire adjointe

M — Homa(M',N)
x = (y—=a(z,y))

et la correspondance « < « identifie l’ensemble des applications
sesquilinéaires M x M’ — N & Hom4(M,Hom 4 (M’, N)). L’identification

est naturellement un isomorphisme de A-modules.

Définition (Formes sesquilinéaires & valeurs dans N). Une forme
sesquilinéaire d valeurs dans N est un couple (M, «), ot M est un module
sur A et a: M x M — N est une application sesquilinéaire.
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Définition (Morphismes). Soit (M,a) et (M',a’) deux formes
sesquilinéaires & valeurs dans N. Un morphisme f : (M,a) — (M', o)
est une application A-linéaire f : M — M’ telle que Vz,y €
M, o/ (f(2), f(y)) = (@, y).

A partir de maintenant, on fixe un module N sur A muni d'une
involution n — 7 compatible avec celle définie sur A, c’est a dire que

Ya € A,¥n € N,an = an.
Dans la pratique, N sera égal & A, K ou S(A) = K/A.

Définition (Formes sesquilinéaires e-hermitiennes a valeurs dans
N). Une forme sesquilinéaire (M,«) a valeurs dans N est dite e-
hermitienne si

Yy, me € M, a(mq, mg) = ea(ma, my).

Une telle forme est dite non singuliére si Iapplication adjointe a €
Hom 4 (M, Homy (M, N)) est injective et non dégénérée si a est un
isomorphisme. !

Définition (Somme directe). Soit (M,«a), (M',o’) deux formes
sesquilinéaires & valeurs dans N. Leur somme directe (ou somme directe
orthogonale) (M, a) @ (M’,a’) est définie sur le module M & M’ par la
formule ((my,m}), (ma, mb)) — a(my, ma) + o (mf, msb).

La somme directe de deux formes sesquilinéaires e-hermitiennes a valeurs
dans N reste évidemment e-hermitienne.

Dans le cas ou linvolution est triviale, on pourra employer « e&-
symétrique » a la place de « e-hermitienne. »

2.1.2 Formes sesquilinéaires, formes de torsion

Définition (Formes sesquilinéaires). Une forme sesquilinéaire est une
forme (M, ) sesquilinéaire a valeurs dans A, ou M est un A-module libre
de type fini.

Définition (Formes de torsion). Une forme de torsion sur A est une
forme (T, A) sesquilinéaire a valeurs dans S(A), ou T est un A-module de
torsion et de type fini.

Les notions de morphismes de formes sesquilinéaires ou de torsion, de
formes (sesquilinéaires ou de torsion) e-hermitiennes, de non-singularité,
de non-dégénérescence et de somme directe sont des spécialisations aux
cas N = A, N = S(A) des définitions de la section précédente.

1. La terminologie n’est pas complétement fixée : on suit ici les définitions de [11]
mais [41] appelle non singular ou regular les formes que nous appelons non dégénérées
et nondegenerate celles que nous appelons non singuliéres.
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Proposition. Une forme de torsion e-hermitienne (T,)\) est non
singuliére si et seulement si elle est non dégénérée.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que si T est un A-module de
torsion et de type fini, T et son dual sont (non canoniquement) isomorphes.
C’est en effet déja le cas pour un module cyclique C = A/a, ou CV

s’identifie &
be A} .

Puisque T est une somme directe finie de tels modules, on a également
TV ~T.

Or, T est un A-module artinien. Tout morphisme injectif entre deux
modules isomorphes a T est donc automatiquement un isomorphisme. Ce
résultat, appliqué & A : T — TV, prouve la proposition. |

S(A)) = {0 € 5(A)[ab = 0} = {[ZL

La restriction aux modules de type fini est justifiée par la proposition
suivante.

Proposition.
— Soit M un A-module libre de type fini. On a alors un isomorphisme

M — M**
= ) M - A
m évp, oo Fo.
— Soit T un A-module de torsion et de type fini. On a alors un
isomorphisme
T — vV
, vV — S(A)
t — <evt. Foe 0}

Démonstration. On vérifie sans difficulté que les conventions choisies pour
les involutions rendent les deux applications bien définies et A-linéaires. La
bijectivité de la premiere est alors une propriété classique d’algebre linéaire
(la réfliérivité) qui reste d’ailleurs valable pour un module projectif de
type fini sur un anneau commutatif quelconque (cf. [14, chapitre II, § 2.7,
corollaire 4 & la proposition 13]).

Pour la seconde, commencons par démontrer que le morphisme T — TV
est injectif : soit ¢ € T un élément non nul; il s’agit de montrer que
évy: TV — S(A) n’est pas nul.

Le sous-module C C T engendré par ¢ est un module cyclique non trivial
de la forme A/a, ce qui permet de construire une application A-linéaire
non triviale fo : C'— S(A) envoyant ¢ sur [1] € S(A).
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Comme A est principal, le critére de Baer entraine que S(A) est un
module injectif (cf. [77, Corollary 2.3.2]) et I'application fy se prolonge
donc en une application f : T — S(A) pour laquelle on a bien évy(f) # 0,
ce qui démontre l'injectivité de t — évy.

On peut alors appliquer le méme raisonnement qu’a la proposition
précédente : T et TVV sont deux modules artiniens isomorphes, donc
l’injectivité d’une application linéaire T'— TV entraine automatiquement
sa bijectivité. O

Si M est un module libre de type fini sur A, la correspondance
«a +» « identifie les formes sesquilinéaires de module sous-jacent M et
Hom4 (M, M*). En utilisant lidentification M =~ M** donnée par la
proposition précédente, les applications linéaires a et a* peuvent étre
toutes les deux vues comme des éléments de Hom 4 (M, M*) et « est e-
hermitienne si et seulement si (@)* = ea. De méme, si T est un module de
torsion et de type fini sur A, la correspondance A «+> ) identifie les formes
de torsion de module sous-jacent T' et Hom(T,TV).

Remarque. La proposition précédente est un point-clef pour démontrer
que la catégorie des A-modules libres (resp. de torsion) de type fini, munie
de Popération * (resp. V) est une catégorie hermitienne au sens de [68,
§ 7.2]. L’essentiel des constructions que nous allons présenter s’étend & ce
cadre général.

Etant donné un A-module M et un élément p € A, on définira

— sa partie de p-torsion My, ={m € M |p-m = 0};

— sa composante p-primaire M, ={m € M |3In > 0:p" - m = 0}.

En particulier, comme A est principal, tout module T' de torsion et de
type fini se décompose en la somme directe de ses composantes p-primaires

T=T,.
p

ou p décrit un systeme de représentants des éléments irréductibles de A a
multiplication pres par un élément inversible.

2.1.3 Groupes de Witt

Toute forme (resp. forme de torsion) e-hermitienne (M, o) définit une
notion d’orthogonalité : deux éléments my et mqy sont orthogonauz (ce que
lon note my L mg) si a(mq, mg) = 0. Puisque (M, a) est e-hermitienne, L
est une relation symétrique. Si N C M est un sous-module, son orthogonal
est Nt ={m € M |V¥n € N,a(m,n) =0}.
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Définitions.

— Soit (M,«) une forme e-hermitienne ou une forme de torsion e-
hermitienne. Un lagrangien de (M, ) est un sous-module L C M
tel que L = L*.

— Une telle forme est dite neutre (ou métabolique) si elle admet un
lagrangien.

Exemples.

— Soit L un module libre de type fini sur A. La formule a((z, f), (y,9)) =
f(y)+eg(x) définit une forme e-hermitienne sur le module L@ L*. On
Pappelle forme hyperbolique sur L et on la note H.(L). Les facteurs
L et L* sont des lagrangiens de H.(L).

— Soit L un module de type fini et de torsion sur A. La formule
A(z, ), (y,9)) = f(y) + eg(x) définit une forme de torsion e-
hermitienne sur le module L & LY. On l'appelle forme hyperbolique
de torsion sur L et on la note HT.(L). Les facteurs L et L sont des
lagrangiens de HT.(L).

— On peut munir le groupe abélien Z/4 (vu comme Z-module de torsion
et de type fini) d’une forme de torsion par la formule

nm

([nla. lmla) = [7T] € Q/2.

La forme symétrique de torsion ainsi définie est neutre (le sous-
groupe {[0]4,[2]4} est un lagrangien), mais elle n’est pas isomorphe
a HT(Z/2) : notamment, il n’existe qu'un seul lagrangien, et celui-ci
n’est pas un facteur direct.

Remarque. Le phénomene illustré par le dernier exemple ne peut pas
se produire dans le cas des modules libres : tout lagrangien d’une forme
e-hermitienne est automatiquement un facteur direct. En effet, si L est
un lagrangien d’une forme e-hermitienne (M, ), L = L* est le noyau de
I’application

M- L
m = a(m)|L.

Comme A est principal, le sous-module L C M est un module libre de
type fini, et il en va de méme de son dual L*. Noyau d’une application
linéaire entre deux modules libres de type fini, le sous-module L C M en
est donc un facteur direct.
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Définitions (Groupes de Witt).

— Soit MW_(A) V’ensemble des classes d’isomorphisme de formes e-
hermitiennes non dégénérées sur A. Muni de l'opération de somme
directe, ¢’est un monoide.

— Soit MWT_(A) 'ensemble des classes d’isomorphisme de formes de
torsion e-hermitiennes non dégénérées sur A. (MWT.(A),®) est un
monoide.

— Soit NW.(A) (resp. NWT.(A)) l'ensemble des classes d’isomor-
phismes de formes (resp. formes de torsion) e-hermitiennes non dégé-
nérées neutres. C’est un sous-monoide de MW, (A) (resp. MWT.(A).)

— Soit enfin W,(A) et WT,(A) les quotients correspondants :

MW_.(A) MWT.(A)
W.(A) = ———= WT.(A) = ————.
+(4) NW_.(A) «(4) NWT.(A)
On rappelle que le quotient d’un monoide (M, @) par un sous-monoide
N est le quotient de M par la relation d’équivalence ~ définie par

my ~ Mg < Iny,ne € N :my ®ng = mo ®no.

Comme la relation ~ est compatible avec la loi de M, le quotient
M/N = M/~ hérite effectivement d’une structure de monoide.

Proposition. L’opération de somme directe induit sur W(A) (resp.
WT(A)) une structure de groupe abélien. Le groupe ainsi obtenu est appelé

groupe de Witt des formes (resp. formes de torsion) e-hermitiennes sur
A.

Démonstration. Soit (M, «) une forme e-hermitienne non dégénérée. La
forme opposée (M, —a) reste évidemment e-hermitienne et non dégénérée.
Soit A = {(z,z) |z e M} C M & M.

Pour (y,z) € M & M, on a

Ve e M, (a®(—a))((z,x),(y,2) =0 Ve e M,a(r,y—2) =0y =z

Autrement dit, la diagonale A est un lagrangien de (M, «a) & (M, —«)
qui est donc neutre. Toute forme e-hermitienne non dégénérée admet donc
un inverse modulo NW,(A) et W(A) est donc bien un groupe.

Le cas de torsion est exactement identique. O

Pour simplifier, on pourra omettre l'indice ¢ dans le cas € = 1.

Exemples.

— Si K est un corps de caractéristique différente de 2 (muni de
Pinvolution triviale), toute forme antisymétrique non dégénérée est
équivalente & la forme symplectique standard sur K27, qui n’est autre
que H_1(K™). Toutes les formes antisymétriques sont donc neutres,
ce qui entraine W_(K) = 0.
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— Sur R, une forme symétrique non dégénérée se décompose en formes
de dimension 1 : M ~ p[1] @ g[—1]. Le théoréme d’inertie de Sylvester
affirme que cette décomposition est unique; elle induit donc un
isomorphisme de monoides MW (R) ~ N2. On vérifie aisément qu’une
telle forme est neutre si et seulement si p = ¢ donc la signature
M +— p — q est un isomorphisme W (R) ~ Z.

— De la méme fagon, si on munit C de la conjugaison complexe, la classe
de Witt d’une forme hermitienne est entierement déterminée par sa
signature, ce qui fournit un isomorphisme W(C) ~ Z.

Sur un corps a involution, il n’y a en fait qu'un groupe de Witt non
trivial.

Proposition. Soit K un corps a involution de caractéristique # 2. On a
un isomorphisme

WelK) = W(K) sinon.

{O st e = —1 et que l'involution est triviale.
Démonstration. Le premier cas provient de la classification des formes
antisymétriques. En outre, si l'involution est triviale, ¢ = +1 et la
proposition est alors démontrée.

Pour le deuxiéme cas, remarquons que si n € K* et que u est une forme
e-hermitienne, la forme 7q est ne/7-hermitienne. La multiplication par n
induit ainsi un isomorphisme W_(K) ~ W, 5(K). Il reste a démontrer
que si I'involution est non triviale, on peut trouver n € K* tel que 7j/n = ¢
(c’est d’ailleurs un cas particulier du théoréme 90 de Hilbert.)

Si 'involution est non triviale, on peut trouver a € K tel que a+ea =0
(si on avait Va € K, @ = —ea, ’évaluation en o = 1 impliquerait ¢ = —1
et - =idg). Sin = (@+ea)”!, on a alors :

N a+tex a+ea . a—+ex

n atea a+z-a  eater-a
et la multiplication par 7 induit l'isomorphisme W (K) ~ W(K)
recherché. 0

2.1.4 Réduction sous-lagrangienne

Définition. Soit (M, «) une forme e-hermitienne non dégénérée. Un sous-
lagrangien de (M, a) est un facteur direct L C M tel que L C L*.

Proposition. Soit L un sous-lagrangien d’une forme e-hermitienne non
dégénérée (M, ). La forme o induit sur le quotient L+ /L une forme e-
hermitienne non dégénérée ar,. On dira alors que la forme oy, est obtenue
par réduction sous-lagrangienne de L.
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Démonstration. Puisque L est un facteur direct, M/L est un module libre
de type fini. En particulier, L+ /L, qui s’identifie & un sous-module de
M/ L, est également un module libre de type fini.

La réduction sous-lagrangienne s’obtient tautologiquement par la
formule

ar (e, l3]e) = a(li 1),
et est évidemment bien définie et e-hermitienne. Il reste & montrer qu’elle
est non dégénérée, c'est-a-dire que o; : L+/L — (LL/L)* est un
isomorphisme.

Pour linjectivité, commencons par démontrer que (L+)+ = L,
Iinclusion L C (L+)+ étant tautologique. Soit donc = ¢ L. Comme L
est un facteur direct, on peut trouver une forme linéaire f : M — A telle
que fi;, = 0et f(x) # 0. Par non-dégénérescence de a, il existe un élément
m € M tel que f = a(m). Les deux conditions sur f se traduisent en
m € Lt et a(m,z) # 0, ce qui entraine que = ¢ (L+)~+.

Cela entraine bien I'injectivité de o :si [[*+], € kera;,onalt € (L1)*,
ce qui entraine I+ € L et [I*+] = 0.

Pour démontrer la surjectivité, remarquons que, puisque L est libre et
de type fini, il en va de méme de L*. L’orthogonal L' est alors le noyau
d’une application linéaire entre deux modules libres de type fini,

M— L*
m — a(m),,

et est a ce titre un facteur direct de M. Fixons un supplémentaire S de
L+ dans M : M = S @ L*. On dispose en particulier d'une projection
pr: M — L+ parallelement & S.

Soit donc f : L+ /L — A une forme linéaire. Par composition, on obtient
une forme linéaire

Fem=rtsrtntoa,

ou la fleche du milieu est la surjection canonique. Par non-dégénérescence
de a, il existe m € M tel que f = a(m). Puisque L C ker f, I’élément m
appartient & L' et I’on a pour tout [+ € L+

ar([mle, [I*]e) = a(m,1*) = f(m) = f({m]L),
ce qui démontre bien f = a; (m). O
L’intérét principal de la réduction sous-lagrangienne est qu’elle permet
de trouver des formes équivalentes (au sens de Witt) a la forme de départ.

Proposition. Soit L C (M,«a) un sous-lagrangien d’une forme e-
hermitienne non dégénérée et oy la forme obtenue par réduction sous-
lagrangienne de L. Les classes de Witt [a] et [ar] dans W (A) sont alors
égales.
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Démonstration. 11 s’agit de démontrer que la forme o @ (—ay) définie sur
M @ (L+/L) est neutre. Posons

H={(" ") eMa L /L)|I" et} c Ma(L/L).
Déterminons-en 'orthogonal. Soit m € M et I+ € L*.

(m,[IM]L) € H- VA € LY, (e @ (—ag))((m, [IM]L), AT, (ML) = 0
s VYA e Lt a(m, \t) = ag (1], M)
sVt e Ll,oz(m7 )\L) = oz(ll,)\l)
et et a(m -1+ ) =0
em—1te(Lh)*t.

On a vu dans la preuve précédente que (L)t = L. Il s’ensuit que
(m, [I*]) € H* si et seulement si m est congru a [+ modulo L, c’est-a-
dire si (m,[I1]1) € H. Cela acheve la preuve que a@® (—ay,) est neutre, et
donc que [o] = [ar] dans W (A). O

La réduction sous-lagrangienne s’applique également dans le cas de
torsion. Il n’y a alors plus besoin d’imposer de contraintes sur les sous-
lagrangiens.

Définition. Soit (7, A) une forme de torsion e-hermitienne non dégénérée.
Un sous-lagrangien de (T, \) est un sous-module I C T tel que I C I+.

Les propositions précédentes ont alors I’analogue suivant.

Proposition. Soit I un sous-lagrangien d’une forme e-hermitienne de
torsion non dégénérée (T, \). La forme \ induit sur le quotient I+ /I une
forme de torsion e-hermitienne non dégénérée \;. Les classes de Witt de
A et A sont égales dans WT.(A).

Démonstration. Tout d’abord, I+ /I est évidement un module de torsion
et de type fini. La réduction sous-lagrangienne est définie via la méme
formule que précédemment :

M((iy]n liz]r) = Mt iz),s

mais la preuve de la non-dégénérescence de A; est un peu différente de
celle de a,. On s’appuie en fait sur des arguments assez semblables & ceux
donnés a la section 2.1.2. On a notamment le résultat suivant.

Lemme. Soit V un A-module de torsion et de type fini et v € V un
élément non nul. Alors il existe une application linéaire f : V. — S(A)

telle que f(v) # 0.
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Démonstration du lemme. Comme a la section 2.1.2, le sous-module
engendré par v est un module cyclique de la forme A/a, qui se plonge
dans S(A). L’injectivité de S(A) permet alors de prolonger ce plongement
en une application linéaire V' — S(A). O

Démontrons maintenant que (I+)t = I. Soit ¢ ¢ I. D’apreés le lemme
précédent, on peut construire une application linéaire T/I — S(A)
n’annulant pas [t];. Par composition, on obtient donc une application
linéaire f: T — S(A) telle que fi; = 0 et f(t) # 0. La non-dégénérescence
de A entraine donc l'existence d’un élément 6 € T tel que f = A(f) et les
propriétés 6 € I+ et A\(6,t) # 0 entrainent que t ¢ (I'1)+.

Comme dans la premiére partie de cette section, la relation (I+)+ =T
entraine que I'application \; : I+/I — (IJ-/I)v est injective. La forme
A est donc non singuliere et donc, d’aprés la premiere proposition de la
section 2.1.2, non dégénérée.

Une fois 1'égalité (1) = I démontrée, la preuve de I’égalité des classes
de Witt donnée dans le cadre des modules libres est parfaitement valable. [

2.1.5 L’homomorphisme 0 : W.(K) - WT.(A)

Soit (E, «) une forme e-hermitienne non dégénérée sur le corps K. En
particulier, E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définitions.
— Un A-réseau (ou simplement réseau s'il n’y a pas d’ambiguité) de E
est un sous-A-module M C E de type fini contenant une base de F.
— Un réseau M C FE est dit entier si pour tous mi,me € M, on a
a(my,mg) € A.
— Si M C F est un réseau, son dual est

M! ={ec E|Vm e M,a(e,m) € A}.

Remarques.

— Avec ces définitions, le réseau M C E est entier si et seulement si
M C M*,

— Le A-réseau M étant inclus dans E, c’est un module sans torsion.
Puisqu’on I’a supposé de type fini, il est donc libre. Si M est un réseau
entier, (M, q ) est alors une forme e-hermitienne non singuliére : en
effet, puisque M contient une base de E/, un élément x € M orthogonal
a tout M serait orthogonal a tout E, et la non-dégénérescence de «
entraine = 0. En revanche, (M, «) peut étre dégénérée.

La terminologie de « dual » est justifiée par la proposition suivante.
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Proposition. M?! est un A-module et on a un isomorphisme

Mt - M*
m = alm,—).

En particulier, M* est un réseau de E. On a (M*)* = M.

Démonstration. Encore une fois, un élément de M¥ orthogonal & tout M
serait dans le noyau de « : le morphisme est injectif. Montrons qu’il est
également surjectif : soit f : M — A linéaire. On peut la considérer comme
un élément de Hom 4 (M, K') et donc comme la restriction a M d’une forme
K-linéaire définie sur E. Par non-dégénérescence de a, il existe donc e € E
tel que f = a(e). Comme f(M) C A, on a en fait e € M*, ce qui démontre
que 'application linéaire est bien un isomorphisme.

Il reste & démontrer que (M%)} = M. Soit donc e € E tel que
vm? € M* a(e,m*) € A. Via I'isomorphisme M* ~ M* que nous venons
d’expliciter, la proposition de la section 2.1.2 se traduit en affirmant que
le morphisme

M = (MH)*
Mt = A )

m — <eVm : mn N a<m7 mﬁ)

est un isomorphisme.

En particulier, puisque 'application a(e,—) définit une application A-
linéaire M* — A, on peut trouver m € M tel que a(e,—) = a(m,—) et
la non-dégénérescence de a entraine que e = m € M. a

Remarques.

— Toute forme e-hermitienne non dégénérée (E,a) sur K contient un
réseau entier : si (eq,...,e,) est une base de E et que k € A\ {0} est
tel que Vi, j, ka(ei, e5) € A, le A-module engendré par les ke; convient.

— Soit (M, «) une forme e-hermitienne non singuliére (mais qui peut étre
dégénérée) sur A. Le module M étant libre, le morphisme canonique
i: M — Mg = M ®4 K est injectif. En outre, i(M) contient
clairement une base de Mg (la réduction au méme dénominateur
montre que tout élément de My s’écrit m/a avec m € (M) et
a € A\ {0}). En identifiant M et i(M), on peut donc considérer
M comme un A-réseau du K-espace vectoriel M.

Par extension des scalaires, 'application A-linéaire « s’étend en une
application linéaire

a® 1 : My = M@K — M* K ~ Homa (M, K)
:HomK(M<§K7K)

= HOHIK(MK,K>
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Cette application linéaire est 'adjoint oz d’une forme sesquilinéaire
ag définie sur Mg et prolongeant (M, «). En particulier, pour tous
m,n € M, ag(m,n) =a(m,n) € A.

En utilisant que tout élement my de Mg s’écrit méme sous la forme
m/a, on m € M et a € A\ {0}, on voit que la forme ax est non
singuliére (et donc, puisqu’elle est définie sur un K-espace vectoriel
de dimension finie, non dégénérée).

Il est alors clair que si « est e-hermitienne, il en sera de méme pour
K.

En résumé, toute forme e-hermitienne non singuliere (M, ) sur A
se prolonge naturellement en une forme e-hermitienne non dégénérée
(Mg, ak) sur K dont M est un réseau entier. C’est directement par
cette construction que les formes sur K interviendront dans la suite.

Dans la suite de la section, (F,a) est une forme e-hermitienne non
dégénérée sur K et M C E en est un A-réseau entier. Nous allons voir
que ces données définissent naturellement une forme de torsion sur A.

Proposition.
~ Le A-module T = M*/M est de torsion et de type fini.
— La forme (FE,«) induit sur ce quotient une forme de torsion e-
hermitienne et non dégénérée A : T x T — S(A) = K/A :

A([mf]ar, [mblar) = [o (mf, m5)] 4.

Démonstration. Puisque M contient une base de F, la réduction au méme
dénominateur des coordonnées d’un vecteur dans une telle base prouve que
tout élément de E s’écrit m/a avec m € M et a € A\{0}. En particulier, on
a pour tout élément mf € M* I'existence de a € A\{0} tel que am* € M ou
autrement dit a[m#]y; = 0 : le A-module T = M*/M est donc de torsion.
Quotient de M?, il est de type fini.

Si n§ € M?! est tel que [nﬁ]M = [mg], on peut écrire nﬁ = mg + my,
avec my € M. On a donc ag(nf,mb) = ax(m?,mb) + ax(my,mb).

Comme o (my, mb) € A, on a alors Pégalité dans S(A) [ax (nf,mi)]a =
[aK(mg,mg)]A. La forme A\ : T x T — A est donc bien définie et ses
caracteres sesquilinéaire et e-hermitien sont directement hérités de ceux
de ag.

Enfin, si [m*]ys € ker \, on a pour tout nf € M*, ax(mf n*) € A donc
mtf € (M¥)® = M et [m*]p; = 0 : X est non singuliére et donc non dégénérée
d’apres la premiere proposition de la section 2.1.2. O

Si la forme (F,ak) est obtenue par extension des scalaires & partir
d’une forme hermitienne non singuliere (M,«) sur A, le réseau M C
E naturellement défini est entier et l'identification M? ~ M* permet
d’identifier le module T ainsi construit et le conoyau de l’application
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adjointe @ : M — M*. Pour cette raison, la forme de torsion (T, )
sera toujours appelée le conoyau du réseau M. Comme le souligne cette
appellation, (T, ) dépend vraiment du choix du réseau et pas seulement
de la forme (E,a) € MW.(K). La suite de la section est consacrée a la
preuve que sa classe de Witt [(T, )] € WT.(A), elle, ne dépend que de
(E, ) (en fait, de sa classe de Witt).

Lemme.
- La classe de Witt [(T, \)] € WT.(A) du conoyau de M ne dépend que
de (E, ), et pas du choiz du réseau entier M C E.
- Si (E,«a) est une forme e-hermitienne neutre, E contient un réseau
M C E unimodulaire, c’est-d-dire tel que M* = M.

Démonstration du lemme. Commencgons par choisir un autre réseau entier
N C E. L’intersection P = M NN est alors un troisieme réseau entier de £
tel que P C M C M* c P*. On va montrer que le conoyau de M s’obtient
par réduction sous-lagrangienne du conoyau de P. En particulier, leurs
classes de Witt seront égales (et, la situation étant symétrique, la classe
de Witt du conoyau de N sera encore égale & cette classe commune).

Déterminons donc 'orthogonal (dans P#/P muni de la forme de torsion
A induite par «) du sous-module M/P :

(M/P)* = {[p*]p € P*/P|Vm € M, A([p"]p,[m]p) = 0}
= {[p']p € P*/P|¥m € M,a(p*,m) € A}
= {p']p € P*/P|p* € M*}
= M*/P.

La forme induite par réduction sous-lagrangienne sur le quotient
(M*/P)/(M/P) ~ M*/M est alors bien celle définissant le conoyau de
M.

Pour le deuxiéme point, commengons par remarquer qu'une forme &-
hermitienne neutre et non dégénérée sur un corps est la somme orthogonale
de formes /3 de dimension 2 non dégénérées possédant un vecteur isotrope.
Quitte a dilater les vecteurs de base, il existe une base (v1,vs2) telle que
B(v1,v1) =0, B(v1,v2) =1 et B(ve,v2) = € K (avec T =ex). Sik € K*
est tel que K = k et kx € A (et un tel k existe nécessairement : si x = a/b
avec a,b € A, k = bb convient), on obtient

Bvr/k,v1/K) =0 Blvi/k,kve) =1  B(kvg, ko) = K.

Un calcul direct montre alors que le A-module engendré par vy /k et Kvy
est unimodulaire. O

Le lemme conclut bien la construction : la premiére propriété montre que
la classe de Witt [(T, A)] € WT,(A) est bien canoniquement associée a la
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forme (F, o) et la deuxiéme entraine que cette classe est nulle si (F, ) est
neutre. Puisque la construction respecte clairement les sommes directes,
on obtient bien un morphisme de groupes :

9: W.(K) — WT.(A)
(E,)] = [(T,N)]

Proposition. Le morphisme i, : W.(A) = W (K) induit par Uinclusion
i: A= K s’insére dans une suite exacte

0— W.(A) = W.(K) 2 WT.(A).

Démonstration. Soit (M, «) une forme hermitienne non dégénérée sur A.
Le morphisme i, associe a la classe de Witt de M celle de 'extension
(Mg, ak). Supposons cette derniere neutre : il existe donc un sous-espace
vectoriel L C Mg tel que Lt = L. Il s’agit de montrer que M était déja
neutre ; nous allons montrer que H = L N M en est un lagrangien.

Déja, puisque tout élément de L est un multiple d’'un élement de M,
l'orthogonal de H pour « est simplement constitué des éléments de M
orthogonaux (pour ax) & L. Autrement dit, H+ = MNLt = MNL = H.
Le sous-module H est donc bien un lagrangien de M.

Si (M, «) est une forme hermitienne non dégénérée sur A et que Mg
en est l'extension & K, le calcul de d[a] peut se faire a 1'aide du réseau
M C Mg. Mais par non-dégénérescence, son conoyau est nul. On a donc
bien d o i, = 0.

Soit maintenant (F, ) une forme hermitienne sur K telle que dja] =0 :
si M C F est un réseau entier, son conoyau est donc une forme de torsion
neutre. Pour montrer l'exactitude en W(K) de la suite exacte, il suffit
de construire un autre réseau entier N C E qui soit unimodulaire : E
sera alors obtenu par extension des scalaires a partir de (N, o), ce qui
impliquera [a] = i.[an] € imi,. Pour ce faire, appelons A la forme de
torsion sur le conoyau T = M¥?/M et I C T un lagrangien pour \. Soit
N C M?* limage réciproque de I par la surjection canonique M*¥ — T.
Le module N étant compris entre les deux réseaux M et M?!, il est lui-
méme un réseau de E. En outre, c¢’est un réseau entier : si ni, ng € N,
[(n1,n2)]s4) = A([na]7, [n2]r) = 0 car [n1] et [ny] appartiennent a I,
isotrope pour A. Il suffit maintenant de déterminer N*. Puisque N contient
M, N¥ est inclus dans M*. En notant 7 : M* — T la surjection canonique,
on a alors immédiatement N* = 7= x[N]*] =7 ] =7"[I]=N. O

Comme on ’a dit au début de ce chapitre, le cas qui nous intéresse le
plus directement est celui ou A est 'anneau Ap des polynémes de Laurent
sur un corps & involution F' (typiquement Q ou C). La suite exacte que 1'on
vient de construire est encore plus explicite dans ce cas, grace au résultat
suivant.
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Proposition. Soit F un corps de caractéristique différente de 2.
L’inclusion v : F — Ap induit alors un isomorphisme

tx : W(F) = W(Ap).

Démonstration. Déja, t : FF — Ap a un inverse a gauche donné par le
morphisme d’anneaux a involution

évi: Ap — F
p = p().

Ce morphisme induit donc un morphisme de groupes (évy), : W(Ap) —
W(F) tel que
(éVl)* O Ly = idW(F)-

Pour démontrer que ¢, est un isomorphisme, il suffit par exemple de
montrer que (évy). est injective.

Soit donc (M, p) une forme hermitienne non dégénérée sur Ap dont
la classe de Witt appartient & ker(évy),. Par hypothése, on peut trouver
x € M tel que p = p(z,x) vérifie p(1) = 0. On peut méme sans perte de
généralité supposer que x est primitif. La non-dégénérescence de la forme
u entraine alors U'existence d’un élément y € M tel que pu(z,y) = 1. On
a alors une décomposition M = P @& P+, ot P est le Ap-module libre
de rang 2 maximal contenant x et y (qui contient a priori strictement le
module engendré par x et y). Aprés tensorisation par F via le morphisme
évi, (P, p) devient alors une forme hermitienne sur /' dont une matrice

. 1
est donnée par (0

, , ce qui entraine qu’elle est elle-méme
1 ew(u(y,y))) 4 E

neutre.
On vient donc de démontrer que le noyau du morphisme (évy).
W(Ar) = W(F) est engendré par les classes des formes de rang 2.
Considérons donc une telle forme hermitienne non dégénérée sur un
Ap?, représentée par une matrice A € GL2(Ap). Quitte & effectuer un
changement de base par un élément de GLo(F') C GLy(AF), on peut méme

supposer que A(1) = <(1) (1)>

Ainsi, le déterminant de A est un polynéme de Laurent inversible dans
Ap (car la forme est non dégénérée), invariant par linvolution (car la
forme est hermitienne) et valant —1 en 1. La seule possibilité est donc
dét A = —1. Cela entraine que la forme hermitienne définie sur F(¢)? par
la matrice A est neutre (une forme hermitienne sur un espace vectoriel
en caractéristique # 2 admet une base orthogonale; la condition sur le
déterminant entraine alors que l'on peut trouver une base dans laquelle
ladite forme est représentée par une matrice de la forme diag(a, —a)). Elle
posseéde donc un lagrangien L C F(t)? de dimension 1. L’intersection de
L et de A% est alors un facteur direct de rang 1 de A% égal & son propre
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orthogonal, ce qui entraine que la forme réprésentée par A sur A2 était
bien neutre, et conclut la preuve. O

2.2 Groupe de Witt des formes de Blanch-
field

Les formes de torsion sur l'anneau Ag, aussi appelées formes de
Blanchfield, sont donc les formes hermitiennes

B:TxT — S(Ag) = Q(t)/Ag,

ot T est un Ag-module de torsion de type fini. Leur groupe de Witt
WT(Ag) est un des avatars du groupe de concordance algébrique (cf. [50]).
Le but de cette section est de décrire plus précisément WT(Ag). Elle
est trés abondamment inspirée de [49].
Pour en décrire la structure algébrique, introduisons quelques notations.
Dans I'anneau Ag, on notera p = ¢ si les élements p et ¢ sont associés;
autrement dit :

p=q & JucAj} :{Tt"’re@x,nEZ} tel que p = ug.

Un polynoéme de Laurent p € Ag sera dit symétrique si p = p et asymétrique
dans le cas contraire.

Si p est un polynéme symétrique non nul, anneau quotient Ag/(p)
hérite d’une involution induite par celle de Ag. Si le polynéome p est en
outre irréductible, on obtient ainsi un corps de nombres a involution k, =
Ag/(p). L’involution est non triviale, & l’exception des deux polyndmes
symétriques de degré un, & savoir ¢ & 1, pour lesquels k, = Q, muni de
I’involution triviale.

Proposition. Tout polynome de Laurent symétrique et irréductible est
associé at+1,t—1, ou d un (unique) polynome unitaire irréductible p de
degré pair 2d tel que p(t—") = t=2p(t).

Démonstration. Puisque Aé = {ut" |u € Q*,n € Z}, un polynéme p de
degré d est symétrique si et seulement s’il existe un rationnel u # 0 tel que
tdp(t~1) = up(t). En appliquant & nouveau cette propriété, il vient u? = 1
donc v = #£1. Or, si v = —1, on obtient immédiatement p(1) = —p(1),
d’ou il vient que p est divisible par ¢ — 1. Puisqu’il est irréductible, il lui
est méme associé. Tout polyndme symétrique irréductible est donc associé
at — 1 ou vérifie p(t) = tdeePp(t~1).

Supposons maintenant que 1’on soit dans ce deuxiéme cas. En appliquant
la relation a t = —1, on voit que si degp est impair, —1 est une racine de
p et, pour les mémes raisons que précédemment, p est associé a t + 1. La
proposition est donc démontrée. O
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On note désormais .* 'ensemble de ces polyndémes de degré pair et
S = U{t£1}.

La structure du groupe WT(Aqg) est alors décrite par le théoréme
suivant.

Théoréme.
— On a un isomorphisme WT(Ag) ~ @ W (k).
pES*
- En particulier, WT(Ag) est isomorphe a la somme directe Z>° &
(Z)2)>* @ (Z/4)>°.

La preuve du théoréme, qui occupera le reste de la section, précisera la
nature de ces isomorphismes.

2.2.1 Décomposition en composantes primaires

Soit (T, ) une forme de torsion sur 'anneau Ag. Ce dernier étant
principal, T" se décompose en la somme directe de des composantes p-

primaires
T=PT,.
p

Les propriétés de cette décomposition par rapport a la forme de torsion
A sont résumées par la proposition suivante.

Proposition.
— Sip #q, les sous-modules T}, et T, sont orthogonauz pour la forme A.
— Sip est asymétrique, la forme X restreinte a T, ® T est neutre.

Démonstration. Supposons p # ¢ et soit maintenant x € T}, et y € Tj,.
Soit n > 0 tel que p"x = ¢"y = 0. Les éléments p et g étant irréductibles
et non associés, on a Ag = (p,§) et méme Ag = (p",7"). On peut donc
trouver f,g € Ag tels que 1 = fp™ + gg". Il vient alors

Az, y) = M(fp" +97")2,y) = M fp"z,y) + Mgz, q"y) =0,

ce qui démontre la premiere partie de la proposition.

D’apres ce qui précede, si p n’est pas symétrique, le facteur direct T, &7T5
est orthogonal & tous les autres Ty, ¢ € {p, p}. En particulier, la restriction
de A a T, ® T3 reste non dégénérée. En outre, toujours d’apres la premiere
partie de la proposition, T, et T3 sont isotropes pour A. L’orthogonal
de T}, est donc un sous-Ag-module (et en particulier un sous-Q-espace
vectoriel) de T}, @ Ty contenant T),. S’il était strictement plus grand que
T,, il rencontrerait T3. Or, un élément non nul de T[f- N715 serait orthogonal
a la fois & T, et a Ty et contredirait la non-dégénérescence de la restriction
de A a T}, ® Tp. C’est donc impossible, ce qui entraine que T}, = T;- est un
lagrangien de (7}, ® T3, )‘\TP@TE)' |
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Pour p € ., on a un sous-monoide MWT(Ag,p) C MWT(Ag)
constitué des formes (7, \) pour lesquelles T' est p-primaire. Le quotient
WT(Ag,p) de ce monoide par le sous-monoide NWT(Ag,p) constitué
des formes neutres est un groupe, que 'on appellera groupe de Witt

des formes de torsion p-primaires. On a naturellement un morphisme
lp : WT(AQJ?) — WT(AQ).

Proposition. Les morphismes précedemment définis fournissent un
isomorphisme

v=EP v P WT(Ag.p) > WT(Ag).
peS pES

Démonstration. Ce qui précede montre déja que toute forme de torsion
sur Ag est équivalente au sens de Witt & une somme de formes portées
par des modules p-primaires. Autrement dit, ¢ est surjectif. Il reste a en
démontrer l'injectivité.

Le morphisme de groupes ¢ n’est rien d’autre que le morphisme induit
par le morphisme de monoides

Gapey‘ MWT(Ag,p) — MWT(Ag)
(Tp)pes — EBpey Ty

Pour démontrer que ¢ est injectif, il suffit donc de montrer que si
D1, .., D sont n éléments distincts de .7 et que (T, A;) est une forme de
torsion sur un module p;-primaire, la neutralité de T = @?:1 T,, entraine
celle de tous les T},. Soit donc L C T un lagrangien. Sous-module d’un
Ag-module de torsion et de type fini, L hérite de ces propriétés. Par
ailleurs, sa décomposition en composantes primaires s’écrit évidemment
L =@ Ly, on L,, = LNT,. Puisque les T,, sont deux & deux
orthogonaux, I'orthogonal de L, dans T},, est exactement l'intersection de
T,, et de L+ = L, c’est-a-dire L,, lui-méme. Pour tout i, L,, est donc un
lagrangien de T),,, et on a donc bien démontré que ¢ est un isomorphisme. [

2.2.2 Dévissage

Soit p € .. Considérons pour commencer une forme de torsion (7', \)
sur un module 7' de p-torsion. En particulier, on peut considérer T' comme
un k, = Ag/(p)-espace vectoriel. Pour tous z,y € T, on a pA(z,y) =
A(z,py) =0 : la forme X prend ses valeurs dans le sous-groupe

S(Ag)p = {0 € S(Ag) | pd = 0} = {[0]1 € S(Ag) |0 € Q(t),p0 € Ag}

qui s'identifie & k, via Iisomorphisme [f], € kp = Ag/(p) [ﬂ € S(Ag).
1
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Plus précisément, toute forme de torsion hermitienne p définie sur un
module T de p-torsion s’écrit

Vo,y € T, p(w,y) = [W;y)] ,
1

ou i : T'xT — ky est une forme sesquilinéaire. Puisque p est hermitienne,
on a

wly, ) = plz,y)  soit ﬁ(yw)zgmx,y):

1t est ainsi e-hermitienne, ol € € k, est la réduction dans k, de 1’élément
e € A@ tel que p = ep.

On peut donc considérer qu’une forme de torsion hermitienne sur un
Ag-module de type fini et de p-torsion est la méme chose qu'une forme
e-hermitienne sur un ky-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition. L’inclusion MW,.(k,) C MWT(Ag,p) fournie par
Uidentification précedente induit un isomorphisme W (k,) - WT(Ag,p).

Démonstration. Déja, il est évident que l'identification entre formes
de torsion hermitiennes sur un Ag-module de type fini et de p-torsion
et formes e-hermitiennes sur un k,-espace vectoriel de dimension finie
identifie les deux notions de formes neutres. En particulier, 'inclusion
MW (k,) — MWT(Ag,p) induit un morphisme de groupes injectif
W.(k;) = WT(Ag,p).

Il reste a en démontrer la surjectivité, c’est-a-dire que toute forme de
torsion sur un Ag-module de type fini p-primaire est équivalente au sens
de Witt & un Ag-module de type fini de p-torsion.

Soit donc (T, A) € MWT (Ag,p) et n > 1 tel que Pannulateur de T soit
I'idéal engendré par p™. On va démontrer que si n > 2, (T, \) est équivalent
au sens de Witt a une forme portée par un Ag-module de type fini annulé
par p"~ 1. Le résultat sera alors obtenu par récurrence.

Supposons donc n > 2 et soit L = p"~'T C T. Pour tous z,y € T, on
a Ap"lz, p"ly) = A(p*"22,y) = 0 (car n > 2 implique 2n — 2 > n) :
le sous-module L C T est isotrope. On peut donc effectuer une réduction
sous-lagrangienne sur L et T est équivalent au sens de Witt a (L+/L, A1),
tautologiquement annulé par p"—!. O

Comme on 'a vu a la section 2.1.3, le groupe de Witt des formes
hermitiennes W.(K) d’'un corps a involution est isomorphe a W(K),
a l'unique exception des formes antisymétriques, c’est-a-dire du cas ou
I'involution est triviale et ot € = —1.

Dans le cas des corps kp, on a vu que I'involution n’était triviale que
dans les deux cas p = t 1. Dans ces deux cas, le résultat précédent fournit
des isomorphismes

WT(Ag,t+1) ~W_(Q =0 WT(Ag,t—1) ~ W_(Q) = 0.
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On a donc en particulier construit un isomorphisme

T(Ag) = P WT(Ag,p) = D Wi(k,).
peS pES*

Pour obtenir des renseignements plus précis sur WT(Ag), il faut donc
étudier les groupes de Witt des corps de nombres (& involution) k.

2.2.3 Groupes de Witt des corps a involution k,

La classification des formes hermitiennes sur les corps de nombres &, est
due & Walther Landherr ([44]).

Les corps de nombres k, sont munis d’une involution héritée de celle
de Ag. A Texception des cas p =t + 1, cette involution est non triviale et
définit donc une extension quadratique k,/k, o sur le sous-corps fixe k, o =
{z €ky|Z="2}. On note Q(k,) V'ensemble des paires de plongements
conjugués p : k, — C tels que p(Z) = p(2).

Notons que cet ensemble peut-étre vide (c’est par exemple le cas si k,
est totalement réel ou & l'inverse si kp o est totalement imaginaire).

Chaque plongement p : (kp,”) — (C,%) permet d’étendre les scalaires
et ainsi de voir une forme hermitienne h définie sur k, comme une forme
hermitienne complexe au sens classique p,h. En particulier, il permet de
définir un indice I,(h) € N, défini comme la dimension maximale d’un sous-
espace sur lequel la restriction p.h est définie négative. Il est alors évident
que si p est le conjugué de p, I,(h) = I5(h). On a donc un invariant entier
I,(h) pour chaque p € Q(kp).

Enfin, si on note N : k, — kpo l'application « norme » z
Zz, la classe dans A(k,) = k,o/N(k;) du déterminant d'une matrice
représentant la forme hermitienne h dans une certaine base est un invariant
indépendant de la base choisie. Comme dans le cas quadratique, on
Vappelle discriminant de h et on le note abusivement dét h € A(k,).

On est alors en mesure d’énoncer la classification des formes
hermitiennes sur les corps de nombres.

Théoréme (Landherr [44], cf. également [68, § 10.1]).

— Le rang dimh € N, le discriminant déth € A(k,) et les différents
indices I,(h) pour p € Q(kp) forment des invariants complets de la
forme hermitienne q.

— Ces invariants peuvent prendre des wvaleurs arbitraires, pourvu que
celles-ci restent soumises auz relations évidentes

Vp € Qky), I,(h) < dimh  Vp € Q(k,),sign p(dét h) = (—1)%"),

Afin de reformuler ce théoréme en un résultat sur le groupe de Witt
W (k,), remarquons que si 'on note Q(k,) 'ensemble Z/2 x A(k,) muni
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de la loi de groupe abélien
(e;0) @ (¢/,0') = (e + ¢, (—1)* ac),
on obtient une extension a priori non scindée
0— A(ky) = Q(kp) = Z/2—0
et un morphisme surjectif de groupes (cf. [43, I1.2])

W(ky) — Q(kp)
[h] — ([dlm hb’ (_1)dimh(dimh—1)/2) )

Quitte a ajouter une forme hyperbolique de rang 2, un élément du
noyau de ce morphisme est alors représenté par une forme hermitienne
de dimension multiple de 4 et de déterminant 1.

Si h est une forme hermitienne de rang n sur k, et p € Q(kp), la
forme hermitienne a pour indice I, € N et donc pour signature o, =
(n—1,) — I, =n—2I,. Ces signatures fournissent alors des morphismes

op: W(ky) = Z (p € Qkyp)).

Pour une forme de déterminant 1, la condition sign p(dét h) = (—1)% ()
entraine que les indices I, soient pairs. Les éléments du noyau du
morphisme W(k,) — Q(k,) ont donc des signatures multiples de 4 et,
d’apres le théoreme de Landherr, tout s-uplet d’entiers multiples de 4 est
représenté par une forme hermitienne de déterminant 1 et de rang multiple
de 4 (ou s = |Q(kp)|)-

On peut donc reformuler le théoreme de Landherr sous la forme suivante.

Corollaire. Le groupe de Witt des formes hermitiennes sur k, est une
extension
0— (4Z2)° - W(k,) — Q(kp) — 0,

ot s = |Q(ky)|. En particulier, tout élément de torsion dans W (k,) est de
4-torsion et la partie sans torsion de W (k) est un groupe libre de rang s.

2.3 Signatures

Les objets de nature hermitienne que nous allons utiliser dans cette
these (classes de Witt dans WT(Ag) ou W(Q(¢))) seront des invariants
associés & des objets topologiques (par exemple, & un entrelacs orienté
L C S?). Ces invariants « contiennent » un certain nombre d’invariants
numériques classiques, qui sont souvent définis comme des signatures de
formes quadratiques ou hermitiennes auxiliaires.
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En général, ces signatures correspondent & 'information retenue par les
invariants quand on considére les versions réelles ou complexes d’invariants
rationnels (c¢’est-a-dire quand on ne garde des invariants que leur image par
un morphisme du type W(Q(t)) — W(C(t)) ou WT(Ag) - WT(Ag)).

Dans cette section, nous allons donc décrire les groupes de Witt
hermitiens W(C(t)) et WT(Ac), ainsi que le morphisme 0 : W(C(t)) —
WT(Ac). Encore une fois, tout ce qui suit est directement inspiré de [49].

2.3.1 WT(Ac) : signatures de Milnor

Les méthodes de la section 2.2 s’appliquent directement au cas complexe.
A multiplication par un inversible pres, les polynomes irréductibles
symétriques de Ac forment ’ensemble

fc:{pw}weSl}, ou pu(t)=t—w.

On obtient alors comme a la section 2.2.1 une décomposition en
composantes p,-primaires

T(Ac) = @ WT(Ac, po)-

weSt

Enfin, comme a la section 2.2.2, le fait que
Py =t—w=—twlt ' —w)=—twp,,

implique un isomorphisme entre la composante WT (Ac,p.) et le groupe
de Witt W__2(C) des formes (—w?)-hermitiennes complexes. (Puisque p,,
est de degré 1, le corps kp,, = Ac/(p.,) est isomorphe a C et —tw s’y réduit

2
en —w?).

Or, le groupe W_,2(C) est isomorphe a W(C) (il suffit par exemple
de multiplier une forme (—w?)-hermitienne par iw = —iw pour obtenir

une forme hermitienne). Ainsi, on obtient un morphisme « signature en
we Sty

oM WT(Ac) — WT(Ac, po) — W2 (C) —= W(C) 2£% 7.

En outre, la collection de ces signatures forme un invariant complet des
classes de WT(A¢), au sens ol I'on a un isomorphisme

oM = @ oM WT(Ac) — Z(Sl),
west

olt 'on a noté Z(S") le groupe abélien libre sur S! (I'exposant M renvoie
au fait que I'on obtient ainsi les signatures de Milnor d’un entrelacs, cf.
3.2.5).
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2.3.2 W(C(t)) et fonctions équilibrées : signatures de
Levine-Tristram

On appelle fonction équilibrée une fonction f : S' — Z possédant un
nombre fini de discontinuités et telle que

- +
la notation f(£%) indiquant les limites de f a gauche et & droite en £,
respectivement (pour l'orientation standard de $* C C). On notera Eq(S?)
I’ensemble des fonctions équilibrées. On remarquera que la condition
entraine que les valeurs de f en dehors de ses singularités ont toutes la
méme parité.
En particulier, pour tout ¢ € S, le nombre

fE€) = £(€7)

saute (f) = 5

est toujours entier, et il est nul sauf aux points de discontinuité de f. On
a donc une fonction

saut : Bq(S!) — VASH)
fom (saute(f))eeqn

On vérifie directement que saut est un morphisme de groupes s’insérant
dans une suite exacte

0— Z — Bq(S') 2 75,

Le premier morphisme est l'inclusion des fonctions constantes. Le
morphisme saut n’est pas surjectif : son image est constituée des familles
de somme nulle.

La propriété-clef des fonctions équilibrées est que deux fonctions f,g €
Eq(S1) coincidant sur le complémentaire d'un ensemble fini sont en fait
égales.

On va voir que cette propriété nous permet d’associer a tout classe de
Witt [p] € W(C(t)) une signature oI ([¢]) € Eq(S1).

Soit [p] € W(C(t)) une classe de Witt représentée par une forme
hermitienne ¢ : V x V. — C(t), ou V est un C(¢)-espace vectoriel
de dimension finie. Soit A € Mgimv(C(¢)) une matrice hermitienne
représentant ¢. Si @ € S!, la matrice A(a) obtenue en remplacant ¢
par « est bien définie sauf pour un nombre fini de valeurs (les poles des
coefficients de A) et elle est dans ce cas une matrice hermitienne complexe
de taille dim V. Par ailleurs, cette fonction est localement constante sauf



Quasimorphismes sur les groupes de tresses et forme de Blanchfield 315

en les points a € S tels que dét A(a) = 0, qui sont également un nombre
fini (ce sont des zéros de dét A € C(¢)*).

Si on exclut 'union F' de ces deux ensembles finis de points, on obtient
ainsi une fonction localement constante S'\ F — Z. En outre, les valeurs
prises par cette fonction sont toutes de la méme parité (puisque la signature
d’une forme hermitienne non dégénérée est toujours de la méme parité
que la dimension de lespace vectoriel sous-jacent). En particulier, si
EEF, (f(& )+ f(€T))/2 est un nombre entier. Cette fonction se prolonge
donc en une unique fonction équilibrée, que ’on notera provisoirement
oT(A) € Eq(S"). (Iexposant évoque la signature de Levine-Tristram, cf.
3.2.5).

La fonction o™T(A) € Eq(S') ne dépend en fait pas du choix de la
matrice A représentant ¢. En effet, si A, B € Mgim v (C(t)) sont deux choix
différents de représentants, on peut trouver une matrice P € GLgim v (C())
telle que

B ="'PAP.

Hors des poles des coefficients des différentes matrices en jeu, on a donc

une égalité

B(a) = "P(a) A(a) P(a)

entre matrices complexes. En outre, dés que « n’annule pas la fraction
rationnelle dét P € C(t)*, la matrice P(«) est une matrice inversible. Cela
implique que les matrices hermitiennes A(«) et B(«) sont congruentes pour
tout o € S! hors d’un ensemble fini. Les fonctions équilibrées oT(A) et
o"T(B) coincident donc sur le complémentaire d'un ensemble fini, ce qui
entraine 0T (A) = ¢'T(B). La fonction o~T(A) € Eq(S!) ne dépend donc
que de la forme hermitienne .

Cela entraine directement que oT(A4) ne dépend méme que de la classe
de Witt de ¢ : par définition, la fonction signature d’une somme directe
est égale a la somme des deux fonctions signature. Or, toute forme neutre
sur C(t) est une somme de formes représentées par la matrice hermitienne

0 1
1 0
dont I’évaluation en tout o € C reste évidemment neutre.
Cela montre que cette construction définit un morphisme de groupes

T W(C(t)) —» Eq(Sh)
R ()}

On peut alors montrer que ce morphisme est un isomorphisme.

Théoréme. Le morphisme o= : W(C(t)) — Eq(S?) est un isomorphisme
de groupes.
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Plus précisément, on a le diagramme commutatif suivant, dont les lignes
sont exactes et les colonnes sont des isomorphismes.

0—> W(A¢) —> W(C(t)) —2> WT(A¢)

SR

0 Z Eq(s1) —2 5 7(5")

Démonstration. La derniére proposition de la section 2.1 affirme
que linclusion C — Ac¢ induit un isomorphisme W(C) — W(Ac).
Concrétement, cela signifie que toute forme hermitienne sur Ac¢ est
représentée, a équivalence de Witt pres, par une matrice hermitienne a
coefficients complexes.

Par construction, une telle forme est envoyée par le morphisme o™T :
W(C(t)) = Eq(S?) sur une fonction constante, égale a la signature usuelle
de la matrice hermitienne complexe. On obtient bien ainsi un isomorphisme
W(Ac) — Z faisant commuter le carré de gauche du diagramme.

Pour achever de montrer que le diagramme est commutatif, il reste a
montrer que pour toute forme hermitienne ¢ sur un C(t)-espace vectoriel,
on a I’égalité

oM (0le]) = saut (o T [g]).

Or, toute forme hermitienne sur un corps a involution se diagonalisant,
le groupe de Witt de C(t) est engendré par les formes hermitiennes de
dimension 1. Pour f € C(t) tel que f = f, convenons de noter {f) la forme
hermitienne (z,y) € C(t) — fTy. Pour tout g € C(t), cette forme est
isomorphe a (fgg). Il s’ensuit que le groupe de Witt est engendré par les
formes (f), ou f décrit les éléments inversibles de Ac.

Soit w € S*. Il s’agit donc de montrer que

saut,, (o [(f)]) = o5 (O[()])-

Quitte & multiplier f par une puissance de p,p, = —(wt) " 'p?, on peut
méme supposer que f est premier avec p,, ou de la forme p,g, avec g € A¢
premier avec p,, et tel que g = —wtg. Dans ce dernier cas, en particulier,
9(w) =g(w) = —w?g(w).

— Si f est premier avec p,,, le conoyau Ac/(f) n’a pas de composante

p.,-primaire, et 'on a donc oM (9[(f)]) = 0.

En outre, f ne possédant ni zéro ni poéle au voisinage de w, on voit
que la signature de (f(£)) est bien définie et constante au voisinage
de w. On a donc saut,, (e“T[(f)]) = 0, et I'égalité est démontrée dans
ce cas.
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— Si f est de la forme p,,g, avec g et p, premiers entre eux, le conoyau
de (f) est isomorphe & la forme de torsion hermitienne

Ac/(pwg) x Ac/(pwg) — S(Ac)
(s Po) = [525] -

La composante p,-primaire de ce module de torsion est le module
cyclique engendré par [g],, . Ce module porte donc par restriction
une forme isomorphe a

Ac/(pw) x Ac/(po) = S(Ac)
(loho. 18 = [522] = [52] .

On obtient ainsi par dévissage la forme (—w?)-hermitienne complexe
(3())-
En résumé, oM (9[(p.,g)]) est le signe du réel —iwog(w) = iwg(w).
Par ailleurs, au voisinage de w € S*, 0¢[(p,,g)] est simplement le signe
duréel p,,(€)g(€), qui change de signe en w. Le saut saut,, (oI [(p.,g)])
est donc simplement le signe de la dérivée de £ € ST+ p,(£)g(€) en
w, qui vaut iwg(w).

On a donc bien

saut,, (0T [(f)]) = 05 ([(f)])
— {0 si f est premier avec p,

signe (iwg(w)) si f = p,g, g premier avec p,,

et le diagramme commute.

A ce stade, Iinjectivité du morphisme o7 : W(C(t)) — Eq(S") résulte
directement de l'injectivité des deux autres fleches verticales, par chasse
au diagramme.

La surjectivité du morphisme o~* est élémentaire : étant donné deux
points quelconques sur S', il est facile de construire un polynéme
trigonométrique réel f (vu comme un élément de Ac tel que f = f)
s’annulant précisément en ces deux points, et simplement. Grace aux
formes hermitiennes (+f) ainsi construites, on obtient ainsi dans im(c'T)
toutes les fonctions équilibrées valant 1 sur un sous-arc ouvert de S! et
—1 sur l'intérieur de son complémentaire. Ces fonctions et les fonctions
constantes +1 = o“T[(£1)] engendrant Eq(S), on a bien démontré que
oI W(C(t)) — Eq(S?) est un isomorphisme. O

LT



Chapitre 3

Dualité de Poincaré dans
les revétements infinis
cycliques

On a rappelé dans l'introduction (section 1.3.2) comment la dualité de
Poincaré sur une variété donnait naissance a des structures bilinéaires en
dimension moitié.

Le but de ce chapitre est de rappeler l'interprétation géométrique de ces
constructions et d’introduire leurs généralisations aux J-variétés, c’est-a-
dire aux variétés munies d’un revétement infini cyclique privilégié.

3.1 Forme d’intersection et forme d’enlace-
ment

Dans le cas classique, la dualité de Poincaré fournit pour une variété W
compacte, a bord, orientée et de dimension n des isomorphismes

Hy(W,0W) ~ H" Y (W) et Hy(W) ~ H"*(W,0W).

Le théoréme des coefficients universels permet alors de transformer ces
isomorphismes en accouplements bilinéaires, apres avoir séparé les groupes
d’homologie en une partie de torsion et un quotient libre.

Définitions.
— Soit E un A-module quelconque. On note T'E' la partie de torsion de
E, c’est-a-dire le sous-module

TE ={ze€ F|Jac A\ {0} :ax =0}.

318
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— Par ailleurs, on note LFE le quotient E/TFE, c’est-a-dire le plus grand
quotient sans torsion de E. Comme A est principal, si E est un module
de type fini, LE est alors un module libre de rang fini, et la suite exacte
0—-TFE — E — LE — 0 est scindée.

Théoréme (des coefficients universels). Pour tout compleze C de
groupes abéliens, on a une suite exacte

0 — Extz(H;_1(C),Z) — H'(C) — Homgz(H;(C),Z) — 0.

En particulier, si les groupes d’homologie sont de type fini, cette suite
induit deux isomorphismes

LH'(C) ~ (LH;(C))* et TH'(C)~ (TH;—1(C))".
Pour une variété sans bord, on obtient ainsi une forme e-symétrique en
dimension paire et une forme de torsion en dimension impaire.

Définition. Soit W une variété fermée et orientée de dimension n = 2k.
La composition

LH, (W) — LH*(W) — LH,(W)*

des isomorphismes donnés par la dualité de Poincaré et le théoréme des
coefficients universels définit une forme (—1)*-symétrique non dégénérée
(LHE (W), Iw) appelée forme d’intersection de la variété W.

Définition. Soit M une variété fermée et orientée de dimension impaire
n = 2k — 1. La composition

THy (M) — TH(M) — THy_(M)Y

des isomorphismes donnés par la dualité de Poincaré et le théoréeme des
coefficients universels définit une forme (—1)*-symétrique non dégénérée
(THy—1(M), L) appelée forme d’enlacement de la variété M.

Si la variété W de dimension n = 2k a un bord, la composition
LH,(W) 2= LHy(W,0W) = LH*(W) =5 (LHy(W))*
continue & définir une forme (—1)¥-symétrique sur LH; (W), mais cette

forme peut étre dégénérée : son noyau est ker(Lj.) D im(Li,
LH(0W) — LHW). On peut cependant régulariser la forme
d’intersection définie sur le Q-espace vectoriel Hy(W;Q).

Définition. Soit W une variété compacte et orientée de dimension n = 2k.
La composition

H,(W;Q) 25 Hy(W,0W;Q) = HY(W;Q) = Hy(W;Q)*
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définit une forme (—1)* symétrique I % sur le Q-espace vectoriel H, (W;Q),
de noyau

ker(j,) = im(iy : Hp(OW;Q) — Hx(W;Q)).

Cette derniére induit donc une forme (—1)F-symétrique non dégénérée
sur Despace vectoriel quotient Hy(W;Q)/ker(j.) ou, de maniére

équivalente, sur im(j.), notée Iy, et appelée forme d’intersection
rationnelle (régularisée) de la variété W.

En petite dimension, ces formes bilinéaires ont les interprétations

géométriques suivantes :

— Si W est une variété fermée de dimension 4, toute classe d’homologie
dans HoM est représentée par une surface plongée. Quitte a
effectuer une petite modification, deux classes d’homologie sont alors
représentées par deux surfaces plongées 51,52 C W transverses.
L’intersection algébrique S; - S5 ne dépend alors que des classes
[S1], [S2] € HoW (et méme que de leurs images ! dans LHyW) et vaut
I ([S1], [S2]) (cf. [40]). La méme chose vaut dans un cadre relatif.

— Si M est une variété fermée de dimension 3 et que Cy,Co C M sont
deux courbes disjointes dont les classes d’homologie [C1], [Ce] € H1 M
sont de torsion, on peut trouver n € N et une 2-chaine S de bord nC,.
Si S et Co sont transverses, le nombre d’enlacement Ay ([C1], [Ca]) est
[££2] € Q/Z (cf. [70, §77]).

n

3.2 Dualité de Poincaré-Reidemeister

Dans toute la suite, on appellera J-variété tout couple (X, ), ou X est
une variété compacte orientée et ¢ : 1 X — J est un morphisme de groupes
(si X n’est pas connexe, on définit le groupe fondamental m X comme la
somme directe des groupes fondamentaux des composantes connexes de
X). Alternativement, on peut voir une J-variété comme la donnée d’une
variété munie d'une application (définie & homotopie prés) X — BJ = S*.

Le morphisme ¢ et l'action réguliere de J sur lui-méme se composent
pour fournir une action de 71(X) sur un ensemble discret infini. Via
la correspondance entre ensembles munis d’une action de m(X) et
revétements de X, cela donne un revétement infini cyclique p : )?cp —
X de groupe d’automorphismes J. Si ¢ est surjectif et X connexe, il
s’agit simplement du revétement galoisien associé au sous-groupe distingué
ker o <« X ; & l'opposé, si ¢ est le morphisme trivial, X, — X est le
revétement infini cyclique trivial.

1. D’apres la dualité de Poincaré et le théoréme des coefficients universels, THo W =~
TH?W ~ Homgz(TH1W,Q/Z); en particulier, HoW est sans torsion quand W est
simplement connexe.
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On peut également voir le revétement infini cyclique )@, — X comme
le rappel par I'application (définie & homotopie prés) X — BJ = St du
revétement universel R — S*.

Si (X, ) est une variété a bord, son bord hérite naturellement d’une
structure de J-variété grace au morphisme composé

m(0X) & mX 5 ]
Cela permet de parler naturellement de cobordisme entre J-variétés.

Remarque. Munies de la notion naturelle de morphismes (un morphisme
f (X,¢) — (Y,v) entre J-variétés est simplement une application
continue f : X — Y entre les variétés sous-jacentes telle que 1o f, = @ et
f(0X) C 9Y), les J-variétés forment une catégorie qu’il n’est pas difficile
de munir d’une structure de catégorie d cobordisme au sens de [73]. Ses
monoides de cobordisme sont alors les groupes de bordisme orienté

Q. (B]) = Q.(S") = 1. (S* AMSO) = m,_1(MSO) = Q. ;.

3.2.1 (Co)homologie des revétements infinis cycliques

Soit (X, o) une J-variété. On va voir comment lui associer des modules
d’homologie et de cohomologie sur les anneaux A et Ag.

Commengons par munir X d’une triangulation finie A. Cette
triangulation se reléve, via p, en une triangulation Ade X », invariante sous
l'action du groupe J d’automorphismes du revétement. Le complexe des

chaines simpliciales C2 (X'@; Z) est alors muni d’une structure de module
sur A. Ce complexe pouvant étre vu comme un complexe de chaines
simpliciales a valeurs dans un systeme local de coefficients sur X, on le note
C.(X,p;A) et on note son homologie H,(X,p;A). On définit du méme
coup le complexe de Ag-modules C.. (X, p; Ag) = C(X, ; A) @4 Ag et son
homologie H, (X, p; Ag). Par définition, C, (X, ¢;A) (resp. Ci(X, ; Ag))
est un complexe de A-modules (resp. Ag-modules) libres de type fini.

Si X a un bord non vide, cette construction admet une version relative :
le complexe des chaines simpliciales de 0.X, est naturellement un sous-
complexe de C.(X,¢;A) et 'on peut donc définir un complexe relatif
C.(X,0X, p; A) et son homologie H.(X,0X, ¢; A) (évidemment, la méme
chose est vraie sur Ag).

La triangulation A définit une cellulation duale A’. De méme que la
triangulation A, la cellulation A’ définit un complexe de A-modules libres

de type fini C(X,p;A) = C’;Av’ ()?W;Z) calculant ’homologie H, (X, ¢;A)
et un sous-complexe C,(0X, ; A) = C& (G)N(W; Z) associé au bord 0X. On

note naturellement C.(X,0X, ¢;A) = C*A/ ()@,, 8)@,; Z) leur quotient, qui
calcule ’homologie relative H,(X,0X, p; A).
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Les complexes de chalnes C.(X,¢;A) et CL(X,0X,p;A) sont alors
duaux. En effet, si on note (-,-) laccouplement d’intersection usuel
(& valeurs dans Z) entre une chaine de Cy(X,p;A) et une chaine de
Ch—y(X,0X,¢; ), les applications bilinéaires

- C’q(X,go;A)xC’;L_q(X, 0X,p;A) = A
a-fB= Z(t”a,ﬂ)t"

neEZ

vérifient les propriétés suivantes, pour tous a € Cyo(X,p;A), B €
Crlqu(X7aX7 ®3 A) et (L,b eAN:

(i) (aa)- (bB) =aba - B);
(ii) (9a) - B = (=1)%a- (0P).
Dans la suite, on appellera produit de Reidemeister le produit - ainsi

défini. On peut alors énoncer la dualité de Poincaré-Reidemeister en
suivant [56, Lemmas 1 & 2] et [47, Theorem (2.1)] :

Théoréme (Dualité de Poincaré-Reidemeister). Les accouplements
sesquilinéaires ci-dessus définissent un isomorphisme
¢ Cg(X,0X,03A) = C7_ (X, A)" = Homy (C7,_, (X5 A), A).

Notons que la formule (da) - 8 = (—1)%« - (08) montre en outre que ¢
est un morphisme de chaines. Ainsi, ¢ permet d’identifier le complexe de
cochaines C*(X,0X,¢;A) et C),_ (X, ;A). Puisque C, (X, p; A) calcule
I’homologie H,.(X,¢;A), on obtient ainsi une version de la dualité de
Poincaré, sous la forme d’isomorphismes de A-modules

H(I(X7 aXaQDaA) =~ Hn—q(X’QD;A)a

ou par définition, H*(X,@;A) (resp. H*(X,0X,p;A)) désigne la
cohomologie du complexe de cochaines dual C*(X, p; A) = (C (X, ¢; A))*.

Remarquons que H, (X, ¢; A) et H*(X, p; A) s’identifient canoniquement
a I’homologie usuelle et a la cohomologie & support compact du revétement
X, toutes deux munies de la structure de A-module héritée de I'action du
groupe d’automorphismes du revétement.

On obtient de la méme fagon un isomorphisme analogue Hy(X, 90X, ¢; A)
H" %X, p;A) et méme un diagramme commutatif

s Hy (0K A) —— s Hy(X, 01 A) — s H,(X,0X,; A) 2 Hy1(0X,0;8) — -

| P

& BP0 (OX, 01 A) —Ls HP1(X,0X, 0 A) s HYU(X, 1 A) ~ HP 10X, g1 A) —

~
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ou les lignes sont les suites exactes longues de la paire (X,0X) en
homologie et en cohomologie et les fleches verticales sont les isomorphismes
que 'on vient de définir.

Evidemment, ces isomorphismes restent vrais sur 'anneau de coefficients
Ag.

Le théoreme des coefficients universels utilisés dans la section
précédente reste valable sur l’anneau principal Ag. On obtient donc
des isomorphismes reliant la cohomologie du complexe de cochaines
Hom(C\ (X, ¢; Ag), Ag) aux Ag-modules d’homologie H.(X,¢;Q). En
prenant en compte I’involution dans la définition du complexe de cochaines
C*(X,p;Ag) = (Cu(X, ;5 Aq))* = Homyp, (Ck(X, 5 Ag), Ag), on obtient
des isomorphismes

LHY(X,p; Ag) ~ Homp, (LH, (X, 0; Ag), Ag) = LHy(X, ; Ag)”
THY(X,¢; Ag) ~ Homy, (THy—1(X, ¢; Ag), S(Ag)) = THy—1(X, 0; Ag)”

qui vont nous permettre de transformer ces isomorphismes donnés par la
dualité de Poincaré-Reidemeister en applications sesquilinéaires.

3.2.2 Forme d’intersection d’une J-variété de dimen-
sion paire

Soit (W, ¢) une J-variété fermée de dimension n = 2k. La composition
LH(W, ¢; Ag) = LH*(W, i Ag) — LH(W, ¢3 Ag)”

des isomorphismes donnés par (la partie libre de) la dualité de
Poincaré-Reidemeister et le théoreme des coefficients universels définit
une forme (—1)*-hermitienne sur I’homologie de dimension moitié
Hyi, (W, ¢; Ag). On appelle forme d’intersection la forme (—1)*-hermitienne
(Hi(W,p; Ag), Iw) ainsi obtenue.

Que ce soit par extension des scalaires ou en effectuant des le
départ la construction sur Q(f) = FracAg, on obtient également
une forme d’intersection (—1)*-hermitienne sur le Q(t)-espace vectoriel
(H(W.:Q(1). Iy").

Si la J-variété a un bord, la composition

Hi (W, 0;Q(1)) 255 Hi(W,0W, 0;Q(t)) — H* (W, 0;Q(t)) — Hi(W, ¢; Q(1))

fournit une forme (—1)*-hermitienne 18;(” sur le Q(¢)-espace vectoriel
Hi (W, ;Q(t)), de noyau

ker(j« : He(W, ¢; Q(t)) — Hi (W, 0W, ¢;Q(t)))
= im(i. : Hi(OW, ¢; Q(t)) — H (W, ¢; Q(t))).
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On obtient ainsi une forme (—1)¥-hermitienne régularisée sur le Q(t)-
espace vectoriel quotient Hy (W, ¢; Q(t))/ ker(j.) ou sur im(j,), que 'on
note T%t).

En dimension 4, l'interprétation géométrique donnée a la section 3.1
continue a étre valable, pourvu que l'intersection algébrique des chaines
soit comprise au sens du produit de Reidemeister - & valeurs dans Ag (ou
Q(t)) défini & la section 3.2 (le fait qu’une classe de cohomologie de degré
2 soit représentée par une surface plongée reste vrai dans une variété non
compacte, ici W,,).

On note alors aw € W(Q(t)) la classe de Witt de cette forme
d’intersection.

3.2.3 Forme d’enlacement d’une J-variété de dimen-
sion impaire.

Soit (M, ) une variété fermée de dimension n = 2k + 1. La composition
THy,(M,¢; Ag) — TH"' (M, ¢; Ag) — THiu(M, 93 Ag)”

des isomorphismes donnés par (la partie de torsion de) la dualité de
Poincaré-Reidemeister et le théoréeme des coefficients universels fournit
une forme de torsion (—1)¥*l-hermitienne sur le Ag-module de torsion
TH,(M,p;Ag). On appelle forme d’enlacement de (M, ) la forme de
torsion (T'Hy(M, ¢; Ag), Enl) ainsi obtenue.

De méme que la forme d’enlacement d’une variété de dimension 3 (cf.
section 3.1), la forme d’enlacement d’une J-variété M de dimension 3 a
une interprétation géométrique : si Cq,Cy C Hl(J\,IP; Q) sont deux courbes
disjointes dont les classes d’homologie sont de Ag-torsion, on peut prendre
une 2-chaine S C ML telle que 9S = fCy (pour un élément non nul
f € Ag) et calculer Uintersection S - Cy € Ag a 'aide du produit - défini &
la section 3.2. La valeur de la forme d’enlacement est alors donnée par la
formule

S - Cy
f

On note alors By € WT(Ag) la classe de Witt de cette forme
d’enlacement.
Si la J-variété (M, @) n’est plus supposée fermée, la composition

Enl(M7<p)([Cl], [C]) = |: :|1 € S(AQ) = Q(t)/AQ

THy(M,;Q) ~25 THy (M, M, g; Ag) = TH (M, ¢; Ag)
= THy(M, ; Ag)",

ou les deux isomorphismes sont donnés par (la partie de torsion de) la
dualité de Poincaré-Reidemeister et le théoréme des coefficients universels,
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fournit une forme (—1)*-hermitienne & valeurs dans S(Ag) sur le Ag-
module de torsion THy(M,¢;Ag), de noyau ker(7j.). On continue &
appeler cette forme (T'Hy (M, ¢; Ag), Enl(as,)) forme d’enlacement de la J-
variété (M, ¢). Dans le cas de la dimension 3, I'interprétation géométrique
reste valable.

Le morphisme T'j, n’est rien d’autre que la restriction & THy (M, ¢; Q)
du morphisme

J t Hi(M, p; Ag) — Hi(M,0M, ¢; Ag).

La suite exacte longue associée a la paire (Mw 8M(P) nous assure que le
noyau de ce morphisme n’est autre que l'image de i, : H1(OM, ¢; Ag) —
Hy (M, p; Ag). Le noyau de la forme d’enlacement de (M, ¢) est donc

ker(T'j.) = im(i. : H1(OM, ¢; Ag) — H1(M, ¢; Ag)) NTH (M, ¢; Ag).

Dans la suite, il sera commode de traiter le cas d’une forme d’enlacement
dont le noyau est inclus dans la composante (¢ — 1)-primaire du module de
torsion. Cela motive les définitions suivantes.

Définition. Soit 7" un Ag-module de torsion et de type fini et
T=EPT,
P
sa décomposition en composantes p-primaires. On définit alors
Th= P 7.

p#t—1

D’apres la discussion de la section 2.2.1, la décomposition

est orthogonale pour la forme d’enlacement Enl. On note Enlj la restriction
de cette forme & T Hy, (M, ¢; Ag)o- Si cette forme est non dégénérée, on note
By € WT(Ag) sa classe de Witt. Cette notation n’est pas contradictoire
avec la précédence en vertu de la proposition suivante.

Proposition. Sila forme d’enlacement Enl défine sur THy (M, ¢; Ag) est
non dégénérée, les formes Enl et Enly définissent la méme classe de Witt.

Démonstration. Cela découle directement de la discussion de la section
2.2.1 et de la nullité (démontrée a la section 2.2.2) du groupe de Witt
WT(Ag,t —1) ~ W_(Q). O
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3.2.4 Signature de Blanchfield d’un entrelacs

Soit L C 83 un entrelacs orienté a |L| composantes (on suppose
également la sphére S orientée). Par dualité d’Alexander, I'extérieur
E(L) = 53\ % (L) de 'entrelacs a pour groupes d’homologie

HyE(L)=2Z  H,E(L)=27*"  H,E(L)=0 pour ¢ >2,

les méridiens my, ..., m | des nceuds fournissant d’ailleurs une base de
H,E(L). Cette base permet d’obtenir un morphisme

HlE(L) = Z[ml] D @Z[m‘u] — Z
(nl,...,nw) — TL1++TL‘L|

et, par composition, un morphisme d’enlacement total
p:mE(L) —J.

Dans la suite, on considérera toujours E(L) muni de la structure de J-
variété définie par ce morphisme et on omettra donc le ¢ dans la notation
des groupes d’homologie a coefficients dans A et Ag.

En particulier, cette structure donne naissance a une forme d’enlacement
Enl sur le module de torsion TH; (E(L); Ag). Le bord de E(L) n’étant pas
vide, cette forme peut étre dégénérée. Cependant, nous allons voir que la
forme Enly définie a la section précédente l’est.

Proposition. Le noyau de la forme hermitienne (T Hy(E(L); Ag), Enl)
est inclus dans la composante (t — 1)-primaire TH1(E(L);Ag)i—1. En
particulier, la forme (TH1(E(L); Ag)o, Enly) est non dégénérée.

On appelle alors signature de Blanchfield de [l'entrelacs L la classe
de Witt B, € WT(Ag) de la forme de torsion hermitienne
(THl(E(L),AQ)o,EIﬂo)

Démonstration. D’apres la discussion de la section 3.2.3, le noyau de la
forme Enl est

ker(Tj, : THy(E(L); Ag) — THy(E(L),0E(L); Ag))
= TH, (B(L); Ag) Nker (j. : Hy(E(L); Ag) — Hy(E(L), 0E(L); Ag))
= TH(E(L); Ag) Nim (i : Hi(OE(L); Ag) = H1(E(L); Ag)) -

Il convient donc d’analyser plus précisément I’homologie H1(OE(L); Ag).
Le bord OE(L) de V'extérieur de L est constitué de |L| tores, chacun

étant muni de la structure de J-variété induite de celle de E(L). Chacun

de ces tores (T])U1 a pour groupe fondamental le groupe abélien libre

mT; = (m;,£;), oi m; est le méridien du nceud k; C L et ¢; le paralléle
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de Seifert, c’est-a-dire la classe d’homotopie (bien définie & inversion pres)
définie par une surface de Seifert du nceud k; C 93 (surface qui peut a
priori intersecter les autres composantes kj; mais qui n’intersecte pas k; ;
en particulier, I’enlacement de m; et ¢; est nul). La structure de J-variété
sur T; C OE(L) est alors obtenue par le morphisme envoyant m; sur ¢ et
¢ sur 1.

Le revétement infini cyclique fj est alors isomorphe au revétement
galoisien R x S' — S! x S : en particulier, le parallele ¢; se reléve en
une courbe fermée essentielle Zj C ’f] et ’homologie est donnée par

Ho(Tjihg) =Q  Hi(TyAg) = Q4] Hy(Ty:Aq) =0 pour ¢ > 2

(Q est simplement le Ag-module trivial Q.)

On obtient donc Hy(OE(L); Ag) = @IL‘. En particulier, ce Ag-module
est restreint & sa composante (¢ — 1)-primaire. On en déduit donc

im (i, : Hi(OE(L); Ag) — Hy(E(L); Ag)) € THy(E(L); Ag)e—1

ce qui implique que le noyau de Enl est inclus dans TH; (E(L); Ag)i—1 et
donc que le noyau de sa restriction Enlj est trivial.

On vient donc de montrer que la forme de torsion (T'Hy (E(L); Ag)o, Enlp)
est non singuliere. D’apres la proposition de la section 2.1.2, elle est donc
non dégénérée. O

Remarques.

— Dans le cas ou les différentes composantes k; de L bordent des surfaces
de Seifert S; disjointes, on dit que L est un entrelacs-bord. (Cette
condition est strictement plus forte que la nullité des enlacements
Enl(k;, kj/) des composantes de L, cf. [67, section 5.E].) Dans ce cas,
le morphisme m F(L) — J définissant la structure de J-variété sur
E(L) donne par composition un morphisme trivial

ﬂ'lsj & WlE(L) — J.

Il s’ensuit alors que la restriction du revétement infini cyclique E (L) —
E(L) aux surfaces de Seifert S; est triviale : celles-ci se relevent ainsi

en des surfaces §j - E(L) qui bordent les relevés lz des paralléles de
Seifert. Le morphisme

L)
i | DC[G] = mOBL):A) | » Hi(E(L): Ag)

Jj=1
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est alors trivial. La forme hermitienne (T'H1(E(L);Ag),Enl) est
alors non dégénérée sans qu’il soit besoin de se restreindre a
THy(E(L); Ag)o- Dans ce cas, comme remarqué & la fin de la section
3.2.3, on peut choisir a notre guise Enl ou Enly pour définir la classe
de Witt ﬁL.
Notons enfin que ce cas des entrelacs-bords contient celui des noeuds.
— Puisque la multiplication par (¢ — 1) y est inversible, le module
THy(E(L); Ag)o est naturellement muni d’une structure de (¢t —
1)7'Ag = Q[t,t71, (t — 1)7!-module qui est isomorphe au localisé
(t—1)"'TH(E(L); Ag).

3.2.5 Signatures d’un entrelacs

Nous avons vu a la section 2.3 que la décomposition en composantes
primaires et le dévissage permettaient de définir un isomorphisme

oM WT(Ac) — z(H,

Définition. Soit L un entrelacs. On appelle signatures de Milnor de L les
entiers
oM(L) = oM(B) € Z.

w

Le calcul de ces signatures peut se faire a l'aide de surfaces de Seifert.
On a vu a la section 1.2.3 que le premier groupe d’homologie H;(F') d'une
surface de Seifert de L portait une forme bilinéaire (a priori ni symétrique
ni antisymétrique)

V(lal, [y]) = Enl(a, it (3))-

Une telle forme de Seifert dépend du choix de la surface de Seifert,
qui n’est pas unique. En particulier, on peut toujours augmenter le genre
d’une surface de Seifert en lui ajoutant des anses, une opération appelée
stabilisation. Il s’avere en fait méme que deux surfaces de Seifert admettent
des stabilisations homéomorphes. Il est alors possible de définir une relation
d’équivalence (appelée S-équivalence) entre formes de Seifert traduisant
algébriquement ce procédé de stabilisation, de telle sorte que deux formes
de Seifert d’'un méme entrelacs soient S-équivalentes. En particulier, tout
invariant associé & une forme de Seifert et ne dépendant que de sa classe
de S-équivalence définit un invariant d’entrelacs, cf. [67, 50].

Parmi ces invariants se trouvent les w-signatures (sign,,(L)),,cg1. Pour
w € S, sign, (L) est simplement la signature sign,(L) de la forme
hermitienne complexe

(1—w)V+(1-2)V,

dont on montre facilement qu’elle ne dépend que de la classe de S-
équivalence de V.
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Par ailleurs, la formule (1 — #)V + (1 — ¢t=1)!V définit une forme
hermitienne sur le Q(t)-espace vectoriel Hy(F) ®z Q(¢). La donnée de la
classe de Witt de cette forme hermitienne est essentiellement équivalente
a celle de S, ([75], [39, §6], cf. également [49, Proposition 1]).

Théoréme. On a ’égalité suivante, dans WT(Ag) :
Br=0[(1—t)V + (1 —t 1V,
ot 0 : W(Q(t)) - WT(Ag) est le morphisme construit a la section 2.1.5.
Evidemment, la fonction w ~ sign_ (L) coincide alors avec la fonction
équilibrée
A1 =tV + (1 —t71)'V]) € Eq(S")

sauf en un nombre fini de points. 2
En particulier, on a pour tout £ € S!

signe, (L) — signe (L)
2

= sautg (0T (L)) = 02\/{ (L).

Remarque. Bien que saut : Eq(Sl) — Z5Y) ne soit pas injectif, les
signatures de Milnor et de Levine-Tristram contiennent exactement la
méme information : comme 1 n’est pas un zéro du polynéme d’Alexander
de L, on a 01T (L) = sign; (L) = 0 donc o*T(L) est 'unique antécédent de
oM(L) valant 0 au voisinage de 1.

3.3 Représentation de Burau et forme de
Squier

Pour clore ce chapitre, voyons comment les idées de dualité de
Poincaré dans les revétements infinis cycliques permettent de retrouver
la représentation de Burau et une forme antihermitienne qu’elle préserve,
analogue & la forme (hermitienne) de Squier que nous avons présentée a la
section 1.1.3.

3.3.1 Représentation de Burau

Le groupe fondamental de la surface a bord D,, est isomorphe au groupe
libre

7T1(Dn) = L("/l, e 7'7n)

2. Remarquons que certains auteurs appellent signature de Levine-Tristram la
fonction w — 0, (L) et non pas la fonction équilibrée associée.
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FIGURE 3.1 — Groupe fondamental de D,

A ce titre, le groupe fondamental de D,, est naturellement muni d’un
morphisme surjectif

w:m(Dn) =Ly, yvm) = J
i =,

qui compte essentiellement I’enlacement d’une classe d’homotopie autour
des n « perforations » du disque.

L’action du groupe de difféomorphismes Z,, sur le groupe fondamental
de D,, se factorise par la représentation d’Artin

Artin : B(n) = 79(Z,) — Aut(m1(Dy,))

que lon peut déterminer explicitement : I'isomorphisme entre B(n) et
70(Zy) envoie le générateur d’Artin o; sur un twist de Dehn permutant
les i-iéme et (i+1)-iéme perforations. Son action sur le groupe fondamental
de D,, est donc donné par la formule

Yit1 sij=1
Artin(o;) -y = iy sii=i+1
;i dans les autres cas.
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FIGURE 3.2 — Image de o9 € B(4) par la représentation d’Artin

La représentation d’Artin préserve donc la J-structure donnée par le
morphisme ¢. Cela a pour conséquence que si h, € %, est un représentant
de 2 € B(n), on peut trouver un difféomorphisme h, : D,, — D,, relevant
hy : Dy — Qﬂ/et tel que h, coincide avec 'identité sur le bord extérieur
aextﬁ; = Oext Dp- La classe d’isotopie du difféomorphisme 7% ne dépend
que de z € B(n).

Autrement dit, on a obtenu une action & isotopie pres B(n) —
o Diff (5;, aextbvn). La représentation de Burau va étre obtenue comme
action induite en homologie. Pour représenter B:L, on dessine n coupures
dans D,. Le revétement infini cyclique est alors obtenu en recollant
une infinité de copies de D,, (chacune correspondant & un feuillet du
revétement), que l'on appellera les étages de l/)vn, et en identifiant & chaque
étage la partie droite de chaque coupure avec la partie gauche de la coupure
correspondante a 1’étage supérieur.

En particulier, les générateurs ; de m1(D,,) se relevent en des arcs a;
non fermés reliant le point-base p a son image tp par I’automorphisme de
revétement, un étage plus haut.

étage 0 étage 1

FIGURE 3.3 — bvn et les arcs a;



332 Maxime Bourrigan

De méme que D, se rétracte par déformation sur un bouquet de n
cercles correspondant aux lacets +;, le revétement D, se rétracte par
déformation sur un graphe infini dont les arétes correspondent aux arcs
a; et a leurs images par le groupe d’automorphismes J et dont les sommets
correspondent aux images de p par le méme groupe.

FIGURE 3.4 — Type d’homotopie de 5;

On_voit ainsi directement que le premier groupe d’homologie relatif
n

Hy(Dy,J - p) est un A-module libre engendré par les ([a;])?; et que le
premier groupe d’homologie

Hy(Dy; A) = Hy(D,,)

est un A-module libre de rang n — 1, engendré par exemple par les classes
([ei])=, ot ¢; est le cycle a; — a,. L’action de B(n) sur ces deux groupes
d’homologie donne les représentations de Burau (resp. non réduite et
réduite).

On obtient ainsi l'expression de la représentation de Burau (non
réduite) :

[aj11] sij=1
Burau(o;) - [aj] = ¢ [aig1] + tla;] — tlai1] sij=i+1
[a;] dans les autres cas.

FIGURE 3.5 — Burau(o;) - [ai+1] = [ai+1] + tla;] — ta;41]
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En restriction au module obtenu par les classes [¢;], on obtient

[cit1] sij=1
Pour i < n — 1, Burau(o;) - [¢;] = < [cix1] + tlei] — t[eir1] sij=i+1
[e5] sinon.
1 —tleny] sij#En—1
Burau(o,-1) - [¢j] = lej] = tlen-] S% J Fnol
—t[en—1] sij=n-—1.

Remarques.

— A une permutation prés, on obtient bien comme représentation de
Burau non réduite celle donnée par les transposées des matrices .S; de
la section 1.1.3.

— La construction topologique ayant permis d’obtenir la représentation
de Burau (non réduite) & partir de la représentation d’Artin est un cas
particulier d’une construction de théorie combinatoire des groupes, le
calcul différentiel libre de Fox, cf. [28]

3.3.2 Forme de Squier

Maintenant que la représentation de Burau est identifiée a 'homologie
Hl(Dn;A) - Hl(Dn) ~ Anila

I'existence d’'une structure bilinéaire préservée est une conséquence de
ce qui précede. D’aprés la section 3.2.2, la partie libre LH;(Dy;Ag)
de T’homologie (rationnelle) du revétement D,, est munie dune forme
d’intersection antihermitienne

LH,(Dy;Ag) Lo, LH,(D,,,0D,;Ag) — LH"(D,,; Ag) — LH1(D,; Ag)*

de noyau im(Lj).
Or, la suite exacte longue en homologie associée & la paire (D, dD,,)
s’écrit

<o = Hy(8Dn; Ag) 3 Hi (D Ag) L Hy (D, dDpi Ag) 2 Ho(8Dn; Ag) — -+ -

En outre, le bord de D,, se décompose en :

— Une partie intérieure Oy Dy = | J;—; Si; : sur chacun des n cercles
qui la compose, la J-structure de D,, se restreint en un isomorphisme
1 (Sint,i) = J.

— Une partie extérieure Oy D,, = SL, sur laquelle la J-structure de D,

est un morphisme m(SL,) — J dont I'image est d’indice n.

Ainsi, le revétement infini cyclique 0D,, = (?AD/,L est constitué de 2n
copies de R. En particulier, H1(0D,,; Ag) = 0 et le morphisme
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Jx« @ Hi(Dp;Ag) — Hi(Dy,0D,; Ag) est injectif. Le morphisme Lj,
induit sur les parties libres est alors lui aussi injectif, ce qui démontre que
la forme d’intersection sur Hy(Dy,; Ag) = LHy(Dy; Ag) =~ Ag" ™" est non
dégénérée.

Il suffit pour la déterminer explicitement de calculer les intersections
(usuelles) entre les classes d’homologie t¥[c;] et [c;]. On applique alors la
définition du produit de Reidemeister donnée a la section 3.2.

On obtient alors que la forme d’intersection antihermitienne sur
Hy(Dy; Ag) est donnée par

t71—1 sii<j
[Ci] . [Cj] = t_l —t sit :]
1—t sit > j.
Par analogie avec la forme hermitienne introduite par Squier et présentée

a la section 1.1.3, on appellera cette forme d’intersection la forme
(antihermitienne) de Squier et on la notera Sq.

FIGURE 3.6 — Si i < j, (¢;,¢;) = —1

FIGURE 3.7 ~ Sii < j, (tci,c;) =0
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FIGURE 3.8 — Si i < 7, <t‘1c,-,cj> =1

FIGURE 3.9 — Pour tout i, (t71¢; ¢;) =1



Chapitre 4

Analogue sur Ag d’un
théoreme de Lannes et
Latour

4.1 Enoncés

Nous avons défini a la section 3.1 la forme d’enlacement (LH,,,—1 (M), Lys)
d’une variété fermée de dimension 4m — 1 et la forme d’intersection ration-
nelle (Hap, (W Q)/ker(j*),fg,) d’une variété compacte de dimension 4m,
éventuellement & bord. Ces formes définissent des classes de Witt

Lul e WT(Z)  [Ty| e W(Q).

Le théoréeme de Lannes et Latour met alors en relation ces deux classes
de Witt, a 'aide du morphisme 9 : W(Q) — WT(Z) défini a la section
2.1.5. 11 avait été démontré par Barge, Lannes, Latour et Vogel dans le cas
ol M est une sphere d’homologie rationnelle.

Théoréme ([11], corollaire 4.5 ; [45], proposition 6.3). Soit W une
variété compacte de dimension 4m et de bord M. Les classes de Witt

[Ly] € WT(Z) et F%/] € W(Q) sont reliées par la formule

) [T%} 4 [Laf] = 0.

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant, qui constitue
un analogue du théoreme de Lannes et Latour dans le cadre des J-variétés.
Le role des formes d’intersection et d’enlacement est joué par les formes
définies a la section 3.2.

336
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Théoréme. Soit W une J-variété compacte de dimension 4m et de bord
M. Les classes de Witt ayy € W(Q(t)) et By € WT(Ag) sont reliées par
la formule

Jdaw + By = 0.

4.2 Preuve

Soit donc (W, ¢) une J-variété de dimension 4m & bord et (M, ¢) son
bord.

4.2.1 Définition de I’isomorphisme

On a défini a la section 3.1 les modules TE et LE associés a un module
E. L’image par une application linéaire d’un élément de torsion restant de
torsion, les opérations T et L sont en fait des endofoncteurs de la catégorie
Mod 4, s’insérant naturellement dans une suite exacte

0 —7T — idmvoa, =+ L — 0.

_En appliquant cette suite exacte a la suite exacte longue de la paire
(Wy, M), on obtient un diagramme commutatif

0 0

Lo, [

Ty
- — THyp (Wi Ag) *j> THom (W, M;Ag) Lﬁ) THopm—1(M;Ag) — THopm—1(W;Ag) —

T ST

Jx [ *
— Hop (W3 Ag) —— Hom (W, M;Ag) —— Hopm—1(M;Ag) — Hopm—1(W;Ag) —>

[ [
s LHo (W Ag) —25% LHap (W, M; Ag) -5 LHap_y (M; Ag) =25 LHam (Wi Ag) — -
0 0

0 0

ou la ligne du milieu est une suite exacte longue et les lignes du haut et
du bas sont des complexes de chaines.

Ce diagramme commutatif peut donc étre vu comme une suite exacte
courte de complexes différentiels dont I'un est acyclique. La suite exacte
longue associée est donc simplement une suite d’isomorphismes. En
particulier, on a un isomorphisme connectant

¥ : ker(Lo)/im(Lj.) — ker(T,)/im(T9).

On va démontrer que 1 est une anti-isométrie entre un représentant de
la classe de Witt dayw et un représentant de ;.



338 Maxime Bourrigan

L’interprétation géométrique de v s’obtient simplement en suivant la
construction du morphisme connectant dans une suite exacte longue :
une classe de LHs,, (W, M;Ag) est la classe de cohomologie (modulo
torsion) d’un cycle relatif (S,05) C (W, M). Que cette classe appartienne
a ker(Ld) signifie que la classe de cohomologie [0S] € Hapm—1(M;Ag)
est de torsion. Le morphisme v est alors simplement celui qui associe
[0S] € THap—1(M;Ag) (modulo im(79)) a [(S,dS)] (modulo torsion et
im(Lj.).

4.2.2 Domaine de v

Les Ag-modules LHo,(W;Ag) et LHap (W, M;Ag) sont des Ag-
réseaux des Q(t)-espaces vectoriels Hoy,, (W;Q(t)) et Hap (W, M;Q(t)). La
dualité de Poincaré-Reidemeister et le théoreme des coefficients universels
fournissent un accouplement Q(¢)-sesquilinéaire

(5 @ Ham (W, M;Q(t)) X Hom(W;Q(2)) — Q(2)
induisant un isomorphisme
Hom (W, M; Q(t)) = Ham(W;Q(2))".
Celui-ci se restreint un accouplement Ag-sesquilinéaire
() : LHopm (W, M; Ag) X LHopm(W; Ag) — Ag

possédant la propriété analogue sur Ag.

Par ailleurs, I'application Lj, : LHo,,(W;Ag) — LHay (W, M; Ag) n'est
rien d’autre que la restriction de l’application jg(t) 2 Hopyy (W5Q(2)) —
Hom (W, M;Q(t)) au résean LHap (W5 Ag).

Avec ces notations, les formes d’intersection Iy et I%(t), définies
respectivement sur LHa,,(W; Ag) et Hap, (W;Q(¢)) vérifient

Va,y € LHom(W;iAg), Iw(z,y) = (Lj.(x),y)
Va,y € Hom(W;Q(1), I (z,y) = G2 (@), v)aw-

Ces formules rendent clair le fait que le noyau de I%(t) est ker jg(t) et

que la forme régularisée T%,(t) peut se définir sur le Q(¢)-espace vectoriel
imjg(t) ~ Hom(W;Q(t))/ ker jg(t) par la formule

Vx,y S HQm([[ 7Q(t))7
4@(:&) . . .
T (529 (@), 120 () = G2 (@), y) o) = In" (x, ).
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Le module im(Lj,) = 520 [LHo,, (W3 Ag)] est un réseau de im(jg(t)).
Par ailleurs, puisque

Vo,y € LHam(W; Ag),
t .
T (129 (2), 120 () = 19 (@, y) = Iw (,y) € Aq,

20Ty,

c’est un réseau entier pour la forme (im(j

20, 1w")

Lemme. Le dual du réseau im(Lj,) pour la forme (im(j est

m(Lj, )t = LHapm (W, M; Ag) Nim(j2) = ker(L5).

Démonstration du lemme. La deuxieme égalité est claire : d’apres
la suite exacte longue de cohomologie, 1m(j*( )) = ker(69®) donc
LHypm (W, M; Ag)Nim(js 2 )) est le noyau de la restriction 5%(22 (W.MiAg) =
Lo.

En outre, si x € LHa,,(W; Ag) et que y € LHa,, (W, M; Ag) ﬁim(jg(t)),

on a
FQ(2)

. =-Q(¢t) , .
T (Lj(@),y) = T G20 (2), ) = (2,9) € Ag,

donc LHay,, (W, M; Ag) Nim(jy o )) C im(Lj, ).
Réciproquement, soit & € im(Lj, ). Cela signifie que ¢ est un élément
de im(52®) tel que

—Q(t )
Wy € LHy(W; Ag), T (€, 520 () € Ag.

—Q(t) .
Or, 7w (€,790(y)) = (§,¥)qw) Cela entraine que (§,—)g() est un
element de LHy(W; Ag)*. 1l existe donc un élément x € LHo(W, M; Ag)
tel que

Vy € LHay(W; Ag), (z,y) = (=, ¥)aw) = (& ¥aw

Puisque LH>(W; Ag) est un réseau de Ho(W;Q(¢)), la deuxieme égalité
est méme valable pour y € Ha(W;Q(t)), et la non-dégénérescence du
morphisme

Hy(W, M;Q(t)) — Ha(W;Q(2))"

associé a l'accouplement (-,-)q«) implique que { = x et donc que § €
LHy (W, M;Ag). O

Le quotient ker(Lé)/ im(Lj,) est donc un quotient R*/R pour un certain

réseau entier R de (im(j,), f%( )) Muni de la forme induite par T%,(t), que

I'on notera A, il représente donc la classe de Witt day € WT(Ag).
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4.2.3 Image de v

Le quotient ker(7%.)/im(7¢) est un sous-quotient du module de
torsion T Hop,—1(M; Ag) sur lequel est définie la forme d’enlacement (non
dégénérée) Enly, de (M, ). Le but est de montrer que ker(T%.)/im(79)
peut étre obtenu a partir de ce dernier par réduction sous-lagrangienne.

La dualité de Poincaré-Reidemeister et le théoreme des coefficients
universels fournissent un diagramme commutatif au signe pres

To Ti,
- — THopm (W, M;Ag) —— THop-1(M;Ag) —— THop1 (W3 Ag) — -
Jz MMJZ Jz
(Tis)Y (T6)V

g THmel(W; AQ)V 4)) THinfl(]\/f; AQ)V —_— T‘I’Igm(m/7 ]\/[7 AQ)\/ —_

dont les lignes sont des complexes de chaines et les fleches verticales sont
des isomorphismes. Si 'on note f : T'Hop—1(W; Ag) = THap (W, M; Ag)
l'isomorphisme de droite, on a donc pour tous & € THay—1(M;Ag),
y € THap (W, M; Ag)

Enly (€, T9(y)) = £ ((T9)" o Enly, () (y) = £ (f 0 Ti.(6)) (1)-

En particulier, orthogonal de im(7'§) pour la forme Enly, est
im(76)* = ker(Ti,) D im(T6).

Le sous-module im(7'0) C T Hapm—1(M; Ag) est donc un sous-lagrangien
de la forme Enlp; dont la réduction sous-lagrangienne est le quotient
ker(T,)/im(T9), image de I'isomorphisme 1. En particulier, ce quotient
est muni d’une forme p induite par Enly;, dont la classe de Witt est
By € WT(Ag).

4.2.4 1) est une anti-isométrie
On a vu que le domaine et I'image de 1'isomorphisme
¥ ker(Lo)/im(Lj.) — ker(T,)/im(T9)

sont tous deux munis d’une forme de torsion, formes que 1’'on a notées A
et u, respectivement, et dont les classes de Witt sont daw et Sjs. Pour
démontrer le théoréme, il suffit maintenant de montrer que

Y,y € ker(Lo)/im(Lj ), p(1h(x), % (y)) = =A(z,y).

C’est une conséquence du résultat d’algebre homologique suivant.
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Lemme. (des neuf compleres) Soit (CF)i<pq<s neuf compleves
différentiels, inclus dans un diagramme commutatif

0 0 0
0 o LS R ! 0
L1 L2 L3
L2 71'2
0 c? 2 2 0
T T2 ™3
L3 71,3
0 c3 3 s, 0
0 0 0

dont les lignes et les colonnes sont exactes.
On obtient alors un diagramme commutatif infini de groupes d’homologie

.2 ;2 <2 -2
2 1 2 _J 2_0 2 i 2
-~HH;€+101 —>Hk+1C2 HHk*,lCS H’VCl chz
J1 J2 Js J1 J2
i3 3 i* 53 3 i3 3
—— Hy 1O} —— Hp1C5 —— Hp 1 C3 H,,CY H,.C5
81 d2 o3 1 82
1 i ! 1 8t 1 i 1
H,.Cy H,Cy H,Cs Hy ,C{ —— Hp_1Cy ——
i1 i i3 i1 12
o i o 4° 2 0° o i 2
chl Hk02 H}cC3 H}C,101 —— Hk,102 —
J1 J2 Js J1 J2
-3 3 -3
J 4 A
chf’ u chg ch:;)) kalcfékalcg,H

o~

ot l'on a noté i (resp. j) les morphismes en homologie induits par
morphismes de chaine v (resp. 7) et & les morphismes connectants.
Alors les deuz applications ker(HyCs — Hy_10%) — coker(H,C? —

€s
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H,.C3)
fo=i0(8) todt et f\L:jQO(jZ)iloig
sont opposées.

Démonstration du lemme. Commencons par préciser le sens des deux
applications.

Si z € ker(iy 0 8 = 62 0iz: H,Cs — Hy_1C%), 'z € Hy_1C] est dans
ker(iy : Hy_1C1 — Hj_1C3) = im(8; : HiC; — Hjp_1C}). On peut en
particulier en choisir un antécédent y € HxC;. Comme un tel antécédent
est défini modulo im(j; : HyC? — H,C}), I'image i3(y) € HyC3 est bien
définie modulo im(i% o j; = jo 0 i2). On pose alors

f= (@) = [2 (1) lim(i0j)-

En partant dans l'autre direction, on définit, mutatis mutandis,
application f| : ker(H,C} — Hy_1C%) — coker(H,C? — HyC3).

Démontrons maintenant que ces deux applications sont bel et bien
opposées.

Soit z un cycle de degré k dans Ci. Par construction du morphisme
connectant, §'[z] est la classe d’un élément £ € C} de degré k — 1 tel que
11(€) = 0y € C4, ol y est un wl-antécédent de z. Un tel élément ¢ est en
effet nécessairement un cycle.

Si on suppose que [z] € ker(H,C3 — Hjy_1C%), on a alors i1[¢] = 0,
c’est-a-dire qu'’il existe une chaine ¥ € C? de degré k telle que ¢1(§) = 9%.

On a alors 0m(2) = m(0¥) = m(1€) = 0, ce qui entraine que
m1(X) € C3 est un cycle de degré k. Par construction, 6;[m¥] = [2] et
I'on a donc f,([z]) = i3[m Y] = [(*71X] modulo im(H,C? — HC3).

D’un autre coté, t2(y) — t2(X) est a la fois un cycle (on a d(12(y)) =
1p0t1(€) =12 011(€) = 83(X)) et un w2-antécédent de t3(z), donc on a
is([2]) = 72(ia(y) — 2(2)]) et

full2]) = G2([e2(y) — A(B)]) = —[m2 0 ()]
= [ om(¥)] (mod im(H,C? — HC%)).
On a donc bien démontré que f_, + f; =0. O

Pour appliquer le lemme précédent, nous allons donner des présentations
différentes des formes de torsion A et p.

Tout d’abord, remarquons que la suite exacte courte 0 — Ag — Q(t) —
S(Ag) — 0 induit une suite exacte longue en homologie

N Hopm—1(M; Ag) nce, Hom (M;Q(t)) — -+
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et des suites similaires pour les homologies de W et (W, M). On notera
systématiquement inc, et 7, les morphismes induits par I'inclusion Ag C
Q(t) et la réduction modulo 1, et § les morphismes connectants.

La suite exacte longue montre que I'image de ¢ : Hap(M;S(Ag)) —
Hom—1(M;Aq)) est précisément T Hoy—1(M; Ag). Concrétement, si z €
THyp—1(M;Ag) et p € Ag\{0} est tel que p[M] = 0 dans Hoy—1(M; Ag),
on peut trouver une (2m)-chaine ¥ telle que 9¥ = p[M]. La chaine

modulo 1 |2

Hom (M; S(AQ))1 est un d-antécédent de z.

Par ailleurs, comme S(Ag) est un Ag-module injectif, on a
Exta, (Hr—1(M;Ag); S(Ag)) = 0 pour tout k, ce qui veut dire que le
théoréme des coefficients universels donne simplement

est alors un cycle dont la classe d’homologie dans

Hk(M; S(AQ)) ~ HomA@ (Hk(M; AQ); S(AQ))
La dualité de Poincaré donne donc directement un isomorphisme
Hopm(M; S(Ag)) = H*" 1 (M; S(Ag)) ~ Homp, (Ham—1(M; Ag); S(Ag)).

En particulier, on obtient une nouvelle définition de la forme
d’enlacement : si x et y sont des classes de THapm—1(M;Ag) et que
¥ € Hop(M; S(Ag)) est un d-antécédent de z, on a simplement Enl(z, y) =
3 -y, ou - est 'accouplement défini par 'isomorphisme

Hypm (M S(Ag)) = H*™ (M3 S(Ag)) = Homp, (Ham—1(M; Ag); S(Ag))-

Vu la construction des J-antécédents de z donnée plus haut, cette
définition est clairement équivalente a la précédente. Remarquons que X -y
ne dépend pas du choix de X car deux tels choix difféerent d’un élément de
Ho, (M;Q(t)) et que y est de torsion.

La stratégie est maintenant de démontrer que 7 est une anti-isométrie
en appliquant le lemme des neuf complexes au diagramme commutatif

0 0 0

00— Ci(M;Ag) ———= C.(W;Ag) ————= C. (W, M;A\g) ——0
0 —— C.(M;Q(t)) —— C.(W;Q(t)) ——— C.(W, M;Q(t)) ——0

T T T

0 —— Ci.(M;S(Ag)) —— C(W;S(Ag)) —— C (W, M; S(Ag)). —=0
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Soit K = ker(Hop (W, M; Ag) — Hap—1(M;Q(¢))). Clest I'espace des
classes d’homologie relatives [S, 05| telles que [9S] est de torsion. Notons

[]: K — ker(Ld)/im(Lj.)

le morphisme (surjectif) de réduction modulo T Hs,, (W, M;Ag) et
im(Lj.).
Le lemme des neuf complexes affirme alors que deux applications

fo, fi o K — coker(Hapm (M;Q(t)) = Hom (W3 S(Ag))

sont opposées.
A cause de la dualité de Poincaré et du théoréme des coefficients
universels sur S(Ag) déja évoqués, remarquons que ’on a un isomorphisme

Ham(W; S(Ag)) =~ H*™ (W, M; S(Ag)) ~ Homp, (Ham (W, M; Ag); S(Ag)).

. . . . Hopm(M; S(Ag)) ~ Homp, (Ham—1(M; Ag); S(Ag)),
Via les identifications {Hzm(W; S(A@)) ~ 7H0H1AQ(H2m(VV, M: A@); S(AQ)),

le morphisme
0" : Homp, (Ham—1(M;Aqg); S(Ag)) — Homa, (Hopm (W, M; Ag); S(Ag))

induit par 0 : Hapm(W,M;Ag) — Hapm—1(M;Ag) n’est autre que le
morphisme
Hap (M; S(A@)) - H2m(W;S(AQ))

induit par I'inclusion M — W.
En particulier, tout élément de la restriction d’un élément de

Hom (W3 S(Ag)) =~ Homp, (Ham (W, M; Ag); S(Ag))

définit par composition un morphisme K — S(Ag). Si cet élément
est dans I'image de Hgp(M;S(Ag)) — Hom(W;S(Ag)), le morphisme
correspondant est nul.

Ainsi, toute application f : K — coker(Hzy(M;Q(t)) —
Hy, (W5 S(Ag)) définit un accouplement sesquilinéaire (-, )y : K x K —
S(Ag). En particulier, les deux accouplements associés a f_, et f| sont
opposés.

Or, étant donné deux éléments = et y de K, on a

s, = [(2(20) " )] =211
(@, y)p, = (0767 0x) -y = (67"0x) - (By) = p (¥ ([2]) , v ([])) -

En particulier, on a bien ¥*u = —A\, et ¥ est bien une anti-isométrie, ce
qui démontre le théoreme.



Chapitre 5

Enlacement et suspension

Soit x,y € B(n) deux tresses. Via opération de cléture, on peut donc
considérer (au moins) trois entrelacs, Z, § et Zy. Le théoréme de Gambaudo
et Ghys ([32]) exprime pour toute racine de I'unité w € S* d’ordre premier
avec n la différence

sign,, (zy) — sign,, (x) — sign,, (y)

entre les w-signatures de ces entrelacs comme une évaluation du cocycle
de Meyer sur les matrices Burauy, (x) et Burauy, (y).

Le but de ce chapitre est de donner plus généralement une
interprétation topologique de I’expression correspondante pour la signature
de Blanchfield 3, associée aux entrelacs. Nous y interpréterons la différence
Bzy — Bz — By € WT(Ag) comme I'image par le morphisme 0 : W(Q(t)) —
WT(Ag) de la forme d’intersection d’une J-variété W (z, y) de dimension 4.

5.1 Suspension M (x) et signature de Blan-
chfield 3,

On a constaté au chapitre 3 que le noyau de la forme d’enlacement
(TH1(E(L); Ag),Enl) de lextérieur d’un entrelacs était inclus dans la
composante (¢ — 1)-primaire de ’homologie, ce qui a permis d’associer
une forme de Blanchfield réguliere (T'H,(E(L); Ag)o, Enlp) et sa classe de
Witt B, € WT(Ag) a tout entrelacs L C S*. En particulier, une tresse
x € B(n) définit a son tour une classe de Witt

Be =Bz € WT(AQ)

Par ailleurs, comme on ’a signalé dans I'introduction (cf. section 1.1.2),
la tresse x peut étre vue comme la classe d’isotopie d’un difféomorphisme

345
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h; du disque percé n fois D,, et définit a ce titre sa suspension
M(z) = (D x [0,1])/(z,1) ~ (f(),0),

fibré en D,, sur S'.
Le groupe fondamental de M (z) est inclus dans une suite exacte

{1} = (D) — w1 (M(x)) — m (SY) — {1}.

Comme nous considérons le groupe %, des difféomorphismes de D,
fixant point par point le bord extérieur SI , un point fixé sur S. , trace une
courbe fermée simple sur Jext M (). On obtient ainsi une section privilégiée
J=m1(SY) — 7 (M(x)) de la suite exacte.

On peut ainsi décrire le groupe fondamental de M (z) comme un produit
semi-direct

™ (M(x)) = 71(Dn) %z J,

ou l'indice x signifie que l’action de t € J par conjugaison sur m1(D,,) est
le morphisme
(he)y : m1(Dy) — m1(Dy)

induit par un représentant h, € %, de z, c’est-a-dire 'automorphisme
Artin(z) € AutL(v,...,7,). En particulier, ce produit semi-direct
préserve le morphisme

¢p, T (Dp) =L(v1,....,7%) = J
Yi —t,

au sens ou celui-ci s’étend en un morphisme bien défini

OM) M (M(2) =Ly, ) X2 J = T
Vi =t
t — 1.

Ce morphisme munit la suspension M (z) d’une structure de J-variété.
Dans toute la suite, on considérera M (z) avec cette structure et on omettra
la mention du morphisme ¢/ (,) dans les groupes d’homologie & coefficients
dans A et Ag.

On a également mentionné dans I'introduction le lien entre la suspension
M (z) et Dextérieur E(Z) de la cloture de  : F(Z) s’obtient en recollant
un tore plein le long du bord extérieur Oy M (z) ~ SL, x St de M(x).

La structure de J-variété de OextM (x) est simplement donnée par le
morphisme

71'1(51 X Sl

ext

) & 7Tl(Selxt) — Ja

le deuxi®me morphisme envoyant un générateur de m1(SL,) sur t". Le
revétement infini cyclique correspondant est donc homéomorphe a n copies
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de R x S, automorphisme de revétement ¢ € J permutant cycliquement
les n composantes. La puissance t" agit dans chacune de ces composantes
comme une translation le long du facteur R, et donc trivialement en
homologie.

On calcule alors sans difficulté ’homologie de la J-surface Oext M () :

~ Ho(OuaM(z); A) = AJ(t" — 1);

— Hy(Oext M (x); A) =~ A/(t™ — 1), engendré par un relevé quelconque du

cercle * x S';

— Pour p > 2, H,(Oext M (x); A) = 0.

Ainsi, Hy(Oext M (z); Ag) = TH1(Oext M (x); Ag) =~ Ag/(t™ — 1) est non
trivial et n’est pas (¢t — 1)-primaire : il n’y a donc a priori pas de raison
que la forme d’enlacement (T'Hy (M (x); Ag)o, Enlpy) soit réguliere.

On voit également I'effet du recollement d’un tore plein D? x S' sur
M (z) pour obtenir E(Z) : au niveau du revétement M (x), cela revient a
coller n copies de R x D? de maniére & tuer les classes d’homologie des
relevés du cercle * x St. Autrement dit, en homologie, le passage de M (x)
a E(T) revient a régulariser la forme Enly en quotientant par son noyau

im(Ti. : THy(Oext M (2); Ag) — TH1(M(x); Ag))
=1im(ix : H1(Oext M (z); Ag) — H1(M (x); Ag)).

Outre ce bord extérieur, la variété M (x) a également un bord intérieur
Ot M (), coincidant avec le bord OE(Z) de extérieur de T (et qui est
donc homéomorphe & |z| tores). On peut cependant décrire cette partie
plus explicitement : O, M (z) est naturellement ’espace total d’un fibré
sur S' dont la fibre est homéomorphe & n cercles (S ;)i;.

De méme que la variété M (x) obtenue en suspendant le difféomorphisme
hy € 9y, ne dépend de h, qu’a isotopie pres (c’est-a-dire ne dépend que
de ), son bord intérieur dine M (2) ne dépend de la restriction (k). D,
qu’a isotopie pres, c’est-a-dire que de la permutation perm(z) € &(n).
On peut donc représenter Oy D, par n copies d'un méme cercle Si, et
choisir comme difféomorphisme de {1,...,n} x S isotope & (hg) s, D,
le représentant évident (i,z) +— (perm(z)(i),z). On obtient alors un
homéomorphisme Oy, M (x) ~ %, x St., ot #, est le revétement (& n
feuillets et |x| composantes connexes) du cercle défini par la permutation

perm(x).

5.2 Le fibré W(x,y)

Etant donné deux tresses x et y, représentées par deux difféomorphismes
hy et hy € Py, on peut construire leur suspension au-dessus du pantalon P.
Afin de fixer les notations, on note S} et S} les composantes de bord
intérieures du pantalon P et S!, sa composante de bord extérieure. On
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oriente P comme partie du plan et les trois composantes de son bord dans
le sens trigonométrique, de telle sorte que P = S}, — S! — Sl. Le groupe
fondamental 71 (P) est ainsi canoniquement isomorphe au groupe libre &
deux générateurs L(a, b).

Sa Sy

1
Sab

FI1GURE 5.1 — Le pantalon P

On construit alors le fibré W(z,y) — P de fibre D, et dont la
représentation de monodromie est donnée par l'unique morphisme p :
L(a,b) = 2, envoyant a sur h, et bsur hy : si P est le revétement universel
de P (muni de laction de 71(P)), W(x,y) est la variété de dimension 4

W(,y) = (P x D)/ ~,

ou, pour tout y € mi(P), (v-p,2) ~ (b, p(7)(2))-

De méme que pour M (x), le fait que 'action de h, et hy sur le groupe
fondamental de D,, préserve le morphisme ¢p : m1(D,) — J montre qu’il
existe un unique morphisme

@W(w,y) : 7T1(W((£, y)) = Wl(Dn) Nr,y ]L(av b) —J

se restreignant en ¢p,_ sur le groupe fondamental de la fibre et envoyant
a et bsur 1 € J. Dans la suite, le fibré W (z,y) sera toujours muni de la
structure de J-variété induite par ce morphisme.

W (z,y) est I'espace total d’une fibration dont la base et la fibre sont des
surfaces & bord. Il s’agit donc d’une variété a bord et & coins. Autrement
dit, le bord OW (z, y) se décompose en plusieurs sous-variétés (de dimension
3) elles-mémes & bord, recollées le long de leur bord commun.

Plus précisément, on distinguera dans W (z, y) le bord vertical, obtenu en
restreignant le fibré au-dessus de 9P = S!, — S! — S} et le bord horizontal
obtenu comme suspension des restrictions (he)|ap,,, (hy)jap, au-dessus du
pantalon P. Décrivons cette décomposition de fagon plus précise.
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— Le bord vertical 0| (x,y) a trois composantes connexes, correspon-
dant aux restrictions du fibré au-dessus des trois composantes de bord
St S} et Sl dupantalon. Il s’agit de trois fibrés au-dessus du cercle de
fibre D,,, données par les monodromies hy, hy et hyhy € %, respec-
tivement. Autrement dit, chacune de ces trois composantes s’identifie
a la suspension de la tresse correspondante. En tenant compte des
orientations, on résume ce fait par 1’égalité

oW (z,y) = M(zy) — M(z) — M(y).

— Le bord horizontal - W (z, y) est espace total d’une fibration de base
P et de fibre dD,,. A ce titre, il est opportun de séparer deux parties
dans 0_W(x,y), correspondant aux deux parties Oint Dy, €t Qext Dy -
— Puisque les éléments de 2,, coincident avec 'identité sur le bord

extérieur Oe Dy, = Sl, la partie extérieure 9_ oW (z,y) est

simplement un produit :

O_ extW(x,y) = P x Sk
— La situation est plus compliquée pour la partie intérieure

O it W(z,y) est une fibration sur le pantalon dont la fibre est

constituée de n cercles Silnt,i. Comme pour la description de

OmtM (), on constate alors qu’a homéomorphisme pres, cette
variété de dimension 3 ne dépend des difféomorphismes restreints
(h) |6y D €t (hy)joim, D, qU'a isotopie pres, c’est-a-dire qu’elle ne
dépend que des permutations perm(z) et perm(y) € &(n). On a
donc un homéomorphisme

af,intW(ajay) =~ t%a:,y X S‘l

int»

ol X,y est le revétement (a n feuillets) du pantalon défini par la

représentation
m(P) =L(a,b) - &(n)
a — perm(x)
b — perm(y).

On remarque d’ailleurs que le bord de la surface %, , s’identifie
canoniquement & Xy — Ky — Xy, OU X est le revétement du cercle
a n feuillets défini par perm(z).

Ces parties du bord sont recollées le long de leurs composantes de bord,

des surfaces fermées :
~ W (z,y) = M(xy) — M(x) — M(y) et O_ e W (2, y) = P X S&,, sont
recollés le long de
Coxt = (Sgp X Sexy) = (Sg X Sexe) = (Sp X Saxe)-

ext
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- W (z,y) = M(zy) — M(z) — M(y) et 0— W (2,y) = Pay X St
sont recollés le long de

Cint = (Fuy ¥ Silnt) — (% x St ) — (%y % Silnt)'

int

Cette surface Ciyy = M (zy) — M () — O M (y) s’identifie
également & OF(zy) — OE(Z) — OE(Y).
La figure suivante résume schématiquement la situation. Notons que
O W (x,y) y est représenté en deux morceaux (verticaux) mais que cela
n’est qu'un artefact de la représentation bidimensionnelle.

(Sap = Sa = Sp) x Se

ext
Cext

~
-

-
[

:,1 af,ext W(:Ev y) \gl
= P xS, s
g =
» .

oW (.y) | = = |aw(e.y)

< |
‘ —
= £
S Ry xSk, =

l" 87,intW($7y) ':

Cint
(Ry — R — Ky) ¥ St

FIGURE 5.2 — Décomposition de OW (x,y)

On voit déja sur cette figure 'idée de la preuve du théoréme : apres
lissage des coins, W(x,y) est une J-variété dont le bord OW (x,y) se
décompose en trois parties. Plus exactement, en tenant en compte les
orientations, on a

W (2,9) = (0w (2,9) L (W () 1 (0 sV (2.1).

D’apres l'analogue du théoreme de Lannes et Latour démontré au
chapitre précédent, le morphisme 0 : W(Q(t)) — WT(Ag) envoie donc la
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classe de Witt de la forme d’intersection de W(x,y) sur la classe de Witt
de la forme d’enlacement (T'Hy(0W (z,y); Ag),Enl) de cette J-variété de
dimension 3.

Or, comme on le voit sur le schéma, la partie la plus significative de
OW (x,y) est constituée du bord vertical oW (z,y) = M(zy) — M(x) —
M (y), J-variété a bord dont la forme d’enlacement, une fois régularisée,
donne précisément une forme de Blanchfield de classe de Witt 8,y — B8, — 8.
Il va donc s’agir dans un premier temps de démontrer qu’effectivement les
parties 0_ intW(z, y) et 0_ ext W (x,y), beaucoup moins riches (la premiere
ne dépend que de perm(z) et perm(y), la seconde ne dépend que de n) ne
contribuent pas a la classe de Witt de la forme d’enlacement de OW (z,y),
si ce n’est en tuant le noyau des formes d’enlacement de M (z), M(y) et
M (zy). Plus précisément, la fin de ce chapitre vise & démontrer le premier
point de la proposition suivante.

Théoréme.
— La forme d’enlacement (TH1(OW (z,v);Ag),Enl) a pour classe de
Witt ﬂzy - Bz - By
= 80 oz € W(Q(2)) est la classe de Witt de la forme d’intersection
(régularisée) de W (x,y), alors —0ag y = Bzy — Bz — By-

Il restera ensuite a identifier o, ,, & un cocycle de Meyer, ce qui est 'objet
du prochain chapitre.

5.3 Preuve de —8a, = By — Bz — By

5.3.1 Ajout de 9_ oW (2, y)

Soit N = (0— exs W (z,y)) U (O,W (x,y)). Le but de cette section est de

démontrer le résultat intermédiaire suivant.

Proposition.
- La forme d’enlacement (TH1(N;Ag),Enl) a un noyau (¢t — 1)-
primasre.
— La classe de Witt de la forme réquliére (T H1(N; Ag)o, Enlg) est égale
a Ba:y - Bm - By
La premiere affirmation ne pose pas de difficulté. On a établi lors de la
preuve de la proposition de la section 3.2.4 que si extérieur E(L) d’un
entrelacs de S3 est muni de sa structure canonique de J-variété, I’homologie
H,(0E(L); Ag) du bord est de (¢ — 1)-torsion.
Or, le bord ON = Cint = Oime M (xy) — O M (z) — Ot M (y) s’identifie &
OFE(zy) — OE(Z) — OE(Yy). Le Ag-module H; (ON; Ag) est donc de (¢ — 1)-
torsion, ce qui entraine que le noyau

TH;(N;Ag) Nim (i, : H1(ON; Ag) — H1(N;Ag))
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de la forme d’enlacement est (¢ — 1)-primaire et donc que la forme
(TH1(N); Ag)o, Enlp) est réguliere.

On va démontrer la deuxiéme partie de la proposition a 'aide d’une
réduction sous-lagrangienne. Découpons le raisonnement en plusieurs
étapes.

Lemme. Le sous-module
I =im (Hq1(0- extW(z,y); Ag) = H1(N;Ag)) C TH1(N; Ag)
est 1sotrope.

Démonstration du lemme. Comme on l'a vu, 0_ xtW(z,y) est un
produit P x Sl,. Le revétement infini cyclique de O_ oW (z,y)
est ainsi homéomorphe & m copies de P x R, ce qui entraine que
Hi(0— exsW (x,y); Ag) est un Ag/(¢t" —1)-module libre de rang 2, engendré
par des relevés des courbes de bord S: et Si. En particulier, toute
I’homologie de cette J-variété O_ oW (z,y) est dans I'image de ’homologie
de son bord, ce qui entraine que sa forme d’enlacement est identiquement
nulle.

En particulier, le morphisme induit par Uinclusion 0_ exiW(z,y) — N
doit envoyer son homologie Hy (0— extW (x,y); Ag) = TH1(0— extW (x,y); Ag)
sur un module isotrope. O

Lemme. L’orthogonal de I dans (THy(N;Ag),Enl) est
J =im (Ti* cTH(OW (x,y); Ag) — THl(N;A@)) .

Démonstration du lemme. La suite de Mayer-Vietoris fournit un
morphisme
¥ H1(N; Ag) = Ho(Cext; Ag)

dont le noyau est I'image du morphisme
Hi(OW (2, y); Ag) ® H1(9— ext W (2,y); Ag) — H1(N; Ag)

induit par les inclusions.
Comme toutes les classes d’homologie de J_ oxt W (z,y) proviennent de
son bord commun avec 9|W (z,y)), on a donc

ker ¢ = im (i, : H1 (W (z,y) — H1(N;Ag)) .

Comme en outre Hy(Cext; Ag) est de torsion, ker(i.) C THy(0\W (x,y); Ag)
et ker(¢)) NTH;(N; Ag) = im(T,).

Il reste & montrer que si © € THy(N;Ag), = est orthogonal & I si et
seulement si 9 (z) = 0.
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Tout d’abord, Hi(0— extW(z,y);Ag) est de torsion. Cela implique
qu’étant donné une classe ¢ € Hy(0_ ext W (z,y); Ag), on peut trouver une
2-chaine S dans 5_7extW(x, y) telle que A5 soit un multiple (& coefficients
dans Ag) de c. Ainsi, une 1-chaine dans 9|W (z,y) n’intersectera pas S, ce
qui entraine que I et J sont orthogonaux.

Réciproquement, supposons que ¢ (z) € Ho(Cext; Ag) soit non triviale.
Or, le Ag-module Hy(Cext; Ag) est de torsion et, par dualité de Poincaré,
laccouplement Enlc,, : THo(Cext; Ag) X TH1(Cext; Ag) — S(Ag) induit
un isomorphisme THi(Cext; Ag) — THo(Cext; Ag)Y. En particulier, on
peut trouver y € TH;(Cext; Ag) telle que

Enle,,, (¥(2),y) = Enly (2, i.(y)) # 0.

Ce qui entralne que z n’appartient pas a 'orthogonal de 1. O

Ainsi, la forme d’enlacement induit une forme sur I/l qui
est évidemment isomorphe & la forme d’enlacement sur le quo-
tient THy(O\W (z,y); Ag)/im (Hl(Cext; Ag) = H1(OW (z,y); AQ)). Or, la
forme sur THy (M (x); Ag)/im (Hq (Oext M (x); Ag) — H1(M(x); Ag)) n'est
autre que (TH1(E(Z); Ag), Enl). (On ne peut pas & proprement parler de
réduction sous-lagrangienne car les formes considérées peuvent étre dégé-
nérées.)

Le résultat s’étend aux modules obtenus en ne considérant que les
composantes p-primaires pour p # (t — 1) (si I est un sous-module
isotrope de T d’orthogonal J, Iy est bien un sous-module isotrope de
To d’orthogonal Jp) et on obtient que la forme non dégénérée Enly sur
TH;(N;Ag)o admet une réduction sous-lagrangienne isomorphe a

(TH:(E(xy); Ag), Enl)®(T Hy (E(Z); Ag), — Enl)& (T Hy (E(Y); Ag), — Enl).

On obtient donc bien [(T'H1(N; Ag)o, Enly)] = By — B2 — By en passant
aux classes de Witt.

5.3.2 Ajout de 0_;,:W (x,y) et conclusion

Il reste maintenant a relier la forme réguliere (T'H; (N; Ag)o, Enlp) de la
section précédente a la forme d’enlacement de la J-variété oW (x,y) tout
entiere.

Bien que la structure exacte de O_ W (z,y) = Puy X Siy soit plus
complexe que celle que nous venons de traiter, le fait que le morphisme
m1(SL) — J soit un isomorphisme permet essentiellement d’ignorer cette

partie de OW (z,y).

Lemme. Soit X x S! une J-variété définie par le morphisme

(X x 8Y) = 1 (X) x 1 (S?) 22 1 (SY) 5 7,
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ol @ est un isomorphisme. Alors les Ag-modules d’homologie H.(X x
St Ag) sont de (t — 1)-torsion.

Démonstration du lemme. Par définition de la J-structure, le revétement
infini cyclique de X x S' est simplement X xR, ’action de I’automorphisme
de revétement ¢ étant donnée par la translation le long du deuxieme
facteur. En particulier,

H.(X x SYAg) ~ Ho(X),

o le soulignement signifie que le Z-module H,(X) est muni de sa
structure de Ag-module trivial. O

Ce lemme s’applique notamment & Cing ~ (Zuy — B — RBy) ¥ Sty
87,intW(-T7 y) ~ %w,y X Silnt'

La suite de Mayer-Vietoris appliquée au recouvrement 5W(x,y) =
Nuaf,intw(xay)

-+ = Hi(Cing; Ag) = Hi(N; Ag) @ H1(a—,intW($,y)§AQ)
— Hy(OW (x,y); Ag) — Ho(Cint; Ag) — - -+

montre alors que U'inclusion N — W (z,y) induit un isomorphisme (et
donc une isométrie) entre les formes d’enlacement réduites

(THl(N;AQ)mEHIQ) et (THl(BW(x,y),AQ)O,EnIO)

La section précédente entraine donc que la classe de Witt de
(TH1(OW (z,y); Ag)o, Enlp) est

ﬁa;y — By — 65/ S WT(AQ)

D’apres le théoreme du chapitre précédent, on obtient donc bien le
résultat souhaité :

aax,y + ﬁxy - ﬁx - /By = 0.



Chapitre 6

Cocycle de Meyer a
valeurs dans W (Q(t))

6.1 Cocycle de Meyer

Comme on 'a expliqué & la section 1.3.1, Meyer a démontré dans [54,
Satz 1.2.2] que si F' et B sont des variétés fermées et orientées (de dimension
m et n, respectivement) et que W — B est un fibré orienté de fibre F,
la signature de l’espace total W (supposé de dimension multiple de 4) ne
dépendait que de 'action du groupe fondamental de B sur ’homologie de
F'. Plus précisément, la signature de W vérifie la formule

ign H"/2(B; H™/?(F; R in=m=0 (mod 2
0 sinon.
Dans le cas n et m pairs, H™/?(F;R) est vu comme un systéme local

de coeflicients défini sur B, et le groupe de cohomologie correspondant est
muni d’une structure bilinéaire par la composition

H"2(B; H"/*(F;R)) ® H"/*(B; H"/*(F;R))
— H™(B; H™?(F;R) @ H™?*(F;R))
— H"(B; H™(F;R)) ~ H"(B;R) ~R

des cup-produits de B et de F'. Cette forme bilinéaire est bien symétrique
(puisque m + n est un multiple de 4, on a n = m (mod 4) : s’ils sont
multiples de 4, les deux cup-produits sont symétriques, s’ils sont congrus
a 2, les deux sont antisymétriques).

Ce théoréme généralise le théoréeme de Chern, Hirzebruch et Serre évoqué
a la section 1.3.1 : en effet, dans ce cas précis, le systéme local de coeflicients
est trivial, donc H"/2(B; H™/?(F;R)) = H"/?(B;R) ® H™/?(F;R), muni

355
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de la structure bilinéaire produit, dont on vérifie aisément que sa signature
est nulle si n/2 et m/2 sont impairs et vaut le produit des signatures si
n/2 et m/2 sont pairs.

Dans le cas o n = m = 2 (mais ol la représentation de monodromie
n’est plus supposée triviale), Meyer explicite complétement le calcul de
la signature : il construit un 2-cocycle Meyer sur le groupe symplectique
Spa, (R) tel que

sign W = (p*Meyer, [B]) ,

p:7m(B) = Aut(H,(F;R))

est la représentation de monodromie (qui est bien & valeurs symplectiques,
car elle préserve la forme d’intersection sur H;(F;R)). Notons qu’en
vertu de acyclicité de la surface B, on a un isomorphisme Hs(B;R) ~
Hj(m1(B);R) et donc une classe fondamentale [B] € Ha(m1(B)).

La propriété de cocycle et le calcul explicite du cocycle de Meyer reposent
sur les propriétés d’additivité et de non-additivité de la signature et font
intervenir 'invariant fondamental des triplets de lagrangiens dans ’espace
vectoriel symplectique standard H_;(R™), I’indice ternaire de Wall

7(Lo, L1, Ls) € Z.

Définition. Soit Li,Ls,Ls C (V,w) trois lagrangiens d’'un R-espace
vectoriel symplectique. L’indice de Wall 7(Ly, Lo, L) € Z est alors la
signature de la forme quadratique!

LinN(Ly+ Ls)

R
LiNnLo+ LiNLs
[x] — w(x1,T2),

si [z] est la classe d'un vecteur 1 = x2 + x3 € Ly N (L2 + L3).

L’indice de Wall est invariant si I'on transforme les trois lagrangiens par
une méme transformation symplectique ; si ’on permute les lagrangiens, il
est multiplié par la signature de la permutation.

Avant d’énoncer le résultat de Wall, rappelons qu’une application
classique de la dualité de Poincaré montre que, si M est une variété de
dimension 4m — 1 de bord X, la forme d’intersection munit Ha,,—1(Z;R)
d’une structure d’espace vectoriel symplectique pour laquelle le sous-espace

ker (iy : Hom—1(32;R) = Hop—1 (M;R))

est un sous-espace lagrangien.

1. Cette définition est tirée de larticle original [76]. Il est en fait possible de
donner plusieurs expressions de formes quadratiques définissant la méme signature, dont
certaines rendent plus évidentes les propriétés de symétrie. On recommande ’article [62]
pour une comparaison de ces définitions.
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Théoréme ([76]). Soit W une variété de dimension 4m, que ’on suppose
réunion de deux variétés orientées a bord Wy et Ws. On suppose qu’il existe
une variété fermée orientée ¥ C OW de dimension 4m — 2 et des variétés
orientées a bord My, My, Ms C W de dimension 4m — 1 ne s’intersectant
que sur leur bord commun et telles que

an :Mo—Ml, 8W2:M2—M0, 6M0:8M1:8M2:E

Alors

sign W = sign Wy + sign Wy + 7(L1, Lo, L2),
ot L; C Hopm—1(3;R) est le sous-espace lagrangien

ker (7,* : Hgmfl(E;R) — Hgmfl(Mi;R)) .

Notons que si W est obtenu en recollant des variétés Wi et W5 le long de
composantes connexes de leur bord, le théoréeme de Wall s’applique (avec
My et ¥ vides) et montre que sign W = sign W1 +sign W, ce qui constitue
le théoréme d’additivité de Novikov.

Dans le calcul de Meyer, le théoreme de Novikov permet de découper la
surface B en pantalons et d’obtenir la signature de W comme somme des
signatures des restrictions du fibré W — B au-dessus d’une décomposition
de B en pantalons. Plus algébriquement, c’est la preuve que la signature de
W est obtenue comme évaluation d’un 2-cocyle qu’il suffit donc de savoir
calculer pour deux isomorphismes symplectiques f, g € Spa,(R).

Le théoreme de Wall permet de faire ce calcul et d’obtenir Meyer(f, g),
c’est-a-dire la signature d'un fibré W — P de représentation de
monodromie

p:m(P) =L(a,b) — Spy,(R)
a /

H
b —> g
comme un indice de Wall.

Concretement, le pantalon P s’identifie au recollement de deux anneaux
P, et P, le long d’un intervalle I inclus dans leur bord. Cette
décomposition induit une décomposition de W en deux fibrés W, sur
Panneau. La signature de chacun de ces fibrés est nulle (le champ de
vecteurs radial sur l'anneau se releve en un champ de vecteurs sur W;
dont le flot permet de disjoindre toute surface S; d’une surface donnée S,
donc la forme d’intersection est triviale sur chacun de ces deux morceaux).
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FIGURE 6.1 — P est 'union de deux anneaux

On peut alors appliquer le théoreme de Wall : My est la restriction
(triviale) du fibré au-dessus de Iy, M; et Mo sont les restrictions (triviales)
du fibré au-dessus de I; et I, les intervalles constituant I’autre partie
du bord de P; et P,, respectivement. Le role de la sous-variété ¥ est
joué par les deux fibres F, et F_ au-dessus des points d’intersection
des intervalles I;. Les conventions d’orientation imposent a ’orientation
de Fy de coincider avec l'orientation privilégiée de F et a celle de
F_ de coincider avec l'orientation opposée. En particulier, si on note
w la forme d’intersection sur H;(F;R), H;(%;R) s’identifie & la somme
directe H1(F;R) @ H1(F;R), munie de la forme symplectique standard
(—w) ® w. Pour cette forme symplectique, les graphes des isomorphismes
symplectiques sont des sous-espaces lagrangiens.

Les fibrés restreints au-dessus des intervalles I; sont triviaux. On peut
choisir les trivialisations et identifier Hy(M;;R) a Hy(F;R) de telle sorte
que les isomorphismes

Hl(F,JR) — Hl(Ml,R) — Hl(FJr,R)

soient donnés par f~! pour i = 1, id pour i = 0 et g pour i = 2. En
particulier, les lagrangiens

sont les graphes des isomorphismes symplectiques id (i = 0), f=! (i = 1)
et g (i=2).
D’apres le théoreme de Wall, on a donc

sign W = r(gr f ', grid, grg) = 7(grid, gr f, gr fg),

la derniere égalité étant donné par les symétries de I'indice de Wall.
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On obtient donc le 2-cocycle de Meyer

Meyer(f, g) = 7(grid, gr f,gr fg),

défini sur le groupe symplectique Spy,(R), et qui est simplement la version
inhomogene du 2-cocycle homogene

L’indice de Wall a été considérablement généralisé. Notamment, il est
possible de définir un indice de Wall associant & tout triplet (Lo, L1, Lo)
de lagrangiens de 1’espace vectoriel symplectique standard H_;(K™) une
classe de Witt

T(Lo, L4, Lz) S W(K),

cf. par exemple [62, 74]. Cela permet directement d’en déduire
I’expression d’un 2-cocycle Meyer défini sur le groupe des automorphismes
symplectiques de H_1(K™).

On peut en donner une définition directement inspirée des considérations
sur la suite spectrale que 1'on a exposées au début de ce chapitre. Ainsi,
si K est un corps & involution et que E un K-espace vectoriel muni d’une
forme antihermitienne o, on note Aut(F,c) C GLk(E) le sous-groupe des
automorphismes préservant la forme o. Etant donné f et g € Aut(E, o),
la représentation m (P) = L(a,b) — Aut(FE, o) envoyant a sur f et b sur g
permet de voir E comme un systéme local de coefficients défini sur P.

On pourrait alors définir le cocycle de Meyer (a valeurs dans le groupe
de Witt W(K)) comme la classe de Witt de la forme hermitienne obtenue
en régularisant la composition

HY(P,0P;E)® H*(P,0P;E) — H*(P,0P;E® E) — H*(P,0P;K) ~ K

du cup-produit et de la forme antihermitienne £ ® F — K.
Cependant, on en donne ici une définition plus élémentaire, quoique
équivalente.

Définition. Soit K un corps & involution, (F,c) une forme anti-
hermitienne et f,g € Aut(E, o) des automorphismes préservant la forme
anti-hermitienne. On définit alors I’espace vectoriel

H={(u,v) e E®E|f(u) —u+gv) —v=0}
que 'on munit de la forme sesquilinéaire
h((u, 0); (u',0") = o (g(v) —u, f(u) — ).
La forme h définit alors une forme hermitienne sur H, et on pose

Meyer(f,g) = [(H,h)] € W(K).
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Remarque. La preuve du fait que h est hermitienne est un calcul direct
peu éclairant. Soit (u,v) et (u’,v") deux éléments de H. On a alors

h((u,v); (u',0") = h((/, 0"); (u, )
=0 (g(v) —u, f(u) —v) = o (g(v') =, f(u) = u)
=0 (g(v) —u, f(u) =) + o (f(u) —u,g(v") — )
=0 (g(v) —u, f(u') =) + o (f(u) —u, 0" = f(u))
=0 (g(v), f() —u') = o (u, f(u) + o (u,u') + o (f(u),v')
— o (f(u), f(u) =0 (u, ") + o (u, f(u))

=o(u,u’)
=0 (g(v),v = g(v") +o (f(u),v") — o (u,v")
=a(g(v),v")—a(v,v’)

=0 (g(v) —v+ f(u) —u,0) =0,

ce qui démontre que h est hermitienne. Le sens de cette formule sera
beaucoup plus clair & la prochaine section.

6.2 Fibrés en surfaces sur le pantalon

Dans toute cette section F' est une surface connexe orientée, que 'on
suppose non fermée, et W — P est un fibré orienté sur le pantalon, de
fibre F'. Observons ce que donnent dans ce cas particulier les arguments
de Meyer relatifs a la suite spectrale de Leray-Serre.

A la deuxiéme page de la suite spectrale, on observe les groupes
d’homologie H,(P;H,(F;Q)) & coefficients dans les systémes locaux de
coefficients H,(F; Q). Le fait que la fibre soit connexe et les hypotheses
d’orientation entrainent que les systémes locaux de coefficients Ho(F; Q) =
Q et Ho(F; Q) sont triviaux. En revanche, Hy(F; Q) est un systéme local
de coefficients a priori non trivial, gouverné par la représentation de
monodromie p : m (P) = L(a,b) — Aut(H;(F;Q)) (on continue & noter
f=pla) et g=p(b)).

Comme le pantalon est un espace d’Eilenberg-MacLane, ’homologie
H,(P; Hi(F;Q)) s’identifie & 'homologie du groupe L(a,b) & coefficients
dans H;(F';Q). Celui-ci posséde une résolution libre

(a—id,b—

0 — Z[L(a, b)] ® Z[L(a, b)] 9D, ZIL(a,b)] — Z

donnant naissance a un complexe de longueur 1

C1= Hi(F;Q) & Hi(F;Q) % Co = Hy(F;Q
(u,v) — f(u) —u+g(v) —v.
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Il s’ensuit donc que
Ho(P; H1(F;Q)) = Hi(F;Q)/(im(f — id) + im(g — id)),

(ce qui est conforme & la description classique de Hy(IL(a,b); H1(F;Q)) =
H1(F;Q)1(q,5) comme groupe des co-invariants) et que

Hy (P, Hi(F;Q))
= {(w,v) € H1(F;Q) & H1(F;Q) [ f(u) —u+g(v) —v =0}.

En outre, vu les dimensions en jeu, la suite spectrale de Leray-Serre
associée a la fibration FF — W — P dégéneére deés la deuxieme page et
Hy(W;Q) s’identifie & Hy(P; Hi(F;Q)).

E§,=0 E}, = H\(P;Q)
E§ ), = H\(F;Q)rpy E?, = Hi(P;H(F;Q))

E§,=Q E? = Hi(P;Q)

FIGURE 6.2 — La deuxieme page de la suite spectrale de F — E — P

En outre, méme dans le cas ot F est fermée (et donc ou Hy(F;Q)
n’est pas trivial), on vérifie facilement que le sous-espace vectoriel
Hy(F;Q) C Hy(W;Q) est inclus dans le noyau de la forme d’intersection.
En particulier, on obtient directement un corollaire du théoréme de
Meyer : quitte & quotienter par le noyau, il revient au méme de considérer
Hy(W;Q) ou le groupe d’homologie Hy(P; H1(F;Q)).

Remarque. Quand on a affaire & un fibré F 5 W 5 B, ou F et B
sont des surfaces fermées, la deuxieme page de la suite spectrale contient
neuf termes a priori non triviaux, et la suite spectrale elle-méme ne
dégénere qu’a la troisieme page. Le groupe d’homologie Hy(B; Hy (F;Q))
s’identifie alors au sous-quotient ker(mw.)/im(i.) de Ha2(W;Q), qui n’est
autre que le résultat de la réduction sous-lagrangienne sur ’espace isotrope
im(i, : Ha(F;Q) — Ho(W;Q)). La signature de Ho(W;Q) est donc la
méme que celle de la forme quadratique portée par Hy(B; Hy1(F;Q)) ce
qui permet de retrouver ce cas particulier du théoreme de Meyer.

La proposition suivante justifie a posteriori notre définition du cocycle
de Meyer.
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Proposition. Soit F — W — P un fibré orienté sur le pantalon, dont la
fibre est une surface orientée non fermée. On note w la forme d’intersection
(antisymétrique) sur Hy(F; Q). Alors il existe un isomorphisme

Hy(W;Q) ~ Hi(P; Hi(F;Q))
= {(u,v) € Hi(F;Q) ® Hi(F;Q)| f(u) —u+g(v) —v =0},

faisant correspondre la forme d’intersection et la forme symétrique

h((u,0); (u',0) = w (f(u) —v,9(v") =)

En particulier, la classe de Witt de la forme d’intersection (régularisée)

de W est Meyer(f,g) € W(Q).

La fin de la section est consacrée a la preuve de cette proposition.

Comme F est supposée non fermée, Hy(F;Q) = 0 et la discussion
précédente sur la suite spectrale de Leray-Serre démontre 'isomorphisme
Hy(W;Q) ~ H,(P;H(F;Q)). Cependant, nous allons construire un
isomorphisme plus explicite, ce qui nous permettra d’identifier de fagon
directe la forme d’intersection et la forme h définissant le cocycle de Meyer.

Pour cela, décrivons une autre décomposition du pantalon P : soit
P/ (resp. Pj) un voisinage régulier compact d’un chemin I; (resp. I3)
joignant la composante extérieure S!, du bord du disque & la composante
intérieure S} (resp. Si). On suppose que les deux voisinages ainsi construits
sont disjoints, de telle sorte que P, Py et Py = P\ (P{UP}) soient
homéomorphes & des disques. Plus précisément, P/ est un domaine & coins,
dont la frontiere est composée de quatre arcs, dont deux sont inclus dans
le bord de P et deux définissent des courbes proprement plongées dans P.
On note ces deux courbes I; et I,f, de telle sorte qu’en tournant dans le
sens direct le long des composantes de bord de P, on longe P; en allant de
I7 aIt.

On définit maintenant la décomposition du fibré W correspondant a
cette décomposition de P : on note Wy (resp. W) la restriction du fibré
au-dessus de Py (resp. P!) et M la restriction au-dessus de I:-. Tous
ces fibrés ont des bases contractiles et sont donc triviaux. En particulier,
le premier groupe d’homologie de chacun de ces morceaux s’identifie &

Hy(F;Q).
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A QIO

FIGURE 6.3 — P est 'union de trois disques

Choisissons les identifications de telle sorte que les isomorphismes
H\(F;Q) =~ Hi(M;5Q) = Hy(Wo; Q) = H\(F; Q)
et
Hy(F;Q) ~ Hi(My;Q) — Hi(W;;Q) ~ Hi(F;Q)
soient 'identité et que les isomorphismes
H\(F;Q) =~ Hi(M;";Q) — Hi(W};Q) ~ H\(F;Q)
soient égaux & f~1 (pour i = 1) et g~! (pour i = 2). En quelque sorte, on
a « concentré » la monodromie au-dessus des P;.
Notons W/ = W] UW} et M = M; UM, UM, UM, . La suite exacte
de Mayer-Vietoris fournit un morphisme « intersection avec M »

Ho(W;Q) — Hy(M;Q) ~ H,(F;Q)®*

qui est injectif et dont I'image est constituée des quadruplets
(c1,cf ey e5) € Hi(F;Q)% dont l'image dans chacun des deux
morceaux Hy(Wy; Q) et Hy(W'; Q) est triviale, c’est-a-dire tels que
¢l +cf+cg+c; =0
(er +S7Hel) ey +97H(ed)) =0
Via le morphisme

Hi(F;Q)® Hi(F;Q) —  Hy(F;Q)®*
(u,v) = (—u, f(u), —v,g(v)),

cela identifie bien Hz(W;Q) &
Hy(P;Hi(F;Q))
= {(u,v) € Hi(F;Q) & Hi(F;Q) | f(u) —u+g(v) —v=0}.
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On peut décrire trés précisément cet isomorphisme : chacun des deux W/
est homéomorphe & un produit P/ x F. En particulier, en faisant le produit
avec un arc proprement plongé dans P/ joignant I, a I;7, chaque classe
d’homologie u € H(F; Q) (représentée par une courbe) définit une classe
d’homologie relative dans Ho(W/, OW/; Q) (représentée par un cylindre).
Cette construction fournit I'isomorphisme

H,(F;Q) ~ H{(W};Q) ~ Ho(W/,0W];Q)

donné par la dualité de Poincaré. Via les identifications, le morphisme
composé

Hy (W, 0W};Q) & Hy(0W/;Q) L H\ (Wo; Q)

envoie cette classe correspondant & u sur f(u) —wusii =1 et sur g(u) —u
sit=2.

Ainsi, {(u,v) € H1(F;Q)® H1(F;Q) | f(u) —u+ g(v) —v =0} s’iden-
tifie aux classes relatives dans W’ dont le bord borde également dans Wj.
Par construction, on peut donc reboucher une telle classe pour obtenir un
cycle dans W dont lintersection avec W' est ce cycle relatif. Le calcul
d’homologie précédent montre que la classe d’homologie (dans W) ainsi
obtenue ne dépend pas des différents choix et que ’on obtient ainsi toute
I’homologie de W.

On a donc obtenu une description assez explicite de classes représentant
le groupe d’homologie H2(W; Q). Pour conclure la preuve de la proposition,
il s’agit maintenant, en exhibant des modeles en bonne position les uns
par rapport aux autres, de calculer la forme d’intersection sur cet espace
vectoriel

Hy(W;Q) = Hi(P; Hi(F;Q))
~ {(u,v) € H1(F;Q)® H1(F;Q) | f(u) —u+ g(v) —v=0}.

Soit donc (u,v) et (u',v") deux éléments de cet espace vectoriel. Nous
allons représenter les classes d’homologie de degré 2 de W correspondant
a ces éléments par des surfaces plongées s’intersectant transversalement
telle que tous les points d’intersection appartiennent & la méme fibre F,
au-dessus d’un point o € F.

Considérons les deux graphes suivants, plongés dans le pantalon.
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FIGURE 6.4 — Controle de I'intersection

On note Ag (resp. Aj) 'arc du graphe I" entiérement inclus dans Py et A;
(resp. A}) Parc du graphe I' (resp. I") intersectant P/ en un sous-arc. Le
seul point d’intersection entre les deux graphes est o, point d’intersection

entre \g et A.

On peut alors construire une surface correspondant a I’élément (u,v) et
se projetant presque sur le graphe I' : si ¢y (resp. c¢1, ¢2) est une courbe
lisse orientée représentant la classe g(v) —u (resp. u, v), on peut construire
au-dessus de Ao (resp. au-dessus du sous-arc A\; N P) la surface & bord
correspondante. On a ainsi construit au-dessus d’une partie du graphe
une surface a bord dont le bord a six composantes : quatre courbes de
classes d’homologie —u, f(u), —v et g(v) au-dessus des extrémités des
sous-arcs \; N P/ et deux courbes de classes d’homologie g(v) — u et
—(g(v) —u) = v — f(u) au-dessus des sommets du graphe. On voit alors
que l'on peut prolonger ces morceaux de surfaces en une surface fermée
lisse S en ajoutant des morceaux dont la projection reste arbitrairement
proche des parties du graphe non encore utilisées.

De la méme fagon, si ¢ (resp. ¢}, c4) est une courbe représentant la
classe d’homologie f(u') —u’ (resp. v/, v"), on peut construire une surface
analogue pour I’élément (u’,v’), c’est-a-dire une surface S’ prolongeant la
surface & bord correspondant & ¢ (resp. ¢;) au-dessus de A¢ (resp. au-
dessus du sous-arc A; N P) et s’éloignant arbitrairement peu des autres
parties du graphe I".

Au moment de construire la courbe ¢, on a pu faire en sorte que les
deux courbes ¢g et ¢ incluses dans F' soient transverses. L’intersection
entre les surfaces S et S’ est alors transverse, incluse dans la fibre
F,, et vaut exactement l'intersection (dans H;(F;Q)) des deux classes
[co] = g(v) —u et [¢p] = f(u') — . On obtient donc bien que la forme
d’intersection est isomorphe a la forme h définie sur Hy(P; H1(F;Q)) =
{(u,v) € Hi(F;Q) @ Hi(F;Q) | f(u) —u+g(v) —v =0}
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6.3 Cocycle de Meyer hermitien

On peut maintenant appliquer les constructions précédentes au fibré

W(z,y) — P.
Les deux tresses = et y définissent, via la représentation de Burau,
deux automorphismes f = Burau(z) et g = Burau(y) de la forme

antihermitienne de Squier (H1(D,,;Q(t)),Sq). Convenons de noter (5, 7)
le Q(t)-espace hermitien associé & ces deux automorphismes par le procédé
décrit a la section 6.1. En particulier, on a un cocycle de Meyer

Meyer(Burau(z), Burau(y)) = [(#,n)] € W(Q(?)).

Le but de cette section est le résultat suivant, qui acheve la preuve de
I'égalité By, — By — By = —OMeyer(Burau(z), Burau(y)).

Proposition. Il existe un isomorphisme Q(t)-linéaire
©: I — Hy(W(z,y); Q1))
tel que

V(u,v), (v, 0') € A, I3 (®(u,0), B(u',v')) = ((u,0); (u',v)) .

En particulier, on a l’égalité suivante dans W (Q(t)) :
a5y = Meyer(Burau(x), Burau(y)).

Démonstration. Le morphisme 71 (W) — J définissant la structure de J-
variété de W = W (x,y) prolonge la J-structure des fibres D,,. Il s’ensuit

que ’espace total W du revétement infini cyclique associé W _— W est un
fibré sur le pantalon dont la fibre s’identifie au revétement D,,.
En particulier, la représentation de monodromie 71 (P) = L(a,b) —

Aut(Hl(ﬁ;;Q)) est donnée par la représentation de Burau, comme

expliqué en 3.3, c’est-a-dire qu’elle envoie a sur f et b sur g. La fibre bvn
étant une surface non fermée, on peut appliquer le résultat de la section
précédente au fibré W — P. On obtient ainsi un isomorphisme Q-linéaire

Oy, M, — Ha(W;Q),
ol

Ay = {(u,v) € Hy(Dy;Q) & Hi(Dy; Q) | f(u) —u+ g(v) —v = 0}~

La définition de lisomorphisme utilisée a la section précédente (a
I'aide de rebouchage de cycles relatifs) montre que I'isomorphisme ®,,
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commute aux automorphismes de revétement, c’est-a-dire qu’il est Ag-
linéaire. Comme H;(D,,Ag) = Hy (m, Q) est isomorphe & A(@n*1 et que
Aq est principal, cela entraine que J#3, et Hy(W;Aqg) = HQ(W;Q) sont
des Ag-modules libres. En particulier, ils s’identifient a des réseaux dans les
Q(t)-espaces vectoriels 2 et Hy(W;Q(t)), et I'isomorphisme &y, s’étend
en un isomorphisme
O — Hao(W;Q(1)).

Pour vérifier que cet isomorphisme @ fait bien correspondre les deux

formes hermitiennes naturellement définies sur ces espaces vectoriels (7 et

I%(t), respectivement), il suffit de le vérifier sur les réseaux, c’est-a-dire
qu’il suffit de vérifier que

V(u,0), (W, 0') € Ay, I3 (®(u,v), ®(u',0')) = 1 ((u,0); (u',0')).

Par ailleurs, la proposition de la section précédente entraine que @y,
réalise un isomorphisme entre la forme d’intersection (usuelle, c¢’est-a-dire

a valeurs dans Q) (-,-) sur Ho(W;Ag) = Hy(W;Q) et la forme
h: ((u,0); (W', 0) = w (g(v) = u, f(u) — u)

définie sur %, . Ici, w note la forme d’intersection (usuelle) Q-bilinéaire et

antisymétrique définie sur le Q-espace vectoriel H1(D,,; Ag) = H; (bvn, Q).
L’égalité vient alors directement du fait que I%(t) et n sont obtenus a

partir de (-,-) et h, respectivement, par le procédé de Reidemeister :

Vo, B € Hy(W; Ag) = Ho(W;Q),
(0, 8) = Y (t*a, )t*

kEZ
Vu,v € Hh,,
n ((u,v) Zh Fu, th); (W', 0")) P

kEZ
® réalise donc bien une isométrie entre les deux espaces hermitiens

() et (Ha(W(2,9); Q1), T\ ,)- O

6.4 Retour sur le théoréme de Gambaudo et
Ghys

On a donc démontré I'égalité 5, — B, — B, = —0Meyer(Burau(z), Burau(y))
dans WT(Ag). L'objet de cette section est de comparer ce résultat au
théoréme original de [32].
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Comme on 'a rappelé dans lintroduction (page 280), le théoréme
de Gambaudo et Ghys est ’énoncé suivant, valable pour toutes tresses
x,y € B(n) et toute racine de I'unité w € S d’ordre premier avec n :

sign,, (xy) — sign, (x) — sign,, (y) = —Meyer(Burau,, (x), Burau, (y)).

Remarque. La précision sur l'ordre de w est nécessaire. En effet, si
o1 € B(2) est le générateur du groupe des tresses & n brins, on a

sign_,(0%) —sign_, (01) — sign_,(01) = —1

car o2 est I'entrelacs de Hopf et o7 est le nceud trivial. Ce contre-exemple et
I’énoncé du théoreme de Gambaudo-Ghys que nous utilisons proviennent
de [19] (dans P’article original, Gambaudo et Ghys énoncent le résultat
pour des éléments de B(co) = hﬂB(n))

Tout d’abord, remarquons que, les racines de 'unité d’ordre premier avec
n étant denses dans le cercle, la connaissance des entiers sign,, (z) pour ces
w implique la connaissance de tous les sign,,(z) sauf éventuellement un
nombre fini, et donc la connaissance de o (L) € Eq(S").

La classe Meyer(Burau(z),Burau(y)) € W(Q(t)) est représentée
par une forme quadratique explicite. En spécifiant ¢ = w, on
obtient directement la forme quadratique représentant le cocycle entier
Meyer(Burau,, (z), Burau,(y)) € W(C) ~ Z, ou Meyer note cette
fois le cocycle défini sur le groupe des automorphismes préservant
une forme antihermitienne complexe. En particulier, la fonction
w — Meyer(Burau,(z), Burau,(y)) et la fonction équilibrée associée a
Meyer(Burau(x), Burau(y)) € W(C(¢)) coincident sur le complémentaire
d’un nombre fini de points.

Maintenant, on a vu a la section 3.2.5 que l'image de 8, dans WT(A¢) ~
Z(S") était donné par les signatures de Milnor oM(L) € 7Y, Comme
oM(L) = saut (6" (L)), on obtient que les deux fonctions équilibrées
associées a

w — —Meyer(Burau,, (z), Burauy, (y))

et w +— sign,, (zy) — sign,, (z) — sign,,(y)

possédent la méme image par le morphisme saut : Eq(Sl) — 75", Cela
entraine qu’ils different d’une fonction constante qui doit étre nulle car
on vérifie directement que les deux fonctions s’annulent quand w = 1. On
obtient donc 1’égalité des fonctions équilibrées, ce qui entraine que pour
tout w € S dans le complémentaire d’un ensemble fini,

sign,, (xy) — sign,(x) — sign,, (y) = —Meyer(Burau, (x), Burau, (y)).
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En résumé, l'image dans WT(Ac) de égalité (., — B, — By =
—O0Meyer(Burau(z), Burau(y)) redonne presque, mais pas tout a fait, le
théoreme de Gambaudo et Ghys.

En revanche, le morphisme induit par l'inclusion

a pour noyau tout le sous-groupe de torsion de WT(Ag), qui est isomorphe
a (Z/2)* @ (Z/4)* comme on 'a vu & la section 2.2.

Pour illustrer la richesse des informations contenues dans le noyau de
WT(Ag) - WT(Ac), notons qu’un théoréme de Levine ([46]) affirme que
Papplication qui associe & un nceud K sa classe de Witt [Sx] € WT(Ag)
est surjective.
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