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Pseudo-groupe d’une singularité
de feuilletage holomorphe
en dimension deux

Frank Loray

Résumeé. Un feuilletage holomorphe singulier, en dimension deux, est lo-
calement défini par un champ de vecteur holomorphe a zéro isolé : les
feuilles sont les trajectoires complexes du champ de vecteur. L’étude des
singularités de ces feuilletages, débutée a la fin du 19éme siécle avec les
travaux de Poincaré et Dulac, a connu un fort développement & partir des
années 80. Outre les problémes de classification analytique, le théme qui
nous intéresse particuliérement dans cet ouvrage est le lien entre ’existence
d’un certain type d’intégrale premiére (multiforme) pour le feuilletage et
la finitude de la dimension du pseudo-groupe d’holonomie. Par exemple,
le feuilletage admet une intégrale premiére dans la classe de Liouville si,
et seulement si, le pseudo-groupe est affine, de dimension deux.

La dimension est celle de la cléture du pseudo-groupe pour une topo-
logie adéquate : nous comparerons dans cet ouvrage la cloture pour la
convergence uniforme et la cloture de type Zariski introduite par Ber-
nard Malgrange pour définir le groupoide de Galois du feuilletage. Si
la seconde conduit & une caractérisation simple et compléte de l’'inté-
grabilité du feuilletage, la premiére a l'avantage d’étre de nature topo-
logique/dynamique; les deux approches coincident sur une large classe de
feuilletages.

La premiére partie du texte est consacrée a I’étude des groupes de germes
de difféeomorphismes analytiques fixant 0 € C, i.e. des sous-groupes de
Diff(C,0). Aprés avoir rappelé les résultats de classifications formelle et
analytique, nous donnons une description compléte de la dynamique du
pseudo-groupe induit sur un voisinage de 0 ainsi que ses clotures pour les
deux topologies précédentes. Comme résurgence du Théoréme de Lie sur
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la classification des géométries de la droite, nous obtenons la dichotomie
suivante : ou bien le pseudo-groupe est de dimension < 2 et sa dynamique
est affine ou essentiellement discréte, ou bien il est de dimension infinie et
sa cloture est le pseudo-groupe de toutes les transformations conformes.
La seconde alternative est spécialement spectaculaire dans le cas de la
topologie de convergence uniforme. Ces résultats reposent sur une étude
compléte des germes de difféomorphismes tangents a ’identité : ils appa-
raissent naturellement comme commutateurs des éléments de Diff(C,0);
c’est le coeur de la premiére partie de notre ouvrage.

Dans la seconde partie, nous rappelons la classification analytique des
singularités réduites (ou non dégénérées) puis expliquons, a ’aide de la ré-
solution des singularités par éclatements, comment décortiquer le pseudo-
groupe d’holonomie le long du diviseur exceptionnel. L’holonomie des com-
posantes invariantes du diviseur en sont des ingrédients essentiels : ce sont
des sous-groupes de Diff(C,0). Nous terminons par le résultat principal :
un critére topologique d’intégrabilité pour une large classe de singularités.
On y utilise toutes les notions développées durant ce livre ainsi que les
résultats obtenus par Guy Casale sur la classification des groupoides de
Galois et sur les intégrales premiéres d’un feuilletage.

Mots clefs. Feuilletage holomorphe, Pseudo-groupe, Singularité
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Abstract. A singular holomorphic foliation, in dimension two, is locally
defined by a holomorphic vector field with isolated zero : leaves are tra-
jectories of the vector field. The study of their singularities, which begun
at the end of the 19th century through Poincaré and Dulac works, had a
huge development from the 80’. Beside analytic classification problems, we
are mainly interested in this book by the links between the existence of
(multiform) first integrals of a certain kind for the foliation and finitness
of the dimension of the holonomy pseudo-group. For instance, the foliation
admits a liouvillian first integral if, and only if, the pseudo-group is affine,
of dimension two.

The dimension is that of the closure of the pseudo-group for a convenient
topology : we will compare the closure of uniform convergence and the
Zariski like closure introduced by Bernard Malgrange in order to define the
Galois groupoid of the foliation. If the later approach leads to a simple and
complete characterization of the integrability of the foliation, the former
one has the advantage to be of topological /dynamical nature; the two
definitions actually coincide for a large class of singularities.

The first part of the book is devoted to studying groups of germs of
diffeomorphisms fixing 0 € C, i.e. subgroups of Diff (C,0). After recalling
formal and analytic classification results, we provide a complete descrition
of the dynamics of the pseudo-group induced on the neighborhood of 0 as
well as its closures for above topologies. A resurgence of Lie’s classifica-
tion of the geometries of the line arise in the following dichotomy : either
the pseudo-group has dimension at most two and is affine or discrete, or
it is infinite dimensional and its closure is the whole conformal pseudo-
group. Those results relie on a complete study of tangent to the identity
diffeomorphisms : they naturally appear as commutators of elements of
Diff(C,0) ; they play a fundamental role in the first part of the book.

In the second part, we recall the analytic classification of reduced (or
non degenerate) singularities of foliations and then explain how to recover
the holonomy pseudo-group of a general singularity from the resolution by
blowing-ups. The holonomy of the invariant components of the exceptional
divisor after blowing-up the main generators of the pseudo-group : they
are subgroups of Diff (C,0). We end-up by the main result : a topological
criterium of integrability for a huge class of foliation singularities. Here,
we use most of the tools developped along this book as well as results
obtained by Guy Casale on the classification of Galois groupoids and first
integrals for foliations.

Keywords. Holomorphic Foliation, Pseudo-group, Singularity
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Chapitre 1

Introduction

La notion de feuilletage apparait implicitement & la fin du 19éme siécle
dans les travaux de Henri Poincaré et Paul Painlevé, dans le but d’étudier
de maniére qualitative les solutions des équations différentielles analytiques

F(z,y,9,...,y™) =0

ou F est polynomiale (éventuellement analytique dans la variable z). Par
exemple, 1’équation différentielle 3y’ = % définit un feuilletage holo-
morphe singulier 1a ou f et g sont déﬁnies,’ holomorphes : les feuilles sont
les trajectoires complexes du champ de vecteur X = f(z,y)0; + g(x, y)0y,
les singularités sont les points d’indétermination du second membre, i.e.
les zéros de X. On peut supposer f et g sans facteur commun de sorte que
les singularités sont isolées dans le plan. L’étude du feuilletage au voisinage
d’un point singulier s’est tout d’abord développée dans les travaux de H.
Poincaré (théoréme de linéarisation), puis de H. Dulac, notamment moti-
vés par le 16éme probléme de Hilbert sur les cycles limites des champs de
vecteurs réels polynomiaux du plan. Ensuite, il a fallu attendre plus d’un
demi siécle avant que ces feuilletages singuliers ne soient reconsidérés. Entre
temps, la théorie des feuilletages réguliers sur les variétés compactes s’est
développée de maniére tout a fait indépendante, motivée par la topologie
de ces variétés, a partir des années 50 avec les travaux de G. Reeb, C.
Ehresmann et A. Haeffliger. L’étude des feuilletages analytiques singuliers
n’est réapparue que dans le courant des années 70, en France avec les tra-
vaux de R. Moussu, J.-F. Mattei, D. Cerveau, J. Martinet et J.-P. Ramis,
en Russie avec V.I. Arnol’d, Yu. Ilyashenko, A.A. Scherbakov, S. Voronin
et P. Elizarov et au Brésil avec I. Kupka, C. Camacho, A. Lins Neto et
P. Sad. A partir des années 80, des résultats profonds ont été démontrés
notamment sur les problémes de classification analytique.

En 1980, suite a des questions de R. Thom, J.-F. Mattei et R. Moussu
démontrent dans l'article fondateur [140] qu’un germe de feuilletage sin-
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Chapitre 1. Introduction 59

gulier admet une intégrale premiére holomorphe si, et seulement si, toutes
les feuilles sont fermées sur un voisinage épointé du point singulier et si
un nombre fini d’entre elles seulement adhérent au point singulier. Ceci
nous donne une caractérisation topologique de ’existence d’intégrale pre-
miére holomorphe. Depuis, de nombreux travaux ont cherché a caractériser
les feuilletages admettant des intégrales premiéres d’un type plus général
telles que les fonctions multiformes de Darboux, de Liouville, etc... Citons
notamment [57], [115], [218], [161], [199], [15], [220] et enfin [48] qui semble
clore le sujet. Comme il est remarqué dans [148], le critére de Mattei-
Moussu revient & dire que le quotient Hausdorff d’un voisinage épointé de
la singularité par la relation induite par le feuilletage est un disque : c’est
I’espace des feuilles. En général, I’espace des feuilles d’un feuilletage est un
objet a la fois trés riche et trés compliqué dont le plus petit quotient Haus-
dorff est bien souvent réduit a un point. On préfére alors travailler avec le
pseudo-groupe d’holonomie : c’est la donnée d’une transversale compléte T
au feuilletage (i.e. intersectant toutes les feuilles) et de la collection G des
“applications de retour” partielles induites par le feuilletage sur T ; le quo-
tient de T par ’action de G est 1'espace des feuilles. C’est un pseudo-groupe
totalement discontinu (essentiellement dénombrable modulo prolongement
analytique) trés difficile & étudier en toute généralité.

Le cas des pseudo-groupes continus et transitifs est complétement élucidé
par S. Lie en dimension 1 : un tel pseudo-groupe est localement conjugué
au pseudo-groupe des transformations euclidiennes (translations), affines
ou projectives de la droite dés lors qu’il est de dimension finie. Si le pseudo-
groupe du feuilletage considéré plus haut se plonge dans un des pseudo-
groupes de Lie de dimension finie précédent, disons le plus gros, alors le
feuilletage est transversalement projectif et la développante de la structure
transverse nous fournit une intégrale premiére multiforme & monodromie
projective. Dans le cas singulier, de telles intégrales premiéres deviennent
uniformes et méromorphes dés qu’elles sont définies sur le complémentaire
de la singularité, par simple connexité; on doit accepter des structures
transverses dégénérant le long d’'un ensemble de codimension 1 si l'on veut
voir apparaitre des exemples non triviaux. Par exemple, si le feuilletage
est défini par une 1-forme méromorphe fermée w, alors le pseudo-groupe
d’holonomie préserve cette 1-forme en restriction & la transversale et, en
Iintégrant localement, on déduit que le feuilletage est transversalement
euclidien en dehors des poles de w. Réciproquement, si le feuilletage est
transversalement euclidien en dehors d’une courbe et si la développante H
est & croissance polyndmiale le long de cette courbe, alors le feuilletage est
défini par la 1-forme fermée dH, qui est méromorphe par Riemann. Ceci
nous donne une définition naturelle de feuilletage transversalement eucli-
dien dans le cas singulier. Dans [199], B. Scardua propose les définitions
analogues suivantes, adaptées au contexte holomorphe singulier : le feuille-
tage défini par une 1-forme holomorphe wy est transversalement projectif
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s’il existe des 1-formes méromorphes wy et woy telles que

dwo = Wo A w1,
dw1 = Wo A wa,
dLUQ = w1 A W2,

le feuilletage est transversalement affine lorsque 'on peut choisir wy = 0.
Dans le cas des feuilletages réguliers, se donner une structure affine ou pro-
jective est en effet équivalent a se donner de telles 1-formes réguliéres (voir
[85]). En 1992, M.F. Singer démontre dans [209] quun germe de feuille-
tage holomorphe singulier admet une intégrale premiére dans la classe de
Liouville si, et seulement si, le feuilletage est transversalement affine au
sens précédent ; la développante, donnée par H = f e/ “lyg, est dans la
classe de Liouville. C’est ce résultat qui a motivé la définition précédente
et tous les développements qui ont suivi.

Etant donnée une singularité de feuilletage générale, si 'on veut se ra-
mener a la discussion précédente, on a essentiellement deux possibilités :
ou bien on arrive & plonger directement le pseudo-groupe G du feuilletage
dans les pseudo-groupes de Lie de la droite, ou bien on cherche d’abord a
définir la cléture de G pour une topologie adéquate, puis son algébre de
Lie a laquelle on applique le Théoréme de Lie. Les deux approches seront
abordées ici; la seconde donnera notamment des critéres de non existence
d’intégrale premiére, lorsque la cloture sera de dimension infinie.

Deux topologies seront considérées pour définir la cléture d’un pseudo-
groupe, et son algébre de Lie. La premiére, de nature dynamique, est don-
née par la convergence uniforme sur les compacts. Nous détaillerons la
construction de I’adhérence G de G pour cette topologie ainsi que son
algebre de Lie (réelle!). Cette approche, déja implicite dans le travail de
Nakai [151], a été développée dans [12], [124] et [120]. Dans [127], B. Mal-
grange propose une autre topologie de nature plus analytique : 'adhérence
éLle de G apparait comme limite inductive des adhérences de Zariski des
relevés de G dans les espaces de jets. Dans le cas de la dimension 1, les
pseudo-groupes fermés pour cette topologie ont été complétement classi-
fiés par Guy Casale dans [47]. L’avantage de cette seconde approche est de
donner un critére simple et complet d’existence d’intégrale premiére par-
ticuliere : dans [48], Guy Casale démontre qu'un feuilletage smguher est

transversalement projectif au sens précédent si, et seulement si, G est
de dimension 3 ; en particulier, le feuilletage admet une intégrale premiére

dans la classe de Liouville si, et seulement si, G © est de dimension 2. Il est
facile de voir que cette topologie est plus grossiére que la précédente, c’est-

a-dire G ¢ G C G . Par contre, 'avantage de I’approche dynamique est
qu’elle est stable par homéomorphisme : si deux feuilletages sont conjugués
par un homéomorphisme, alors celui-ci conjugue les clotures respectives G
ainsi que leurs algébres de Lie et, par suite, les dimensions coincident.
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En ce sens, on est ici plus proche de I’esprit du critére de Mattei-Moussu
pour les intégrales premiéres holomorphes. Par exemple, lorsque G est de
dimension infinie, nous obtenons un critére topologique de non existence
d’intégrale premiére a la Khovanskii (voir [97]).

Une partie consistante du pseudo-groupe d’une singularité de feuille-
tage est donnée, aprés résolution de la singularité par éclatements, par
I’holonomie des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel : les
applications de retour, lorsque 'on contourne les nouvelles singularités
apparaissant le long du diviseur, nous fournissent une représentation du
groupe fondamental dans le groupe des germes de difféomorphismes d’une
transversale donnée, fixant le diviseur. A travers une coordonnée locale,
on récupére un sous-groupe de

Diff(C,0) = {f(z) = az + - ; f€C{z}, a #0}.

L’étude de la dynamique d’un élément de Diff (C, 0) remonte a la naissance
des systémes dynamiques avec les travaux de E. Schroder, G. Keenigs et
L. Leau a la fin du 19éme siécle. Le sujet s’est considérablement développé
suite aux travaux de G. Julia et P. Fatou sur l'itération des polynomes
quadratiques. Par contre, I’étude de la dynamique d’un sous-groupe n’est
apparue que bien plus tard, motivée par celle des feuilletages, dans un
cadre global ou local, avec les articles [91], [50] et [58]. Dans ce dernier
papier, un début de classification des sous-groupes résolubles apparait ;
Pénoncé final, qui est démontré indépendamment dans [115, 123] et [74],
dit qu’un sous-groupe résoluble de Diff (C, 0) induit une dynamique affine
sur un voisinage épointé dés lors que sont premier groupe dérivé est de rang
> 2. Les sous-groupe non résolubles ont été étudiés par A.A. Shcherbakov
dans [203], [205] et [206, 207] puis par I. Nakai dans [151] : en général,
les orbites sont denses sur un voisinage de 0. Rien ne permet alors de
distinguer une telle dynamique de celle d’'un sous-groupe résoluble géné-
rique; c’est dans [12] qu’apparait la dichotomie profonde : la cléture d’un
sous-groupe non résoluble de Diff (C,0) pour la convergence uniforme est
le pseudo-groupe de toutes les transformations conformes. Un sous-groupe
non résoluble est en ce sens de dimension infinie, méme du point de vue
topologique/dynamique.

Le but de la premiére partie est de démontrer la dichotomie dynamique
précédente entre sous-groupes résolubles et non résolubles de Diff(C,0).
La démonstration de ces résultats repose en grande partie sur une bonne
compréhension des difféomorphismes tangents & l'identité. Ils apparaissent
naturellement comme commutateurs des éléments de Diff (C, 0). Nous leurs
consacrons une bonne partie du chapitre 3. Nous y démontrons notamment
le théoréme de classification analytique da indépendamment a J. Ecalle et
S.M. Voronin, en adoptant plutét le point de vue de J. Martinet et J.-P.
Ramis sur ’espace des orbites : le chapelet de sphéres. Un autre ingrédient
important est le Théoréme de Nakai sur les dynamiques non résolubles,
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que nous démontrons dans le chapitre 4 : en particulier, on y démontre
que l'algébre de Lie associée a la cloture topologique du pseudo-groupe
est non triviale. C’est I’étape la plus difficile. Ensuite, on se raméne assez
facilement au théoréme de Lie pour conclure & la dimension infinie. A la
fin de cette premiére partie, nous abordons sans entrer dans les détails la
cloture du pseudo-groupe au sens de Malgrange ; ceci est trés bien fait dans
le travail de Guy Casale [47].

Dans la seconde partie, nous expliquons comment utiliser les notions
développées dans la premiére partie pour étudier le pseudo-groupe d’une
singularité de feuilletage générale. Il y a moins de démonstrations, certaines
étant renvoyées aux articles originaux. Nous rappelons la classification ana-
lytique des singularités réduites (ou non dégénérées) puis expliquons, a
I’aide de la résolution des singularités par éclatements, comment décorti-
quer le pseudo-groupe d’holonomie le long du diviseur exceptionnel. L’ho-
lonomie des composantes invariantes du diviseur en sont des ingrédients
essentiels : ce sont des sous-groupes de Diff(C, 0). L’autre ingrédient que
nous détaillons dans la derniére section est 1’étude des correspondances
de Dulac qui permettent de reconnecter les pseudo-groupes d’holonomie le
long du diviseur. Nous décrivons rapidement le dictionnaire établi par Guy
Casale dans [48] entre intégrales premiéres et dimension du groupoide de
Galois.

Nous terminons ce livre par une application de toutes les notions in-
troduites durant ce cours : le Théoréme 8.30. On considére ici une singu-
larité de feuilletage F dont le diviseur exceptionnel D, aprés résolution
par éclatements, est totalement invariant par le feuilletage relevé F. On
suppose en outre que toutes les singularités (réduites) de F sont de type
col ou hyperbolique, i.e. localement définies par xdy + aydz + - -- = 0 avec
a € C\R™ (pas de nceud ni de nceud-col). Alors tout germe de transversale
T au diviseur exceptionnel (en un point régulier de F ) est une transversale
compléte : elle coupe toutes les feuilles sauf un nombre fini contenu dans
la courbe invariante de F (quitte a diminuer le domaine de définition de
F). Le pseudo-groupe G du feuilletage est alors donné par sa restriction a
T et est de I'un des types suivants :

— @ est discret, G = G, et est induit par un sous-groupe virtuellement

abélien de Diff(C,0) sur T,

— G est de dimension finie > 0 (G non discret) et F est transversale-

ment projectif,

— G est de dimension infinie et contient toutes les transformations

conformes en un point générique de T'.
Les sous-groupes de Diff (C,0) apparaissant dans le premier cas sont com-
plétement classifiés dans la premiére partie de cet ouvrage. On ne peut pas
toujours décider de I'intégrabilité du feuilletage correspondant par un cri-
tére topologique : les singularités réduites de type col résonant par exemple
nous fournissent des feuilletages topologiquement conjugués dont le grou-
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poide de Galois peut étre de dimension arbitraire 0, 1, 2, 3 ou oc.
Dans le second cas, le pseudo-groupe G se redresse en un point géné-
rique de T sur (le pseudo-groupe 1ndu1t par) un sous-groupe de Lie réel

de PGL(2,C); sa cléture analytique G “ correspond alors a la cloture de
Zariski complexe du groupe de Lie réel associé. La définition de G étant
de nature topologique, tout feuilletage F' topologiquement conjugué a F
aura méme type d’intégrale premiére : leur groupoide de Galois ont méme
dimension transverse 1, 2 ou 3.

Dans le troisiéme cas, nous obtenons un critére topologique de non in-
tégrabilité.

La preuve du Théoréme 8.30 consiste en grande partie a reprendre la
stratégie développée par Emmanuel Paul dans [161] en 'adaptant a notre
point de vue topologique : en reconstruisant le pseudo-groupe G de proche
en proche le long du diviseur D on étudie comment peuvent évoluer les

dimensions des clotures G et G ‘A chaque fois que G ¢ est de dimension
infinie, on observe a posteriori (sous nos hypothéses) ou bien que G est in-
duit par un sous-groupe de Diff(C,0), ou bien que G est aussi de dimension
infinie. Dans le second cas, les techniques de [12] permettent de conclure
que G est le pseudo- groupe conforme sur un ouvert de Zariski réel de T.

A contrario, lorsque G"™ est de dimension finie, les résultats de [47, 48]
nous permettent de conclure a l'existence d’une géométrie transverse au
feuilletage, et par suite a l'existence d’intégrale premiére de type spécial.

Le Théoréme 8.30 reste vrai en remplagant le diviseur de résolution d’une
singularité par tout diviseur connexe invariant par un feuilletage singulier
dont les singularités sont de type col ou hyperbolique. Par exemple, si
D est le diviseur obtenu aprés résolution d'un feuilletage F de P?(C) le
long d’une courbe invariante, alors on obtient une version topologique du
genre d’énoncés que l'on trouve dans [32, 33| : Dans ce cas, toute intégrale
premiére est en fait globale et de nature algébrique : par exemple, les
1-formes méromorphes wq, w1, ws définissant la structure projective sont
rationnelles.

Mode d’emploi

Le lecteur intéressé par les difféeomorphismes & une variable pourra lire
les sections 1.1 & 1.4 pour la classification formelle des difféomorphismes,
groupes a 1 paramétre et sous-groupes résolubles. La classification analy-
tique est décrite dans les sections 2.1, puis 2.3 & 2.7, et enfin 2.10. Enfin les
aspects dynamiques sont abordés dans les sections 3.1 et 3.2. Pour I'étude
d’un seul difféomorphisme (et non pas d’un groupe), il suffira de regarder
les sections 1.3, 2.1, 2.3 & 2.7, et enfin 3.1.

Les autres sections (1 a 3) de la premiére partie abordent des questions
plus pointues. Par exemple, la section 3.3 donne une preuve du théoréme de
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Nakai sur les dynamiques non résolubles (et utilise les résultats techniques
de la section 1.5). La section 1.6 aborde le probléme de la structure de
groupe (relations, alternative de Tits). La section 2.2 est un survol un
peu historique sur 1’étude des difféeomorphismes tangents & 'identité. La
section 2.8 explique comment on peut utiliser le chapelet de sphére pour
bien comprendre divers types de symétries du difféomorphisme. On trouve
dans la section 2.9 le théoréme de Camacho sur la classification topologique
et dans la section 2.11 la rigidité de Cerveau-Moussu entre classification
formelle et analytique pour les sous-groupes non virtuellement cycliques.
Enfin, 3.4 et 3.5 abordent les problémes de complétude de la dynamique
du point de vue de la convergence uniforme dans 3.4 et d’adhérence de
Zariski dans 3.5 (groupoide de Malgrange et résultats de Casale).

Concernant les feuilletages, les sections 4 a 6 sont une introduction aux
notions de feuilletages holomorphes singuliers (section 4), classification des
singularités réduites (section 5), désingularisation (section 6.1), de sépara-
trice (section 6.2), d’holonomie projective (section 6.3) et de construction
de feuilletages a holonomie prescrite (section 6.4).

La section 7 aborde des questions plus pointues, notamment les liens
entre holonomie et intégrales premiéres dans laa section 7.3, partant des
travaux de Mattéi-Moussu jusqu’aux travaux de E. Paul et G. Casale.
Enfin la section 7.4 donne des caractérisations topologiques de I’existence
de certaines intégrales premiéres en utilisant tous les ingrédients de cet
ouvrage; les résultats obtenus sont originaux et peuvent étre vus comme
une version topologique du travail de E. Paul sur I'intégration liouvillienne
(dont on utilise d’ailleurs les techniques).
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Premiére partie

Sous-groupes de Diff(C, 0)

67



Chapitre 2

Classification formelle et
propriétés algébriques

Notons ]ﬁ(@, 0) le groupe pour la composition des “germes de difféo-
morphismes formels” fixant 0 € C :

Diff(C,0) = {f(z) =az+--- ; f e C[[2]], a #0}.

Nous décrivons les propriétés algébriques de Diff(C,0), ou plus générale-
ment de ﬁi?f((C,O). Nous donnons notamment une classification des élé-
ments et sous-groupes résolubles de Diff(C,0) a conjugaison prés dans
]ﬁ(@, 0) (classification formelle). Nous terminerons par une description
assez sommaire des sous-groupes non résolubles et aborderons quelques
questions ouvertes dans ce domaine.

2.1 Sous-algébres de Lie de X' (C,0)

On note X(C,0) l'algébre de Lie des germes de champs de vecteurs
holomorphes en 0 € C :

X(C,0) ={X =f(2)-0:; feC{z}};
le crochet de Lie de deux éléments est donné par

[f0., 90:]1=(f-9' — [ -9)0..

Une sous-algébre £ de X' (C, 0) est un sous-espace vectoriel complexe stable
par crochet de Lie. On dit que L est transitive si I'un au moins de ses
éléments ne s’annule pas en 0; on dira qu’elle est intransitive sinon.

Commengons par rappeler le résultat classique de Sophus Lie sur la
classification des géométries de la droite (voir [109])

68
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Théoréme 2.1 (Lie). Soit L C X(C,0) une sous-algebre de Lie transitive
de dimension finie. Alors L est de dimension < 3 et, aprés changement de
coordonnées, s’identifie a l'une des algébres suivantes :

1. C{0,),

2. C(0,, 20,),

3. C(0,,20,,2%0.).

Ceci signifie, par exemple dans le cas 1, qu’il existe ¢ € Diff(C,0) tel
que l'algébre £ est engendrée par ¢*0, = 7 (z)a Les groupes de Lie

correspondant aux modéles précédents sont les groupes de transformations
des géomeétries euclidienne, affine et projective de la droite :

1. E:={f(z)=z2+t; t eC},
2. A:={f(z)=az+b; aeC* beC},

3.P:={f(z) = &5 ; a,b,c,d € C, ad —bc # 0}.

Le théoréme de Lie sera démontré dans quelques instants en méme temps
que sa version intransitive. Avant cela, disons un mot des sous-algébres de
dimension infinie.

Notons J* I'application qui & une série formelle associe son jet d’ordre
k:

Jk:(C[[ — Cilz Zanz |—>Zan

n>0

Proposition 2.2. Soit L C X(C,0) une sous-algébre de Lie transitive de
dimension infinie. Alors J*L = C[2]0. pour tout k € N.

On prendra garde que £ # X(C,0) en général (par exemple, L =
C[z]9.). Toutefois, il résulte de la proposition qu’il n’existe pas de struc-
ture géométrique homogéne complexe autre que les trois géométries citées
plus haut.

Les sous-algeébres intransitives de X'(C,0) sont celles qui vont donner
naissance aux sous-groupes de Lie de Diff (C,0). D’abord, commengons par
rappeler la classification analytique des éléments de X' (C,0) (voir [216])

Proposition 2.3 (Szekeres). Soit X € X(C,0) un germe de champ de
vecteurs holomorphe non trivial. Alors, a changement de coordonnée prés,
on est dans l'un des cas sutvants :

— X = az 5

— X =az0,, a € C*;

+1 *

— X = 1ij —0.,peN*, xeC.
Démonstration. Notons X f(2)0. et considérons la 1-forme différentielle
méromorphe duale w = f(z) Celle-ci est caractérisée par le fait que w(X) =
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1 : elle est intrinsequement définie. Il est donc équivalent de classifier les
1-formes méromorphes du type w = % a changement de coordonnée prés.

Lorsque f(0) # 0, la 1-forme w est holomorphe, réguliére et se redresse
sur la forme constante dz par changement de coordonnée o(z f f C)
Ainsi, X = ¢*0,.

Lorsque f s’annule a l'origine, w a un poéle. Son résidu A est invariant
par changements de coordonnée. Lorsque ce pole est simple, on cherche a
conjuguer w a )\%. Pour cela, on écrit w = )\% +dg, avec g(z) holomorphe,
puis on égalise

w = @*A% = )\d—@.
z 2
En posant ¢ = zu(z), il vient dg = a2 et u := e9/* convient : u(0) # 0
et p € Diff (C,0) redresse X sur azd,, ot a = 1/\.

Enfin, lorsque w posséde un péle multiple, son ordre p + 1 est aussi

un invariant. On cherche alors & conjuguer w & Zpﬂ + 2~ Comme

2w oz
précédemment, on écrit w = Qi‘w dzz + d( ), avec g(z) holomorphe, puis
on égalise
_dy A d<p
Pt 2w

En posant de nouveau ¢ = zu(z), il vient

et une solution holomorphe non nulle u(z) nous est donnée par le théoréme

des fonctions implicites. Ainsi, ¢ redresse X sur le champ de vecteurs
Lp+1

T 0. O

Remarque 2.4. Dans la suite, on notera X, » la forme normale obtenue

dans le cas dégénéré
oPF1

Xpr = ———0.. 2.1
PAT I A 21)

29T

Notons que (zPT1— 2= 22PT1)9, est conjugué a X\ (voir la démonstration
précédente) et aurait tout aussi bien pu convenir comme forme normale.
Cependant, X, » a l'avantage que sa forme duale w, ) = % + ﬁ%
admet une primitive bien plus simple, a savoir :

1 A
Ppr = ——— + -— log(2).

pzP  ur

Cette transformation (multiforme) redresse X, x sur le champ constant 9,
et sera maintes fois utilisée plus loin.



Chapitre 2. Classification formelle et propriétés algébriques 71

Remarque 2.5. Le champ de vecteurs tX, x, t € C, est l’image par ’ho-
mothétie p(z) = 7z, TP = t, du champ Xp7%. En particulier, l’algébre de
Lie C(X, ) est conjuguée a C(Xp 1) dés que A # 0.

Théoréme 2.6 (Version intransitive). Soit £ C X(C,0) une sous-algébre
de Lie non triviale intransitive de dimension finie. Alors L est de dimen-
ston < 2 et, a changement de coordonnée prés, on est dans l'un des cas
suivants :

— C(20,),

— C(zPT10,), p € N*,

— (P T ), p e N

— C(20,,2P%19,), p € N*.

Démonstration des Théorémes 2.1 et 2.6 et de la Proposition 2.2. Si L
contient 4 champs de vecteurs indépendants (resp. 3 dans le cas intransi-
tif), alors, par combinaisons linéaires, on peut supposer que £ en contient
2 du type :

X=(PT 4.0, et V== 4...)0,

avec 0 < p < q. Par crochets itérés :

(X.Y] = ((g—p)2""" + )0,
[X7 [X7 Y]] = (q(g— p)22p+q+1 +--- )aza
[X7 [X’ [Xa Y]]] = ((Q+p)Q(q—p)z3p+q+1 + "')82, etc...

on déduit une suite d’éléments de 'algébre dérivée {L£, L} de plus en plus
dégénérés. Dans ce cas, {£, L} est de dimension infinie et, en réitérant cet
argument, on déduit de plus que £ n’est pas résoluble.

Supposons maintenant £ de dimension finie. Dans le cas intransitif, £
est de dimension 1 ou 2. Dans le premier cas, nous sommes ramenés a
la Proposition 2.3 et nous utilisons les Remarques 2.4 et 2.5 pour nous
ramener aux 3 premiers modéles de ’énoncé du Théoréme 2.6. Dans le
second cas, L est engendrée par deux éléments de la forme

X=(z+--)0, et Y =_>P"14+...)0,

avec p € N*. On choisit une coordonnée dans laquelle X = 20, (voir
Proposition 2.3) et la condition de stabilité par crochet nous dit que Y =
2P+10,.

Dans le cas transitif, £ est de dimension < 3 et engendrée par un élément
transitif, disons X = 0, + - - -, et par la sous-algébre Ly des éléments qui
fixent 0. En redressant Ly sur un des modéles donnés soit par la Proposition
2.3, soit par la discussion précédente, on vérifie que la stabilité

[X, £0] C (C<X, £0>
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n’est satisfaite que lorsque £y = C(z0,) ou C(20,, 220,) ; alors, la condition
[X,20,] C C(X, Lo)

entraine dans chacun des cas que X = 0, modulo L.
Finalement, supposons £ transitive et de dimension infinie : elle contient
un élément de la forme X = 9,+- - et des éléments Y = (:PT14...)9, € L

d’ordre arbitrairement grand. Par crochets itérés [X,...[X,[X,Y]]- -] on
construit des éléments X, = (2971 +...)9, € L de tout ordre g + 1 pour
q=0,...,p. O

Remarque 2.7. Tous les énoncés précédents restent vrai lorsque l’on rem-
place X (C,0) par l’algébre de Lie des germes de champs de vecteurs formels
en0eC:

X(C,0) ={X = f(2)-0:; feC[]} ;

les formes normales s’obtiennent alors par conjugaison formelle ¢ €
Diff(C, 0).

Remarque 2.8. On peut étre plus précis que dans la Proposition 2.2 dés
lors que Uon suppose lalgébre de Lie L fermée dans X(C,0) ou X(C,0)
pour une topologie raisonnable. Par exemple, on peut équiper )?((C,O) de
la topologie de Krull

fomf & VEeEN, J¥f, =J"f pourn>>0
ou mieux par la topologie plus fine
o=t & YREN, T (fu— k=0

ot || - ||k est nimporte quelle norme sur Uespace Ci[z] des polynémes de
degré < k. Par ailleurs, on peut aussi munir C{z} (et par suite X(C,0))
de la topologie analytique

fo—=f < FIr>0, fa—fllr—0

ot ||fllr = supy.<py [f(2)] avec la convention ||f||, = oo lorsque f ne
converge pas sur le disque de rayon r (voir [141]). On déduit immédiate-
ment de la Proposition 2.2 que ni X(C,0), ni /'?((C,O) ne contiennent de
sous-algébre fermée transitive stricte de dimension infinie pour l'une ou
Uautre de ces topologies.

Exercice 2.9. Donner la liste des sous-algébres de Lie réelles Lr C
X(C,0) modulo Diff (C,0). On remarquera que Ly est contenue dans une
sous-algebre complexe Lr C Le C X(C,0) de dimension moindre ou égale.
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2.2 Sous-groupes a 1 paramétre de Diff(C, 0)

Tout élément X € X(C,0) définit un flot holomorphe ¢% au voisinage
de 0.

Proposition 2.10. Etant donné X € X(C,0), I’équation différentielle

Lot z) = f(6(t,2)), X = f(2)0, (22)

dt
admet une unique solution holomorphe ¢ = ¢% (z) € C{t,z} satisfaisant
% (z) = z. Elle satisfait en outre la loi de groupe a 1 parameétre

Px(2) =2z et ¢ oox(z) =Y () (2.3)

pour t, s,z € C suffisamment proches de 0.

Réciproquement, si ¢'(2) € C{t, z} satisfait (2.3) pourt,s,z € C proches
de 0, alors ¢'(z) = ¢% (2) ou X = f(2)0, est le champ de vecteurs défini
par

f= {gﬁ(t,z)]t_o. (2.4)

On dit que X est le générateur infinitésimal du flot ¢ .

Démonstration. Considérons dans (C2,0) le germe de champ de vecteurs
holomorphe 9; + f(2)0.. Puisque ce champ est régulier et transverse a la
droite verticale {t = 0}, le théoréme de redressement affirme qu'’il existe
un unique changement de coordonnées holomorphe de la forme ®(¢,z) =
(t, p(t, z)) satisfaisant

D0, =0+ f(2)0, et ®(0,2)=(0,2).

Par construction, ¢ est la solution recherchée. La loi de groupe se déduit
alors de l'invariance du champ de vecteurs 0; + f(z)0, par translations
(t,2) = (t+¢,2), ceC.

Réciproquement, si ¢'(z) € C{t, z} satisfait (2.3) pour ¢, s, z € C proches
de 0, alors

o £012) = 6°(64(2)

ot s—0 s s—0 s

= f(#'(2)).

O

Remarque 2.11. On peut aussi définir le flot de X € X(C,0) par conver-
gence uniforme, pour t,z € C proches de 0, de

O(z) 1= lim (=4 ~ ()" (2.5
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ot p°" désigne litérée n®™e de . En effet, si f est définie et uniformément
bornée par ¢ > 0 sur le disque D, = {|z| < r} pour un rayon r > 0, alors
|f(2)] < clz| et Vitérée n®™ de z+ L f(2) est bornée sur le disque de rayon

re” ' par :

e fE)M S e+ S

(ceci montre en méme temps que les itérées sont bien définies sur Doo—: ).
Par contre, il est assez délicat de vérifier proprement que toute suite ex-
traite convergente (donnée par le théoréme de Montel) satisfait la loi de
groupe & 1 parametre (2.3).

En général, le domaine de définition de ¢f décroit au far et a mesure
que t devient grand, mais il contient toujours un voisinage de 0 dés lors que
X est singulier, i.e. f(0) = 0. Dans ce cas, on hérite d’'un homomorphisme
de groupes

C — Diff(C,0) ; t — ¢x.

Notons X°(C,0) la sous-algébre de codimension 1 de X(C,0) formée des
germes de champs de vecteurs s’annulant & l'origine. Un élément X €
XY(C,0) agit par dérivation sur C{z} ; on notera f — X - f cette dérivation
et f s X" f ses itérées : XF1. f =X . (XF. f).

Proposition 2.12. Etant donné X € X°(C,0) et f € C{z}, 'expression

exp(tX) - f =Y %X” f (2.6)

n>0

converge pour tout t € C définissant un opérateur différentiel (d’ordre
infini) sur C{z} qui satisfait

exp(tX) - f= fog¢ pourtout f€C{z}.
En particulier, on a ¢ (2) =,5¢ %X” -z
Démonstration. Par analyticité de X et de f, on peut développer
3

t’n
fochc(Z)Zm{atnfoaﬁ&L

n>0 =0

Par ailleurs, ’équation différentielle satisfaite par ¢’ (Proposition 2.10)
nous donne

0
S (fodk) = (X f)odk
et plus généralement

an
S (o 0%) = (X" o .
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En évaluant en ¢ = 0, on obtient les coefficients

an t _ n
o] =

O

Les Propositions 2.10 et 2.12 s’adaptent au cas formel : tout élément
X € X%(C,0) deéfinit un unique homomorphisme

C — Diff(C,0) ; t— oY

défini ou bien comme solgtion formelle de ’équation %d)tX = fo¢l, ou
bien par ¢ (2) = 3,50 L X™ . z. En fait, I'opérateur différentiel X et ses
itérées commutent avec la projection sur les jets

%
JF: C[[z]] = Cil2]0. ; Zanzn — Z anz"
n=0

n>0

et on a JF¢h = J*¢h, . ce qui montre la convergence de I'exponentielle
comme série formelle ¢’ (z) € O(C,)[[z]] dont les coefficients sont des séries
entieres en t.

Considérons maintenant un sous-groupe a 1 paramétre

(C,+) — Diff(C,0) ; t +— ¢".

On dira qu’il est holomorphe lorsqu’il est défini au voisinage de t = z =0
par un flot holomorphe ¢(z) € C{t, z}. Une conséquence immédiate des
Propositions 2.3 et 2.10 est le

Corollaire 2.13. Soit (C,+) — Diff(C,0) ; t — ¢' un sous-groupe a 1
parameétre holomorphe. Alors il existe p € Diff(C,0) et A € C* tels que
©* ™M soit 'un des groupes a 1 paramétre suivants

— t— ¢'(2) = exp(t20,) - 2z = €'z,

— t > ¢t(2) = exp(tzP10.) - 2 = 2/(1 + t2P)V/P, p € N*,

— t s ¢l(2) = exp(t(2PT! 4 22PT10,) - 2, p € N*.

Ici, la racine p®™¢ (1 4 t2P)1/P est choisie de sorte que (1)Y/? = 1; cette
écriture n’a bien stir de sens que pour tzP proche de 0.

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.10, ¢' = ¢% pour un germe de
champ de vecteurs holomorphe X (fixant 0). D’aprés la Proposition 2.3,
©* X est ou bien de la forme Az, ou bien de la forme (2P*! 4 2 22PT1)9,
avec A € C et p € N*. Aprés reparamétrisation, on arrive aux modéles
ci-dessus en tenant compte du fait que

(rbfp*X = 80*¢tx-
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Remarque 2.14. Le flot de X, 5 = t(zPT14+2-22T1)0, n'est explicite que
pour X = 0. Des résultats de I.N. Baker et J. Ecalle montrent qu’aucun
élément du flot (excepté ¢% ) ne peut étre algébrique, ni méme conjugué
dans Diff(C,0) a une branche de fonction algébrique. On peut toutefois
calculer les premiers coefficients avec (2.6) :

1, A
Pl Ay o)

t _ _ +1
Px,,(2) =exp(t.Xp ) 2 = z+12P7 +( 2 2im

Remarque 2.15. On peut construire des sous-groupes a 1 paramétre ar-
tificiels en composant par exemple n’importe quel modéle ci-dessus par un
homomorphisme de groupes (C,4) — (C,+). C’est pour cette raison qu’un
manimum de régularité sur t est nécessaire. On obtiendra un énoncé plus
fort en classifiant tous les sous-groupes abéliens de Diff(C,0) plus loin.
Notons tout de méme que si les coefficients d’un homomorphisme

R — Diff(C,0) ; ¢t~ ¢'(2) = Z an(t)z"

n>0

dépendent contindiment de t, alors ils en dépendent analytiquement; en
effet, J*¢t définit alors un homomorphisme continu (C,+) — J*Diff(C, 0)
dans un groupe de Lie de dimension finie, et est par suite analytique (réel).

2.3 Classification formelle des éléments de
Diff(C, 0)

Nous dirons que deux éléments f,g € Diff(C,0) ou 6'1?]?(((3,0) sont
formellement conjugués s’il existe ¢ € ]ﬁ(C,O) tel que g = @.f =
¢ o fo@e(=D. Un premier invariant de conjugaison formelle est donné
par la partie linéaire a = f/(0) = ¢’(0). La Proposition qui suit est un
analogue discret de la Proposition 2.3.

Proposition 2.16. Soit f = az+ --- € ]Si?f((C,O), a € C*. Alors f est
formellement conjugué a :
— fo(2) = az lorsque a € C* n’est pas périodique,
— fo(z) = az lorsque a est d’ordre q € N* et f°% = identité,
— fo=aexp(Xgq), k € N* lorsque a est d’ordre ¢ € N* mais f°9 #
identité.

Démonstration. On élimine de proche en proche les coefficients non li-
néaires de f de la fagon suivante. Si f(z) = az +b2""1 +... alors on pose
on(2) =2+ 2" et :

(pn)ef =nofo(pn) V() =az+ (b—a(l—a")e)" T+
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de sorte que si a” # 1, en choisissant ¢ convenablement, on élimine le
coefficient d’ordre n 4+ 1 et on avance. Si a n’est pas périodique ou encore
si, & chaque fois que a”™ = 1, le coefficient b correspondant est déja nul,
I’algorithme permet de construire une coordonnée formelle ¢ :=--- 0 @, o
- 0@y 0 telle que @, f(2) = az.

Sinon, c’est-a-dire si, 4 un certain moment :

f(2) =az+0b2"" ... avec a d’ordre g, k € N* et b € C*,

alors, par un changement de coordonnée linéaire, on normalise b = a puis
par un nouvel algorithme empilant des changements de coordonnée du
type ¢n, on construit une coordonnée formelle ¢ ramenant f a la forme
polynomiale :

f(2) = az + a2z ac?ktl ceC.

Plus précisément, lorsque f(z) = az + azF9t! 4 bzt + ... avec kq <
n < 2kq ou, aprés, lorsque f(2) = az + azPit! 4 acz?katl 4 prtl 4.
avec 2kq < n, on élimine le coefficient b par un changement de coordonnée
du type ¢, si a™ # 1 et du type ¢n_iq si @’ = 1. Maintenant, le méme
algorithme appliqué a :

+1 A
aexp(Xp)(z) = az +azPt! + (B2 - oyt 4o
7 2 um
permet d’identifier formellement f & aexp(Xiq,) avec ¢ = L‘gl — ﬁ 0

Etant donné f(z) = az + Y s Gn2™ € ]ﬁ(@, 0) avec a périodique, il
résulte de la démonstration précédente qu’une infinité de conditions sont
nécessaires sur les coeflicients a,, de f pour assurer la périodicité (et donc
la linéarisabilité) de f. On dit que f est résonant lorsqu’il n’est pas linéa-
risable. -

L’élément ¢ € Diff (C,0) conjugant f a son modeéle, @, f = fo, est unique
a composition prés (a gauche) par un élément du centralisateur formel de
fo - -

Cent(fo) = {g € Diff(C,0) ; foog=go fo}.

Autrement dit :

Guf=tb.f=fo < d=gog avec ge Cent(fo).

Ceci ne laisse en général que peu de possibilités pour g comme le montre
la :

Proposition 2.17. L’ensemble des éléments g € ]Sﬁ((; 0) qui commutent
aux modéles formels fy énumérés dans la Proposition 2.16 sont respective-
ment donnés par :
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— Cent(fo) = {g(z) =
— Cent(fo) = {g(2) = 2
— Cent(fo) = {g(z) = e

Notons que le centralisateur est convergent (dans Diff(C,0)) et abélien
excepté dans le cas ou fy est périodique.

9(27) ; g € C[[=]]},
2mp/ka exp(t. Xpgn) -7 ; p € Z/kqZ et t € C}.

Démonstration. Dans les deux premiers cas, on les calcule directement :
on identifie g(az) = ag(z) en substituant une série formelle & g. Dans le
troisiéme cas, si ¢ commute au modéle formel, il commute aussi & son itérée
¢®™° qui est de la forme f°(z) = z + ¢zF9*t! + ... ; un calcul immédiat
montre que g(z) = e?™P/kz ... On écrit g = >™P/*4g, avec g, tangent

a lidentité. Visiblement, e2™/k4z commute a Xkq,x et donc a son flot;
par suite, g; commute & f°? et un calcul immédiat montre que ¢;(z) =

z+tzFH ... De nouveau, on écrit g1 = exp(tXgq.2) © gn avec gn(2) =
z + cz"t 4 ... tangent a lidentité a lordre n > kq; ce dernier doit
lui aussi commuter a f°? et on vérifie aisément que ¢a ne peut étre que
I’identité. O

Considérons maintenant 1’application exponentielle (ou flot au temps 1)
exp : X°(C,0) — Diff(C,0) ; X — exp(X) -z (2.8)

définie par (2.6). Comme nous l'avons déja remarqué, elle commute avec
la projection sur les jets d’ordre k£ dans le sens suivant :

JFexp(X) = J¥ exp(J*X)
et en particulier, nous notons que

exp(azd, +-+-)-z = eYz+--- a € C*,
2

exp(czPt1o, +---) = z+cPtl+... ceC. (2.9)

Une conséquence des Propositions 2.3 et 2.16 est que 'application expo-
nentielle n’est ni injective, ni surjective. Plus précisément :

Corollaire 2.18. Soit f = az+--- € ]:/)i?f((C,O), a € C*. Alors f = exp(X)
pour un champ de vecteur formel X = az0,+- - - € ./'/V\((C, 0) si, et seulement
st, on est dans l'un des cas suivants :
— a n’est pas périodique et dans ce cas, X =azd,+--- est unique des
que l'on a choisit « tel que a = e ;
— a et f sont périodiques et dans ce cas, l’ensemble des champs de
vecteurs X tels que f = exp(X) est de dimension infinie ;
— a=1 et dans ce cas X est unique.
En particulier, un difféomorphisme résonant f = aexp(Xiq,a) n'est le flot
au temps 1 d’un champ de vecteur formel que si a = 1.
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Démonstration. Dans chacun des cas, on considére les modéles formels
donnés par la Proposition 2.16. Lorsque fy(2) = az, bien entendu Xo =
«az0, convient pour n’importe quel « tel que a = e®. Soit X = az0,+--- un

autre champ de vecteurs formel tel que exp(X) = fp. Supposons d’abord
a # 0. Alors, d’aprés la Proposition 2.3 (version formelle), il existe ¢ €

lﬁ(@, 0) tel que ¢, X = Xy et par suite

i fo = Pxexp(X) = exp(Xo) = fo.

L’ensemble des champs de vecteurs formels X = az0, +--- dont I’expo-
nentielle est fo coincide donc avec

{p"az0. 5 ¢ufo = fo}.

D’aprés la Proposition 2.17, lorsque a n’est pas périodique, ¢ est néces-
sairement linéaire et commute & azd,, d’ou I'unicité de X ; lorsque a est
d’ordre ¢, on obtient X = (az§(z%))d., g € C[[z]], g(0) = 1. Notamment,
dans le cas « € 2imZ*, nous notons que exp(azd, +- - - ) est 'identité, quels
que soient les termes non linéaires du champ de vecteurs.

Sia=0et fo(z) =z, d’aprés (2.9), la seule possibilité est X =X,=0.

Supposons maintenant fo = aexp(X, ) = exp(X') avec a # 1; alors X
est formellement linéarisable (o # 0) et par suite f aussi : contradiction.

Enfin, si fo = exp(X,, ) alors on raisonne comme dans le cas linéaire
avec Xg = Xp et de nouveau, les difféomorphismes formels qui com-
mutent & fo commutent aussi & X ce qui prouve 'unicité. O

En particulier, on peut définir sans ambiguité l'itérée complexe d’un
germe de difféomorphisme tangent a l'identité f(z) = z + --- € Diff(C,0)
non trivial par

f4(z) = exp(tX) pour tout teC (2.10)

ot X est le logarithme formel de f, c’est-a-dire I'unique élément de /\?((C, 0)

satisfaisant f = exp(X). Qa n’a pas de sens pour un autre type de germe.

Remarque 2.19. On prendra garde que la coordonnée normalisant @
construite dans la Proposition 2.16 n’est que formelle méme si f € Diff(C, 0)
est convergent. Elle est divergente dans de nombreuzr cas comme nous le
verrons plus loin. De la méme maniére, le logarithme formel d’un difféo-
morphisme f(z) = z + --- € Diff (C,0) convergent et tangent & l’identité
est en général divergent, ainsi que la plupart des itérées complexes. Ceci
sera étudié en détails dans le chapitre 2.

Remarque 2.20. L’invariant formel de litérée n®™¢ f°on de f(z) =

exp(X, ) nlest pas A mais % (voir Remarque 2.5). En particulier, si f

est conjuguée G une de ses itérées [, n € Z*,n # 1, alors A = 0.
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Remarque 2.21. L’invariant formel A d’un difféomorphisme tangent &
Videntité f (quelquefois appelé résidu de f) est donné par la formule :

A dz p+1
— =Ré¢ .
2im esof(z) —z * 2

2.4 Normalisation formelle des sous-groupes
résoluble de Diff(C, 0)

Nous allons démontrer ’analogue discret du Théoréme 2.6. La notion de
sous-groupes de Lie de dimension finie de Diff(C, 0), ou plus généralement
de ]Si?f((c, 0), dépend de la topologie dont nous allons équiper ces derniers.
Néanmoins, pour toute topologie raisonnable, un tel sous-groupe G définira
un sous-groupe de Lie J*G au sens classique dans J*Diff(C,0) dont la
dimension se stabilisera a partir d’un certain k(G). Il est donc naturel de
s’intéresser aux sous-groupes G C ]:/)i?f((C, 0) de détermination finie, c’est-
a-dire dont les éléments sont déterminés par leur jet d’ordre k& pour un
certain k = k(G) € N. En d’autres termes, on suppose que le seul élément
tangent a l'identité a l'ordre > k dans G est 'identité.

Théoréme 2.22. Soit G C ]ji?f((C?O) un sous-groupe. Alors sont équiva-
lents :

— G est de détermination finie,

— G est virtuellement résoluble,

— G est métabélien.
Dans ce cas, il existe ¢ € Diff(C, 0) tel que ¢.G soit contenu dans l'un des
modéles

— L:={f(z)=az; acC*},

— E, ) ={f(z) =a-exp(tX,)); a? =1, t € C}, e C, pe N*,

— Ay ={f(z) =az/(1 - bzP)!/P ; a € C* et b€ C}, p € N*.

Rappelons qu'un groupe G est résoluble si sa suite centrale dérivée est
finie :
GO>G >G> >G"™ = {identité}

ou G+ = [G(’“), G(k)] est le sous-groupe de G*) engendré par les com-
mutateurs; G est métabélien lorsque G' = [G, G] est abélien. On dit G est
virtuellement résoluble s’il admet un sous-groupe résoluble d’indice fini.

Les 3 modéles de ’énoncé sont les sous-groupes de Lie maximaux de
ﬁf(@, 0) dont les algebres de Lie respectives sont

— C(20,),

- (C<Xp,)\>7 A€ Ca pe N*v

— C(20,,2P%10,), p € N*.
(voir Proposition 2.6). Rappelons que X, y =

_2Ptt
I+5527

0.
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Démonstration. Etant donnés deux éléments f,g € Diff(C,0), on définit
leur commutateur par

[f.g] == fogo fo-t) ogo=h,

Un calcul formel immédiat nous dit que tout commutateur est tangent &
Iidentité :
[az_l’_... 7bz+...} :Z+"‘

et que le commutateur de deux automorphismes observant des contacts
d’ordres distincts 0 < p < ¢ a 'identité est tangent a l’identité & un ordre
strictement supérieur p+q > q :

[tz 4z deT 4 =2+ (g — pedPTIT 4

Ainsi, s'il existe, dans le groupe G, deux contacts distincts a ’'identité, alors
on en construit une infinité en emboitant les commutateurs. Par construc-
tion, on en retrouve une infinité dans le premier groupe dérivé G’ :=
(G, G] C G puisqu'il est engendré par les commutateurs de G et, par récu-
rence, dans chacun des groupes dérivés successifs G+ = [G(™) G,
n € N. En particulier, aucun des groupes dérivés n’est trivial :

vn e N, G™ # {identité},

et GG n’est ni résoluble, ni de détermination finie.
Examinons maintenant la situation ou G ne contient pas d’élément tan-
gent & l'identité non trivial. Alors G est abélien et la fléche :

p:G=C"; f(z)=az+-+—a

est un homomorphisme injectif de groupes. Alors G se linéarise formelle-
ment comme suit. Supposons G linéaire & 'ordre k ; alors la fléche

ok f(2) =az + 0P 4 %
définit un morphisme de groupes a valeurs dans le groupe affine Aff(C)
de la droite. Notons que si pi(f) est une translation, alors a* = 1 et
foF = 24+ kbzFt1 4 ... est tangent a l'identité a I'ordre k ; par hypothése,
f°k = identité, b = 0 et pi(f) = identité. Ainsi, 'image de G ne contient
pas de translation non triviale et, par suite, se linéarise aprés conjugaison
par un élément ¢ € Aff(C). Choisissons un élément p(z2) = az + B2PT1 €
Diff(C,0) relevant ¢ : par construction, $.G a son image dans le sous-
groupe linéaire de Aff(C) et est donc lui-méme linéaire a ordre k + 1. De
proche en proche, on linéarise G. En particulier, G est de détermination
finie.
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Supposons enfin qu’il existe un entier p € N* tel que tout élément tan-
gent & 'identité dans G l'est précisément & l'ordre p :

Ve @, f(z)=z+--- #identitée = f(z) =z+czPT4... ceC”

On peut appliquer I'algorithme de linéarisation précédent jusqu’a l’ordre
p : aprés changement de coordonnée (polynomiale), G est linéaire a 1’ordre
p. Alors le morphisme de groupes

aw + b

) ) _ +1
p:G— Aff(C); f(2) =az+bP —|—~~-»—>W

est injectif. En effet, si deux éléments distincts f, g € G avaient le méme jet
d’ordre p+ 1, alors f o ¢°(=Y € @ serait un élément non trivial et tangent
a l'identité a lordre > p + 1, ce que nous excluons ici. En particulier, G
est aussi de détermination finie. Par ailleurs, le noyau ker(p), constitué des
éléments de la forme f(2) = az + 02P*! 4+ ..., aP = 1, est fini d’ordre < p
et commute a G. Ainsi, G est une extension centrale d’un sous-groupe de
Aff(C) et est par suite métabélien.

Le sous-groupe G; C G constitué des éléments tangents & l'identité
est visiblement abélien. Redressons un élément non trivial f € G; sur
son modéle formel f = exp(X, 1) par la Proposition 2.16. En particulier,

G C @c( f) et on déduit de la Proposition 2.17 que G est un sous-
groupe du groupe a 1 paramétre

G C {exp(tXp,A) ;T E (C}

Plus généralement, si G est abélien, la méme proposition permet de conclure
a la seconde forme normale de I’énoncé. Si par contre G n’est pas abélien,
(1 est un sous-groupe normal et tout élément g € G satisfait

9" exp(Xp n) = exp(t.XpA)-

pour un t = t, € C convenable. Par conséquent, g* X, et ¢.X,, y ont méme
image par l'application exponentielle la Proposition 2.18 entraine que

g*Xp’)\ = t.Xp’)\.

En repassant a la 1-forme duale comme dans la preuve de la Proposition
2.3, on déduit que

*( dz L@)_ ( dz +i%).
It T o ) TN T

si G n’est pas abélien, alors on peut trouver g ne commutant pas a f,
c’est-a-dire pour lequel t # 1. En comparant les résidus des deux 1-formes,
on déduit que A = 0, puis par intégration que g(z) = az/(1 — tzP)'/?,
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Finalement, si un sous-groupe G C ]Si?f((C,O) contient un sous-groupe
résoluble G d’indice fini, alors G est de détermination finie ainsi que tous
ses translatés g o G ; puisque G est union finie de translatés g o Gg, G est
aussi de détermination finie. O

Corollaire 2.23. Soit G un sous-groupe de ]:/)iFf((C,O) et notons Gy le
sous-groupe des €léments tangents a l’identité. Si Gy est réduit 6 lidentité,
alors G est formellement linéarisable.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de l'algorithme de li-
néarisation formelle développé dans la preuve du Théoréme 2.22 : si I'al-
gorithme bloque a ’ordre k, alors le morphisme

aw+b

pk:f(z):az+bzk+l+""—>w

envoie un certain élément f € G sur une translation non triviale. Alors
f°F est un élément tangent & l'identité non trivial de G. O

2.5 Sous-groupes non résolubles de Diff(C,0) :
quelques invariants

Rappelons d’abord qu’une base de voisinages d’un élément f € ]Si?f((c, 0)
pour la topologie de Krull est donné par :

U (f) = {g € Diff(C,0) ; J*g = J*f}

(Pensemble des difféomorphismes qui coincident avec f a lordre k). Ces
voisinages sont a la fois ouverts et fermés.
Etant donné un sous-groupe G C Diff(C, 0), on définit :

Gr={ceC;3g=z2+c*"1+...€G} pour keN*

et
K(G) ={k e N"; Gk # {0}}.

Les Gj sont des groupes additifs, et & peu de choses prés des invariants
formels :

si o p=az+---€ ISEJ?((C,O)7 alors  (¢*G)y = a*.Gy. (2.11)

La suite des contacts K(G) de G a l'identité est un invariant formel et a
peu de choses prés un semi-groupe :

si kl, ko € K(G) avec ki # ]{ZQ,

alors ki + ko € K(G) et (k1 —k2).Gry-Gry C Grytko-
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En effet, si g1 = 24+ c12MF 4+ ... et g9 = 2 + 2Pt + ... réalisent
ki, ko € K(G) dans G, alors [gl,gg] =z + (k‘1 — k2)81622k1+k2+1 =+ .-
réalise k1 + ko € G.

D’aprés le Théoréme 2.22, sont équivalents :

— G est résoluble

— K a au plus un élément

— @ est discret pour la topologie de Krull.
Lorsqge\ G n'est pas résoluble, alors K est infini et ’adhérence G de G
dans Diff(C, 0) pour la topologie de Krull n’est pas dénombrable. En effet,
choisissons une suite croissante k1 < ko < --- < k, < --- d’éléments de
K(G) et pour chaque n un élément f, € G réalisant k, € K(G). Alors
pour toute suite (gy,)n, en € {0,1}, f{' 0 f5?2 0 -+ 0 fém o --- est dans
G : Tensemble continu {0, 1} s’injecte dans G. En particulier, la donnée
des Gi est loin de donner une liste compléte d’invariants formels pour
G : G, = G} et pourtant G # G en général. Cependant, elle suffit a
caractériser certaines propriétés de G que nous utiliserons pour démontrer
le Théoréme de Nakai. Par exemple, le centralisateur formel de G

Cent(G) = {f € Diff(C,0) ; fog=gof, Vg€ G}

est un sous-groupe d’ordre fini de ]ﬁ(@, 0); en effet, tout élément f doit
en particulier commuter avec des difféomorphismes tangents a l'identité
& des ordres distincts et est par suite périodique d’aprés la Proposition
2.17 (d’ordre borné). Ainsi, dans une bonne coordonnée formelle, il est
engendré par la rotation f(z) = e*7/9z et tout élément de G est de la
forme g(z) = 2g(27) : par conséquent, K(G) C ¢Z.

Proposition 2.24 ([119]). Le centralisateur formel d’un sous-groupe non
résoluble G C ls—iFf(C,O) est d’ordre d, ot d est le diviseur commun aux
éléments de K(G). En particulier, dans une bonne coordonnée formelle,
tous les éléments de G sont de la forme g(z) = zj(z%).

Démonstration. 11 suffit de montrer la derniére assertion ; la construction
de la coordonnée formelle est similaire a celle de la linéarisante formelle
dans la preuve du Théoréme 2.22. Supposons que les éléments de G soient
déja de la forme :

f(2) = aoz + aqz™ ' + -+ apaZ" M + aggp M+

ou k,l € N*, 0 <l < k. Alors la fleche

AW + Afd+1
(ag)Fati

f—

définit un morphisme p de G dans le groupe affine Aff(C). L’hypothese
kd+1 ¢ K(G) signifie que p(G) ne contient pas de translation non triviale.
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Alors p(G) devient linéaire aprés conjugaison par une translation w — w+t
convenable. Aprés conjugaison de G par @rqii(z) = z+ (tz)F4++1, on peut
supposer p(G) linéaire et le coefficient de z*4*!*1 est maintenant trivial
pour tous les éléments de G. On itére ce procédé. O

Par ailleurs, si G C Diff(R,0) est réel, alors G, C R* pour tout k €
K(G). Cette propriété n’est pas stable par changement de coordonnées,
mais chaque Gy, reste contenu dans une droite réelle Ly C C.

Théoréme 2.25 ([119]). Un sous-groupe non résoluble G C ]ﬁ(@, 0) est
formellement conjugué a un sous-groupe de Diff (R, 0) si, et seulement si,
chaque Gy, est contenu dans une droite réelle L, C C. De plus, si d est le
plus grand diviseur de K(G), alors il existe une coordonnée formelle dans
laquelle tout élément de G est de la forme g(z) = 2§(2?) avec §j € R[[z]].

Lemme 2.26. Soient f,g € ]ji?f((C,O) avec f(2) = z+ap12P T+ réel
et g(z) = byz + -+ quelconque. Alors sont équivalents :

1. g*f =g¢°“Yo fog est réel,

2. [g°D, f] est reel,

3. g= fog ot f commute & f et g est réel.
Démonstration. Les implications 1 < 2 < 3 sont immédiates. Montrons
que 2 = 3. Remarquons d’abord que [¢g°(V), f] = z + (b} — 1)2P*+! ...
et donc, quitte & composer g par un élément du centralisateur de f, by est
réel. Supposons g non réel et écrivons g = go f ot g est réel et f(z) =
2+bg129T 4 - avec by41 non réel. Dire que g* f = f*(§* f) est réel, c’est
encore dire que [f°("V §*f] = 2 + (¢ — p)apr1bgs12P T + - est réel

ce qui n’est possible que si p = ¢; mais dans ce cas, on peut de nouveau
modifier g par un élément du centralisateur de f. O

Le Lemme technique suivant m’a été communiqué par Jean Ecalle :

Lemme 2.27 (Ecalle). Soient
f)=z+apaz" et g(z) =24 bgy12® -

deux éléments tangents a lidentité de lﬁ(@, 0) avec p # q. Considérons

hl(z) = [gr [f’ [f7 [fvg]m et hQ(Z) = [f’ [ga [f7 [fag]]]]

2+ myadSh2z3pt2atl 4 oo wee ™ _ 3p+ 3q
2+ maadhl It 4L e~ 2p 1 g

—N
>
N =
—~—
NN
]
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Maintenant, posons h = hf(2p+4® o hg(*?’p*?"”. Alors

_ 3p+2q+k+1
h(z) =2+ Caprogrhsr 2t
k>0

avec :
C3p+2g+ht1 = Ap, ¢ k){(k — p)aibqbﬁk — (k- q)aiap+kb§}
modulo Zlay, ..., aptk—1,0q; - -, bgrk—1] et A(p,q, k) # 0 pour k > 0.

Démonstration. C’est un calcul immédiat qui se fait plus facilement au
niveau de ’algébre de Lie associée. D’aprés le Corollaire 2.18, on peut
écrire :

X :=logf = (apzP™ +--)9, et Y :i=logg=(bz?" +--.)0..

On a alors

loglg, [f, [/, [f> gl]]] Y, [ X, [X (XY + -
IOg[fa [.97 [f’ [fvgm] [X> [K [X7 [X’Y]]]]+ :

En fait, les crochets [Y, [ X, [X, [X, Y]] et [X, [V, [X, [X, Y]]]] ont la particu-
larité d’étre tous les deux de méme poids en X et en Y et, pour autant, in-
dépendants (rappelons par exemple que [Y, [ X, [X,Y]]] = [X, [V, [X, Y]]]).
Notons que si X; = 27119, pour I = 1,...,k, alors

[ka [kalv e [XB, [X27 Xl” . ]] — C(pk,---,pz,p1)Zp1+p2+mpkaz

ol
Clprsopaipr) = (p1—p2)(P1 +p2—p3) - (P1+D2+ -+ DPr—1 — Di)-

Le coefficient de 2P+24+++1 dans le crochet itéré [Y, [X, [X, [ X, Y]]]], k > 0,
est un polynoéme en les variables ay,...,apik,bq,...,bg+k & coefficients
dans Z. Les mondmes dans lesquels les variables apyj et byt apparaissent
sont :

2 2
(C(q,p,p,erk,tI) + C(q,p,pﬂc,p:q) + C(q,erk,p,p,q))apapﬁ-kbq

et (Clgpppath) + C(quk,p,p,pﬂ))azbquk‘
On obtient des identités similaires pour [X, [Y, [X, [X, Y]]]] et A(p, ¢, k) est
4 un facteur prés I'un ou 'autre des déterminants

‘C(q7p7p7p7q) C(q,p,p,p,qﬁ-k) + C(q+k7p7p7p7q)
C(nq,p,p,q) O(p,q,p,p,q+k) + C(p7q+k7p7p7q)

ou

Cappra) Clapprria) T Clapptripa) T Clapthppa)
C(p7q,p7p7q) C(p,qm?pﬁ-k,q) + O(p7q,p+k7p7q) + C(p-&-k,q?p,p,Q)
On obtient A(p, q, k) = (¢ —p)k(k*+ kp+6pq) qui est visiblement non nul
sous nos hypothéses. O
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Lemme 2.28. Soient f(z) = z+a,112PT + -+ et g(2) = z+bg129 4+ -
deux éléments tangents a l’identité de G. Si tous les Gy, sont réels et si les
p premiers coefficients (significatifs) api1, ..., a2y de f sont réels, alors les
p premiers coefficients bgi1, ..., bgtp de g le sont aussi.

Démonstration. Supposons d’abord p # ¢; par hypothése, by 1 est réel. Le
Lemme 2.27 appliqué & f et g nous dit d’une part que by42 est lui aussi réel
et d’autre part que les by 3, ..., bgyp sont réels si, et seulement si, les p—1
premiers coefficients c3pt2q42;- - -, C3pr2¢+p de h le sont. En remplagant g
par h et en réappliquant le Lemme 2.27, on amorce une récurrence qui
nous permet de conclure.

Maintenant, si p = ¢, le Lemme 2.26 nous dit que les p premiers coeffi-
cients de g sont réels si, et seulement si, les p premiers coefficents de [f, g]
le sont, et on est ramené au cas précédent. O

Démonstration du Théoréme 2.25. Si d > 1, on utilise d’abord la Propo-
sition 2.24 pour se ramener au cas ou tout élément de G est de la forme
g(z) = 2§(z%). Alors G est visiblement le relévement par l’application
z + z¢ d'un sous-groupe G C ]ﬁ(@, 0), I'élément g(z) = z§(z?) relevant
g(2) == 2(§(2))?. On vérifie aisément que G n’est pas résoluble et satisfait
aux hypothéses du Théoréme avec d = 1. 11 suffit pour cela de construire
une coordonnée formelle dans laquelle G est réel. On notera encore G ce
groupe dans toute la suite pour ne pas alourdir les notations.

Aprés conjugaison préliminaire par une homothétie, on peut supposer
tous les Gy, réels. En effet, dés que le premier Gy non trivial est redressé
sur un sous-groupe de R, la formule (2.11) nous dit que tous les autres le
sont aussi. Notons que la partie linéaire de G est nécessairement réelle.

Notons G le sous-groupe des éléments tangents a l'identité de G et
choisissons un élément f(z) = z + ap412PT + - -+ non trivial de G;. Pla-
cons nous dans une coordonnée formelle pour laquelle f(z) = exp(Xp.») =
z 4 2P 4 (B — A 2H 4 (voir Proposition 2.16); en particu-
lier, f est réel modulo 22?1, Dans cette coordonnée, G est réel modulo
2Pt2 1 si g(2) = biz + -+ est un élément de Gy, alors ses p + 1 premiers
coefficients sont réels. C’est une application directe du Lemme 2.26. Choi-
sissons maintenant un élément g(z) = z + bz + -+ de Gy avec p < q.
Toujours d’aprés le Lemme 2.26, les p premiers coeflicients (significatifs)
bgt1,---,bg4p de g sont réels. Il existe, d’aprés la preuve de la Proposition
2.16, un changement de coordonnée du type p(z) = z + c2P*! + ... pour
lequel les ¢ premiers coefficients de g deviennent réels : dans cette nouvelle
coordonnée, G est réel modulo z9+2. De proche en proche, on construit
une coordonnée dans laquelle G est réel. Vérifions que G est réel dans
cette coordonnée.

Soit h(z) = cpz+--- un élément de G. Considérons f(z) = z+a,zP! +

et g(2) = 2+ bgz?! + .-+ dans G; avec p et ¢ premiers entre eux.
On peut trouver de tels éléments puisque nous nous sommes ramenés au
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cas d = 1. Alors f, g, [h°C"D, f] et [h°(=1) g] sont réels (rappelons que
[G,G] C G;). Le Lemme 2.26 nous dit que

h=fohy=gohsy

otll f commute avec f, § commute avec g et hi et hs sont réels. D’aprés
le Lemme 2.28 et la Proposition 2.17, ¢f et ¢} sont réels, et donc ¢y l'est
aussi. Ainsi, on peut supposer, quitte & modifier la décomposition h =
fohi, que f est tangent a 'identité a l'ordre p (Proposition 2.17) et, de la
méme maniére, § est tangent a l'identité a l'ordre g. Maintenant, si (par
exemple) p < ¢, on déduit que le coefficient de 2P*! dans f est réel. Alors
f (Proposition 2.17) tout comme & sont réels. O

Remarque 2.29. On déduit facilement de [’étude précédente que deux
éléments f, g € Diff (C,0) (ou f, g € Diff (C,0)) génériques pour la topologie

de Krull engendrent un sous-groupe G C Diff (C,0) non résoluble, non réel
et pour lequel seul 1 est diviseur de K.

2.6 Quelques problémes ouverts

C’est un probléme encore ouvert que de déterminer le type de relations
que peuvent satisfaire deux éléments de Diff(C,0) ou ﬁf(C,O) dés lors
qu’ils n’engendrent pas un sous-groupe résoluble (dans ce dernier cas, le
Théoréme 2.22 nous rameéne a I’étude des relations dans le groupe affine).
L’énoncé suivant a été conjecturé dans [51]

Conjecture 2.30 (Alternative de Tits). Tout sous-groupe G C Diff(C,0)
ou bien est résoluble, ou bien contient un sous-groupe libre d’indice fini.

On s’attend & ce qu’elle soit aussi vraie dans [/)i?f((c, 0) contrairement &
la conjecture plus forte

Conjecture 2.31. Deux éléments f,g € Diff (C,0) tangents a lidentité
qui me commutent pas engendrent un groupe libre.

I’analogue formel de cette derniére, auquel on a cru un temps, a été
mis en défaut dans [72]. Dans cet article (voir aussi [153]), les auteurs
construisent de nombreuses paires d’éléments de ]:/)i?f((c, 0) et de Diff(C, 0)
satisfaisant une relation non triviale et, pour autant, engendrant un groupe
non résoluble. Cependant, dans le cas de deux difféomorphismes tangents a
l'identité, les exemples obtenus sont divergents (voir [72], p.374). En outre,
ces exemples sont sporadiques en ce sens que les paires (f, g) satisfaisant
une relation donnée sont déterminées par un jet fini & conjugaison preés : il
semble déraisonnable d’espérer construire une paire satisfaisant plusieurs
relations indépendantes a la fois, ce qui conforte l'alternative de Tits (voir
[78]).
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Voyons quelques exemples illustrant le type de difficultés, de résultats
et de problémes ouverts rencontrés.

Le premier groupe dérivé du groupe libre de rang 2, < a,b >, est le
sous-groupe normal engendré par le commutateur [a, b]; un systéme libre
et complet de générateurs est donné par :

[a™,b™], n,m €Z".

Ainsi, pour qu'un groupe G =< f, g > soit métabélien, il faut et il suffit que
tous les commutateurs ci-dessus commutent deux & deux, ce qui nécessite
a priori une infinité de conditions. En fait, dans ]:/)i?f((C7 0), deux relations
suffisent :

Proposition 2.32. Soit G =< f,g > un sous-groupe de rang 2 de
Diff(C,0). Alors G est métabélien si, et seulement si, [f,g°?] et [f°2, 9]
commutent a [f, g].

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.16, on peut trouver une coordon-
née formelle dans laquelle [f, g] = exp(X, »).

Puisque [°%,g] = fo[f, glo f*"" o[f, g], on obtient que folf, g]o fo~
commute a [f, g]. D’aprés la Proposition 2.17, il vient

f*1f 9] = [Fexp(Xp\) = exp(tX,n), te€C"

Alorsoubient =1et f = e2imy exp(sXp ) (toujours la Proposition 2.17),
ou bien t # 1 et, en raisonnant comme dans la preuve du Théoréme 2.22,
on déduit que f = a-exp(sX, ) (et A = 0). La commutation de [f, g°%]
avec [f, g] entraine de la méme maniére que g = b - exp(rXp »); le groupe
G est résoluble. O

Le premier exemple de relation non triviale dans un sous-groupe non
résoluble de Diff(C, 0) m’avait été communiqué par Jean Ecalle en 1995 :

Proposition 2.33 (Ecalle-Vallet). Pour tous p,q € N*, p < q, il existe
une unique paire de difféomorphismes formels

f(z) =z+2"T 4... € DIff(C,0) et g(z)=z+27"" +... € Diff(C,0),
modulo conjugaison dans ﬁi?f((C,O) satisfaisant

9,15, 1A, L g0 = 11, g, £, 1, gl |79

Démonstration. La relation de I’énoncé est satisfaite si, et seulement si,
tous les coefficients c3p42¢+k+1 du Lemme 2.27, £ > 0, sont nuls. Une
fois fixe f € ]ji?f((C,O), la formule pour cspiaq4+k+1 nous montre que le
coefficient byy; de g est déterminé par le coefficient apyr de f et des
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précédents excepté lorsque k = p : dans ce cas, une condition apparait sur
le coefficient ayy,, fixant par 14 la classe formelle de f, et le coefficient by,
est libre ; cette liberté vient de la possibilité de conjuguer g par un élément
du centralisateur de f. O

On peut construire des sous-groupes libres de Diff(C,0) de la maniére
suivante (voir [13]). D’apres [62], le groupe de germes de transformations
complexes engendré en (R™, 00) par les deux groupes abéliens

P
q

P={w—wq; BEQ>0} et T={w—w+t;teC}

q
(ou la racine réelle positive est choisie sur RT) est le produit libre de P et
de T. Notons que ce résultat est non trivial, obtenu aprés soixante pages
de théorie de Galois. En relevant T par z — Zi,p, p € N*) on retrouve le
groupe a 1 parametre

Gy, ={f(z) =2z/(1 —tzP)V/P ; t € C}.

En particulier, le résultat de S.D. Cohen nous dit que le groupe engendré
par G, et G, dans Diff(C, 0) est le produit libre de ces deux sous-groupes
dés que p # q. En particulier

f2)=2/(1 =27 et g(z) =2/(1 29"

engendrent un groupe libre de rang 2. On en déduit aisément que en-
semble des représentations fidéles est dense dans I’ensemble des représen-
tations du groupe libre Fo =< a,b > de rang 2 dans le sens suivant : toute
autre représentation

avs f

FQ =< a,b>—>D1ff((C,0) ; {b’—>§

est approchée (par exemple au sens d’une quelconque des topologies de la
Remarque 2.8) par une suite de représentations fidéles. En effet, il suffit
pour cela de considérer la famille de représentations définies par

CJamtf+(1-t)f _
pt'{b»—>t§+(1—t)g teC;

excepté pour peut-étre deux valeurs de ¢, p; est bien a valeurs dans Diff (C, 0).
Pour chaque élément non trivial m € Fs, ’ensemble des ¢ pour lesquels
pt(m) # identité est un ouvert de Zariski non vide puisqu’il contient ¢ = 0.
Comme F5 est dénombrable, 'ensemble des ¢ € C pour lesquels p, est fidéle
est le complémentaire d’une union dénombrable de points.

Dans [56], les arguments précédents sont réutilisés pour construire une
représentation fidéle de

PSL(2,Z) = <a,b|a®>=b*>.
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Plus généralement, si p,q € N* premiers entre eux alors la représentation

ars f(z) =e2m/Pz /(1 — 29)1/a

<a,b I al =b? >— DIH(C7O) 5 {b s g(z) _ ein/qz/(l _ Z;D)l/p

est fidéle. En effet, il est facile de voir sur la partie linéaire qu’un mot est
non trivial dés qu’il n’est pas dans le premier groupe dérivé. Par ailleurs,
ce dernier est engendré par les (p — 1)(¢ — 1) commutateurs

(¥, 0" = [2/(1 = i,z 9 2/ (1= ACamre1y2P) 7],

where
k=1,...,p—1
l=1,...,q-1
ou |
/\n,n+m :)\n+/\n+1+...+)\n+m, )\:eQ’Lﬂp/q.

Le résultat de Cohen permet encore de conclure a l’absence de relation
entre ces commutateurs.
Les groupes de triangles

Tpor=<abec|a? =bl=c"=abc=1>

admettent des représentations fidéles

— dans le groupe affine Aff(C) lorsque % + % + % =1,

— dauns le groupe PGL(2, C) lorsque % + % + % < 1.
Dans le premier cas, on en déduit des représentations fidéles dans Diff (C, 0)
en composant par le plongement

Aff(C) — Diff(C,0) ; aw + b f(z) = z/(a + bz).

Par contre, dans le cas hyperbolique % + % + % < 1, on ne connait pas
de représentation fidéle du groupe I'y, ,, dans Diff(C,0) (ni méme dans
lﬁ(@, 0)). Bien stir, une obstruction apparait au niveau du terme linéaire :
lorsque p et g sont premiers entre eux, par exemple, le produit f o g de
deux germes de difféeomorphismes d’ordre p et ¢ ne peut étre que d’ordre
pq (ou 00) & cause de sa partie linéaire. Outre cette obstruction, c¢’est un
bon exercice (quoiqu'un peu fastidieux) que de vérifier que 'espace des
modules de telles représentations

T, — Diff(C,0)

modulo changements de coordonnée formelle est de dimension infinie.
Grosso-modo, la périodicité d’un germe f dont la partie linéaire est d’ordre
p impose une condition tous les p coefficients ; la condition d’hyperbolicité
5+ 2+ 5 < 1 laisse une infinité de coefficients libres de toute condition.
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11 est affirmé dans [72] que cette liberté permet de construire des exemples
convergents, et méme que l’espace des modules des représentations

Iy — Diff(C,0)

est encore de dimension infinie. Ici, on considére les représentations modulo
conjugaison formelle ou analytique, ¢a revient au méme (voir Théoréme
3.36). Il semble raisonnable d’espérer qu’elles soient fidéles en général.
Notons & ce propos que le premier groupe dérivé de I's 5 19 est le groupe
fondamental 71 (X2) de la surface de genre 2 (comme nous l'apprend la
théorie des revétements ramifiés) ; 'existence d’une représentation fidéle de
ce dernier dans Diff (R, 0) est une vieille question d’E. Ghys encore ouverte
4 ma connaissance. Récemment, I'existence de représentations fidéles des

groupes de surfaces
m1(24) — Diff (R, 0)

a été démontrée par Cantat, Cerveau, Guirardel et Souto pour g > 4 (voir
[45]).

Notons pour finir que I'on ne sait pas décrire I'espace des modules des
représentations du groupe modulaire

PSL(2,Z) ~Ty3.0 =< a,b; a’>=0>=1>

dans Diff (C,0). Ce dernier probléme est équivalent a la classification des
singularités nilpotentes génériques des feuilletages holomorphes (voir [58]).
Tout comme dans [118], on peut construire des formes normales formelles
uniques pour de telles représentations, mais elles seront divergentes en
général : on ne sait pas reconnaitre quelle forme normale formelle (diver-
gente) provient d’une représentation convergente. Ce probléme résiste lui
aussi depuis bientot 30 ans.



Chapitre 3

Classification analytique

On dira que deux éléments f, g € Diff (C,0) sont analytiquement conju-
gués s'il existe o € Diff(C,0) tel que g = . f = po f o= cest-a-dire
po f = go . Nous passons rapidement sur les problémes de linéarisa-
tion et de petits diviseurs pour arriver rapidement aux difféomorphismes
tangents & l'identité; ils jouent un réle crucial dans notre étude. Aprés
un survol historique, nous consacrons plusieurs sections a la construction
de la liste compléte des invariants analytiques. Nous en donnons quelques
applications remarquables puis déduisons la classification analytique des
sous-groupes résolubles de Diff (C, 0) qui ne sont pas formellement linéari-
sables.

3.1 Linéarisation et problémes de petits divi-

seurs
Etant donné f = az + --- € Diff(C,0), rappelons qu'il existe ¢ €
Diff(C,0) tel que ¢.f(z) = az dans les cas suivants (voir Proposition
2.16)

— a et f sont périodiques (d’ordre fini),
— a n’est pas périodique (et donc f non plus).
Débarrassons nous rapidement du premier cas :

Proposition 3.1. Tout élément f € Diff (C,0) d’ordre fini est analytique-
ment linéarisable : il existe p € Diff (C,0) tel que o f = f'(0)¢p.

Démonstration. On vérifie sans peine que le difféomorphisme tangent a
n—1
Iidentité défini par ¢ := L 37 Wfok satisfait I’égaliteé. O
k=0
Profitons-en pour déduire immédiatement le :

93
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Corollaire 3.2. 5i G C Diff(C,0) est un sous-groupe d’ordre fini, alors il
est analytiquement linéarisable : il existe ¢ € Diff(C,0) tel que

.G i={pofop’™V; feq)
est un sous-groupe du groupe linéaire
L:={f(z)=az; ac C*}.

Démonstration. Sous nos hypothéses, le morphisme G — C* défini par
f = f'(0) est injectif : sinon, il existerait un élément tangent & I'identité
non trivial dans G, donc d’ordre infini, contradiction. Il s’en suit que G
est cyclique;; il suffit alors de linéariser un générateur de G. La linéarisante

tangente a l'identité est a posteriori donnée par ¢ := ﬁ > %f otll
feaq

#G désigne Vordre de G. O

Dans toute la suite, nous supposerons f(z) = az + -+ avec a non pé-

riodique. Nous cherchons donc une coordonnée ¢ € Diff(C, 0) satisfaisant
a I’équation fonctionnelle de Schroder :

pof=ap.

D’aprés la Proposition 2.17, toute autre solution sera de la forme ¢ = by
et donc convergente aussi.

Ce probléme a été étudié par le mathématicien allemand Ernst Schréder
en 1870 (voir [200]) ; il montre que 0 est un point fixe attractif sur un voi-
sinage dés que |a| < 1. Le premier résultat de linéarisation a été démontré
par le mathématicien francais Gabriel Koenigs en 1884 (voir [101]) puis
généralisé en toute dimension par H. Poincaré.

Théoréme 3.3 (Koenigs). Si f(z) = az + --- € Diff(C,0) avec |a| # 1,
alors [ est analytiquement linéarisable (et toute linéarisante formelle ¢
converge,).

Démonstration. Quitte & considérer f°(~1) plutét que f, on suppose |a| <
1. Nous allons construire ¢ comme limite des moyennes partielles

IR I
@no—g;aﬁfo

Commengons par majorer la partie non linéaire de f. L’expression 1 — 7
est analytique et s’annule en 0 de sorte que, sur un disque D, de rayon
r > 0 suffisamment petit centré en 0, elle est majorée en module par b|z|
pour un b > 0 convenable. Par suite, il vient :

|az]

1—0b|z|

IF(2)] <
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pour tout z € ID,.. En particulier, on déduit d’ores-et-déja que f est contrac-
tante sur D, pourvu que b < Lolal . ges itérées positives f°" sont donc
toutes bien définies sur D,.. En itérant le second membre de notre majora-
tion (qui est une transformation de Maebius), on obtient :

o) < — 19

B AT
1-b 1,|TJ| 2|

de sorte que ’on obtient la majoration uniforme :

1fon(z)’ < e

an

(toujours pour z € D,.). La famille des moyennes ,, admet la méme borne
uniforme et forme donc, d’aprés le Théoréme de Montel, une famille nor-
male sur le disque D,..

Montrons que toute valeur d’adhérence ¢ est une linéarisante. On a

@nof_a'SOn:g (lnfon_z> ;
n \a
comme nous venons de le voir, le terme entre parenthéses est uniformément
borné en module, et on obtient a la limite ¢ o f — a - ¢ = 0. Par unicité
de la linéarisante tangente & 'identité, on déduit part ailleurs que toutes
les valeurs d’adhérence ¢ de la famille normale coincident et donc que la
suite ¢,, converge. O

En raffinant les estimations de la preuve précédente, on peut montrer

que la suite

o(—n on 1 on
pni=fo o for = —fon

converge elle-méme vers une linéarisante (voir [146]).

Autre démonstration plus géométrique. Il est trés facile de voir (supposant
comme précédemment |a| < 1) que 0 est point fixe attractif pour la dyna-
mique : aprés majoration |f(z) — az| < C - |z|? par le Lemme de Schwarz,
on déduit que |f(z)| < (|a|+¢)|z| pour € > 0 arbitrairement petit, pourvu
que |z| <7 = §. Par suite, f°" converge uniformément vers 0 sur le disque
D, de rayon r.

Le quotient du disque épointé D = D, \ {0} par f est un tore complexe
(de dimension 1) dont un domaine fondamental est D, — f(ID,) : il existe
une application holomorphe

VD > C/Z+71Z
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F1GURE 3.1 — Uniformisation de Koenigs

envoyant le lacet fondamental D, sur la classe d’homotopie du lacet [0, 1]
(on a choisi Im7 > 0), satisfaisant ¢ o f = 1) et réalisant le quotient D}/ f.
Par ailleurs, 'application

1
Yo :C* > C/Z+7Z ; z+— ——log(z)
2im
réalise le quotient de C* par la contraction linéaire fo(z) = €™ 2. L’ap-
plication

(p:ng(il)o'(b;]]])r—f(]]])r)—)(c*

obtenue aprés avoir choisi une détermination de 7,[18(_1) sur le domaine
fondamental ¥(D, — f(D,.)) se prolonge analytiquement sur D par :

o f(z) = fooup(z)

et se prolonge par Riemann en 0 : ¢ est la linéarisante cherchée. A pos-
teriori, on note que a = 27 puisque la partie linéaire est un invariant
formel. O

Les difficultés rencontrées lorsque |a| = 1 (a non périodique) sont appe-
lées problemes de petits diviseurs : les coefficients de I'unique linéarisante
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tangente a l'identité @ = z + Y u,2" sont donnés par :

n>2
1 n
Unt1 =~ |Gn+1 + E ap E Uk * Uk, (3.1)
a a p=2 k4 +hkp=nt1
ki >1

ou f(2) =az+ Y. a,2™; les dénominateurs a™*! — a sont arbitrairement
n>2

petits et donc source de divergence (voir Théoréme 3.4 et sa preuve).

En 1917, G.A. Pfeiffer construit un exemple de dynamique non linéa-
risable (voir [172]) puis en 1928, H. Cremer montre qu’il en existe dés
que le multiplicateur a satisfait une certaine condition arithmétique (voir
[64, 65]). Afin de la décrire, écrivons a = %™ et rappelons ce qu’est le dé-
veloppement de a € R en fraction continue. On définit une suite d’entiers
ay, € N* (excepté o € Z) et une suite de nombres 0 < r,, < 1 par :

1
a=aqap+ry et,pourtout n € N, — =41+ 141
T

de sorte que :
+ !
o = ao —_—m
ar + Ao
az+ azt--

Si « est rationnel, l'algorithme s’arréte pour un certain n € N (r,, = 0) et

« est donné par la n®™e réduite :
Pn 1
—=aqp+ —F. 3.2
dn 0 ap + % T ( )

azegy

Lorsque « n’est pas rationnel, les réduites p—: convergent exponentielle-
ment vite vers a (Voir [146], Appendix C). Plus précisément, la croissance
des dénominateurs ¢, est au moins exponentielle (la suite g,, est minorée
par une suite géométrique dont la raison est le nombre d’or #) et ler-
reur |Z—“ — af est de ordre de ﬁ. Géométriquement, la droite de pente

o sépare 'ensemble des points entiers (p,q) € N* X Z en deux parties;
leurs enveloppes convexes ont pour sommets (au voisinage de la droite)
précisément les points (py, ¢n)-

Théoréme 3.4 (Cremer). Il existe f(z) = az + --- € Diff(C,0) non
linéarisable dés que :

1
lim sup 70g(Qn+1)
n>0 dn

= +00.
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Démonstration. 1l s’agit ici de construire f de sorte que la linéarisante tan-

gente a l'identité ¢ = z+ > u,2" diverge, c’est-a-dire que lim sup % =
n>2 n>0

+o00. Nous allons construire les coefficients a,, de f tous de module 1 afin

d’étre assuré de la convergence de f; maintenant, on fixe 'argument de

an+1 €égal & celui du deuxiéme terme de la somme entre crochets dans

Iexpression (3.1) de uy,4+1 de sorte que :

1
Upt1| = -
sl 2 g
. ool o .
Maintenant, la sous-suite 198(an) o5t minorée par une suite de 'ordre de
log(gn+1) ]
dn ’

A contrario, C.L. Siegel donne dans [208] une conditions arithmétique
sur a sous laquelle la dynamique de f est systématiquement linéarisable.

Théoréme 3.5 (Siegel). Sia = ™, o € R\ Q, et s’il existe des
constantes C, M > 0 telles que :

o= 2> 5
q q
alors tout élément f(z) = az+ --- € Diff (C,0) est analytiquement linéari-
sable.
De plus, 'ensemble des nombres a du cercle satisfaisant la condition
précédente est de mesure totale pour Lebesgue.

La condition arithmétique de Siegel signifie précisément que log [a"+! — a|
est en O(logn), i.e. les diviseurs (a"*! — a) apparaissant dans les coeffi-
cients de ¢ adhérent lentement & 0. Ainsi, la linéarisabilité reste générique
lorsqu’on se restreint aux multiplicateurs a de module 1.

Une condition suffisante plus faible est donnée par A.D. Brjuno dans
[21] :

Théoréme 3.6 (Brjuno). Sia = 2™ o € R\ Q, et si les réduites ’;—”

de a satisfont
log gn+1
(B) I
7>0 dn
alors tout élément f(z) = az+ --- € Diff(C,0) est analytiquement linéari-

sable.

Nous noterons B Iensemble des nombres a € S' satisfaisant a la condi-
tion de Brjuno. Jean-Christophe Yoccoz démontre en 1987 'optimalité de
cette condition dans [229, 230] :
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Théoréme 3.7 (Yoccoz). Si a = e*™ ne satisfait pas a la condition
de Brjuno (B), alors le polynome quadratique f(z) = az(1 — z) n’est pas
analytiquement linéarisable : il posséde une suite d’orbites périodiques ac-
cumulant 0.

De plus, il existe une infinité non dénombrable de classes de conjugaisons

analytique parmis les germes de difféomorphismes de la forme f(z) = az+
.-+ € Diff(C, 0).

Nous donnerons dans la section 4.1.3 une description des dynamiques
non linéarisables diie & Ricardo Pérez-Marco.

Exemple 3.8. On note f,(z) = az(1 — z) le polynéme quadratique. Si
a est une racine de l'unité, f, n’est certainement pas périodique car son
itérée n®™M¢ est un polynome de degré 2n. Si a = e*™P/%, alors f°9(z) —
z a un zéro d’ordre ¢ + 1 a lorigine; en effet, on peut linéariser f, a
Uordre q (voir algorithme de la preuve de la proposition 2.16), et donc
f29 qussi. D’apres le théoréme de Rouché, il existe un voisinage ouvert
épointé U(p/q,n) de p/q dans R tel que, pour a € U(p/q,n) et a = e*™,
le polynome f21(z) — z posséde une racine simple & Uorigine, et q autres
racines dans le disque de rayon 1/n. Ces q racines correspondent & une
orbite finie de longueur q pour f,. La réunion U, des U(p/q,n) lorsque
p/q décrit Q est un ouverte et dense; il s’ensuit que que lintersection U
des U, est dense et non dénombrable (théoréme de Baire). Si o € U et
n’est pas une racine de l'unité, alors f, n’est pas linéarisable car il posséde
des orbites finies arbitrairement proche de [’origine.

Corollaire 3.9. Soit G un sous-groupe abélien de Diff (C,0). Si G contient
un élément f(z) = az + -+ avec |a| # 1 ou encore |a| =1 et a € B, alors
G est analytiquement linéarisable.

Démonstration. Soit ¢ € Diff(C,0) la linéarisante de f donnée par le
Théoréme 3.3 ou 3.7 : ¢, f(z) = az. D’aprés la Proposition 2.17, .G C
Cent (g, f) est linéaire. O

Remarque 3.10. Le Corollaire 2.18 permet toujours de plonger f(z) =
az + --- € Diff (C,0), lorsque |a| = 1 n’est pas une racine de lunité, dans
le groupe & 1 paramétre formel :

{exp (tcﬁ*(%waz(i)) s te (C}

ot a = e . Les éléments sont des difféeomorphismes a priori formels
qui convergent au moins pour les valeurs entiéres de t. Ce groupe a 1
paramétre est unique, toujours d’aprés le Corollaire 2.18, au choix prés
de la détermination o du logarithme de a (le groupe est le méme mais sa
paramétrisation change). Si f n’est pas analytiquement linéarisable, alors

2iTa
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Uensemble des t € C pour lesquels p* (2 +— %™t} converge (et appartient
a Diff(C,0)) doit satisfaire e*™® € St \ B ou S! est le cercle unité. Le
complémentaire de B dans S' est de mesure nulle mais non dénombrable.

Notamment, R. Pérez-Marco démontre dans [169] le :

Théoréme 3.11 (Pérez-Marco). Il existe des sous-groupes abéliens non
dénombrables de Diff (C,0) qui sont formellement linéarisables mais non
analytiquement linéarisables.

Remarque 3.12. Nous devons a S. Lamy Uexemple suivant (voir [104]).
Considérons un groupe linéaire Gy infiniment engendré par des rotations
périodiques :

i Pn

Go =< f1, fo, far... >, fn(z) =€*an 2

d’ordre g, arbitrairement grand. Quitte ¢ remplacer le n®™¢ générateur f,

par un générateur du sous-groupe engendré par < f1, fa, f3,..., fn >, on
peut supposer que qn divise g,4+1 tout n € N*. On construit un groupe
G formellement conjugué a Gg, mais non analytiquement conjugué de la
maniére suivante. Considérons le difféomorphisme formel

p(2) =2+ Y (ga))22*! € Diff(C,0).

Visiblement, ¢ diverge. Par contre, G = 9*Gq est bien un sous-groupe de
Diff (C,0). En effet, seul le jet d’ordre g, affecte f, et par suite O* f,, est
convergent. C’epe/n\dant, toute autre conjugaison formelle de G a Gy s’écrit
Yo @ avec ¢ € Diff(C,0) commutant & Gg ; mais ceci implique que ¥ est
linéaires et ¥ o ¢ diverge.

3.2 Les diffétomorphismes tangents a 1’iden-
tité : survol historique

L’étude des difféeomorphismes tangents a 'identité a débuté il y a plus
d’un siécle avec 'article de Léopold Leau et n’a cessé de se développer
depuis. Les articles de P. Fatou, G.D. Birkhoff, J. Hadamard, G. Szekeres,
P. Erdés, E. Jabotinsky, I.N. Baker, T. Kimura, J. Ecalle, C. Camacho,
S.M. Voronin, B. Malgrange, J. Martinet, J.-P. Ramis, I. Nakai, J. Rey,
J.-M. Trépreau, P. Ahern, J.-P. Rosay, X. Gong, G. Casale, D. Sauzin,
F. Fauvet, M. Resman témoignent de 'importance du sujet. Nous verrons
dans la suite que ces difféomorphismes jouent un role central dans la théorie
des sous-groupes de Diff(C,0) et nous allons leur consacrer la principale
partie de ce chapitre. Nous nous livrons ici & un petit historique.
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En 1897, Léopold Leau publie dans [106] la premiére étude consacrée a
la résolution de I’équation d’Abel (voir [2]) :

Yof=1+1

olt f(2) =2+ 2Pt + ... et 9 est I'inconnue. Il commence par construire
une collection de 2p ouverts sectoriels, disposés autour de ’origine comme
les pétales d’une fleur, sur lesquels f est tantot contractante, tantodt di-
latante. C’est le théoréme de la fleur. Ensuite, Leau construit sur chaque
pétale une solution ¥ & ’équation d’Abel, conjugant ainsi la dynamique
de f avec celle de la translation w — w + 1. C’est la premiére version
du lemme de normalisation sectorielle. On comprend bien la démarche de
Leau si 'on se place dans la coordonnée w = —— : la dynamique de f
est proche de la translation w — w + 1 au vmsmage de l’infini et l'est
d’autant plus que 'on s’approche de l'infini. Les pétales invariants par f
et f°(=1) apparaissent clairement. Ensuite Leau construit une forme diffé-
rentielle holomorphe invariante par f, par exemple sur un pétale attractif,
en allant chercher la forme dw & D’infini, invariante par la translation, et
en la ramenant par f : la famille de formes (f°")*dw = df°"™ converge
uniformément sur le pétale vers une forme w invariante par f. En inté-
grant l'identité f*w = w, il vient ¥ o f = ¥ + constante ou ¢ := qu; w;
par construction, v est tangente & une translation a 'infini et la constante
d’intégration doit étre 1. Finalement, on récupére, sur chaque pétale, une
solution ¢ a I'équation d’Abel de la forme ¥ (z) = ,p? + -

En 1919, Pierre Fatou redémontre ce résultat dans [77] en suivant la
méme démarche que celle que nous avons exposée dans la preuve du théo-
réme de Keenigs : il s’agit, dans la variable w, de construire comme limite
de f°"—n. Il commence par réduire f sous la forme w — w—+1+ 2mp - 1.

ol A est précisément 'invariant formel défini dans la Proposition 2.16.
Lorsque A = 0, f° — n converge uniformément vers une solution 3 &
I'équation d’Abel. Hélas, dés que A # 0, on voit apparaitre dans f°" —n
un terme de 'ordre de (n) qui fait diverger le procédé. Fatou s’en

2
sort en montrant que fon n — zmp
encore solution de I’équation d’Abel.
Ensuite, suivront de nombreuses variantes, notamment de G.D. Birkhoff,
G. Szekeres, T. Kimura, J. Ecalle, S.M. Voronin, B. Malgrange, J. Martinet
et J.-P. Ramis, Y. Ilyashenko et I. Nakai. En 1975, Jean Ecalle apporte un
nouveau point de vue. Si f = eXp(X ), une solution a ’équation d’Abel
est donnée par ¥, (z) = ﬁ + ﬁ log( ). Dans le cas général, la solution
1) se décompose naturellement sous la forme 1) = 1, o, ce qui nous donne
une conjugaison sectorielle ¢ entre f et son modéle formel exp(X, »). Il
montre alors que ¢ admet la coordonnée formelle ¢ comme développement
asymptotique a l'origine. Des développements asymptotiques apparaissent
déja chez Birkhoff, Szekeres et Kimura mais plutét pour la solution .

log(n) converge et la limite 9 est
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C’est 14 la seule amélioration substentielle du résultat de Leau apportée
par les multiples démonstrations.

Le corollaire essentiel de la trivialisation sectorielle que nous allons uti-
liser & tours de bras est que 'image de ¥ contient un domaine fondamental
pour w — w + 1, c’est-a-dire que le quotient de chaque pétale par f est un
cylindre isomorphe & C*. Ce fait se déduit déja de l'article de Leau.

En 1939, George D. Birkhoff donne dans [17] les premiers exemples de
difféomorphismes qui ne sont pas plongeables dans un groupe & 1 para-
métre, i.e. pour lesquels la coordonnée formelle normalisante ¢ construite
dans la Proposition 2.16 diverge; il refait la construction de Leau et de
Fatou et en déduit une liste compléte d’invariants analytiques pour les
difféomorphismes résonants. La seconde partie de son article pose le pro-
bléme inverse, & savoir comment réaliser tous ces invariants par des dyna-
miques résonantes : 'auteur conjecture que oui aprés avoir construit une
déformation & un paramétre de germes tangents & 'identité dont les in-
variants varient continiiment. Dans la derniére partie, Birkhoff donne des
conditions nécessaires et suffisantes a I’existence de fonctions méromorphes
multiformes invariantes par un sous-groupe de Diff(C,0); il donne ’écri-
ture générale de ces intégrales premiéres dans certains cas. Ce mémoire
trés complet n’a pas attiré ’attention a ’époque et est tout de suite tombé
dans l'oubli ; Jean-Pierre Ramis a sorti ce travail de I'ombre il y a quelques
années de cela et il est surprenant de voir combien de décennies ont été
nécessaires pour que tous ces résultats aient de nouveau été redémontrés.
Notamment, le probléme des intégrales premiéres est toujours d’actualité.
Oublions le travail de Birkhoff et regardons comment se sont développées
les différentes idées.

Le probléme de Uitération, tel qu'il était posé dans [101], [107] ou [216],
consistait, étant donnée une transformation f réelle ou complexe, d’une
ou plusieurs variables, & construire un groupe & un paramétre (t,z) —
f°t(2) décrivant explicitement pour ¢t € Z les itérées successives de f;
dans un second temps, on cherchait & étendre cette fléche aux temps ¢
non entiers. Dés la fin du siécle dernier, il était clair que ce probléme était
intimement 1ié & la résolution de I’équation d’Abel (voir [2]). En effet, toute
solution 1 nous fournit le groupe & un paramétre fo¢(z) = ¢(¢°-1 (2)+1).
Réciproquement, Paul Lévy remarque dans [107] qu’un point zy étant fixé,
on récupeére 1 en inversant la fleche ¢ — f°(2o).

Le théoréme de Leau nous dit que tout difféomorphisme tangent a I'iden-
tité est pleinement itérable sur chaque pétale; la question restait ouverte
au voisinage de l'origine. Ce probléme a été considéré du point de vue
formel par Eri Jabotinsky vers 1942 dont le travail est relaté par Jacques
Hadamard (voir [89]) : il montre que f°!(z) € CJt][[z]]. Ce groupe a 1
paramétre est donné par ¢* exp(t - X, ») si I'on reprend les notations de
la Proposition 2.16. Hadamard rapproche ce travail de celui de Luntz qui
cherchait a décrire les difféeomorphismes formels tangents a I'identité com-
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mutant avec f et remarque que ces problémes sont les mémes. I.N. Baker
reprend ces idées de fagon systématique en 1962 (voir [6]) et montre que
I’ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles la série f°!(z) converge est dis-
cret ou plein dans C. Il avait lui-méme donné un exemple explicite de germe
non pleinement itérable deux ans plus t6t : il montrait que seules les itérées
entiéres de z — e* — 1 convergeaient. La question de 'existence de germes
pour lesquels I’ensemble d’itération effective est un réseau était posée et
restera ouverte jusqu’en 1973 ou J. Ecalle et L.S.O. Liverpool montrent
indépendament (voir [70, 113|) que cela n’arrive pas. Simultanément au
travail de Baker, Erdos et Jabotinsky construisent dans [75] le générateur
infinitésimal formel X du flot f°!(z) et montrent que f est pleinement ité-
rable si, et seulement si, X converge. Avec nos notations, X est le champ
de vecteurs formel défini par ¢* X, ». En 1963, Jabotinsky donne les for-
mules combinatoires liant les coefficients de f & ceux de X et, en 1966, il
borne la divergence de X (voir [95, 96]). Pendant ce temps, les exemples de
germes non pleinement itérable se multiplient. En 1964, Szekeres montre
dans [217] que les germes donnés par des fonctions rationnelles ou en-
tiéres ne sont pas pleinement itérables (excepté z — z/(1 4 tz)); la méme
année, Baker étend ce résultat aux fontions méromorphes dans [7]. Plus
généralement, lorsque A # 0, un germe de difféomorphisme admettant un
prolongement analytique en dehors d’un ensemble dénombrable sur C avec
un nombre fini de déterminations ne peut étre pleinement itérable : Baker
le démontrera dans le cas p = 1 dans [8], puis Ecalle en toute généralité
dans [70]. Les modéles formels aexp(X,, ») sont décrits (du point de vue
prolongement analytique et dynamique) dans [4] et ne sont pas algébriques
pour A # 0.

Si une théorie formelle s’est développée au cours des travaux précédem-
ment cités, & aucun moment il n’est explicitement question de classification
formelle des difféomorphismes. Celle-ci n’est en fait apparue qu’en 1971 (si
lon oublie que c’était fait chez Birkhoff!) dans le travail de Kimura (voir
[98]) et, sous la forme définitive exposée ici, dans I'article de Jean Ecalle
de 1975. Ce dernier montre qu'un difféomorphisme est pleinement itérable
si et seulement si ¢ converge et le lien est fait avec ce qui préceéde.

La classification analytique des difféomorphismes résonants consiste a
exhiber une liste exhaustive et non redondante d’invariants holomorphes.
La liste compléte de ces invariants a été trouvée par G.Birkhoff en 1939
puis oubliée et retrouvée par J. Ecalle en 1973. La réalisation de tous ces
invariants a été faite indépendamment par J. Ecalle, B. Malgrange et S.M.
Voronin en 1981 (voir [71, 126, 225]).

La présentation de ces invariants différe selon la littérature choisie; la
plus classique consiste a interpréter les coordonnées sectorielles ¢ comme
un atlas trivialisant la dynamique et a considérer les changements de
cartes; cette idée était déja suggérée chez Leau et c’est essentiellement
celle de Birkhoff, Ecalle (dans son article de 1975), Malgrange et Voronin
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a quelques nuances preés; par exemple, chez Birkhoff, ces changements de
cartes sont vus a travers les intégrales premiéres de la dynamique triviale
(celle de la forme normale formelle), point de vue que l'on retrouve chez
Martinet et Ramis, alors que chez Voronin, ils sont vus & travers leurs
coefficients de Fourier; par contre, la présentation ultérieure d’Ecalle via
les fonctions résurgentes en 1981 (voir [71]) tranche radicalement avec les
précédentes, et il n’est pas facile de faire le lien entre les coefficients de
résurgence d’Ecalle et les coefficients de Fourier de Voronin (voir [67, 68]).

En 1983, J. Martinet et J.-P. Ramis réécrivent cette classification en
termes de chapelets de sphéres dans [139]. C’est cette présentation que
nous allons adopter : elle est, & nos yeux, la plus géométrique et la plus
adatée & nos problémes.

Le corollaire fondamental du théoréme de Leau est que le quotient de
chaque pétale par f est un cylindre infini, isomorphe & la sphére de Rie-
mann épointée C* = C\ {0, oo}. On obtient alors le quotient d’un voisinage
épointé de lorigine U* := U\ {0} par f en effectuant sur ces 2v sphéres les
identifications imposées par les chevauchements des pétales. La structure
analytique de ce quotient, baptisé chapelet de sphéres par J. Martinet et
J.-P. Ramis, ne dépend que de la classe analytique de f. La classification
analytique des difféomorphismes tangents a 'identité nous dit que la fléche
f +— U*/f induit une bijection entre 'ensemble des classes analytiques de
diffSomorphismes f(z) = z + 2P™! + - et 'ensemble des chapelets de 2p
sphéres.

De cette construction, on déduit aisément le Théoréme d’Ecalle-Liverpool :
les difféomorphismes commutant & f correspondent géométriquement & des
automorphismes du chapelet U*/f. On vérifie alors facilement qu’ils sont
en nombre fini dés que f n’est pas pleinement itérable. Je dois cette idée de
démonstration a E. Paul. De la méme maniére, on déduit la classification
des germes de difféomorphismes analytiques réels en les considérant comme
des germes complexes commutant & une involution anti-holomorphe : celle-
ci induit une involution anti-holomorphe sur le quotient U*/f apportant
des restrictions explicites sur la structure analytique du chapelet. Dans le
méme ordre d’idées, Nakai considére dans [152] la classification des paires
de courbes analytiques réelles tangentes & l'origine de C : en composant
leur réflexion de Schwarz, on obtient un germe de difféomorphisme tangent
a 'identité f qui anti-commute & chacune des réflexions. La classification
de ces objets se raméne de nouveau a celle des chapelets munis d’une in-
volution anti-holomorphe. Jean-Marie Trépreau compléte cette approche
dans [221] en construisant des paires d’ellipses tangentes donnant nais-
sance & de nouveaux difféomorphismes explicites non pleinement itérables.
Dans leur récent survey [3], P. Ahern et X. Gong reprennent en détails
tous ces problémes de symétries ; nous nous contenterons ici d’en tracer les
principales idées.

L’existence de développements asymptotiques pour les coordonnées de
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Fatou a été établie par Birkhoff, Szekeres, Kimura et Ecalle. Une étude
plus fine de Pasymptoticité que I'on peut trouver chez Ecalle ou Martinet et
Ramis montre qu’elle est Gevrey d’ordre p et que ¢ est p-sommable. Mieux,
dans ce cas la transformée de Borel de ¢ converge et J. Ecalle montre en
1981 qu’elle admet un prolongement analytique sans fin sur C\ 2inZ* avec
de trés bonne propriétés de croissance a l'infini : c’étaient les premiers
exemples de fonctions résurgentes. La p-sommabilité de la transformation
normalisante ¢ ne sera utilisée que pour démontrer le Théoréme de Nakai
sur la dynamique des sous-groupes non résolubles de Diff(C, 0) (voir [151])
et le Théoréme de rigidité de Cerveau et Moussu (voir [58]).

La classification topologique des difféeomorphismes tangents & l'identité
a été faite par César Camacho en 1978 (voir [27]) : le nombre p de pé-
tales est le seul invariant topologique, ce qui nous donne une version forte
du théoréme de la fleur. On peut citer au passage la coincidence entre
classifications analytique et C!-réelle, que I'on trouvera dans ’exposé de
Martinet et Ramis dont nous nous inspirerons beaucoup, et I'optimalité de
ce résultat, démontrée par Jérome Rey dans sa thése [186] : deux difféo-
morphismes z+ zPt1 + .. sont toujours conjugués par une transformation
différentiable & I’origine (mais pas C*!) et C ailleurs. Plus récemment, les
propriétés métriques de la dynamiques ont été étudiées par Maja Resman
dans [185].

3.3 Le théoréme de la fleur
Dans la suite, f désigne un difféomorphisme tangent a l’identité :
f(z) = 2+ 2P ... € Diff(C,0)

(on peut supposer le coefficient de zP™! unitaire quitte & conjuguer f par
une homothétie) et U un disque ouvert sur lequel f et o1 sont bien
définis et injectifs. La premiére description de la dynamique induite par
itération positive et négative de f au voisinage U de 0 remonte & la thése
de Leau dans laquelle on trouve la toute premiére version du Théoréme de
la Fleur :

Théoréme 3.13 (Leau). Quitte o rétrécir U, il existe un recouvrement de
U\ {0} par 2p ouverts sectoriels, disposés autour de l’origine comme les
pétales d’une fleur autour de son ceur, sur lesquels la dynamique de f est
tantot contractante, tantot dilatante :

Numérotés par k =0,...,p— 1, les p pétales attractifs V,j sont coincés
dans les p composantes connexes de {z € U ; 2P & R*}, les p pétales
répulsifs V,, dans les p composantes connexes de {z € U ; 2P ¢ R™} et
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FIGURE 3.2 — La fleur et ses pétales
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pourk=0,....p—1ona:

f(Vk+) - V,:_ et lim,, 4 oo Hfonll\/;r =0,
POV Ve et T oo 172y =0,

Plus précisément, sur chaque pétale, on a une estimation du type :
£ (2)| < Clz|/(1 +n|z|P)YP  pour une constante C > 0.

Nous appellerons ces ouverts pétales attractifs et répulsifs de la dyna-
mique.

1

— e chacune des p déterminations

Démonstration. Dans la variable w :=
de la dynamique est de la forme :

flw) =w+1+e(w)

ou |e(w)| est un o(l%u‘) a I'infini. On peut supposer que |f(w) —w — 1| <
€ << 1 uniformément sur notre ouvert. La figure suivante nous donne
lallure d’'un pétale attractif V* dans la variable w, d’ouverture 27 — 26,
pour un € < 6 < 7.

Maintenant, un calcul un peu plus fin nous dit qu’il existe une constante

C > 0 telle que :

1o (w)| > C(jw| +n) sur V.

l(f\;ﬁ%n))l en fonction des trois
variables réelles arg(w), n et |w|; & n et |w| fixés, le minimum est atteint
pour w € VT, i.e. arg(w) ~ +(m — ) ; maintenant, w € GV étant fixe,
le minimum est de nouveau atteint pour n ~ |w| cos() et est équivalent a

n(6)—
tflc(og(ef cos(f). O

11 suffit pour cela de minimiser I’expression

3.4 Trivialisations sectorielles

On cherche ici & conjuguer f a la translation w +— w + 1 sur chaque pé-
tale, c’est-a-dire & construire des solutions sectorielles & 1’équation d’Abel :

Yof=v+1.

Lorsque f = exp(X, x) (voir Remarque 2.4), la solution s’obtient en inté-
grant la forme associée :
dz A dz
w _ — R,
PAT ot T 9in
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IR Y ET LFom (w)]
FIGURE 3.4 — Minimiser (E=D)
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de facon a redresser le champ X, », ce qui nous donne :

Ypa(z) = —— + ——log(z).

On obtient dans ce cas une solution “globale” & la constante de mono-
dromie prés :

Upa(€¥72) = Ppa(2) + A

Dans le cas général, ce probléme a été aussi résolu par Leau en 1897.
Un point de vue plus récent consiste & conjuguer f a son modéle formel
exp(X, ») par une transformation ¢, c’est-a-dire :

po f=exp(Xpx)oop.

Les deux approches sont équivalentes puisque :

7/} = wp,k o p.

Sous ce point de vue, on peut demander en outre que ¢ admette la so-

lution formelle ¢ construite dans la Proposition 2.16 comme développe-

ment asymptotique a Dorigine : si ¢ = > u,2", alors ceci signifie que
n>0

N
©0(2) = 3 upz™ est un o(]z|V) pour tout N € N. Ceci nous donne pour v
n=1

un développement asymptotique du type :

Y =1Ypr0f —log + D upz

n>—p

C’est sous cette derniére forme que le développement asymptotique des
trivialisations sectorielles est apparu dans les travaux de Birkhoff, Szekeres
et Kimura et c’est dans l'article d’Ecalle de 1975 que le lien est fait entre
les différentes approches, comme nous venons de le décrire.

A présent, construisons, par l'algorithme de la Proposition 2.16, une
coordonnée dans laquelle :

1 A
F(2) = exp(Xp0) + o(|2PPH) = 2 + 270 4 (p; _ 2) 2L
1T

de sorte que $(z) = z modulo 22?2 et supposons donné un recouvrement
de Leau pour f.

Théoréme 3.14 (Leau+Ecalle). Il existe, sur chaque pétale V', un plonge-
ment ¥ : V — C unique & constante additive prés conjugant la dynamique
de f a celle de la translation w— w+1 :

Yof=v+1.
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Le comportement de v a l'origine est donné par :

Y(z) = Ypa(z) +e(z)  avec li_r% e(z) = constante.

Si l’on note ¢ la normalisante sectorielle définie par ¢ = 1, x o, en choi-
sissant limo e(z) =0, alors ¢ admet ¢ comme développement asymptotique
z—r

a lorigine.
w—w+1
+1
————— =i
+1
————— =
Em—
w—T=c¢ F2iTw
————— =
- fl

F1GURE 3.5 — Trivialisation sectorielle : coordonnée de Leau-Fatou

On notera w la coordonnée sectorielle donnée par w = 1)(z). Sur chaque
pétale V', f est le flot au temps 1 d’'un unique champ de vecteurs holo-

morphe X :

f=exp(X) ou X:w*a%,
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et l'itérée complexe f°¢, t € C, y est bien définie :
[l =exp(tX) et o fol=1 4t

Par construction, X admet le champ de vecteur formel ¢*X, x comme
développement asymptotique a l’origine. Chez Ecalle, X est le logarithme
itératif sectoriel de f.

Le passage au quotient d’un pétale V' par la dynamique est donné par
Iintégrale premiére :

H:V — 8~C\{0,00}; 2 exp(—2imih(2)).

La présence du signe — dans 'intégrale premiére n’est pas trés naturelle;
la raison de ce choix apparaitra plus loin, lorsque nous parlerons du nceud-
col. Dans la coordonnée 7 = H(z) du quotient S, la dynamique des itérées
complexes f°!, t € C devient linéaire :

) 0
H.f' 17— e 2™ ot HX = —22'7778—.
T

Ces quotients sont parfois appelés cylindres d’Ecalle.

Démonstration. Nous allons chercher la transformation v sous la forme :

d’::¢nk4'¢-

En substituant & I’équation d’Abel, il vient :
pof—op=A

ott A i=1p, \+1—1p, xo f. Si|f —exp(Xp.)| est un O(|z2PHE+L) k€ N*,
alors |A| est un O(|zP1*]) et la somme :

- Z Ao fo" (resp. Z Ao for)

n>0 n<0

converge uniformément sur chaque pétale attractif (resp. répulsif) vers une
solution ¢ de cette derniére équation. En effet, dans la variable w = — -1

|A] est un O(| =7 ) et donc :

C

|A0f~0n(’u))| < W

pour une constante C' > 0 (estimatjon de la preuve précédente) ; en som-
mant, on obtient de surcroit que |¢| est un O(W), i.e. que |¢| est un

O(|2[*).
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La transformation 1 := 1, x + ¢ est construite comme limite uniforme,
par exemple sur un pétale attractif, des transformations :

N
YN = Pp A — Z Ao fo" = Ypro fON -N= 1/)1,7,\(exp(—N : sz\) o fON)‘

n=0

L’injectivité de 9 résulte de I'injectivité sectorielle de 1, x, et celle de
1, du théoréme de Rouché-Hurwitz. La transformation intermédiaire ¢ est
alors obtenue par convergence uniforme :

Y= Nlirilm exp(—NX, ) o foN

et envoie par construction la dynamique de f sur celle de son modéle
formel exp(X,, »). Nos estimations montrent que si |f — exp(X, 1)| est un
O(|z]?PTF+1) alors |p(2) — z| est un O(|z|PHEF1), c’est-a-dire ¢ a le méme
ordre de contact a I'identité que la coordonnée formelle ¢. On en déduit
que ¢ admet ¢ comme développement asymptotique a 1'origine. O

Remarque 3.15. Dans la variable w, la solution v est construite comme

limite de f"” -n— ﬁlog(f"”) ce qui est un peu plus compliqué que la

démarche de Fatou ; cependant, dans la variable z, la solution ¢ est obtenue

comme limite des transformations fg(fn) o f°" ou fy est le modéle formel
exp(X, ») et nous retrouvons la simplicité de la démonstration de Keenigs.

3.5 La cohomologie des trivialisation secto-
rielles

Le systéme de coordonnées euclidiennes donné par la collection

(Wi =95 (2), wy = ¢ (2))kez/pz

des trivialisantes sectorielles définit un atlas trivialisant la dynamique de
f dont les changements de cartes sont donnés par les applications :

YR = o (W) Y et Y =il o (v,
Proposition 3.16. Les applications wg et Yp°, k= 0,...,p— 1, ainsi
construites satisfont auxr propriétés suivantes :

1. ? est définie et injective sur un demi-plan inférieur Im(w) < —M <
0 et Y est définie et injective sur un demi-plan supérieur Im(w) >
M >0,

2. Yp(w+1) = PR(w) + 1 et P°(w + 1) = 2 (w) + 1,
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3. ces applications sont tangentes o des translations o Uinfini :

lim  YQ(w)—w =M\, € C et lim ¢ (w)—w = A € C.

Im(w)—+o0 Im(w)——o0

De plus, la partie euclidienne de ’atlas donnée par la composition de ces
différentes translations nous redonne linvariant formel X :

SN AT =N

p
k=1

FIGURE 3.6 — L’atlas Euclidien

Il y a trés peu d’arbitraire dans la construction de ces applications de
transition : tout d’abord, le choix du pétale répulsif par lequel on a com-
mencé la numérotation dépend de la partie linéaire de la coordonnée z dans
laquelle f a 6té ramenée sous la forme f(z) = z+2PT1 4 (EEL — 2 )2+l 4
---. A partir de 1a, chaque coordonnée 1) est unique & une constante addi-
tive prés. Aussi, tout changement du systéeme de coordonnées euclidiennes



114 Frank Loray

s’obtient comme composé de :

(wl—;7wlz)k = (w]:—+l7w]:+l)k7 le Z/pZ,

avec

(@,j,u?,;)k = (w,:r —|—c$,wkf + ¢ ks cf e C.

Ces deux changements induisent respectivement les modifications d’écri-
ture :

(72)1271/;]20)]6 = (@Dg—o—la@bﬁ-l)ka
et

(W9, %) = (PR(w — ) + ey, ¥R (w — ¢ ) + ¢y i

En jouant avec ces changements de coordonnées, on peut faire en sorte que
tous les changements de cartes soient tangents & l'identité excepté un seul
qui sera tangent a la translation w — w — .

Exemple 3.17. L’atlas défini par exp(Xp ) est euclidien en ce sens que
les changements de cartes sont des translations : en choisissant les coor-
données euclidiennes obtenues par prolongement autour de z = 0 d’une
détermination de v, » sur V", les changements de cartes sont tous l'iden-
tité excepté o°(w) = w — A puisque P3° 1 o Py A(€*7z) = YpA(2). On
récupére tous les atlas euclidiens de cette maniére.

Finalement, la dynamique engendrée par le flot complexe de X, ) peut se
décrire comme suit. On reléve, sur un revétement a p feuillets, le pseudo-
groupe induit par les translations au voisinage de l'infini dans C. Ensuite,
on coupe l’anneau topologique ainsi obtenu puis on le recolle avec un déca-
lage donné par w +— w+ X comme Uillustre la figure 3.7 dans le casp=1;
les dynamiques de translation passent au quotient puisqu’elles commutent
au recollement.

De plus, on voit que la dynamique d’un grand commutateur
[fo(_iN)ny(_N)L N >> 0’

qui induit Uidentité pres de z = 0, induit la transformation f°* sur une
autre composantes connexe de son domaine de définition. Plus générale-
ment, dés que l'on ajoute o la dynamique de f celle d’une itérée complexe
o avec t € R, alors le pseudo-groupe engendré contient aussi la dyna-
mique de f°* sur tout un voisinage de Uorigine; en général, le pseudo-
groupe engendré est a orbites denses.
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+iN

FIGURE 3.7 — Dynamique de X; ) dans les variables w = 1 x(z) puis
w=1/z

3.6 Le chapelet de sphéres

Le quotient d’un voisinage épointé de l'origine par la dynamique s’ob-
tient en recollant les différents quotients sectoriels Sff par les applications :

log(7)
2

©) = exp (—22’71'1/),2(— )) = H, o (H; )Y S/j,o = Sko

: log(7) —yo(-1) . g—
©r = exp (—2””/)130(_ % )) = Hijﬂ o (Hk; ) =1, Sk,oo = Slj+1,oo
Proposition 3.18. Les applications ¢ et 3°, k = 0,...,p — 1, ainsi
construites satisfont aux propriétés suivantes :
1. @Y est un difféomorphisme d’un voisinage de T = 0 dans C* sur un
voisinage de 7 = 0 dans C*,

2. o3° est un difféomorphisme d’un voisinage de T = oo dans C* sur
un voisinage de T = oo dans C* ;

En particulier, ces applications se prolongent holomorphiquement aux
points respectifs 7 = 0 et 7 = 0o et induisent, dans le systéme de coordon-
nées linéaires (1, , T )rez /pz choisi, des germes de diffeomorphismes :

¢% € Diff(C,0) et ¢5° € Diff(C, 0).

Ce quotient est appelé chapelet de sphéres dans [139).

AOO

Remarque 3.19. Seuls les germes cﬁg et p3° sont vraiment bien définis
par la dynamique de f, toute diminution de 'ouvert U ayant pour exacte
conséquence de diminuer de fagcon comparable la taille de ces recollements.
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FIGURE 3.8 — Le chapelet de sphéres
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Tout changement du systéme de coordonnées linéaires s’obtient comme
composé de :

(%Ij’%k_)k’ = (leJrlka_Jrl)kv l € Z/pZ,
avec
(7 e = (v ok i €C.
Ces changements induisent respectivement les modifications d’écriture :

(@2) @zo)k = (302-&-[; @Zﬁ-l)ka

et
(B0 B2k = (Vg 2T /W) it (/7 )

En jouant avec ces changements de coordonnées, on peut faire en sorte
que tous les recollements soient tangents a I'identité excepté pp° qui sera
tangent & la transformation linéaire 7 — €™ 7, ol A n’est autre que
Iinvariant formel de f; c’est la partie linéaire du chapelet.

L’ordre cyclique du chapelet et la polarité 4+ assignée a chaque sphére
sont bien définis par sa construction. On précisera éventuellement chapelet
polarisé orienté et, lorsque 'on ne s’interessera qu’a ’espace analytique
sous-jacent, on parlera alors de chapelet géométrique. Se donner un chapelet
polarisé orienté, c’est encore se donner une collection :

(&k, ¢2°)x € (Diff(C, 0) x Diff (T, 00))”

modulo les changements du systéme de coordonnées linéaires que nous ve-
nons de décrire ; se donner le chapelet géométrique associé c’est s’autoriser,
en plus des changements précédents, le renversement de ’orientation :

(@0, 70k = (1/(0p2)° D (1/7), 1/ ) T (/7))

et le renversement de la polarité :
(@0 20k = (1/(92°)(1/7), 1/ (1) (1))

Les diffeomorphismes f et f°(—1) ont bien sir méme quotient, c’est-a-
dire méme chapelet géométrique; leur chapelet polarisé orienté se corres-
pondent simplement par un renversement de la polarité puisque les pétales
attractifs deviennent répulsifs et vice-versa.

3.7 Les invariants holomorphes

Théoréme 3.20 (Birkhoff,Ecalle). Soient f,g € Diff(C,0) tous deux tan-
gents a lidentité a l’ordre p de méme invariant formel X. Alors sont équi-
valents :
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1. f et g sont analytiguement conjugués,

2. f et g ont méme atlas de trivialisation (i.e. les changements de cartes
(1/)2, Y2k respectifs sont les mémes dans un bon systéme de coordon-
nées euclidiennes, a la taille prés de leur domaine de définition),

3. f et g ont méme chapelet polarisé orienté (i.e. les germes de recol-
lement (4, ¢5°)k respectifs sont les mémes dans un bon systéme de
coordonnées linéaires).

Démonstration. L’équivalence (2) < (3) est claire.

L’implication (1) = (3) est démontrée “par construction” mais donnons
largument suivant dont nous allons abuser par la suite. Si ¢ envoie la
dynamique de f sur celle de g, alors ¢ passe au quotient pour définir un
difféeomorphisme analytique @ entre les chapelets respectifs de f et de g.
Puisque ¢ respecte l'orientation du plan et envoie pétales attractifs de f sur
pétales attractifs de g, @ respecte 'orientation et la polarité des chapelets.
Enfin, @ envoie biholomorphiquement chaque sphére épointée de f sur
une sphére épointée de g (¢ respecte les pétales) et doit donc, dans les
coordonnées respectives, étre linéaire :  n’est autre qu’un changement du
systéme de coordonnées linéaires du chapelet polarisé orienté de f.

Pour la réciproque (3) = (1), s'il existe un changement systéme de co-
ordonnées linéaires identifiant les chapelets polarisés orientés de f et de g,
c’est-a-dire un difféomorphime @ entre les deux quotients, alors, méme si
le passage au quotient par les dynamiques de f et de g n’est pas tout a
fait un revétement, le difféomorphisme @ se reléve en un difféomorphisme
sur U \ {0} envoyant par construction la dynamique de f sur celle de g
(transformations du revétement) qui se prolonge a 'origine par Riemann.
Le relévement intermédiaire de @ a l’atlas trivialisant se fait sans monodro-
mie puisque l'on a pris garde de demander & ce que les invariants formels
A respectifs coincident. O

En particulier, on déduit immédiatement le :

Corollaire 3.21. Soit f(z) = z + --- € Diff(C,0) d’invariant formel A.
Alors sont équivalents :

— f est analytiquement conjuguée & exp(Xp ),

— Uatlas de trivialisation de f est euclidien,

— le chapelet de f est linéaire,

— f est plongeable dans un groupe & un paramétre.

Le théoréme suivant était conjecturé par Birkhoff.

Théoréme 3.22 (Ecalle,Malgrange,Voronin). Etant donné un chapelet
polarisé orienté, c’est-a-dire une collection

(@2’ @I?:o)k € (Dlﬂ‘(@’ O) X Dlﬂ‘(@’ OO))p
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et un choiz de logarithme A € C pour la partie linéaire, alors il existe un
difféomorphisme tangent a l'identié f € Diff (C,0) d’invariant \ qui réalise
ce chapelet.

Je tiens a remercier Xavier Buff qui m’a aidé a trouver 'argument élé-
mentaire permettant de conclure la preuve qui suit.

Démonstration. On commence par relever les germes de difféomorphismes
en une collection d’applications (wg,wg")k satisfaisant aux propriétés 1-3
de la Proposition 3.16 par :

) = exp (—2i7r¢2(—10g(T) )) et pp° = exp (—2i7r¢;3°(—10g(T))> :

2w 2w

On déduit, en renversant notre construction, un atlas définissant une dy-
namique conforme sur un anneau topologique. La difficulté est de montrer
que cet anneau est conformément équivalent & un voisinage épointé de
0 € C, c’est-a-dire que le bout w = oo est parabolique. Si c’est le cas,
alors la dynamique se prolonge en 0 par Riemann et c¢’est un germe de dif-
féomorphisme puisqu’il est bijectif prés de 0. Pour une raison d’indice, la
dynamique est alors celle d’un élément f € Diff (C,0) tangent a I'identité
a lordre p exactement ; par construction, il réalise les invariants donnés.

Pour montrer que l'atlas construit est parabolique vers w = oo nous
allons procéder par ’absurde et supposer que c’est un anneau de module
fini, donc uniformisable sur anneau standart A = {r < |z| < 1} avec
0 < r < 1. Le bord correspondant & w = oo dans l’atlas est ici le bord
intérieur C,. = {|z| = r} (voir figure 3.9). On note f la dynamique sur A :
f est bien définie prés de C). qui est invariant par f. Par le Principe de
réflexion de Schwarz, f s’étend analytiquement au voisinage de C,. et induit
un difféomorphisme analytique du cercle C, — C,.. Nous allons montrer
que f est 'identité sur C,. aboutissant ainsi & une contradiction. Il suffit
pour cela de montrer que la distance (euclidienne) entre z et f(z) tend
vers 0 lorsque z € A tend vers le bord C)., ou encore que leur distance
hyperbolique est bornée pour la métrique de Poincaré sur 'anneau. Nous
allons majorer cette derniére dans les cartes de 'atlas. Fixons R > 1 et
considérons, dans chaque carte Vet pour chaque point w € V a distance
au moins R du bord intérieur, le plongement affine

¢p:D—=V;t—w+Rt

du disque unité dans V. La distance entre ¢~ 1(w) = 0 et son image par
la dynamique ¢~ '(w + 1) = 1/R est 1/R < 1; la distance hyperbolique
dans D pour ces mémes points est majorée par une constante ¢(R). Une
conséquence du Lemme de Schwarz est que cette distance majore celle des
images z et f(z) pour la métrique hyperbolique de anneau. L’ensemble
des points z pour lesquels on a obtenu la majoration forment visiblement
un voisinage du bord C.. 0
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disque de Poincaré

FIGURE 3.9 — Estimation de la vitesse de la dynamique dans la métrique
hyperbolique
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FIGURE 3.10 — Récapitulatif de la construction des invariants analytiques
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Nous résumons dans la figure 3.10 la construction des invariants dans
le cas p = 1. Donnons maintenant quelques exemples classiques de difféo-
morphismes tangents a I'identité dont les invariants sont non triviaux.

Exemple 3.23 (Birkhoff). La solution formelle (;AS a Uinfini de l’équation
auzx différences

Pz +1) = (2) = —

est divergente pour tout n > 2. En effet, il est bien connu que la série
de Stirling asymptote & Uinfini o la fonction T'(z) diverge; elle satisfait
Uéquation fonctionnelle f(z +1) = zf(z) et ¢ est donmée pour n = 1 par
b(z) = a% log(['(2)) et pour n quelconque par dérivation de cette derniere.

La normalisante formelle ¢ de 'automorphisme fo(2) = z/(1 —z—c2?)
diverge pour des valeurs de c arbitrairement proches de 0. En effet, si tel
n’était pas le cas, p.(z) serait une fonction holomorphe de deux variables
¢ et z au voisinage du point (c,z) = (0,0). La transformation . lui cor-
respondant par z _71 satisferait alors identiquement [’équation d’Abel a
un parametre ¢.(z + 14 5) = ¢c(2) + 1. Un calcul immédiat montre que
@e(z) =24 c(L +--+) € C[d[[2]] ; en dérivant par rapport a c, on obtient
pour c=0 :

G4 —6() = ob 9(z) =[5 Al

Cependant, comme nous l’avons vu plus haut, cette équation n’admet pas
de solution convergente a l’infini.

Exemple 3.24 ([4]). Le germe en 0 € C défini par le polynome f(z) =
2+ 22 + 2% nlest pas normalisable, i.e. n’est pas analytiquement conjugué
a sa forme normale (formelle) hyo(z) = z/(1 — z). En effet, supposons
qu’il existe p € Diff (C,0) convergeant sur un petit disque U C C tel que
pohio= fop; pour tout point z € C = CU{oo}, il existe un entier positif
n € N tel que z = hi'y(2") € U ; on définit p(z) par : p(z) = o h{’y (') =
ferow(2); ceci a tougours un sens car f est polynomiale (et ses itérées
positives sont toutes définies sur C); ainsi, ¢ se prolonge sur C et est
constante par Liouville, contradiction.

3.8 Les symétries du chapelet
Pour toute la suite, choisissons, sur le chapelet, un systéme de coordon-

nées linéaires homogenes, c’est-a-dire tel que chaque recollement ¢ et ¢2°
soit tangent a T — e~ 27N 2P
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3.8.1 Symétries holomorphes et centralisateur de f
([70, 225])

On appelle centralisateur de f dans Diff(C,0) et on note Cent(f) le
sous-groupe des éléments de Diff(C,0) qui commutent & f.

On appelle symétrie holomorphe du chapelet tout difféomorphisme holo-
morphe du chapelet géométrique respectant la polarité et ’orientation,
c’est-a-dire tout changement du systéme de coordonnées linéaires lais-
sant invariante Décriture des recollements (59, @%°),. Un élément de g €
Cent(f) induit par passage au quotient un tel difféomorphisme :

Cent(f) = DIfI((C,0)//) ; g~ 7.

Cette fleche est surjective et son noyau est engendré par f; le groupe
Cent(f)/f s’identifie ainsi au groupe des difféomorphismes du chapelet
polarisé orienté. Précisons cette correspondance.

Fixons ¢ une coordonnée normalisante formelle :

Ouf = eXp(Xp,)\).

D’aprés la Proposition 2.17, Cent(f) s’identifie au sous-groupe des élé-
ments de :

@ {2 /P exp(tX, ) ; (k,t) € Z/pZ x C}

qui convergent. Par ailleurs, dans un systéme de coordonnées linéaires
homogénes sur le chapelet, les contraintes linéaires de recollement montrent
que tout difféomorphisme du chapelet est de la forme :

(T To Dk = (Va1 YTk
ot (1,7) € Z/p x C.

Théoréme 3.25. Sont équivalents :
1. ¢* (2P exp(tX,.2)) converge,

2. (1,1 )k = (€3, el )k est un difféomorphisme du cha-
pelet.
Démonstration. La premiére assertion nous dit qu’il existe un élément
g(z) = €¥m/P (5 4 tzP*! 4 ...) € Diff(C,0) qui commute & f et donc défi-
nit un difféomorphisme g du chapelet. Un développement limité utilisant
I'asymptotique des trivialisantes sectorielles 1) permet d’identifier g comme
étant précisément le difféomorphisme décrit par la seconde assertion. Ré-
ciproquement, c’est un jeu d’écriture que de vérifier que toute symétrie du
chapelet se reléve en une symétrie de la dynamique initiale. O
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Rappelons (voir Proposition 2.17) que f = exp(X) pour un unique
champ de vecteurs formel X € X (C,0), et que par suite, ses itérées for-
melles f°! := exp(tX) sont bien définies pour tout ¢ € C. Notons T' C C
le sous-groupe des ¢ pour lesquels f°! € Diff(C,0) converge. Bien siir, les
itérées de f convergent et Z C T. Alors J. Ecalle et O. Liverpool ont
indépendamment démontré le :

Corollaire 3.26 (Ecalle,Liverpool). Soient f, X et T comme ci-dessus.
Alors

— ou bien T =C et f est analytiquement conjugué & exp(X, ),

— ou bien T = %Z pour un n € N* convenable.
Plus précisément, sont équivalents :

— la racine n®™¢ fo0/") est bien définie, n € N*,

— les germes <p2 et p7° sont tous du type Tp(T™),

Démonstration. On applique le Théoréme 3.25 & f avec [ = 0 et ¢ =
1/n. O

Corollaire 3.27. On a lalternative suivante :
— ou bien f est analytiquement conjugué a exp(X, ») et

Cent(f) =~ {e*™ /P exp(tX,) ; (k,t) € Z/pZ x C},

— ou bien le groupe Cent(f) est d’indice fini sur le sous-groupe engendré
par f.

Démonstration. Dés que le chapelet est non linéaire, son groupe de dif-
féomorphismes est fini. En effet, le sous-groupe des symétries qui fixent
les sphéres du chapelet est d’indice fini (au plus p) et il est lui-méme fini
d’apres le Corollaire 3.26. Par suite Cent(f)/f est aussi fini. O

Corollaire 3.28. Soit 1 <1 < p un entier divisant p. Alors sont équiva-
lents :
— f est, dans une bonne coordonnée conforme, de la forme zf(zp/l),
— il existe g € Diff (C,0) périodique d’ordre | et commutant a f,
— ona gagﬂ =) et O = @i pour tout k € Z/p.

Démonstration. On applique le Théoréeme 3.25 & f avec t = 0. O

3.8.2 Difféomorphismes résonants

On appelle difféomorphisme résonant un élément f € Diff(C,0) non
périodique dont la partie linéaire est une racine de 'unité :

f(z) = e*™/ay 4 2k 4 ... avec p,q, ke N*.
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L’étude de f se raméne alors a celle d’un difféomorphisme tangent a
I'identité f°¢ muni d’une racine ¢®™°. Notamment, le quotient de f s’ob-
tient en quotientant le chapelet de 2kq sphéres de f°? par son difféomor-
phisme f et est encore un chapelet polarisé orienté mais ne possédant plus
que 2k sphéres.

Remarque 3.29. Contrairement & ce que l'on a pu penser, un tel dif-
féomorphisme peut rarement se ramener sous la forme f(z) = zf(zq) par
changement de coordonnée conforme. En effet, ceci signifierait qu’il existe
sur le chapelet de 2kq sphéres associé a f°1 deux symétries indépendantes
rendant compte respectivement de lexistence d’une racine g™, & savoir
f, et de Uexistence d’un difféomorphisme périodique d’ordre q dans le cen-
tralisateur de f°%, & savoir la rotation z — e*™/ 1z qui commute & l’écri-
ture de f. On vérifie aisément que les conditions d’existence respectives
de telles symétries sur le chapelet sont indépendantes : lexistence de l'une
n’implique absolument pas [’existence de ’autre.

3.8.3 Anti-symétries holomorphes du chapelet ([226,
58])

On appelle anti-symétrie holomorphe du chapelet tout difféomorphisme
holomorphe du chapelet géométrique qui respecte l'orientation mais ren-
verse la polarité. Dans un systéme de coordonnées linéaires homogénes du
chapelet, les contraintes linéaires de recollement font qu’une telle transfor-

mation s’écrit :
+ - Y Y
(Tk y Th )k — —— ¥ )
T+t Tevi+1 ),

pour des constantes v € C* et | € Z/pZ.

Théoréme 3.30. Sont équivalents :
— les dynamiques de f et fo=1) sont conjuguées par un élément g €
Diff(C,0) :
g° Vo fog= oY,

— A =0 et le chapelet posséde une anti-symétrie holomorphe.
Dans ce cas, g est périodique et g°% € Cent(f).

Démonstration. Un tel élément g définit visiblement, par passage au quo-
tient, une anti-symétrie holomorphe g du chapelet. La présence d’une telle
symétrie implique en particulier que la partie linéaire e=2""* du chapelet
est triviale, i.e. que A € Z. Reciproquement, une telle symétrie se reléve
sur atlas trivialisant, et donc définit un élément g € Diff (C,0) conjugant
fa fo=1 dés que A = 0. Le fait que g°% € Cent(f) est évident et le fait
que g soit périodique peut se voir par 'absurde : si g n’est pas périodique,
alors il existe un entier n € Z* tel que g°™" soit tangent a l'identité et donc
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une itérée complexe de f; maintenant, g conjugue ¢g°" a son inverse, ce qui

n’est possible que si ¢g°" = identité. O

3.8.4 Symétries anti-holomorphes du chapelet

On appelle symétrie anti-holomophe du chapelet tout difféomorphisme
anti-holomorphe du chapelet géométrique préservant la polarité des sphéres.
Dans un systéme de coordonnées linéaires homogénes du chapelet, les
contraintes linéaires de recollement font qu’une telle transformation s’écrit :

+ - v Y
(Tk ' Tk )k = — pRp—
Tor—k To—k-1/,

+ - gl gl
(Tk ' Tk )k = — fR—
Tor—k—1 T2k /

pour des constantes v € C* et | € Z/pZ.
On parlera de symétrie involutive anti-holomorphe lorsque cette trans-
formation est une involution, i.e. lorsque v est réel.

ou

Théoréme 3.31. Sont équivalents :
— il existe une transformation anticonforme o firant 0 € C (i.e. 0 =
g(Z) avec g € Diff(C,0)) et commutant a f,
— le chapelet posséde une symétrie anti-holomorphe.
Si c’est le cas, alors 7= € R et 0°% € Cent(f).

Corollaire 3.32. Supposons ﬁ € R. Alors sont équivalents :
— il existe une coordonnée conforme dans laquelle f est réel, i.e. f €
Diff(R, 0),
— il existe une courbe lisse analytique réelle a l'origine invariante par
f
— il existe une involution anti-holomorphe o fixrant 0 € C et commutant
af,

— le chapelet posséde une symétrie involutive anti-holomorphe.

Deés que ﬁ € R, f est formellement conjugué a un élément de Diff (R, 0),
a savoir exp(Xj, ); en particulier, f commute & une “involution anti-
holomorphe formelle”. D’aprés le Corollaire précédent, cette involution di-
verge en général et f n’est pas réel dans aucune coordonnée conforme.
Par contre, les flots sectoriels X ,;t = (z/;ff)*@w nous fournissent un sys-
téme complet de trajectoires analytiques réelles dans chaque pétale qui,
chacune, se prolonge de maniére C'°° en 0 grace au développement asymp-
totique des trivialisations sectorielles. Le Corollaire précédent nous décrit
les conditions nécessaires et suffisantes pour que 'une de ces trajectoires
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soit analytique & I'origine. Notons que le difféomorphisme est analytique-
ment normalisable dés que deux de ces trajectoires sont analytiques (dans
un méme pétale) ; en effet, en composant les involutions de Schwarz as-
sociées, on récupére un élément du centralisateur de f qui est tangent &
I'identité mais visiblement pas une itérée réelle de f puisqu’il permute ses
trajectoires réelles.

Lorsque ﬁ ¢ R, on peut encore construire des trajectoires analytiques
dans les pétales comme ci-dessus, mais leur classe de différentiabilité a
lorigine est finie.

3.8.5  Anti-symeétries anti-holomorphes du chapelet
([152, 221])

On appelle anti-symétrie anti-holomophe du chapelet tout difféomor-
phisme anti-holomorphe du chapelet géométrique inversant la polarité des
sphéres. Dans un systéme de coordonnées linéaires homogénes du chape-
let, les contraintes linéaires de recollement font qu’une telle transformation
s’écrit :

(T T Ik = (VT VT )k
ou
+ - —— =+
(Tk » T k= (7721—k—1>77—21—k—1)k

pour des constantes v € C* et | € Z/pZ.

On parlera d’ anti-symétrie involutive anti-holomorphe lorsque cette trans-
formation est une involution, i.e. lorsque -y est réel.

Toute courbe lisse analytique réelle passant par 0 € C est conformément
redressable sur 'axe réel. La coordonnée conforme est loin d’étre unique
puisqu’on peut la composer par n’importe quel élément de Diff(R, 0). Ce-
pendant, cette liberté est insuffisante & redresser simultanément deux telles
courbes transverses, disons sur deux droites réelles de méme angle. Une
obstruction, dégagée en 1917 par Pfeiffer, est la suivante. Considérons les
involutions de Schwarz associées a ces deux courbes et notons f leur com-
posée. Alors f(z) = e*™z 4 ... € Diff(C,0) o § est 'angle formé entre
les deux courbes. Une condition nécessaire et suffisante au redressement
simultané des courbes est la linéarisabilité de f. C’est & cette occasion que
Pfeiffer construit le premier exemple de difféomorphisme f formellement
mais non analytiquement linéarisable.

Si 'on considére maintenant deux courbes lisses accusant un contact
d’ordre p € N*, alors la méme construction, étudiée par Nakai, nous donne
comme invariant un difféeomorphisme f tangent & lidentité & l'ordre p
qui, par construction, est conjugué a son inverse par une involution anti-
holomorphe.

En ce qui nous concerne, nous sommes surtout motivés par le fait qu'une
telle symétrie permet de reconnaitre les cols résonants ou les noeud-cols
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qui admettent une équation réelle dans un bon systéme de coordonnées
holomorphes, comme nous le verrons plus loin. On trouve dans [152] (voir
aussi [221]) le

Théoréme 3.33 (Nakai). Sont équivalents :
— il existe une involution anti-holomorphe o fixant 0 € C et conjugant
fa e,
— le chapelet admet une anti-symétrie involutive anti-holomorphe.
Dans ce cas, A € R.

3.9 Classification topologique

Pour une raison d’indice, 'ordre de contact p d’un élément f(z) = z +
2Pt ... € Diff(C,0) a I'identité est un invariant topologique. En fait,
A.A. Shcherbakov et C. Camacho ont indépendamment montré dans [27,
204] que c’est le seul invariant pour les germes tangents a I'identité :

Théoréme 3.34 (Camacho,Shcherbakov). Soit f(z) = z + 2PT1 + ... €
Diff (C,0). Alors il existe un homéomorphisme ¥ : U — C envoyant un
voisinage ouvert U de 0 sur un voisinage de 0 dans C et conjugant la

dynamique de f o celle de fo(z) = z/(1 —2P)V/P : Wo f=fooW,

Démonstration. On reprend 'idée déja utilisée dans la seconde preuve du
Théoréme 3.3 et dans la section 3.8 : on construit une conjugaison to-
pologique des chapelets de sphéres correspondants qui se reléve ensuite
par une conjugaison des dynamiques. Il suffit pour cela de construire des
homéomorphismes
= = 0—0
vE:C—C, {
00 > 00

préservant 'orientation et satisfaisant les conditions de compatibilité sui-
vantes avec les recollements :

Ur o= 0oyl au voisinage de 0
v \I';H o pR° au voisinage de oo

Sil’on fixe ¥, = identité, k € Z/pZ, les conditions précédentes deviennent

‘I’: = 902 au voisinage de 0
Uho= (g2t au voisinage de oo

On peut facilement construire, en utilisant des résultats classiques de
Whitney, de tels difféomorphismes réels C*° en lissant les germes cpg et
(wzo_l)"(_l) vers 'identité sur une couronne. Une fagon plus simple pour
nous est d’utiliser le Théoréme 3.3 : si 'on a préalablement choisi les

coordonnées linéaires suffisamment génériques sur les sphéres Ski7 alors
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ces germes sont hyperboliques et sont les flots au temps 1 de champs de
vecteurs holomorphes X et X respectivement. A 1’aide d’une fonction
cloche dépendant du module |7], on construit un champ de vecteur Xj, sur
C qui est C*° sur C, identiquement nul sur un anneau r < |7| < R et qui
coincide avec XP (resp. X{°) prés de 0 (resp. o0). Alors U = exp(Xy)
convient. Le relévement de 'homéomorphisme ¥ ainsi construit en un ho-
méomorphisme des atlas (et par suite de dynamiques au voisinage de z = 0)
est un jeu d’écriture. O

Notons que la conjugaison construite est de classe C*° en dehors de
Porigine.

Proposition 3.35 ([139]). Soit ¥ : (C,0) — (C,0) est un germe de dif-
féomorphisme réel de classe C' tangent & ’identité conjugant deux germes
de difféomorphisme holomorphes f, g € Diff(C,0) de la forme z+ 2% +---.
Alors ¥ € Diff(C,0).

Démonstration. On reléve ¥(z) en une conjugaison W(w) des atlas tri-
vialisant. Sur chaque pétale, ¥ commute & la translation w — w + 1.
Par ailleurs, la différentielle de W(w) tend vers l'identité lorsque w — oo
(quelle que soit la direction). En effet, les coordonnées trivialisantes sont

asymptotiques & ¥ ) = —% + ﬁ log(z) et cette derniére est la composée
de z — —1z avec w — w — ﬁ log(w) + constante ; observons alors que ¥

devient contintiment différentiable & l'infini aprés conjugaison par la pre-
miére et que la seconde est tangente a l'identité & I'infini. Maintenant, la
différentielle de U est constante le long des orbites de la translation et donc
identiquement égale a sa limite & 'infini : U est une translation sur chaque
pétale, donc holomorphe. O

Notons que la transformation linéaire réelle x+iy — z+7y, avec Im(7) >
0, commute a la translation w — w + 1. Dans la variable z = 1/(x + iy),
on déduit un germe d’homéomorphisme ¥ qui commute & z/(1 — z) et qui
est analytique en dehors de 0, mais pas différentiable en 0.

3.10 Classification analytique des sous-groupes
résolubles de Diff(C, 0)

On a vu dans la section 3.1 des conditions suffisantes sur a € C* pour que
tout germe f(z) = az+--- € Diff(C, 0) soit analytiquement linéarisable, a
savoir |a] # 1 oua € B C S! est un nombre de Brjuno. Cependant, pour un
nombre a € S'\ B non périodique, on ne sait pas décrire I'espace des classes
de conjuguaison analytique des germes f(z) = az + --- € Diff(C,0) (bien
qu’il soit non dénombrable d’aprés Yoccoz, Théoréme 3.7). Par contre,
lorsque a est périodique, la classification analytique est bien comprise.
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De la méme maniére, seuls les sous-groupes formellement linéarisables de
Diff (C, 0) restent difficile a décrire aujourd’hui. Un sous-groupe non formel-
lement linéarisable, lui, contient toujours des éléments tangents a I'identité
(voir Corollaire 2.23) et leur présence va nous permettre de comprendre
complétement leur dynamique.

Théoréme 3.36 (Cerveau-Moussu). Soit G un sous-groupe de Diff (C, 0)
et soit G1 le sous-groupe des éléments tangents & lidentité. Si G est de
rang > 2, alors toute conjugaison formelle ¢ € 51?]?(@,0) avec un autre
sous-groupe G C Diff(C,0) est en fait analytique :

¢.G=G = e Diff(C,0).

Démonstration dans le cas ot G est résoluble. D’aprés le Théoréme 2.22,
G est abélien et contenu dans le groupe & 1 paramétre formel exp(¢X ) d’un
champ de vecteur formel. Le Corollaire 3.26 nous dit que X est convergent
(sinon, G serait de rang 1). Le méme argument s’applique a G, et G est
plongeable dans le groupe a 1 paramétre d’un champ X convergent. Par
unicité du logarithme formel (voir Corollaire 2.18), ¢ conjugue X et X
et la Proposition 2.3 nous donne une conjugaison convergente ¢ ; par la
Proposition 2.17, $ = foy o f est dans le groupe a 1 parameétre exp(tX )
et donc convergent. O

Remarque 3.37. Lorsque G n’est pas résoluble, on utilise des arguments
de sommabilité. St $ conjugue deur difféomorphismes tangents a l'identité
f(z)=z+2PT+ o et f(z) =2+ 2PT  + - alors § est p-sommable
d’apres [139] (voir [9] pour la notion de p-sommabilité). Par ailleurs, Gy
contient des éléments tangents & l'identité d’ordre arbitrairement grand
d’aprés le Théoreme 2.22 : ainsi, ¢ est p-sommable pour différents p € N*.
D’apres [178] (voir aussi [9], Theorem 3, p.30), ceci implique que @ est
convergente. On trouvera d’autres preuves dans [74] et [219].

Corollaire 3.38. Soit G un sous-groupe résoluble de Diff (C,0). On sup-
pose que le sous-groupe G des éléments tangents a lidentité est de rang
> 2. Alors G est analytiquement conjugué a un sous-groupe d’un des
groupes de Lie suivants :

— Epx ={f(2) =aexp(tX,y); a? =1, t € C}, e C, p e N*,

— A, ={f(2) =az/(1 —bzP)'/P ; a € C* etbe C}, p € N*.

Démonstration. On applique le Théoréme 3.36 & la normalisante formelle ¢
construite dans le Théoréme 2.22. Rappelons que G n’est pas formellement
linéarisable d’aprés le Corollaire 2.23. [

Proposition 3.39. Soit G un sous-groupe de Diff(C,0). On suppose que
le sous-groupe Gy des éléments tangents & lidentité est de rang 1. Alors
on est dans l'une des situations suivantes :
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1. G est abélien et formellement conjugué au groupe engendré par

21

in n
f=exp(Xpqnr) e g=es exp(ngq,A)

ou N € C, g,k € N* et n € Z; comme groupe abstrait, G admet la
présentation

G=<fg; f"=g" fog=gof> e Gi=<f>.

2. G n’est pas abélien et est formellement conjugué au groupe engendré
par
247
f2) =2/ =2")7 et g(z) = e
ot p,q € N* avec p = kq, k impair (ici, \ = 0); comme groupe
abstrait, G admet la présentation

G =< f,q; ¢°% = identité, gofog® ™V = oV > ot Gy =< f >.
Notons que le sous-groupe < f,g°? > est abélien d’indice 2 dans G.

Démonstration. Soit f un générateur de G; : dans une bonne coordonnée
formelle, f = exp(X,, 1) pour des p € N* et A € C d’aprés la Proposition
2.16.

Si G est abélien, alors il est contenu dans le centralisateur formel de
f et, d’apres la Proposition 2.17, tout élément g € G est de la forme
g = aexp(tXp ) avec a? = 1 et t € C. Soit ¢ I'ordre du sous-groupe de
C* engendré par les parties linéaires a des éléments de G et choisissons
g € G dont la partie linéaire est a = e . Alors f et g engendrent G : si
h € G, alors sa partie linéaire coincide avec celle de ¢°" pour un 0 < r < gq
convenable et h o g°(=") € Gy est une itérée de f : h = f°° o0 ¢°". Puisque
a? = 1, on peut écrire p = kq; enfin, ¢°¢ = exp(¢tX, ) € G1 et donc
gt =n¢cZ.

Si G n’est pas abélien, puisque GG est un sous-groupe normal, pour tout
g € Gilvient gofog® =1 = fou o= (un des deux générateurs possibles
de G1). La deuxiéme possibilité se produit pour au moins un élément g € G
car sinon tous les éléments commuteraient a f et G serait abélien. En
particulier, f est conjuguée a fo=1 et A = 0 d’aprés la Remarque 2.20.
En utilisant le développement f(z) = z + zP*1 4 ... on remarque que la
partie linéaire a d’un élément g € G satisfait a? = 1 ou —1 selon que g
commute ou anti-commute & f, et donc a?® = 1. Le sous-groupe de C*
engendré par les parties linéaires a des éléments de G est donc d’ordre fini
2q ou p = kq avec k impair; en effet, si 'ordre de ce groupe divisait p,
tous les éléments de G commuteraient & f, ce que I'on a exclu. Soit g € G
dont la partie linéaire est a = e Remarquons que le difféomorphisme

linéaire go(z) = az anti-commute & X, o et donc & f; par suite, gg(fl) og
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est tangent a l'identité et commute & f, de sorte que g = a-exp(tX, o) pour
un t € C. Comme dans le cas abélien, f et g engendrent G. Finalement,
sip = exp(£X,0), onapofop’ N =fetpogop =l =azr devient
linéaire. O

Remarque 3.40. Dans le cas abélien, le groupe G admet aussi la présen-
tation suivante. Notons d le diviseur commun den et q : n = dn, ¢ = dq et
par Bézout il existe a,b € N tels que an — bg = 1. Considérons maintenant
les éléments

- . 1 )
f= fO(—b) 0g% = e2im e exp(=Xkqgn) e §= fo(—n) 0 g%l = e*F 2.
q

Alors fol0go(=%) = f et f"ﬁ' = g. Par ailleurs, g engendre le sous-groupe
de torsion (d’ordre d) et f est une racine d’ordre ¢ de f dans G. Notons
que G est cyclique (i.e. de rang 1) dés qu’il ne contient pas de torsion.

Pour chacun des groupes GG considérés dans la Proposition 3.39, l'en-
semble des classes de conjugaison analytique des sous-goupes de Diff(C, 0)
formellement conjugués & G est non dénombrable. Plus précisément, consi-
dérons pour commencer le cas abélien : G est engendré par

2im
q

n
f=exp(Xpgn) et g=e 'eXp(ngq,A)-

Le quotient d’un voisinage épointé U* de 0 par la dynamique de G s’iden-
tifie au quotient du chapelet de sphéres associé & f par le difféeomorphisme
g induit par g : d’aprés le Théoréme 3.25, g est une permutation cyclique
d’ordre ¢ des spheéres (respectant I'orientation et la polarité). Le quotient
final est donc un chapelet polarisé et orienté a 2k sphéres dont la partie
linéaire est ¢2™a. (est un jeu d’écritures de vérifier que les classes ana-
lytiques des sous-groupes de Diff(C,0) formellement conjugués & G sont
décrites par ce type de chapelets. Nous renvoyons a [3] pour un énoncé

précis et plus de détails.
Dans le cas non abélien, G est engendré par

2im

f(z)=2z/(1—2)P et g(z)=e2 2z, p=kq, kimpair.

Comme au-dessus, g induit un difféomorphisme g périodique d’ordre 2¢ sur
le chapelet associé & f qui renverse la polarité mais préserve 1’orientation.
Le quotient est un chapelet orienté a k sphéres (k impair) dont la partie
linéaire est triviale. De nouveau, se donner un tel chapelet, c’est se donner
une classe analytique de sous-groupe formellement conjugué a G.
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3.11 Remarques sur les sous-groupes non ré-
solubles de Diff(C, 0)

Une conséquence du Théoréme 3.36 est que les Proposition 2.24 et Théo-
réme 2.25 restent vrais en analytique. Nous reprenons les notations de la
section 2.5 : étant donné un sous-groupe non résoluble G C Diff(C, 0), on
note

Gr={ceC; 3g(z)=z+c"+...€G} pour keN*

et
K ={k e N"; Gy # {0}}.

Corollaire 3.41 ([119]). Pour d € N*, sont équivalents :

— pged(K) =d,

— le centralisateur formel de G est d’ordre d,

— le centralisateur analytique de G est d’ordre d.
Dans ce cas, il existe une coordonnée analytique z dans laquelle tous les
éléments de G sont de la forme g(z) = 2§(z%).

Démonstration. Compte tenu de la Proposition 2.24, il suffit de montrer
que lf\centralisateur formel est analytique, c’est-a-dire que tout élément
¢ € Diff (C,0) commutant & tous les éléments de G est en fait analytique.
Mais c’est une conséquence directe du Théoréme 3.36. O

Corollaire 3.42 ([119]). Sont équivalents :

— G est contenu dans une droite réelle pour tout k € K,

— G, est contenu dans une droite réelle pour k >> 0,

— @ laisse invariante une courbe analytique lisse réelle passant par 0,

— @G est analytiquement conjugué ¢ un sous-groupe de Diff(R, 0).
Dans ce cas, il existe une coordonnée analytique z dans laquelle tous les
éléments de G sont de la forme g(z) = 2§(2%), § € R][z]], ot d = pged(K).

Démonstration. Compte tenu du Théoréeme 2.25, il st\ﬁt de montrer que
si G est formellement conjugué a un sous-groupe de Diff (R, 0), alors il est
aussi analytiquement conjugué a un sous-groupe de Diff (R, 0). Supposons
donc que ¢,.G C ﬁf(R,O). Alors 'involution anti-holomorphe o¢(z) = Z
commute & tous les éléments de ¢.G; en la tirant en arriére par ¢, on
récupére une involution formelle anti-complexe 6 = ¢°(-1) 0 5g 0 ¢ qui
commute 4 tous les éléments de G. Par ailleurs, I'involution oy envoie GG
sur un autre sous-groupe G = (0¢),G C Diff(C,0) ; par suite, le difféomor-
phisme formel z/A) = 0y o ¢ conjugue G a G et converge par le Théoréme
3.36. Ainsi, I'involution anti-complexe & = o o z/A) converge aussi et se re-
dresse sur l'involution standart oy par un difféomorphisme analytique (.
Alors p,G commute a o et est réel. O



Chapitre 4

Dynamique des
sous-groupes de type fini de

Diff(C, 0)

On s’intéresse ici a ’étude qualitative de la dynamique locale induite
par un sous-groupe G C Diff(C, 0) de type fini de Diff(C,0). On se donne
un systéme f1,..., fr de générateurs d’'un sous-groupe G C Diff(C,0) et U
un voisinage ouvert connexe de 0 € C suffisamment petit de sorte que les
fi et leurs inverses soient tous bien définis et injectifs sur U. On s’intéresse
alors a la dynamique du pseudo-groupe engendré par les f; sur U (voir la
définition générale dans la Section 4.4). On appelle orbite d’un point zg
et on note Orb(zp) 'ensemble des points z € U accessibles par une suite
finie (2o, 21, ..., 2n = 2z) de points de U obtenus en itérant indifféremment
les générateurs :

Zj = f»oej (Zj_l) avec ij S {1, .. .,k‘}, g5 € {:El}

vj

pour 5 = 1,...,n. On dira que la suite (20, ...,2,) est la trajectoire as-
sociée au mot f°" o---o f°'. Une orbite sera dite compléte si 'on peut
itérer indifféeremment les générateurs le long de l'orbite sans jamais sortir
de U ; en général, la seule orbite compléte est réalisée par le point fixe {0}.
Les orbites sont dénombrables, mais elles peuvent étre denses ou discrétes,
voire finies. La dynamique ainsi définie dépend & la fois du choix des géné-
rateurs f1,..., fr € G et de la taille de U. Mais comme nous le verrons, la
plupart des propriétés qualitative de la dynamique ne dépendront en fait
que de G, pourvu que U soit suffisamment petit. Un mot f;"" o---o f7°!
définit a la fois un élément de f € Diff(C,0) et une dynamique f: V — U
sur ouvert V' des points de U pour lesquels la trajectoire associée est bien

134
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définie; il arrive que V' ne soit pas connexe et que f ne coincide pas avec
le prolongement analytique de f sur les composantes connexes de V' ne
contenant pas 0 € C (voir Remarque 4.16). C’est un phénomeéne typique
des pseudo-groupes. Pour cette raison, la notion de relation sera a prendre
avec beaucoup de précaution.

Nous allons décrire successivement les dynamiques résolubles puis non
résolubles.

4.1 Dynamiques résolubles

Nous allons les classer en fonction du type de 1’algébre de Lie formelle as-
sociée & G (voir Théoréme 2.22) a savoir les dynamiques de type linéaire,
euclidienne ou affine. Dans chacun des cas se rajoutent des dynamiques
exotiques (ou exceptionnelles), a savoir celles dont la tranformation nor-
malisante ¢ construite dans le Théoréme 2.22 diverge.

4.1.1 Type (Fin) : dynamiques finies

Si G C Diff(C,0) est fini, alors G est analytiquement linéarisable (voir
Proposition 3.2) :

G ={f(z) =e¥*/Py . ke /pZ}

pour un p € N*. Le pseudo-groupe induit par G est alors la trace sur U
d’un groupe fini de rotations. La coordonnée z est bien loin d’étre unique.
Ce type d’holonomie est caractéristique des singularités de feuilletages ad-
mettant une intégrale premiére holomorphe ou méromorphe (voir [140]).
Une intégrale premiére de ce pseudo-groupe est par exemple donnée par
H(z) = zP.

4.1.2 Type (Lin) : dynamiques linéaires

Ici, G est, dans une bonne coordonnée analytique, un sous-groupe du
groupe linéaire :
L={f(z)=az; a€C"}

ou 'on suppose de plus que G contient un élément d’ordre infini pour ne
pas retomber dans la situation précédente (on suppose ici G de type fini).
Le pseudo-groupe G est alors la trace sur U d’un groupe de transformations
linéaires. La coordonnée linéarisante z est unique a composition prés par
une transformation linéaire. Ce type de dynamiques est caractéristique de
I’holonomie d’un feuilletage défini par une 1-forme méromorphe fermée au
voisinage d’un péle simple. En fait, la 1-forme w = % est invariante par

G : f*w = w pour tout f € L.
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Proposition 4.1. Si un sous-groupe G C Diff(C,0) laisse invariant un
germe de 1-forme méromorphe w ayant un péle simple en 0, alors G est
analytiquement linéarisable.

Démonstration. D’aprés la Proposition 2. 3 la 1-forme w est analytique-
ment équivalente a sa partie principale a . Maintenant, dire que f € G

laisse invariante cette derniére nous condult a I’équation différentielle df =

% laquelle nous donne, aprés intégration, f = az, a € C*. O

Proposition 4.2. $i G C Diff(C,0) est conjugué a G par un homéomor-
phisme ¥ : (C,0) — (C,0) préservant lorientation, alors G est analyti-
quement linéarisable.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu'un élément f € G d’ordre infini
est linéarisable et d’appliquer la Proposition 2.17. Pour cela, on considére
un tel élément f € G; quitte a remplacer f par f°(—1), on peut supposer
|£/(0)] < 1. Alors f(D) C D pour tout disque suffisamment petit centré
en 0 et son image f va préserver ¥(ID). On conclut avec la Proposition
suivante. O

Proposition 4.3 (Théoréme du domaine invariant). Si f = az +--- €
Diff (C,0) et si U C C est un voisinage ouvert de 0 sur lequel f est bien
définie et f(U) C U, alors f est linéarisable.

Démonstration. D’aprés le Théoréme d’Uniformisation des surfaces de Rie-
mann, ou bien U = C (auquel cas f doit étre affine et donc linéarisable),
ou bien il existe un revétement conforme ¢ : D — U par le disque unité sur
lequel f se reléve en une application f : D — D fixant 0; en particulier, ¢
conjugue f a f en 0. Dans ce dernier cas, f et ses itérées p051tlves f°” sont
uniformément bornées sur D. D’aprés la Formule de Cauchy, les dérivées
sont elles aussi bornées en 0, ce qui implique que |a] < 1. Lorsque |a| < 1,
on applique juste le Théoréme 3.3. Maintenant, si [a| = 1, le Lemme de
Schwarz nous dit que f est linéaire. O

Remarque 4.4. Etant donné un automorphisme linéaire contractant f :
z = az, |a| < 1, le flot associé fo! : z v 2™y g = €2 dépend
du logarithme « que l'on a choisi pour a. A fortiori, f n’a pas de trajec-
toire réelle canonique, excepté le cas a € R ou, pour a imaginaire pur, les
trajectoires sont analytiques réelles en 0.

Remarque 4.5. Dans la Proposition 4.2, les groupes G et G ne sont
pas analytiquement conjugués en général. Par exemple, on peut construire
une conjugaison topologique entre deux contractions linéaires f(z) = az
et g(z) = bz de la maniére suivante. Relevons les deux dynamiques par
Dexponentielle z = €™ :

flw)=w+a e §(z)=w+p, o fecH
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ot H = {Im(w) > 0} est le demi plan supérieur. On peut alors trouver
une transformation linéaire réelle \i/(m +iy) = x + iy + My commutant a
la translation w — w + 1 et conjugant f a g. Elle définit, par passage au
quotient, un difféomorphisme analytique réel

T :C*=>C ;20|22

congugant f a g. On vérifie que Im(\) > —1 et donc que ¥ se prolonge
contindment en z = 0.

Par contre, deux rotations f(z) = e*™®z et g(z) = ¥z, o, € R,
qui sont topologiquement conjuguées sont automatiquement analytiquement
conjuguées. En effet, le fait de ne pas contracter ni dilater est une propriété
topologique ; par ailleurs, le développement de o en fraction continue se
lit topologiquement sur la dynamique de f en restriction & n’importe quel
cercle invariant.

Lemme 4.6. Soient I' =< «, 3,7 > un sous-groupe additif de R? avec
a, B,v # (0,0) non tous colinéaires et A, = det(B,7), Ag = det(y, ) et
A, = det(o, p) -

a = (a1,02) a; Qs Aq
B = (B1,5) Bi| AN B2|=[As] #O0.
7= (1,72) g V2 A,

On note v le nombre de relations entre Ao, Ag, Ay € R sur Z : v est le
rang du sous-module R des (m,n,p) € Z* vérifiant mAy+nAg+pA, = 0.
Alors on a la trichotomie suivante :

— v =2 et est discret,

— v=1¢etT =Zu+Rv avec det(u,v) # 0,

— v =0 et T est dense.

Démonstration. Les sous-groupes de Z> sont de rang 0, 1, 2 ou 3; si v = 3,
alors A, = Ag = A, = 0 ce que 'on a exclu. Supposons pour la suite
A, #0: <, > est un sous-groupe discret de R?. Dans R?/ < o, 3 >, v
est repéré par ses nombres de rotation respectifs r, = —ﬁ—i et rg = —2—5
sur o et . En particulier, v compte le nombre de relations liant r, et rg

a Z, d’ou le résultat. O
Corollaire 4.7. Soit G un sous-groupe linéaire de type fini de Diff (C,0) :
G=<zwma1z,...,2—apz >, ai,...,a € C*

agissant sur un disque U = {|z| < r}. Alors on est dans l'une des situations
sutvantes :

1. G est fini cyclique : G =< z — az >, a? = 1.
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2. G est discret dans C* : G =< z — az,z — bz >, a = 2™
a € C\R, b2 =1. Le quotient de U* par G est le tore T, = C/Z +
aZ et les intégrales premiéres les plus réguliéres de G sont méro-
morphes sur U* : ce sont les fonctions rationnelles de po (7 1og(z))
et ), (5= 1og(2)) ot pa et pl, sont les fonctions de Weierstrass as-
sociées a T,,.

3. L’adhérence G dans C* est de dimension 1 réelle et deux cas se pré-
sentent :

(a) G =<z az,z+ ez teR >, a=e?" acC\R; alors
Uadhérence de toute orbite dans U* est un cercle ou une union
infinie de cercles centrés en 0.

(b)) G =< z+ e%™M% 235 bz; t e R >, a € C\R, b7 = 1; alors
l’adhérence de toute orbite dans U™ est une union finie de spirales
(ou de rayons).

4. G est dense dans C* et toute orbite est dense dans U*.

Démonstration. On applique le Lemme précédent aux relévements w —
w+a; des générateurs de G par 'exponentielle w = 2% en tenant compte
de la transformation de revétement w — w + 1. O

Remarque 4.8. Les orbites induites par un systéme de générateurs d’un
groupe linéaire comme dans le Corollaire 4.7 sur un disque coincident avec
les restrictions des orbites induites par les mémes générateurs sur C* es-
sentiellement a cause de I’abélianité : tout mot en les générateurs peut étre
réordonné de sorte que l’on applique les contractions avant d’appliquer les
dilatations ; la trajectoire correspondante termine sur le méme point mais
reste entierement contenue dans le disque.

Remarque 4.9. L’ensemble des couples (a,b) € C* x C* qui engendrent
un sous-groupe dense < a,b >C C* est de mesure de Lebesgue totale;
cependant, l’ensembles des paires qui engendrent un sous-groupe discret
est dense dans C* x C*.

Remarque 4.10. Dans le Corollaire 4.7, la classification présentée est
bien sdr de nature topologique. Par contre, seuls les sous-groupes de ro-
tations sont rigides au sens ou toute conjugaison topologique entraine la
conjugaison analytique. Les autres se déforment par l’argument de la Re-
marque 4.9.

4.1.3 Type (Lin)** : dynamiques de Pérez-Marco

Pour démontrer le Théoréme 3.7, J.-C. Yoccoz construit pour tout a €
R \ B non rationnel des germes f(z) = €27z + ... possédant des or-
bites périodiques arbitrairement proche de 0. Ceci signifie qu’elles sont
présentes dans tout voisinage de 0 et sont une obstruction dynamique a
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la linéarisation puisque a n’est pas périodique. De plus, la liberté de sa
construction est telle qu’il peut prescrire la dynamique de retour au voi-
sinage de chacune de ces orbites : si zg est un point périodique d’ordre
q pour f, alors I'application de retour est le germe de dynamique induit
par f°? au voisinage de son point fixe zo. En particulier, & chaque orbite
périodique on peut associer le multiplicateur (f°?)'(zp); en faisant varier
ces multiplicateurs, on déduit un espace de modules de dimension infinie.

Cependant, R. Pérez-Marco a mis en évidence l'existence de germes non
linéarisables sans aucune orbite périodique dés que « est trés bien approché
par les rationnels, a savoir les réduites 22 de o (définies par (3.2), section
3.1) satisfont

B) Zlog(log(qn)) — o

n>1 n

Plus précisément, toutes les orbites positives complétes du germe f construit
accumulent 0. Par contre, il montre que pour « € B\ B’, tout germe non
linéarisable posséde des orbites périodiques (arbitrairement proche de 0).

Dans une série d’articles ultérieurs, Pérez-Marco donne une description
plus systématiques de ces dynamiques non linéarisables. I montre par
exemple le :

Théoréme 4.11 (Pérez-Marco). Soit f(z) = az + --- € Diff(C,0) non
linéarisable et non résonant. Alors il existe un compact K (dont la taille
dépend de louvert U de définition) invariant par [ et vérifiant :
— K est la composante connexe contenant 0 de l’ensemble des orbites
complétes Npez fo(U) dans U,
— K est conneze et plein (C — K est simplement conneze) et contient
07
— K\ {0} a une quantité non dénombrable de composantes connexes,
— 0 est le seul point localement connexe de K,
— si pg désigne la mesure harmonique de K a Uinfini dans C, alors f|x
est pg-ergodique et, pour py-presque tout point z € K, Orb(z) =
oK.

Un tel compact K est appelé “hérisson” ; en faisant varier la taille de U,
on récupére une famille & 1 paramétre réel de hérissons emboités les uns
dans les autres. Ces hérissons caractérisent la dynamique au sens suivant :

Proposition 4.12. Un élément g € Diff (C,0) défini sur U commute a f
si, et seulement si, g(K) = ¢g°"Y(K) = K.

Démonstration. Si g commute a f, il preserve les orbites de f et leurs
adhérence, et par suite les compacts invariants. Réciproquement, si g pré-
serve K, alors le groupe G engendré par f et g aussi; si G est non abélien,
la description que nous allons faire des dynamiques non abéliennes montre
que G ne peut pas laisser un tel compact invariant : donc GG est abélien. [
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Par suite, le Théoréme 4.11 s’applique aussi aux groupes G formellement

mais non analytiquement linéarisables. Un tel germe ne peut évidemment
pas posséder d’intégrale premiére méromorphe sur U* a cause de 'ergodi-
cité.
Théoréme 4.13 (Naishul). Si un élément g(z) = bz+--- € Diff(C,0) est
topologiquement conjugué a un germe de difféomorphisme f(z) =az +---
non linéarisable comme au-dessus, alors leur nombre de rotation est le
méme :a =0b.

Bien stir, dans I’énoncé précédent, g est lui aussi non linéarisable a cause
de sa dynamique de hérisson.

4.1.4 Type (Eucl) : dynamiques abéliennes résonantes

Ici, G désigne un sous-groupe non périodique du groupe de Lie abélien
By = {f(2) = €275 exp(tX,) ; k € Z/pZ, t € C}

(G contient au moins un élément f avec ¢ # 0). La forme différentielle
A dz

Wp \ = sz% + 55—~ est invariante ; en I'intégrant, on obtient la coordonnée
multiforme w = ¢, z(2) = —p%
— wp, ) sur dw,
p.A Sur Oy, et
— la dynamique de E, » sur les translations.
Plus précisément, la coordonnée w est une incarnation géométrique du

morphisme

+ 5 log(z) qui redresse

p i E,x—=C; ¥y exp(tXpa) — t.

En effet, la dynamique de exp(¢X, ») est la translation w — w + ¢ sur les
déterminations de w ; la rotation z — €%7/Pz ¢échange quant a elle les dé-
terminations de w. Ce type de dynamiques euclidiennes est caractéristique
de I’holonomie des feuilletages définis par une 1-forme méromorphe fermée
au voisinage d’un pole multiple. En effet, on a la :

Proposition 4.14. Si un sous-groupe G C Diff(C,0) laisse invariant un
germe de 1-forme méromorphe ayant un péle multiple en 0, alors G est
analytiquement équivalent a un sous-groupe de E, x pour des p € N* et
A € C convenables.

Démonstration. On redresse la 1-forme a ’aide de la Proposition 2.3 sur un
modéle wp \ puis on remarque que si f commute & wy x, alors f commute
& X, » et & son flot; on conclut avec la Proposition 2.17. O

Remarque 4.15. On déduit facilement du Lemme 4.6 les différents types
d’adhérence possibles G pour un sous-groupe G C E, . L’adhérence des
orbites de G contient les orbites de G par le méme type d’argument que
celui de la remarque 4.8. On a les possibilités suivantes
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— Orb(zg) = Orb(zp) est discréte dans U* et accumule 0,

— Orb(zg) est analytique de dimension 1 dans U*,

— Orb(z) =U.
Notons que le type d’orbite est indépendant du choix de zy ou des généra-
teurs : il ne dépend que de G. On se rameéne encore au Lemme 4.6 en se
plagant dans la variable w ci-dessus en tenant compte de p(G) et, lorsque
celui-ci contient un réseau, de la monodromie w — w+ X\ de la coordonnée

w=——1 + 2 log(z) (voir Remarque 4.16).

pzP 2T
Remarque 4.16. Si un sous-groupe G C E, \ contient “deuzx transla-
tions” R-indépendantes, f = exp(tXp ) et g = exp(sXp ) avec t/s ¢ R,
alors la description faite dans l'exemple 3.17 nous montre que la dyna-
mique de h = e2i™/P exp(%Xp,A) resurgit @ travers les grands commutateurs

[fo(iN), go(iN)}, N >> 0; par suite, en itérant p fois un tel commutateur,
on retrouve aussi h°P = exp(AX ). On ne modifie donc pas les orbites en
rajoutant h auzr générateurs de G. Par conséquent, si t, s et \ sont suffi-
samment générauz, alors la dynamique induite par G est a orbites denses
(excepté le point fixe 0). Par contre, lorsque t, s et A engendrent un Z-
module de rang 2, alors les orbites sont discrete et le quotient d’un voisi-
nage épointé U* par la dynamique est un tore; dans ce cas, on construit,
a laide de la fonction de Weierstrass associée, une fonction invariante
méromorphe sur U*.

Remarque 4.17. On peut conjuguer f = exp(Xp ) ¢ g = exp(X, ) par
un homéomorphisme qui est analytique en dehors de 0 dés que A et p sont
dans le demi-plan supérieur H. En effet, il suffit de choisir convenablement
une conjugaison R-linéaire de la forme w +— wy + qwsy sur les cartes de
Patlas ot w = wy + iwe et a € C, Ré(a) > 0. Par contre, si X est réel
et si f est conjuguée a g par un homéomorphisme analytique en dehors de
0, alors i = \. En effet, une telle conjugaison induit un homéomorphisme
entre les chapelets; choisissons les recollements 9 et ©3° tous triviauz
sauf disons @8(1) = e*™*r. Alors les homéomorphismes sur les sphéres
sont analytiques en dehors de O et oo et doivent coincider sur les 2p — 1
recollements triviaux et donc partout. Ils induisent alors une conjugaison
topologique entre e2TAT et €2 ™hr - comme ces germes sont des rotations,
il vient p = .

4.1.5 Type (Eucl)®™ : dynamiques euclidiennes excep-
tionnelles

On suppose ici que G est formellement conjugué & un sous-groupe de E,, 5
pour des p € N* et A € C* mais la transformation normalisante ¢ diverge.
Rappelons alors (voir Proposition 3.39) que ¢.G est alors engendré par

2im

N N n
Guf =exp(Xpn) et gug=e7 -exp(gXp,A)
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ouAeC, p=kqaveck,gqe N etneZ.

Proposition 4.18. I existe un homéomorphisme ¥ : (C,0) — (C,0) qui
conjugue les générateurs de G ci-dessus respectivement

2im

2in n
fo=exp(X,0) et go=eq exp(EXp,O).

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du Théoréme 3.34 en
remplagant le chapelet de p sphéres associé & f par le chapelet de k sphére
obtenu en le quotientant par ’action de g : c’est ’espace des orbites de G.
On le conjugue topologiquement a celui de Gy =< fy, go >, puis on reléve
la conjugaison sur U. O

Remarque 4.19. Le groupe Gg agit discrétement sur le voisinage épointé
U* ; il posséde en fait Uintégrale premiere Hy = €2'™/P*" qui est holomorphe
en dehors de 0. Le groupe G agit lui aussi discrétement sur U* mais ne
posséde en général pas d’intégrale premiere méme méromorphe sur U*. En
effet, une telle intégrale premiére définirait des fonctions méromorphes F,;t
sur les sphéres du chapelet associé satisfaisant les conditions de recollement
comme par exemple F o) = F,j' ; si lon choisit o9 ayant un continuum
de singularités sur un cercle |7| = r, alors on aboutit & une contradiction.
Cependant, on trouve dans [220] l’exemple suivant. Considérons le germe
f formellement conjugué a exp(X1,0) dont les invariants sont @°(1) = 7 et
@2 (1) = 741 alors les fonctions holomorphes définies sur les sphéres du
chapelet par F*(1) = e*™™ sont compatibles avec les applications de recol-
lement et définissent une intégrale premiére holomorphe sur U* (dont la
croissance est surexponentielle a lorigine). Ici, le chapelet est affine en ce
sens que @° et > le sont dans la variable T ; cependant, on peut construire
des exemples plus exotiques comme le suivant qui m’a €t€ communiqué par
Jean Ecalle. On considére encore un germe f formellement conjugué a
exp(Xi,0) et on commence par fizer des polynémes F* sur les spheéres
tous deuz de la forme anz™ + api12" T 4+ + anzV avec 0 <n < N et
an,an # 0 ; alors on peut trouver des germes de difféomorphismes ©° en 0
et > a linfini conjugant les germes de fonctions induits par F'™ et F~.
Les difféomorphismes f ainsi construits admettent une intégrale premiére
holomorphe sur U*, a croissance exponentielle d’ordre fini N en 0.

4.1.6 Type (Aff) : dynamiques affines
On considére ici des sous-groupes G du groupe de Lie :
A, = {f(z) =az/(1 —bzP)V/P ; a € C*,be C},

avec p € N*, ol I'on suppose de plus que G n’est pas abélien pour ne
pas retomber dans une des situations précédentes. Chaque élément f € A,
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. _ _ _dz ; — gP
envoit la 1-forme w, = wy o = %7 sur un multiple constant, f.w, = a?-w,.

En intégrant cette 1-forme, on obtient une coordonnée w = ——2; dans

laquelle la dynamique devient affine : f(w) = aw + b=aPw+ 1%' Cette
coordonnée est l'incarnation géométrique du morphisme

b b
p: A, — AfF(C); az/(1 —bzP)/P = az 4 a=2P1 4 - .. »—)afper—p
p pa

considéré dans la preuve du Théoréme 2.22.

Proposition 4.20. Si un sous-groupe G C Diff(C, 0) préserve le C-espace
vectoriel engendré par un germe de 1-forme méromorphe w non triviale,
i.e. faw =cy-w, cy € C pour tout f € G, sans pour autant préserver w,
alors G est analytiguement redressable sur un sous-groupe non abélien de
A, pour un p € N*.

Démonstration. L’hypothése qu’il existe au moins un élément f € G tel
que f.w # w entraine immédiatement, par un calcul & 'ordre 1, que w doit
avoir un po6le multiple en 0. On redresse alors w sur wy, ) par la Proposition
2.3 et on conclut par le méme calcul que dans la fin de la preuve du
Théoréme 2.22. O

Proposition 4.21. Un sous-groupe non abélien G C A, est & orbites dis-
créetes sur un voisinage épointé U™ de 0 si, et seulement si, & conjuguaison
pres, G est l'un des groupes suivants

— G=<az, z/(1-2P)V/P | 2/(1—72P)/P > oua? = —1 etT € C\R;
une intégrale premiére est donnée par pT(zip)

— G =< az, z/(1 = 2P)YP > ou aP est d’ordre 2, 3, 4 ou 6; une
intégrale premiére est respectivement donnée par : cos(i—,’;), p;(z%),
(9i(55))? et (95(55))*

Ces intégrales premiéres sont méromorphes sur U* et séparent les orbites.

Démonstration. L’application z — w = —1% étant un revétement fini,

P
Paction de G est dicréte si, et seulement si, I'action de p(G) est. Les sous-
groupes discrets non abéliens de Aff(C) sont les groupes de pavages dont

on tire la liste de I’énoncé. O

Remarque 4.22. Encore en utilisant la coordonnée affine, on déduit que
pour un sous-groupe G C A, non discret, l'adhérence des orbites est lisse
et analytique réelle sur U*.

4.1.7 Type (Aff)*™ : dynamiques affines exceptionnelles

On suppose ici que G est formellement conjugué & un sous-groupe de A,
pour un p € N* mais la transformation normalisante ¢ diverge. Rappelons
alors (voir Proposition 3.39) que ¢.G est engendré par

2im

fo(Z)ZZ/(l—Zp)l/p et go(z) =e2 2
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ou p,q € N* avec p = kq, k impair.

Proposition 4.23. I existe un homéomorphisme ¥ : (C,0) — (C,0) qui
conjugue G & son modéle formel Gy, engendré par fo et go.

Démonstration. On procéde comme dans la preuve de la Proposition 4.18.
O

Remarque 4.24. Le groupe Gy posséde lintégrale premicére Ho(z) =

cos(;%) qui est holomorphe sur U*.

4.2 Dynamiques non résolubles

Dans cette section, G est un sous-groupe non résoluble de type fini de
Diff(C,0). Les premiers résultats que 'on trouve dans la littérature sur
la dynamique induite par un groupe G “générique”’ sur un voisinage de 0
supposent que la partie linéaire

{aeC*;3fed, f(z)=az+---}

est un sous-groupe dense de C*. Yulij Ilyashenko montre notamment dans
[91] (voir aussi [50]) que, sous cette hypothése :
— toute orbite (autre que 0) est dense dans le voisinage U de 0,
— tout homéomorphisme conjugant G & un autre sous-groupe de Diff (C, 0)
est conforme ou anti-conforme,
— l’ensemble des points zg € U* fixés par un élément non trivial de G
est dense dans U.
Un premier probléme soulevé dans [91] est que ’hypothése sur la partie
linéaire n’est pas ouverte, elle n’est pas stable par perturbation. Un second
probléme est que les singularités de feuilletages les plus simples dont 1’ho-
lonomie est non résoluble sont les singularités définies par des champs de
vecteurs sur (C2,0) avec partie linéaire nilpotente X = yd, + ---. Or les
générateurs des groupes d’holonomie correspondant ont une partie linéaire
périodique (d’ordre fini). Les démonstrations de [91] utilisent fortement
I’existence de contractions et deviennent inopérantes pour décrire la dy-
namique transverse des champs X nilpotents comme au-dessus.
D’aprés le Théoréme 2.22, un sous-groupe non résoluble G C Diff(C, 0)
contient toujours deux éléments f,g € G de la forme :

f)=z4cPT 40 et g(z)=24+d7 ...

ouc¢,d € C* et 0 < p < q. Clest a partir du sous-groupe engendré par ces
deux éléments que A.A. Shcherbakov puis I. Nakai généralisent les résultats
d’Ilyashenko & tous les sous-groupes non résolubles. Précisément :
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Théoréme 4.25 (Shcherbakov). Soit G le pseudo-groupe induit sur un
petit voisinage ouvert U de 0 € C par un sous-groupe non résoluble de type
fini de Diff (C,0), une famille de générateurs étant choisie. Alors, quitte &
diminuer U :

1. il existe une collection finie d’ouverts disjoints dont ’adhérence re-
couvre U telle que G agit densément sur chacun de ces ouverts ;

2. si p: U < C est un homéomorphisme de U sur son image, disons
préservant 'orientation et fixant 0, envoyant la dynamique de G sur
celle d’un pseudo-groupe de transformations encore conformes, alors
@ est conforme;

3. Uensemble des points fixés par un élément non trivial de G :
{20 €U ; 3g € G, g # identité et g(zo) = 2o }
est dense dans U.

Les assertions (1), (2) et (3) apparaissent respectivement dans [203],
[205] et [206]. La preuve de (3) n’apparait qu’en 1998 dans [207].

L’approche nouvelle apportée par Isao Nakai dans [151] permet, outre la
simplification des démonstrations des propriétés précédentes, de préciser
les domaines de densité des orbites :

Théoréme 4.26 (Nakai). Soit G comme précédemment. Alors on est dans
lune des deux situations suivantes :
— il existe une coordonnée z et un entier p € N* tels que l’ensemble
¥ = {2P € R} est invariant par G, et G agit densément sur chacune
des composantes connexes de X\ {0} et de U\ ¥ (voir Figure 4.1);
— G agit densément sur U* :=U \ {0}.
Dans le premier cas, G est (réel et) le relevé par z — 2P d’un sous-groupe
de Diff (R, 0).

Non seulement cet énoncé nous décrit de fagon on ne peut plus précise
les ouverts de densité de (1), mais il nous montre en plus que la situation
générique (dense et ouverte pour la topologie de Krull) est la densité sur
U* (voir Remarque 2.29). Les secteurs de U \ ¥ et les demi-droites de
3\ {0} sont appelés secteurs et séparatrices de Nakai.

Toutes ces démonstrations reposent sur l’existence de flots conformes
dans I'adhérence G de G pour la topologie de convergence uniforme. La
ou ces flots sont transitifs, les orbites de GG sont denses.

Notons que les propriétés obtenues sont aussi celles de la dynamique
d’un sous-groupe générique de A,. En étudiant plus précisément l’algébre
de Lie associée a G, on démontre le résultat suivant (on pose ¥ = {0}
lorsqu’il n’y a pas de séparatrice) :

Théoréme 4.27 (Belliart,Liousse,Loray). Soit G comme précédemment.
Alors tout germe f : (C,z9) — (C, z1) d’application conforme entre deux
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FIGURE 4.1 — Les secteurs de Nakai
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points zg et z1 appartenant ¢ une méme composante connexe de U\Y (resp.
de ¥\ {0} préservant ) est approché uniformément sur un voisinage V
de zy par une suite d’éléments o, : V — U du pseudo-groupe induit par G
sur U.

En d’autres termes, la cloture G de G pour la convergence uniforme est,
en restriction a chaque secteur, le pseudo-groupe (de dimension infinie)
de toutes les transformations conformes. En particulier, cette description
tranche définitivement avec la description des dynamiques résolubles. Une
conséquence immeédiate est qu’aucune structure géométrique autre que la
structure conforme n’est préservée par ce type de dynamique. Par struc-
ture géométrique, on entend ici une forme différentielle, une métrique, un
tenseur, etc... Bref, tout objet issu de la géométrie différentielle. Une telle
dynamique transverse signifiera pour le feuilletage une forte non intégra-
bilité.

4.3 Le Théoréme de de Nakai

Soient f(z2) = z+czPTl 4. et g(2) = 2+dz9T +. - deux éléments de
Diff(C, 0) avec ¢,d € C*, p,q € N* et p < g. Considérons un pétale attractif
V pour f et une coordonnée de Leau ¢ : V < C associée. Considérons la
dynamique induite par g dans cette coordonnée (voir Figure 4.2).

Tout d’abord, puisque g est plus tangente a 'identité que f, sa dyna-
mique est plus lente : au fir et & mesure que 'on s’approche de linfini,
la dynamique de v,g ralentit puisque 1 est la coordonnée dans laquelle
lordre de grandeur du déplacement de f est constant. Aussi, on vérifie
facilement que :

lim 4.g(w + n) —n = identite,

n——+00

ce qui signifie, lorsqu’on retourne dans la variable z de départ, que :

lim f°C™ o go f°" = identite,
n—-+oo
la convergence étant uniforme sur le pétale V.

Une autre remarque suggérée par la figure 4.2 est que les “courbes” le
long desquelles se déplace la dynamique de ,g ressemblent & des droites
paralléles lorsque 1’on s’approche de l'infini dans la direction horizontale.
L’idée de Nakai est de renormaliser la dynamique de g, dans le processus
itératif précédent, en l'itérant d’autant plus que ’on s’approche de I'infini
par f, de fagon & récupérer par passage a la limite une dynamique de
translation le long de ces droites paralléles :

. oky, _ —
ngr-‘:l:loo ’(/}*g (w + n) n=wta
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FIGURE 4.2 — La dynamique de g dans les coordonnées trivialisantes de f
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pour une suite k,, d’entiers positifs adéquate et une constante de transla-
tion a € C*. Dans la variable z, ceci signifie que :

li o(—n) okn on _ fox

Jim f og*tro fr=f

ou f°“ désigne l'itérée complexe d’ordre o de f sur V. Maintenant, la
suite k, est certainement croissante et on peut espérer récupérer l'itérée
complexe d’ordre ¢ - A, t € R, par convergence de :

lim fo(—n) Ogo[tk"] o fon — fotoc7

n—-+oo

ou [tk,] désigne la partie entiére de tk,. Bien sir, dans tout ce que l'on
vient de dire, il faut certainement se restreindre & un sous-pétale V; de V
pour que les approximantes fo(=™) o g°[thn] o fon et la limite f°'* soient
bien définies : V; — V.

Lemme 4.28 (Nakai). Soient f(z) = z 4+ c2P™ + -+ et g(z) = z +
dz9%Y + ... deuz éléments de Diff(C,0) avec c,d € C*, 0 < p < q etV
un pétale attractif de f. Notons X le générateur infinitésimal de f sur
V, a = % et k, = nr ! pour n € N*. Alors pour tout T > 0,
il existe un sous-pétale Vi C V' sur lequel, pour tout t €] — T, T, le flot
au temps t du champ de vecteurs holomorphe aX est bien défini sur Vr,
exp(taX) : Vi — V, et approché uniformément sur tout compact de Vi

par la suite de transformations (bien définies pour n suffisamment grand) :
fo(—n) Ogo[tkn] ° fon Ve =V

(o [tky] est la partie entiére de tky, ).

De plus, pour T > 0 fizé€, la collection des sous-pétales Vi lorsque V'
décrit les pétales de f est encore un recouvrement d’un voisinage épointé
de lorigine.

Démonstration grossiére. On a d’abord l’estimation grossiére suivante des
itérées f°"(z) lorsque z appartient & un compact K C V du pétale :

z 1

on _ p+1 . ~ ~
f(z) = z+ nePT + (1= npoar)1/r (Cnp) /e

le choix de la racine p®™° dépendant de la direction du pétale. Toutes les
orbites arrivent avec une direction asymptotique au voisinage de laquelle
f et g sont les flots au temps 1 de champs de vecteurs holomorphes X ~
c2PT19, et Y ~ dz9119,. Si w désigne la 1-forme duale de X, alors il vient :

w@) ~ gzq_p7
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ce qui signifie que g(z) est comparable a f"%zqu (z). En appliquant cette
derniére estimation a f°"(z), il vient

on\ *x on\ * d —_a
W((FY) = (P V)~ S (npe) .
Ainsi, (f°")*n» 'Y est de Pordre de %(—pc)lf%X et le résultat se déduit
en passant aux exponentielles. O

La preuve qui suit consiste essentiellement a justifier, en travaillant dans
la coordonnée de Leau v associée & f sur V, les approximations faites
le long de la démonstration précédente. Afin d’estimer ,g, il nous faut
d’abord estimer ¢ et ¥°(—1). Pour cela, remarquons qu’a une constante
additive prés, ¥ admet la décomposition :

Y=yprop=A_r oypoop

ol ¢ est la normalisante sectorielle qui conjugue f a son modéle formel
exp(Xp ») et :
Ax(w) == w — Alog(w).

Puisque ¢ et ¢°(—1) admettent tous deux des développements asympto-
tiques, il nous manque essentiellement 1’estimation du :

Lemme 4.29. L’inverse de la transformation Ay(w) = w— Alog(w), preés
de linfini, est du type :

ATV (w) = A_y(w) + O (k’g(wD) .

|w]
Démonstration. Remarquons tout d’abord que :

-2l
|w|c|)g(w)| —1 quand |w| — +oco.
w

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que :
jw — Ax(w)] < Clog(|Ax(w)]),
(-1

. [} N . .
ce qui, en composant par A, "/, nous donne une premiére estimation :

IASTH (w) — w| < Clog(|w]).

Maintenant, en développant A_y o Ay, il vient :

A_yoAy=w+ Alog <1_)\log(w)> :z+0(bg(|w|)>
w

|wl
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ce qui, en composant par Ai(fl), nous donne :
of 1 AO(*l)
A_)\:A)\( 1)—1—0 og(| Al ) )
AO(— )|
1A

)

La premiére estimation de Aifﬁ1 nous donne le résultat. O

Maintenant, un calcul direct nous donne le :

Lemme 4.30. Avec les notations précédentes, on a :
Yeg(w) =w+aw' " +o (uf*~#)
et dans la variable W := o~ w??, la dynamique de g est du type :
g(w) = + 1+ o(|@|°).

Ici et dans toute la suite, o(|z|°) désigne, pour § € R, une fonction
arbitraire R(z) satisfaisant |R(z)| < C|z|°~¢ pour des constantes C, e > 0.
Dans la variable @, on peut estimer facilement I'itérée N°™° de g :

Lemme 4.31. Si §(0) = @ + 1 + O(=%7), pour un k > 0, alors sur un

@177

pétale attractif pour §, on a :

C [(|w| + NG - |uv|1ﬂ pour k < g

155N (@) — @ — N| < c [log(l—i—%)] pour k = g
C {|ﬁ)|1_§ — (Jo| + N)l_ﬂ pour k > q

pour une constante C' > 0. Si, de plus, on ne s’interesse qu’a des valeurs de
N telles que %‘ est uniformément borné, alors les estimations précédentes

restent vraies au voisinage de linfini et se réécrivent :

Démonstration. Une premiére estimation grossiére démontrée dans le Théo-
réme de la Fleur 3.13 est :

5°N (@)] = Clw + N|

pour une constante C > 0, sur un pétale attractif pour g. Maintenant,
puisque :
(@) — @ — 1] < Cla| /4,
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on a:
N-1 N
|goN(QI]) —— N| < Ct Z(W)‘ + n)—k/q < CL@/ (|| + t)—k/th
n=0 0

d’ou les trois estimations, sur tout pétale attractif. Si % reste borné, on
déduit dans les trois cas (k < g, k = g ou k > ¢) la derniére estimation. Elle
se montre de la méme maniére sur un pétale répulsif de g en démarrant de
I’estimation grossiére :

15°N (@)| > Cliw — N|.
O

Lemme 4.32. De retour dans la variable w, sur le sous-pétale Vo C V
défini par :
Vr i ={w eV ; dist(w,0V) > M}

pour un M > 0, les transformations w*go[t'k”}(w—l—n) —n sont bien définies
sur Vp & valeurs dans V' pour tout n >> 0 et tout t €] — T, T[ (et donc
forment une famille normale) et satisfont :

1-1 1
Vgl (w4 n) —w —n = ta <1+ E) +0 ()
n

nE
pour un € > 0.

Démonstration. On utilise des estimations grossiéres pour construire Vp.
Sur le pétale V, on a |w + n| > R+ 9n ot R = dist(V,0) et ¥ €]0,1]
est d’autant plus petit que le pétale est ouvert. Dans la variable w :=
a~tw?/?, nous allons donc appliquer la transformation §°V en des points
W satisfaisant |@] > Ct n9/? pour des N < C£ n» ! de sorte que Wj\f‘ va
rester borné et que le lemme 4.31 va s’appliquer. Dans un premier temps,
nous nous contentons du fait que §°V (@) est contenu dans le disque de
centre W et de rayon (1 +¢)N. Dans la variable w, ce disque est applati et
son plus grand rayon est donné par celui qui se dirige vers w = 0; on en
déduit que 10, g°™ (w +n) est contenu dans le disque de centre w +n et de
rayon :

9 -n)a/P , P/
W — ]%(1 + €)T7’L;_1

R+ 9n —|a|
qui est visiblement borné. De plus, pour n >> 0, la borne M est du type
(14 E)ﬁl_%T|a| pour un ¢ un peu plus grand que celui de départ. Si le
pétale V est, dans la variable w, d’ouverture petite ~ 7, alors la borne M
est proche de T'|a|; si, par contre, Pouverture de V' est grande ~ 2, alors
la borne M devient trés grande.
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Maintenant, en appliquant la derniére estimation du Lemme 4.31 & g,
puis en revenant dans la variable w, il vient :

/
g (w) = {wq/p + %aN +0 (N)r '

|w|®

w

w4+ aNw'™r + 0 (N\w|1_%_a) +0 (N2|w|1_2%) .

En substituant w:=w +n et N := [t . n%_l], il vient :

ce qui nous donne les estimations finales désirées. O
Le lemme 4.28 se déduit immédiatement du Lemme 4.32.

Démonstration du Théoréme 4.26. Nous reprenons les notations des sec-
tions 2.5 et 3.11 :

Gp={ceC; gk)=z+cF +...€G} pour keN*

et
K={keN"; Gy # {0}}.

Supposons d’abord que G ne soit pas conjugué a un sous-groupe de Diff (R, 0).
D’aprés le Corollaire 3.42 , on peut trouver des éléments

fR)=z+cP 4. eG et gi(2)=2+d2"™ +--€G,i=1,2

avec 0 < p < ¢, ¢,d1,da # 0 et do/d; ¢ R. En appliquant le Lemme
4.28 a f et g;, i = 1,2, on déduit dans chaque pétale attractif V de f
deux champs de vecteurs X; = %X, 1 = 1,2, dont les flots réels sont
dans l'adhérence de G, ou X est le générateur infinitésimal de f sur V.
Clairement, ’action combinée de ces deux champs est transitive sur V' ; par
suite, les orbites de G sont denses sur V. En remplacant f par f°(—1) sur
les pétales répulsifs, on déduit la densité des orbites sur tous les pétales,
i.e. sur un voisinage épointé U™ de 0.
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Supposons maintenant G réel dans une bonne coordonnée analytique. Si
d = pged(K) > 1, on peut supposer d’aprés le Corollaire 3.41 que G est le
relevé par le revétement ramifié z — 2% d’un sous-groupe G C Diff(R, 0)
pour lequel pgcd(K' ) = 1. Pour terminer la preuve du Théoréme 4.26,
il suffit de montrer que G agit avec orbites denses sur les composantes
connexes de X\ {0} et U\ X ot ¥ = RNU. En effet, on aura alors 1’énoncé

analogue pour G avec ¥ = {2? € R}.

Pour ne pas alourdir inutilement les notations, supposons G réel et
pged(K) = 1. Alors K contient tous les entiers & partir d’un certain rang
et on peut trouver dans G des éléments

filz2) =24zt 4 et gi(z) =24+ di2PT ) i=1,2

tels que 0 < p1 < po = p1 +1 et ¢;,d; € R*, i = 1,2. En appliquant le
Lemme 4.28 & f; (resp. fio(_l)) et g;, on déduit que, sur chaque pétale de
fi, le flot réel du générateur infinitésimal X; = ¢;27¢t10, + --- de f; est
dans l'adhérence de G. Le lieu de tangence entre les flots de X; = F;(2)0,
et Xo = F3(2)0, est donné par F»/F; € R et est asymptotiquement égal
a z € R (dans l'intersection des pétales de fi et fo ou ces champs sont
définis). On déduit que les champs X; agissent localement transitivement
en dehors d’une unique courbe réelle dont ’équation, dans chaque pétale,
est asymptotique a Im(z) = 0. Cette courbe est a priori analytique dans
les pétales et différentiable en 0. Ca ne peut étre que X = RNU qui est elle
méme évidemment invariante. Enfin, X; agit transitivement sur les deux
composantes de ¥\ {0} ce qui termine la preuve. O

Corollaire 4.33. Soient f et g deux difféomorphismes tangents a l’identité
et soit ¥ C U™ une courbe analytique accumulant O a la fois invariante par
f et g. Si ¥ nest pas analytique en 0, alors f et g commutent.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si f et g engendrent un groupe
non abélien, alors il est non résoluble (voir Théoréme 2.22) ce qui contredit
I’analyticité des courbes invariantes. O

Notons que tout germe tangent a 'identité f admet beaucoup de courbes
invariantes qui sont analytiques en dehors de 0. Pour en construire une, il
suffit de se donner une courbe analytique fermée dans une des sphéres du
chapelet que 'on déroule dans le pétale correspondant. Une telle courbe
est analytique en 0 que si, et seulement si, f est conjugué & un germe de
difféomorphisme réel (voir section 3.8.4).
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4.4 Cloture topologique d’un pseudo-groupe
et pseudo-algébre de Lie

Nous introduisons maintenant le concept de cloture topologique G d’un
pseudo-groupe général G ainsi que du faisceau A d’algebres de Lie associé
(généralisant les flots de Nakai) afin de pousser plus loin la description des
dynamiques non résolubles. Rappelons d’abord la définition générale d’un
pseudo-groupe.

4.4.1 Pseudo-groupes

Un pseudo-groupe sur une variété complexe M est une collection
G ={pi Ui = Vilicr

de difféeomorphismes holomorphes ¢ : U — V entre ouverts U,V C M de
M satisfaisant :

— l'identité id : U — U appartient a G pour tout ouvert U C M ;

— si (¢ : U — V) appartient & G, alors son inverse défini par (¢
V — U) appartient aussi & G;

—si(p: U = V)et (¢ : V — W) appartiennent a G, alors leur
composition (¢ o : U — W) appartient aussi & G;

— si (p: U — V) appartient & G, alors ses restrictions a tout ouvert
U cU, (olur : U — o(U")), appartiennent aussi a G;

— un difféomorphisme ¢ : U — V entre ouverts de M appartient & G
dés que ses restrictions ¢|y; : U; — ¢(U;) appartiennent a G' pour
un recouvrement ouvert U = Ujec;U; (non nécessairement fini).

Grosso-modo, la différence principale entre un pseudo-groupe et un groupe
est que ’on ne peut composer deux éléments que lorsque I'image du premier
coincide avec le domaine de définition du second : la loi de composition
est partielle.

L’orbite d’un point zg € M par un pseudo-groupe G sur M est I’ensemble
des points z € M tels qu'il existe un élément ¢ : U — V dans M avec
z0 € U et p(z0) = 2.

L’intersection de pseudo-groupes est un pseudo-groupe et on peut parler
du pseudo-groupe engendré sur M par une collection de transformations

—-1.

G=<;i: Ui = V; >ier

(ou encore par plusieurs pseudo-groupes sur M). On peut aussi restreindre
un pseudo-groupe & un ouvert U C M en ne considérant que les éléments
de G qui agissent dans U.

Le pseudo-groupe trivial sur M est la collection des applications identité
sur les ouverts U de M ; c’est le plus petit pseudo-groupe sur M. Le plus
gros, noté Diff (M), est le pseudo-groupe de toutes les difféomorphismes
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holomorphes ¢ : U — V entre ouverts de M ; les autres pseudo-groupes
sont entre les deux. Par exemple, un groupe G de difféomorphismes holo-
morphes sur M définit un pseudo-groupe sur M en considérant la restric-
tion de ses éléments a tous les ouverts U C M.

Le flot d’un champ de vecteurs holomorphe X (non nécessairement com-
plet) sur M définit un pseudo-groupe : & chaque chemin v : [0,1] — C,
7(0) = 0, on peut associer le flot ¢ : U — V obtenu en intégrant le
champ X le long de . Ici, U, est 'ensemble des points de M pour les-
quels on peut effectivement intégrer ; pour ~ suffisamment proche de 0, le
domaine de définition U, est non vide. Les applications ¢} engendrent un
pseudo-groupe sur M qui ne dépend que de X. On peut aussi considérer le
sous-pseudo-groupe définit par le flot réel de X obtenu en se restreignant
aux chemins v : [0,1] — R.

Les pseudo-groupes apparaissent naturellement en géométrie différen-
tielle comme collection de difféomorphismes préservant une structure géo-
métrique donnée telles qu'une métrique, une forme différentielle, un ten-
seur, etc...

On peut associer a un pseudo-groupe G sur M un groupoide de germes,
savoir la collection {p : (M,p) — (M, q)} de tous les germes de difféomor-
phismes entre points p,q € M induits par les éléments de G. Cet objet est
fermé pour I'inversion et la composition ; inversement, tout groupoide de
germes définit un pseudo-groupe que ’on déduit en recollant les germes. Il
est quelque fois moins lourd de travailler avec ce dernier objet, ne serait-ce
que pour éviter de trainer les propriétés de restriction et recollement.

4.4.2 Cloéture topologique d’un pseudo-groupe

Un difféomorphisme ¢ : U — V entre deux ouverts de M est limite
topologique d’une suite de difféeomorphismes ¢,, : U — V,,, n € N, si, pour
tout compact K C U, la suite des applications restreintes ¢, converge
uniformément sur K vers ¢ lorsque n — oo. La cloture topologique G
d’un pseudo-groupe G sur M est 'adhérence topologique de G au sens
précédent. En fait, la collection de toutes les limites possibles de suites
d’éléments de G est presque un pseudo-groupe : seul le dernier axiome
de recollement n’est pas satisfait. Alors, G est par définition le pseudo-
groupe engendré, c’est-a-dire dont les éléments sont obtenus en recollant
ceux obtenus dans I’adhérence de G au sens précédent. On dira que G est
fermé lorsque G = G, et qu’il est discret si toute suite convergente est
stationnaire.

On peut munir Diff (M) d’une structure de pseudo-groupe topologique
de telle sorte que G soit la cloture de G dans Diff (M) pour cette topologie.
Pour cela, on définit d’abord une exhaustion d’un ouwvert U C M par des

compacts comme étant une suite croissante de compacts

KoCKi C - CKy,CKpi1 C--CU
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satisfaisant U = U,enK, et, pour tout compact K C U, K C K, pour
n >> 0. Maintenant, fixons une métrique d sur M. Etant donné un élé-
ment ¢ : U — V, choisissons des exhaustions de U, K,, C U, et de son
complémentaire, K/, C M\ U, par des compacts puis notons U, = M\ K/,.
Alors une base de voisinages de ¢ est donnée par

Vo:=Diff(M)DVi DV D---D{p:U -V}

ot V,,(¢) est défini, pour n € N*, comme ’ensemble

{¢' U = V' K, cU CU,et sup d(¢'(p),d(p)) < l/n}
PEKL

La topologie ainsi engendrée sur Diff (M) est Hausdorff (séparée) et on
vérifie aisément que la composition et le passage a I'inverse sont continues.
Notons que deux éléments de Diff (M) qui se déduisent I'un de autre
par prolongement analytique sont automatiquement dans la méme com-
posante connexe pour cette topologie. En particulier, on peut parler de
la composante connexe de l'identité pour n’importe quel pseudo-groupe G
sur M ; par exemple, G est discret si sa composante neutre est triviale.

Remarque 4.34. L’adhérence de lorbite Orb(z) d’un point z par G
contient Uorbite de z sous Uaction de G. En particulier, si le groupe G
n’est pas discret, l’orbite générique ne le sera pas non plus. En effet, l’en-
semble des points fixés par un élément non trivial de G est dénombrable ;
st une orbite Orb(z) ne rencontre pas de tels points, alors l'action de G
sur Orb(z) est “libre” et toute suite py, : Vi, — U de G convergeant vers
Uidentité va induire une suite @, (z) non stationnaire dans Orb(z) conver-
geant vers z. Attention, la réciproque est fausse : les sous-groupes mon
linéarisables de Diff (C,0) de type (Lin)®* (voir section 4.1) engendrent
des pseudo-groupes discrets dont les orbites ne le sont pas...

4.4.3 Pseudo-algébre de Lie d’un pseudo-groupe fermé

Etant donné un champ de vecteurs holomorphe X défini sur un ouvert
U C M, on peut définir son flot réel ¢ : U; — U en intégrant le champ de
vecteurs réel sous-jacent. Par exemple, dans le cas U C C, le flot réel du
champ de vecteurs X = f(2)0, sur U est obtenu en intégrant le champ de
vecteurs réel Ré(f(a:+iy))% —Im(f(a:+iy))6% ol z = z+1iy. En général,
le domaine de définition U; de ¢’ est un ouvert strict de U dés que ¢ # 0
et devient vide pour [t| >> 0. Un tel flot est continu pour la topologie
précédente.

Etant donné un pseudo-groupe G sur M, considérons, pour tout ouvert
U € M, la collection

A(U) ={X € X(U) ; (¢' : Uy — U) € G pour tout t € R}
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de champs de vecteurs holomorphes X sur U C M dont le flot réel est
entiérement contenu dans G. Bien sfir, il suffit que le flot aux temps ¢ €
| — &, ¢[ soit contenu dans G pour qu’il le soit pour tout ¢ € R. On peut
vérifier que A est un sous-faisceau du faisceau X des champs de vecteurs
holomorphes sur M et qu’il est invariant sous l’action de G : tout élément
¢ : U — V de G induit un isomorphisme par conjugaison

" T AV) = AU) 5 X 5 o X.

C’est un fait classsique que si G est topologiquement fermé, alors A est
un faisceau d’algébres de Lie réelles (pour le crochet de Lie [X,Y] sur les
champs de vecteurs) et est aussi fermée pour la convergence uniforme sur
les compacts. Ceci découle des formules

t st t . t/n t/n\"
sXx = PXx» Px iy :ngr}rloo( x ©%y )
t/ t/ t/ t/n\"
t . n n —t/n —t/n
et ooy = lim (94" 0ol 00y 0 0y")

dérivées de la formule de Campbell-Hausdorff a 'ordre 2 :
1
exp(X)oexp(Y) =exp(X +Y + §[X, Y]+ o(XY)).

L’algébre de Lie A ainsi définie n’est bien siir que réelle comme le montre
I’exemple des pseudo-groupes d’isométries de la sphére, du plan Euclidien
ou du disque de Poincaré.

Notons G le pseudo-groupe engendré sur M par les flots réels des élé-
ments de A. Clairement, G est contenu dans la composante neutre @ de
G. Par contre, il se peut que G # 60, et en particulier que 50 soit non
trivial (G non discret) et pourtant G soit réduit 4 0 en un point donné.
Par action de A sur M, nous entendrons ’action de G.

Remarque 4.35. L’adhérence de lorbite Orb(z) d’un point z par G
contient l’orbite de z sous l’action de G.

Remarque 4.36. Le Théoréme de Nakai (ou plutot le Lemme 4.28) nous
dit que l’algébre de Lie A du pseudo-groupe induit par un sous-groupe
non résoluble G C Diff(C,0) est non triviale en tout point d’un voisinage
épointé (et méme de dimension infinie comme nous allons le voir).

4.4.4 Pseudo-groupes fermés de dimension infinie en
dimension 1

La ou lalgébre de Lie A de G est non triviale, on a une description

précise des orbites de G et donc de G, et par suite de 'adhérence des
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orbites de G : ce sont localement des sous-variétés analytiques réelles de
dimension 0, 1 ou 2. Notons que A est invariante sous l'action de G et
est en ce sens constante le long des orbites. Par ailleurs, puisqu’elle est
invariante sous ’action de G, ce dernier préserve les orbites de G. Par
exemple, lorsque A est de dimension 1 (réelle), les orbites de G sont les
feuilles d’un feuilletage analytique réel au voisinage d’un point générique.
Au voisinage d’un point fixe, on est ramené aux modéles de la Proposition
2.3 ; rappelons dans ce cas que les orbites (de dimension 1 réelle) ne sont en
général pas analytiques au voisinage des points fixes. Par contre, dés que
Palgebre de Lie est de dimension plus grande (par exemple non abélienne),
on a :

Proposition 4.37. Soit G un pseudo-groupe fermé sur un ouvert U de C.
On suppose que son algeébre de Lie A(U) est de dimension réelle > 2 sur
U. Notons E C U l’ensemble discret des points fizes de G. Alors il existe
un sous-ensemble analytique réel ¥ C U de dimension 1 tel que
— chaque composante connezxe de U \ ¥ est une orbite de dimension 2
pour G,
— chaque composante conneze de ¥ — (E NX) est une orbite lisse de
dimension 1 pour G,
— au voisinage de chaque point five zg € ENX, l'ensemble ¥ est donné
dans une coordonnée locale z convenable par ¥ = {zP € R} pour un
p € N* (et zg par z=0).

Notons que G, quant & lui, permute les orbites de méme dimension.

Démonstration. Etant donnés deux éléments X,Y € A(U) dont les flots
réels sont tangents en 0, X = f(2)0, et Y = g(2)9,, alors le lieux de tan-

gence entre ces deux flots sur U est donné par {f (2) ¢ R}. A permutation

9(z)
prés de f et g, la fonction {7 Ej; est holomophe en 0 et prend la forme 2P

pour un p € N* et une coordonnée z convenable. Alors ¥ se déduit en
effagant de {zP € R} les branches non invariantes par G. O

Le long d’une orbite ouverte (de dimension 2 réelle), I’algébre de Lie est
décrite localement par le Théoréme de Lie : si elle est de dimension finie,
c’est une sous-algébre de Lie réelle d’un des modéles locaux donnés par le
Théoréme 2.1. Lorsqu’elle est de dimension infinie, on a le :

Proposition 4.38. Soit G un pseudo-groupe sur un ouwvert U de C dont
Ualgébre de Lie A(U) est de dimension infinie. Alors en restriction & toute
G-orbite V' de dimension 2, A = X est le faisceau d’algébres de Lie de
tous les champs de vecteurs holomorphes sur U et G = Diff(V) est le
pseudo-groupe de toutes les transformations conformes dans V.

Le long d’une orbite de dimension 1, disons (X, z9) = (R,0), (A, z) =
X (R,0) est l’algebre des germes de champs de vecteurs réels ; G est engen-
dré par Diff (R, 0) et par les translations réelles au voisinage de 3.
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Démonstration. Puisque A est un faisceau localement constant le long de
chaque orbite, en particulier celles de dimension 2, il suffit de montrer que
(A,p) = (X,p) au voisinage d’un point p de cette orbite, disons p = 0
pour simplifier. Par hypothése, il existe au moins 3 éléments de (A,0) de
la forme

X:@z—i—...’ Y:z@z+ et Z:a2p+13z+-~-,a€(c*,p>>0
(X et Y pour la transitivité et Z pour la dimension infinie). Alors il vient
(X,Z] = azPd, +--- et [V,Z]=iazPd, +-- ;

ainsi, pour tout ¢ € C*, (A4,0) contient un élément de le forme czP9, +- - -.
En réitérant 'argument précédent, on déduit, pour tout ¢ € C* et tout
k =0,1,...,p, un élément de la forme cz*d, 4+ --- € (A,0); puisque p
peut étre choisi arbitrairement grand, 1’assertion précédente vaut pour tout
k € N. En particulier, (A, 0) contient un élément de la forme iz9,+- -+ qui
se linéarise dans une bonne coordonnée ; alors G contient son flot et en par-
ticulier la contraction ¢(z) = z/2 sur un disque D, centré en 0. Etant donné
un élément X = az*9, - - - de A, la suite d’éléments X, := 2"(k_1)(<p°”)*X
est bien définie sur D, pour n >> 0 suffisamment grand et tend vers le
champ de vecteurs monomial X, = az*9, sur D.. Puisque A(D.) est fer-
mée par convergence uniforme, elle contient tous les champs de vecteurs
monomiaux az*d,, et par suite, tous les champs de vecteurs holomorphes
Yoo az*0, qui convergent sur D,. De la méme maniére, tout champ de
vecteurs défini sur un disque plus petit est aussi uniformément approché
par les éléments de A et donc appartient a (A, 0).

Lorsque I'on est sur ¥ = R, c’est la méme preuve en remarquant préa-

lablement que (A, 0) C X(R,0). O

Démonstration du Théoréme 4.27. Au vu du Théoréme 4.26 et de la Pro-
position précédente, il suffit de remarquer que lalgébre de Lie (A, zg) est
de dimension infinie en tout point zy € U™ suffisamment proche de O.
On reprend les notations de la section 4.3. Quitte & diminuer U, tout
point zg € U est contenu & la fois dans un pétale V' de f et un pétale
W de g. Soient X et Y les générateurs infinitésimaux respectifs de f et
g sur ces pétales. Le lemme de Nakai permet de construire le flot réel de
aX au voisinage de zg comme limite uniforme d’éléments de G. Main-
tenant, en réappliquant le lemme de Nakai & g(z) = z + dz9"! + ... et
[f,9](z) = 2+ cd(q — p)zPT9Tt + ... on récupére le flot réel de BY au
voisinage de zg. L’algébre de Lie engendrée par aX et SY est bien sir
de dimension infinie puisque 'algébre de Lie formelle engendrée par les
développements asymptotiques de X et Y a 'origine ’est. O

Nous déduisons comme corollaire le résultat de [10] :
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Corollaire 4.39. Soit G le pseudo-groupe induit sur U par un sous-groupe
non résoluble de Diff (C,0). Alors I’ensemble des points fixes attractifs

{z€U; Jgeq, gz) =z et|g(2)] <1}

est dense dans U. En particulier, la seule mesure de probabilité sur U qui
soit invariante par G est la masse de Dirac en 0.

Démonstration. En tout point zg € U*, la contraction affine ¢(z) = z¢ +
5% est approchée uniformément sur un voisinage V' de zo par une suite
d’éléments g, de G. Pour n >> 0, g, admet un point fixe z, dans U
d’aprés le Théoréme de Rouché et sa dérivée g/, (z,) est proche de 1/2 ce qui
démontre la premiére assertion. On peut méme choisir un recouvrement
de U* par de tels V de sorte que tout point de U* se trouve dans le
bassin d’attraction d’une contraction de G. Si le support d’'une mesure
G-invariante intersecte U*, alors la mesure va charger au moins un point
fixe attractif; comme son orbite sous G est infinie (Théoréme de Nakai),
la mesure est infinie. O

Des résultats de Shcherbakov (Théoréme 4.25), il nous reste a démon-
trer que toute conjugaison topologique entre dynamiques résolubles est
conforme.

Démonstration du Théoréme 4.25, (2). Soit ¢ : U — C un homéomor-
phisme conjugant G & un pseudo-groupe conforme 1,G = G.

Montrons d’abord que v est différentiable sur les secteurs de Nakai. En
effet, 1 conjugue les adhérences respectives de G et de G, et par suite les
algébres de Lie associées A et A. En un point zg € U \ X, on peut trouver
deux champs de vecteurs X,Y € A transverses paramétrant le voisinage
de zp par

¢: (R?,0) = (U, 20) 5 (t,5) = ¢k 0 6% (20).

Les images XetY par ¥ permettent de paramétrer le voisinage de (zo)
par une application différentiable (5; par construction, ¢ = (50 ¢°1 est
différentiable en zg.

Montrons maintenant que 1 est holomorphe sur les secteurs de Nakai;
elle sera alors holomorphe partout. Si I’on tire en arriére par ¥ la struc-
ture conforme standart, invariante par G, on obtient une structure quasi-
conforme sur U \ ¥ invariante par G. Elle est par exemple donnée par
un champ d’ellipses différentiable. Si c’est la structure conforme standart,
alors 1 est conforme sur U\ X, ce que nous voulons démontrer. Sinon, alors
les ellipses ne sont pas des cercles et leur rayon maximal induit un champ
de droites réelles invariant par G. Par un argument similaire a la preuve
du Corollaire 4.39, ’ensemble

{z€eU; Jg€q, g(z) =zet ¢(z) € R}
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est dense dans U \ ¥ ce qui contredit lexistence d’un champ de droites
invariant (de support non vide). O

Exemple 4.40. Comme nous l’avons vu dans la section 2.6, le sous-groupe
G C Diff(C,0) engendré par

f(2)=2/(1—2) et g(z)==z/(1-2:%)2

est libre de rang 2. En particulier, il est non résoluble et, d’apreés le Théo-
réme 4.27, son algébre de Lie A est de dimension infinie en tout point du
voisinage épointé U*. Par ailleurs, f, g, leurs inverses et en fait tous les
éléments de G sont des séries 4 coefficients entiers, i.e. appartiennent a
Z[[2]]. En particulier, aucun flot ne peut étre approché par les éléments
de G au voisinage de 0 et l’algébre de Lie A est triviale en 0. On peut
montrer (voir [124], p.160) que G n’est pas discret en 0 : il existe une
suite d’éléments g, € G définis sur un méme voisinage de 0 et convergeant
uniformément vers l’identité sur ce voisinage. En fait, le contact de g, a
lidentité tend vers linfini lorsque n — oo.

4.5 Cloture de Malgrange

Les dynamiques (Lin), (Eucl) et (Aff) décrites dans la section 4.1 sont
des exemples de pseudo-groupes admettant une structure géométrique in-
variante : ils laissent invariante une forme différentielle w ou la multiplient
par une constante ; dans la coordonnée w = [‘w, la dynamique devient une
dynamique de translations ou de transformations affines de la droite. Nous
avons traité le cas linéaire difféeremment du cas euclidien en préférant la
coordonnée donnée par z = e¢“ qui a le mérite d’étre réguliére en 0. Dans
les autres cas, la structure géométrique donnée par la coordonnée w n’est
pas définie en 0 puisque w y a un pdle; elle peut méme étre multiforme,
i.e. avoir une monodromie non triviale autour de 0, dans le cas (Eucl) (voir
Remarque 4.16). Comme nous le verrons dans la seconde partie, la pré-
sence d’une intégrale premiére explicite (quadrature de Liouville) pour le
feuilletage entraine l'existence d’une structure géométrique invariante pour
son pseudo-groupe transverse, définie sur un ouvert de Zariski. Cependant,
les intégrales premiéres construites dans 'exemple 4.19 ne conduisent pas
a des intégrales premiéres raisonables : leur croissance est trop forte et ne
peuvent provenir d’une quadrature de Liouville. Dans [127, 128], Bernard
Malgrange propose une définition de groupoide de Galois d’un feuilletage
s’inspirant de la Théorie de Galois Différentielle classique élaborée par Kol-
chin pour les équations différentielles linéaires, notamment du théoréme de
Schlesinger reliant le groupe de Galois a la cloture de Zariski du groupe
de monodromie dans le cas régulier. Ce groupoide apparait grosso-modo
comme la cloture de Zariski du pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage
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pour une topologie mixte analytique/algébrique définie sur les espaces de
jets sur lesquels le pseudo-groupe agit. Le groupoide obtenu est compa-
rable au groupe de Galois de I’équation différentielle non linéaire définie
précédemment par Umemura dans un cadre plus général dans [222].

De I’étude menée par Guy Casale dans [48] pour les feuilletages de co-
dimension 1, il ressort que le feuilletage admet une intégrale premiére ex-
plicite (en un sens un peu plus général que la quadrature de Liouville) si,
et seulement si, le groupoide défini par Malgrange est de dimension trans-
verse finie < 3; sinon, le groupoide est maximal (de dimension transverse
infinie) égal au pseudo-groupe de toute les transformations holomorphes
préservant le feuilletage.

Par restriction aux transversales, le groupoide de Malgrange définit en-
core un pseudo-groupe fermé pour la méme topologie qui contient en par-
ticulier la cloture du pseudo-groupe transverse. La description locale des
pseudo-groupes de dimension 1 fermés pour la topologie de Malgrange est
faite dans [47]. Le but de cette section n’est certainement pas de refaire
ce qui est déja trés bien écrit dans [47], mais d’exposer les résultats en
donnant des idées de démonstration sans vraiment donner la définition de
Malgrange qui dépasse le cadre de notre exposé. Nous nous contenterons
d’une idée de définition et de quelques propriétés qui nous permettront, &
moindre mal, de retrouver la classification de [47].

On appellera pseudo-groupe de Lie sur un ouvert U C C tout pseudo-
groupe G qui est localement défini par des équations différentielles de la
forme suivante. Pour toute coordonnée locale (z,w) sur V x W, les élé-
ments de G sont les solutions locales w = ¢(z) d’une collection d’équations
différentielles de la forme

fz,w, 0w, o w™)y=0 o PeOygylwi,... wy

Dans [127, 47|, I'ensemble de ces équations forme un faisceau d’idéaux
T, sur chaque espace de jets Oy yqy|wy,. .., wy,...] satisfaisant en outre
un certain nombre de propriétés (Z,, est cohérent, réduit, différentiel,...)
qui assureront par exemple que l'intersection de pseudo-groupes de Lie est
encore un pseudo-groupe de Lie, etc... Maintenant, un pseudo-groupe G
. . —Lie
(non nécessairement de Lie) sur U étant donné, sa cloture G~ est le plus
petit pseudo-groupe de Lie sur U contenant G. De cette définition, nous
retiendrons : e
le pseudo-groupe G contient toutes les transformations locales w =
©(z) dans U qui satisfont a toutes les équations différentielles

fz,w, 0, w”, .., w™) =0
satisfaites par les éléments de G.

Proposition 4.41. Tout pseudo-groupe de Lie G sur U est fermé pour la
topologie de convergence uniforme définie dans la section 4.4.2.
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o . =L .
Ainsi, la cloture de Lie G *“ d’un pseudo-groupe G contient notamment
sa cloture topologique G.

Démonstration. Soit une suite ¢, : V — U d’éléments de G tendant vers
@V — U sur tout compact. Pour chaque équation différentielle définis-
sant G, ¢, est solution et donc ¢ aussi. O

Corollaire 4.42. Soit G C Diff(C,0) un sous-groupe non résoluble et
notons encore G le pseudo-groupe induit sur un voisinage U de 0 par un
systeme de générateurs. Alors, quitte a diminuer U, on a éLw = Diff(U),
le pseudo-groupe de toutes les transformations conformes dans U.

Démonstration. Puisque G contient Diff(V) pour chaque secteur de Na-
kai V, tous ses éléments ne peuvent satisfaire simultanément une équation
différentielle méromorphe f (z, w,w’,w”, ..., w(")) = 0 non triviale au voi-
sinage de 0. O

L’argument précédent s’applique aussi bien pour tout pseudo-groupe en
dimension 1 dont ’algébre de Lie est de dimension infinie.
c . —~Lie - . . R
Il est intéressant de voir G comme limite inductive des clotures de
Zariski des relevés de G dans les espaces de jets. Considérons le pseudo-
groupe Diff (U) de tous les difféomorphismes entre ouverts de U et notons
J*Diff (U) le groupoide de germes induit

JDiff(U) ={¢: (U,z) —» (U,w) ; z,w € U avec ¢ inversible}.

Cet ensemble peut étre vu comme un fibré analytique localement trivial
sur U x U (donné par la projection (¢ : (U,z) — (U,w)) — (z,w)) de
fibre Diff(C,0). En effet, dans des coordonnées locales (z,w) sur V x W,
ce fibré est localement défini par

JDIff(V, W) = {p(z + 1) = w+ 3(t) ; & € Diff(C,0)}.

On définit I'espace J*Diff(U) des jets d’ordre k € N comme étant l'en-
semble des classes d’équivalence pour la relation qui identifie les germes

(C,z) = (C,w) qui coincident a l'ordre k; dans les coordonnées locales,
J¥Diff(V, W) est donné par

k
{w—i—Zal(z—i—t)l; (z,w) e VxW, aq € C, al#O}.
=1

Aussi, J¥Diff est un fibré localement trivial sur U x U dont la fibre est
le groupe algébrique J¥Diff(C,0) de dimension k. On a les projections
canoniques ¢ +— J¥p

JDiff(U) — J*Diff(U) — J*Diff(U) — J°Diff(U) = U x U.
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De plus, tout J¥Diff (U) est équipé de la structure de groupoide de J>*Diff (U) :
pour tout ¢, € J¥Diff(U), on a (J*¢) o (J*) := J¥(p o)), dés que
la composition ¢ o ¥ a un sens. Tout pseudo-groupe G sur U induit un
sous-groupoide J*G C J¥Diff(U) pour tous k € NU {co}. Les équations
différentielles définissant les pseudo-groupes de Lie se relévent comme fonc-
tions sur les jets d’ordre suffisamment élevé, i.e. des intégrales premiéres
pour le relévement naturel du pseudo-groupe. Plus précisément, les fonc-
tions obtenues O jipigy = Ovxuvlal,...,ax] sont analytiques dans la
direction horizontale et polynomiales dans les fibres. De ce point de vue,
la cloture éme d’un pseudo-groupe G sur U contient tous les difféomor-
phismes ¢ € Diff(U) dont les jets J*¥¢ sont dans la cloture de Zariski de
J*G (pour la classe de fonctions O jrpie(uy ci-dessus) pour tous k >> 0
suffisamment grands.

Des propriétés sur les idéaux différentiels Z,, définissant le pseudo-groupe
de Lie G, on montre que son algébre de Lie A est définie par des équations
différentielles méromorphes linéaires (voir [127] ou [47]). C’est une algebre
de Lie de champs de vecteurs sur U comparable & celle définie dans la
section 4.4.3, & ceci prés qu’elle est toujours complexe. Dés qu’elle n’est
pas triviale, elle est transitive et donc homogéne sur un ouvert de Zariski
(complexe) de U. Sa dimension est donc 0, 1, 2 ou 3 d’aprés le Théoréme
de Lie.

Exemple 4.43. Le pseudo-groupe G des transformations qui laissent in-
variante une fonction méromorphe f : U — C est un pseudo-groupe de Lie
défini par ’équation différentielle d’ordre O

flp) = f(z) =0. (4.1)

Guy Casale montre dans [47] que tout pseudo-groupe de dimension 0 est
localement de cette forme.

Exemple 4.44. Le pseudo-groupe G des transformations qui laissent in-
variante une 1-forme méromorphe w sur U est un pseudo-groupe de Lie
de dimension 1. Ecrivons w = a(z)dz (dans une coordonnée locale z) et
notons que les éléments de G sont les solutions de ’équation différentielle
p'w=uw, i.e.

alp)y’ — alz) = 0. (4.2)

Dans la variable w = ¢(2) = [ o(¢)d(, définie localement au moins en
dehors des péles de o, la dynamique de G se redresse sur la dynamique des
translations et on retrouve I'équation d’Abel :

vop=y+t, teC
En particulier, les modéles locaux abéliens de la section 4.1

(Lin) {¢(z) =az; a € C*}
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et
(Eucl) {¢p=aexp(tX, ) ; teC", a? =1}, peN*, XeC,

sont des exemples de pseudo-groupes de Lie de dimension 1 au voisinage de
0. Au voisinage d’un zéro de w, disons w = d(zP), p > 1, le pseudo-groupe
G est donné par

{p(z) = a(zP +t)YP ; teC*, a? =1} ;

notons alors que les seuls éléments de G définis en 0 sont les rotations
p(z) = az, a? =1, et la dimension de G chute en 0.

Remarque 4.45. En tirant en arriére le pseudo-groupe de translations
w = w + t par Vapplication w = (z) = 2* avec A\ € C*, on définit
un pseudo-groupe G sur U* : c’est le pseudo-groupe des transformations
qui laissent invariante l'une ou l'autre des déterminations de la 1-forme
w = dip = X\2*"1dz, ou encore c’est le flot complexe du champ de vecteurs
X = %%132. En ce sens, G est un pseudo-groupe de Lie de dimension 1
sur U*. En général, G ne se prolonge pas en un pseudo-groupe de Lie au
sens de Malgrange en 0. En fait, I’équation définissant G

(90))\71%0/ _ Z)‘71

n’est méromorphe ni en ¢, ni en z; cependant, pour A\ = g e QF, on
récupére une équation méromorphe en élevant la derniére & la puissance
q:

a(p)(¢)? —a(z) =0, qeN (4.3)
ot oz) = 2P~9. En fait, équation précédente avec o« méromorphe quel-
conque définit un pseudo-groupe de Lie G pour lequel la coordonnée eucli-
dienne 1 est de la forme ¥(z) = 2P/9u(z) o u(z) est holomorphe avec
u(0) = 1 dés que ¢ > 1; il est alors facile de voir que 1 = 2P/9 apres
changement de coordonnée conforme et le pseudo-groupe G est celui pré-
cédemment construit.

Exemple 4.46. Le pseudo-groupe G des transformations qui préservent
le C-espace vectoriel engendré par une 1-forme méromorphe w sur U est
un pseudo-groupe de Lie. En effet, les éléments de G satisfont p*w = a,w,
a, € C*; en passant a la dérivée logarithmique, on récupére l’équation
différentielle

1

Ble)e' + % —B(z) =0 (4.4)

ot B = %, w = a(z)dz. Dans la coordonnée w = 1 (z) = [5 a(¢)d(, le
pseudo-groupe G s’identifie au pseudo-groupe des transformations affines :

Yvop=ap+b acC* beC.
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On retrouve en particulier les modéles locauz de la section 4.1
(Aff)  {p(z) =az/(1—bzP)'/?; aeC*, beC}, peN*,

au voisinage des points ot o a un pole multiple sans résidu. La ot w a un
dz

pole simple, disons w = =, les translations (de la structure affine) sont
données par les transformations linéaires ¢(z) = az, a € C*, et aucun
autre élément du pseudo-groupe n’est défini en 0. En un podle plus général
de w, seules les translations sont bien définies. En un zéro de w, le pseudo-
groupe se Téduit a un groupe fini de rotations.

L’équation différentielle (4.4) définit encore un pseudo-groupe de Lie
lorsque B est une fonction méromorphe quelconque. La ot 8 est holomorphe
non nulle, la fonction a(z) = elo B Pest qussi et la coordonnée w =
P(z) = foz a(C)d¢ redresse G sur le pseudo-groupe des transformations
affines. Les singularités sont cependant plus compliquées que dans le cas
ot o est méromorphe. En général, aucun élément du pseudo-groupe ne se

prolonge en 0.

Remarque 4.47. Reprenons Uapplication (z) = 2>, X\ € C*, de la re-
marque 4.45 et tirons en arriére, plutot que les translations, tout le pseudo-
groupe affine. On obtient cette fois-ci un pseudo-groupe de Lie dont [’équa-
tion est (4.4) avec B = (A —1)&. Pour A ¢ Q, c’est la cloture de Lie du
pseudo-groupe G considéré dans la remarque 4.45.

Exemple 4.48. Un pseudo-groupe de Lie G de dimension 3 se redresse,
au voisinage d’un point générique, par une transformation conforme 1,
sur le pseudo-groupe des transformations de Mebius : tout élément ¢ de
G satisfait

_ap+b
Tt d

o a,b,c,d € C, ad — bc # 0.

Considérons la dérivée Schwarzienne S définie par :

AN ”y 2 " n\ 2
1
sy = (LY L 1 sy
I 2\ f o2 \F
Rappelons que Sf = 0 si, et seulement si, f est une transformation de
Meebius et que

S(fog)=(Sf)og-(¢)?+Sg pour toutes fonctions f,g € O(U).

Alors le pseudo-groupe G est solution de l’équation différentielle S(op) =
S, i.e.

" 7N 2
@) (¢')? + %, - g (Z) —7(2) =0 (4.5)
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ot v = SY. Réciproquement, toute équation différentielle de la forme pré-
cédente avec v méromorphe définit un pseudo-groupe de Lie de dimension
3. La coordonnée projective 1 est donnée par les 3 intégrations successives

/

1 o
5"552:% 325 et P =a.

Proposition 4.49. Soit G un sous-groupe d’un des groupes de Lie L, E, 5
ou A, de la section 4.1. Notons encore G le pseudo-groupe induit par un
systeme de générateurs sur un voisinage U de 0. Alors sa cléture de Lie

éLw est (le pseudo-groupe induit par) la cloture de Zariski complexe de G
dans le groupe de Lie correspondant.

Démonstration. Puisque ces groupes de Lie définissent des pseudo—groupes

de Lie au sens de Malgrange, ils contiennent certainement G""°. Dans
L ~ C*, les sous-groupes Zariski fermés sont les sous-groupes finis et L lui-
méme. Si G ne contient que des éléments périodiques, alors il est d’ordre fini
ou sa cloture topologlque G contient un élément d’ordre infini. Maintenant,
supposons que G"*° contienne un élément d’ordre infini o(z) = e¥imtoy,
to € Q (et toutes ses itérées); en substituant le groupe & 1 paramétre
©i(2) = €%™z a n’importe quelle équation différentielle définissant éLw
on obtient une série formelle f(z, , ¢, ..., ") = > ns0 Pu(e®™)z™ dont
les coefficients sont des polyndmes en 62”” ; par hypothése, pour chaque
n, P,(e 2””) s’annule pour tout ¢ € £HZ et est donc identiquement nul. Par
suite, G “ contient le groupe & 1 paramétre ;(z) = ez, c’est-a-dire L.

Dans E,  ou dans A,, il suffit de montrer que, de la meme maniére, si

G contient un élément de la forme ¢ = exp(Xp,»), alors G contient le
groupe & 1 paramétre ¢; = exp(tX, »). De nouveau, en substituant ¢’ =
Y ns0 0n(t)z™ & n’'importe quelle équation différentielle définissant éhe,
on obtient une série formelle f(z, ¢, ¢',...,®) =3 _ Py(a1,...,a,)z"
dont les coefficients P, (a;(t),...,a,(t)) sont des polynomes en t. Ces po-
lynémes s’annulent pour tout ¢t € Z et sont donc identiquement nuls. Par
suite, le groupe & 1 parameétre exp(tX, ) est entiérement contenu dans

Gt O

Nous renvoyons a [47] pour la démonstration du :

Théoréme 4.50 (Casale). Tout pseudo-groupe de Lie G = éLie au sens
de Malgrange est, au voisinage U de 0 € C, d’un des types précédents,
c’est-a-dire défini par une des équations méromorphes (4.1), (4.3), (4-4)
ou (4.5).

On trouve dans [220] le résultat suivant :
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Proposition 4.51 (Touzet). Soit G C Diff(C,0) un sous-groupe formel-
lement linéarisable mais non analytiquement linéarisable. Alors la cloture

—Lie
de Lie G du pseudo-groupe induit sur un voisinage U de 0 par un sys-

—L .
téme de générateurs est G = Diff(U), le pseudo-groupe de toutes les
transformations conformes dans U .

Démonstration. Supposons par I’absurde que éLw soit de dimension finie.
Alors il existe une coordonnée v : U* — C multiforme redressant la dy-
namique de G sur celle des transformations de Mcebius. Cela résulte par
exemple du théoréme précédent. Si f est un élément non périodique de G,
alors il est non linéarisable d’aprés la section 4.3. La dynamique de ¥, f
commute & la monodromie de ), car sinon, f serait multiforme autour
de 0. Cependant, aucune orbite de C sous 'action de deux transforma-
tions de Meebius commutantes ne peut avoir une adhérence conformément
équivalente au hérisson défini par f prés de 0 (voir section 4.3). O

Le résultat le plus intéressant obtenu avec 'approche de Malgrange est
certainement le suivant.

Théoréme 4.52 (Casale). Soit G le pseudo-groupe défini sur un voisinage
U de 0 par un difféomorphisme f(z) = z + --- € Diff(C,0) tangent a
Videntité. Alors sa cloture de Lie est G- = Diff(U) excepté dans les cas

sutvants :
— Les invariants analytiques de f sont linéaires

or(r) =agr et (1) = a’T

dans ce cas, éLw est de dimension 1, engendré par le générateur
infinitésimal (analytique) de f : c’est le pseudo-groupe linéaire dans
la variable T.

— Les invariants analytiques de f sont de la forme

A =l et gR(r) = a0 + BT,

—Li . )
dans ce cas, G *“ est de dimension 2 et se redresse sur le pseudo-
groupe affine dans la variable T9.
— Les invariants analytiques de f sont de la forme

0 0 0._q\1
PA(r) = adr /(L= bRr )T et o (7) = a7
dans ce cas, G *“ est de dimension 2 et se redresse sur le pseudo-

groupe affine dans la variable Tiq
— Les invariants analytiques de f sont de la forme

PR(1) = aQr /(L= Rr VT et (1) = af (79 + b°) /4

—Lie . .
dans ce cas, G est de dimension 3 et se redresse sur le pseudo-
groupe de Mebius dans la variable T9.
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Démonstration. Rappelons d’abord que f admet, sur chaque pétale de
Leau V5, un générateur infinitésimal X;° : on a f = exp(X7) sur V=
Par ailleurs, f admet un générateur infinitésimal formel X € X (C,0) qui
est p-sommable, ou p est le contact de f & l'identité. En fait, les X ,;t sont
les p-sommes sectorielles de X. De la méme maniére, les itérées complexes
formelles f°' = exp(tX) € ]jiFf((C, 0) de f sont p-sommables et les p-
sommes sont données par la collection des exp(tX ,;t) pour t € C.

En reprenant les arguments de la preuve de la Proposition 4.49, on voit
que chaque itérée complexe f °t est solution formelle des équations différen-
tielles définissant éLze. Par conséquent, les sommes sectorielles exp(tX ,f)
sont aussi solutions des mémes équations différentielles et sont des éléments
du pseudo-groupe ate.

Maintenant, il est facile de voir que le pseudo-groupe engendré sur U*
par les flots sectoriels exp(tX ;t) est de dimension finie si, et seulement
si, on est dans la liste de ’énoncé. On peut voir ca en travaillant dans
la coordonnée 7 sur les sphéres du chapelet associé a f : sur S,:Ct, le flot
exp(tX ,;t) est le flot linéaire 7 — e?™r. Par exemple, le flot linéaire sur
S, agit au voisinage de 0 dans S,j via le recollement @2 : sa dynamique
sur S,:r est engendrée par le flot de (¢9)*70,. En reprenant les arguments
de la preuve du Théoréme 2.22, on montre que le sous-groupe de Diff (C, 0)
engendré par les deux groupes a 1 parameétre exp(t79;) et (¢9)* exp(t79;)
est résoluble si, et seulement si, @) (7) = al7/(1 — b)79%)1/9 pour un g, €
N*. Dans ce cas, le pseudo-groupe engendré est

— A, lorsque b) # 0 et son algebre de Lie est A) := C70, + Cr#+19,,

— L lorsque b2 = 0 et son algébre de Lie est A? := C79, + C.

Ces algebres de Lie étant invariantes par le flot linéaire, elles sont en fait
définies sur les spheéres S,:Ct toutes entiéres comme sous-algébres de Lie de
I’algébre de Lie A de éhe par exemple dans le sens de la section 4.4.3 (éLw
est fermé pour la convergence uniforme d’aprés la Proposition 4.41). Une
étude similaire de comparaison de ces algébres de Lie via les recollements
¢ montre d’une part que g = ¢ est le méme pour tout £ =0,...,p—1
puis que les recollements sont de la forme p°(7) = af®(79 + b°)Y/4. La
dimension de I’algebre de Lie A dépend de la nullité des b9 et des b°.

Si les invariants analytiques 9 et ©3° ne sont pas de la forme précédente,

alors A est de dimension infinie et G~ = Diff (U). Si, par contre, on est
dans 'une des situations de la liste de 1’énoncé, alors A est de dimension
< 3 et les flots sectoriels exp(tX ,;t) engendrent bien un pseudo-groupe de
dimension finie sur U*. Il reste a vérifier que c’est un pseudo-groupe de
Lie en 0. Pour cela, on considére la coordonnée 1 donnée par log(r), 79

2L selon le cas et il suffit de vérifier que a(z) = ¢/'(z), B(z) = i/((;)) ou

ou

7(z) = B'(z) — 38%(2) est a croissance polynomiale en 0 selon la dimension
recherchée. Par exemple, pour ¢(z) = 79, v(z) est bien définie sur U*
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(invariante par les recollements ¢? et ¢ dans chacun des cas) ; si elle est

a croissance modérée en 0, alors elle est se prolonge méromorphiquement

en 0 par Riemann et le pseudo-groupe satisfait ’équation méromorphe
—Li . . . .

(4.5): G *“ est de dimension < 3. Nous laissons ces détails au lecteur. [
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Chapitre 5

Feuilletages holomorphes et
pseudo-groupes

Toutes les notions que nous allons rappeler ici sont classiques, au moins
dans le cas régulier. Le lecteur pourra trouver plus de détails par exemple
dans [85].

5.1 Feuilletages réguliers sur les surfaces com-
plexes

Un feuilletage holomorphe régulier F sur une surface complere M est
défini par un atlas dont les cartes

(H; : U = C)ier

sont des submersions holomorphes satisfaisant, pour chaque intersection
U; N U; non vide, la condition de recollement

Hj = pj;o0H;

pour un difféomorphisme holomorphe ¢, ; : H;(U; N U;) — H;(U; N U;).
Puisque les fonctions H; : U; — C sont des submersions, les courbes de
niveau {H;(p) = constante} sont des sous-variétés complexes de dimension
1. Les composantes connexes de ces courbes, appelées plaques, sont les
classes d’équivalence pour une relation F; sur U;. Précisément, deux points
p,q € U; sont équivalents si et seulement s’ils appartiennent & la méme
plaque, i.e. ils peuvent étre joints par un chemin v : [0,1] — U;, v(0) =
p et y(1) = g, satisfaisant H; o y(t) = H;(p). Le feuilletage global F
est la relation d’équivalence engendrée sur M par les feuilletages locaux
Fi; les feuilles du feuilletage F sont les classes d’équivalence pour cette

174
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relation. Sur chaque intersection U; N U, la relation d’équivalence induite
par F; et F; coincident grace aux conditions de recollement : les plaques
de U; et U; se recollent deux & deux pour former des surfaces de Riemann
plongées dans U; U U;. La feuille passant par un point py € U; s’obtient,
partant de la plaque initiale {H;(p) = H;(po)}, en recollant de proche en
proche toutes les plaques possibles a ’aide des conditions de recollement.
Chaque feuille est une surface de Riemann connexe immergée dans M ; son
intersection avec chaque carte U; est une réunion dénombrable de plaques
et est maximale (pour 'inclusion) a satisfaire & ces propriétés. Les feuilles
ne sont pas proprement plongées en général : leur intersection avec une
carte donnée U; peut étre la réunion d’une infinité de plaques, et méme étre
dense dans U;. La restriction d’un feuilletage F a un ouvert U C M a un
sens évident avec nos définitions, mais notons que les feuilles de F|y ne sont
pas les restrictions des feuilles de F & U, mais leurs composentes connexes
par arcs. Un autre atlas de submersions (H Ui — C),c7 comme au-
dessus va définir le méme feuilletage F sur M s’il définit la méme relation
d’équivalence, i.e. les mémes feuilles.

FIGURE 5.1 — Feuilletage

On peut aussi définir un feuilletage F sur M par un sous-fibré en droites
L C TM du fibré tangent. Les feuilles sont alors les surfaces de Rie-
mann connexes immergées maximales dont ’espace tangent appartient en
tout point au sous-fibré L£. En effet, un tel sous-fibré est défini par un
atlas de cartes (U;);esr équipées de champs de vecteurs holomorphes ré-
guliers (X;);cr satisfaisant, sur chaque intersection U; N Uj, les conditions
de recollement X; = wu;;X; pour des fonctions holomorphes non nulles
uj; : (U; NU;j) — C*. Quitte a raffiner I'atlas, il existe pour chaque carte
U; un difféomorphisme holomorphe ®; : U; — V; C C? conjugant le champ
de vecteurs X; avec le champ constant (®;).X; = 9,. On définit alors
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les plaques sur U; comme étant les courbes intégrales de X;. Puisque les
courbes intégrales de 0, sont aussi les courbes de niveau de la submer-
sion (z,y) — y, les plaques sur U; sont aussi les courbes de niveau de la
submersion H; := ¢; donnée par la seconde coordonnée de ®; = (¢;, ;).
Réciproquement, un feuilletage F sur M définit un sous-fibré en droites
du fibré tangent T C T'M juste en associant, pour tout point p € M, I'es-
pace tangent de la plaque passant par p. Les plaques sont alors les courbes
intégrales des sections locales X; de ce sous-fibré.

Finalement, on peut encore définir un feuilletage F sur une surface M,
ou plutdt le fibré sous-jacent T C T'M, par un sous-fibré N3 C TM* du
dual : les sections de N1 sont les sections de TM™ qui s’annulent identique-
ment sur Tx. Un tel sous-fibré est défini par un atlas de cartes (U;);cs équi-
pées de 1-formes holomorphes régulieres (w;);ec; satisfaisant, sur chaque
intersection U; N Uj;, aux conditions de recollement w; = v;;w; pour des
fonctions holomorphes non nulles v, ; : (U; N U;) — C*. Dans des cooron-
nées locales (x;,y;) € Us, si X; = fi(xi, ¥:)0z, +9i (i, yi) Oy, est une section
réguliére de T'x, alors on peut choisir w; = g; (24, y;)dx; — fi(zi, y;)dy; pour
engendrer Nx. Alors les plaques sont les graphes des solutions y;(x;) de
I’équation différentielle Zi’; = %
sont alors les surfaces de Riemann connexes immergées maximales dans M
en restriction auxquelles les w; s’annulent identiquement.

dans ces coordonnées. Les feuilles

5.2 Pseudo-groupes d’un feuilletage

Un feuilletage F sur une variété M définit 3 pseudo-groupes. Nous ren-
voyons & la section 4.4 pour la définition de pseudo-groupe qui reste la
méme en toute dimension.

Tout d’abord, le pseudo-groupe basique de F est la collection des dif-
féomorphismes holomorphes ¢ : U — V entre ouverts de M envoyant les
feuilles locales dans les feuilles : si F|y désigne le feuilletage restreint a U,
alors on demande que chaque feuille de F|y soit envoyée par ¢ dans une
feuille de F. Dans des coordonnées locales (z,y) € U ou le feuilletage est
défini par {y = constant}, la restriction du pseudo-groupe basique consiste
en tous les difféomorphismes dans U de la forme ®(z,y) = (é(x,y), ¢(y)).
Malgrange 'appelle “pseudo-groupe des automorphismes du feuilletage”
dans [127], et le note Aut(F).

Le pseudo-groupe tangent G de F est contenu dans le précédent et un peu
plus subtil & définir. Considérons d’abord, dans des coordonnées locales
(z,y) € U ou le feuilletage est défini par {y = constant}, le pseudo-
groupe Gy qui consiste en tous les difféomorphismes dans U de la forme
O(z,y) = (¢(z,y),y). Alors le pseudo-groupe tangent G est engendré sur
M par tous les Gy, ot (U;);er est un atlas de cartes définissant le feuilletage
sur M. On peut voir aussi G comme le pseudo-groupe engendré sur M par
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les flots des sections holomorphes du fibré tangent Tx. C’est le pseudo-
groupe du transport holonome.

Il est clair que le pseudo-groupe tangent G est contenu dans le pseudo-
groupe basique. Mais notons que la restriction G|y de G & une carte locale
U comme au-dessus est en général plus grande que Gy : certains élé-
ments de G permutent non trivialement les plaques, i.e. sont de la forme
O(z,y) = (¢(z,9),p(y)) avec ¢ # identité. En effet, I'action de G est
clairement transitive sur chaque feuille L (parce que c’est déja le cas lo-
calement) ; donc, G|y agit transitivement sur la restriction L|y alors que
Gy n’agit transitivement que sur les composantes connexes de L|y. Néan-
moins, l'intersection de chaque feuille avec U ayant une quantité au plus dé-
nombrable de composantes connexes, on voit facilement qu’il n’y a qu’une
quantité dénombrable de permutations ¢ possibles apparaissant dans G|y
(au moins pour une raison d’analyticité). Ainsi, ce pseudo-groupe contient
localement des informations globales non triviales sur le feuilletage et le
comportement des feuilles.

Les deux pseudo-groupes précédents caractérisent le feuilletage et sont
toujours de dimension infinie, ne serait-ce que parce qu’ils le sont déja dans
les cartes U;. Nous voudrions maintenant oublier le feuilletage pour nous
concentrer sur la partie transverse du pseudo-groupe tangent, & savoir les
permutations ¢ des plaques qui apparaissent dans les cartes. Ceci nous
conduit & définir le pseudo-groupe transverse de F. Pour cela, considérons
un atlas de submersions (H; : U; — V; C C);¢r définissant le feuilletage
F sur M et considérons 'union disjointe T" = U;c;V;. Rappelons que 'on
peut toujours supposer I dénombrable de sorte que 7' soit une variété
(abstraite) de dimension 1. Alors, T' est naturellement équipé du pseudo-
groupe G engendré par les applications de transition ¢;; : H;(U; N U;) —
H;(U;NUj). Si (x,y) € U sont des coordonnées locales dans lesquelles une
des submersions H : U — V de la collection précédente s’écrit H(z,y) =y
(le feuilletage est alors décrit par {y = constante}), alors la restriction
de G 4V est précisément la collection des transformations ¢ apparaissant
dans les éléements ®(x,y) = (¢(x,y), p(y)) du pseudo-groupe tangent. En
ce sens, G est la partie transverse du pseudo-groupe tangent.

Il est naturel de dire que deux pseudo-groupes G et G’ sur des variétés M
et M’ sont équivalents si, et seulement si, il existe un difféomorphisme ho-
lomorphe ® : M — M’ conjugant G & G’. Par exemple, si @ conjugue deux
feuilletages F et F’, alors ® conjugue les pseudo-groupes basiques et tan-
gents correspondant. Néanmoins, cette relation d’équivalence est trop fine
pour les pseudo-groupes transverses. En effet, le pseudo-groupe transverse
construit ci-dessus dépend fortement de ’atlas de submersions choisi pour
définir le feuilletage ; plus précisément, la variété T" dépend du choix des
cartes. Nous allons donc définir une relation d’équivalence plus grossiére
sur les pseudo-groupes (transverses) de sorte que ces objets deviennent
intrinséquement définis par le feuilletage.
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La relation d’équivalence est engendrée par la régle suivante. Soit G un
pseudo-groupe sur une variété M. Pour tout recouvrement ouvert M =
U;erU;, observons que le pseudo-groupe G est encore engendré sur M par
toutes les collections C; ; C G d’éléments ¢ : U — V satisfaisant U C U;
et VC Uy, 4,5 € I. On peut s’en convaincre en considérant le groupoide
de germes associé. Considérons maintenant la nouvelle variété définie par
I'union disjointe M’ := Ll;c;U; et équipons-la du pseudo-groupe G’ engen-
dré par I’ensemble des collections C; ; C G. En particulier, C; ; contient
I'application id : U; N U; — U; NU; qui, dans M’, devient non triviale et
garde mémoire du fait que les U; étaient collés aux U; dans le passé. On
dira que les pseudo-groupes (M, G) et (M',G") sont équivalents.

Grosso-modo, cette régle signifie que nous nous autorisons a disconnecter
M en plusieurs (éventuellement une infinité dénombrable) de composantes
en ajoutant au pseudo-groupe les difféomorphismes qui permettent de re-
coller les morceaux pour revenir sur M. En considérant la relation d’équi-
valence engendrée par cette régle, nous nous autorisons réciproquement a
remplacer M par la variété M’ obtenue par chirurgies dénombrables, en
recollant des ouverts de M a l'aide d’éléments de G. Attention, bien que G
soit dénombrable, on ne peut pas pour autant tout identifier. En effet, si
I’on identifie tous les points de M appartenant a la méme orbite sous I’ac-
tion de G, alors le quotient topologique M /G est encore défini par un atlas
de cartes U; — U, /G, mais les applications de transition ¢; ; ne satisfont
pas en général la condition de cocycle

i © Pk © Pk = identité.

Si (T, G) est le pseudo-groupe transverse d’un feuilletage F sur M, le
quotient T'/G est I'espace des feuilles du feuilletage. Si une feuille de F est
dense dans M, alors le point de T/G correspondant est dense dans T'/G
par rapport a la topologie quotient. Le pseudo-groupe (T,G) peut-étre
considéré comme un atlas définissant T/G sur lequel des structures géo-
métriques supplémentaires peuvent apparaitre. Avec la définition d’équi-
valence que nous venons de décrire, un pseudo-groupe (77, G’) équivalent
a (T, G) est un autre atlas définissant le méme quotient 7'/G avec la méme
structure analytique. De cette maniére, on se convainc que le pseudo-
groupe transverse de F est précisément défini modulo ’équivalence ci-
dessus.

Si T supporte une structure géométrique additionnelle, comme par exem-
ple une métrique Riemannienne, qui soit invariante sous l'action de G, alors
on dira que c’est une structure géométrique transverse a F et par exemple,
dans ce cas précis, que F est transversalement Riemannien. Alors T'/G est
naturellement équipé de cette structure géométrique qui du coup se reléve
sur 7", invariante sous l'action de G’, pour tout pseudo-groupe (7”,G’)
équivalent a (T, G).
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On dira qu’un pseudo-groupe (T,G) est trivial $’il est équivalent au
pseudo-groupe trivial sur une variété, c’est-a-dire si le quotient T'/G est
elle méme une variété.

Exemple 5.1. Les pseudo-groupes (C, G) des translations sur C et (C*,G")
des homothéties sur C* sont équivalents. En effet, on peut découper le
premier en union disjointes M = Upcz B, bandes horizontales B, =
{nm < Im(z) < (n+ 2)7} et le pseudo-groupe G induit sur C est en-
gendré par la collection des difféomorphismes entre ouverts de B, et By,
de la forme z — z+t, t € C. Le second peut-étre découpé en union dis-
jointe M = UnezS, de secteurs S, = {nm < arg(z) < (n+ 2)7} (une
infinité de copies de Sy et S1) et le pseudo-groupe G’ induit sur M’ est
engendré par tous les difféomorphismes entre ouverts de S, et Sy, de la
forme z — cz, ¢ € C*. Maintenant, la collection des difféomorphismes
®, : B, — Sp;z > 2™ définit un difféomorphisme global ® : M — M’
conjugant les pseudo-groupes respectifs G et G'. Notons que “ce pseudo-
groupe” n’est pas trivial. Attention, le pseudo-groupe défini par les homo-
théties sur C tout entier n’est pas équivalent au précédent.

Donnons maintenant quelques indications permettant de calculer le pseu-
do-groupe transverse d’un feuilletage dans bien des cas, c’est-a-dire de dé-
crire un représentant (7, G) de la relation d’équivalence & 1'aide de ses
générateurs sur 7.

Considérons un feuilletage F sur M. Par une courbe T' transverse ¢ F on
entendra une variété T' de dimension 1 (non nécessairement connexe) munie
d’une immersion injective i : T' < M transverse a F. On dira que T est une
transversale compléte si toutes les feuilles intersectent 7' (i.e. son image).
Le pseudo-groupe tangent de F contient des difféomorphismes ® : U — V
entre ouverts de M préservant la transversale, i.e. envoyant TNU dans T ;
un tel élément ® induit un difféomorphisme ¢ = ®|rny : (TNU) — (TNV)
entre ouverts de T'. La collection de toutes ces applications ¢ est un pseudo-
groupe sur 7', appelé le pseudo-groupe induit par F sur la transversale T'.

Considérons un atlas dénombrable de submersions (H; : U; — V; C
C)ies définissant le feuilletage F sur M. Pour chaque i € I, choisissons
une section holomorphe s; : V; < U; de H; : la courbe T; := s;(V;) C
U, est automatiquement transverse au feuilletage et, quitte a raffiner le
recouvrement (U;);er, on peut supposer de plus que ces courbes T; sont
deux & deux disjointes. Par construction, la courbe T' = U;cT; est une
transversale compléte a F et le pseudo-groupe induit par F sur T est le
pseudo-groupe transverse du feuilletage.

Soit G un pseudo-groupe sur une variété 1. Si un ouvert T' C T inter-
secte toutes les orbites pour Uaction de G sur T, alors le pseudo-groupe
restreint (T',G' = G|y) est équivalent ¢ (T,G). En effet, pour chaque
point p € T\ T”, il existe un élément ¢, : U, — V,, C T" dans G; il est pos-
sible d’extraire, du recouvrement Upep\ 7+ Uy, de p € T\T”, un recouvrement
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dénombrable U;e U, . Maintenant, découpons d’abord T' en T"U(U;e Uy, ),
puis recollons les ouverts U,, avec T” & I’aide des ¢, : Up, = V,,, C T".

Par conséquent, le pseudo-groupe induit par le feuilletage F sur une
transversale compléte T' dans M est le pseudo-groupe transverse du feuille-
tage.

5.3 Holonomie d’une feuille, d’un feuilletage

Le pseudo-groupe induit par F sur une courbe transverse T est engendré
par les applications d’holonomie définies comme suit. Pour tout chemin
v :[0,1] — M tangent au feuilletage (i.e. contenu dans une feuille de F)
avec extrémités y(0) = po et v(1) = p; dans T, on peut construire une
famille continue d’éléments ¢, : Uy — U; C M du pseudo-groupe tangent
satisfaisant :

— Uy contient py et ®g est 'identité sur Uy ;

— ®,(pog) = y(t) pour tout t € [0,1];

— & (TNUy) =T NU;.

On peut faire cela en considérant un recouvremant fini de trivialisations
locales pour le feuilletage le long de ([0, 1]). Alors, 'application d’holono-
mie @ : (T, po) = (T, p1) est le germe de difféomorphisme induit par ®¢|7
en po. L’application d’holonomie ¢, ne dépend ni du choix de la famille
®,, ni du choix de la classe d’homotopie de v (& extrémités fixes) dans la
feuille.

b1

FIGURE 5.2 — Holonomie d’un chemin entre deux transversales

Voici une autre maniére de construire ¢, : (T,po) — (T,p1). Etant
donné un atlas de submersions (H; : U; — V; C C);c; définissant le feuille-
tage F sur M, on peut extraire un recouvrement fini de ([0, 1]) par une
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suite de cartes, disons Uy, Uy, ...,Uyn pour simplifier, intersectées succes-
sivement par v(t) quand ¢ va de 0 & 1. Par construction, la composition
des applications de transition successives ¢y ny—10 -+ @21 0 @10 est bien
définie, quitte & restreindre leur domaine de définition, sur un voisinage
ouvert de Hy(po). Cette application définit un germe de difféomorphisme
(Vo, Ho(po)) = (Vn, Hn(p1)) qui correspond & ¢~ & travers les coordon-
nées locales respectivement induites sur T par Hy en py et par Hy en
p1.
Pour tout point py € T', on hérite d’une représentation

71 (Fpo,Po) — DIE(T,po) 5 v+ SOO( 1)

du groupe fondamental de la feuille F,, passant par p, dans le groupe
des germes de difféeomorphismes de T' fixant pg. Attention, la fléche naive
¥ + ¢, définit une anti-représentation, i.e. ¢, 4, = ¥, 0 @,. A travers
n’importe quelle coordonnée locale (C,0) — (T, po), on déduit la représen-
tation d’holonomie de la feuille F,, passant par pg

T (fpo,po) — lef(@7 O)

qui est bien définie au choix prés de la coordonnée, c’est-a-dire a conjugai-
son prés dans Diff(C, 0).

5.4 Feuilletages singuliers

Soit F un feuilletage régulier défini sur un voisinage épointé U* = U\ {0}
de lorigine 0 € C? : F est par exemple défini & partir d’un recouvrement de
U* par des cartes (U;);er équipées de 1-formes w; = f;(x,y)dz —g;(z,y)dy.
Quitte a changer de coordonnées sur U, on peut supposer que le feuille-
tage F n’est pas le feuilletage vertical et donc qu’aucune des fonctions
holomorphes g; n’est identiquement nulle. Les conditions de recollement
entrainent alors que toutes les fonctions méromorphes Emj; coincident et
se recollent en une fonction méromorphe globale sur U*. *. Par le Théoréme

de Levi (Hartogs version méromorphe), cette fonction s’étend méromor-

phiquement sur U, i.e. est donnée au voisinage de 0 par le quotient 5 gzg;

de deux fonctions holomorphes f et g en 0. Par conséquent, le feuilletage
régulier F sur U™ est encore défini, prés de 0, par une 1-forme holomorphe
w = f(z,y)dx — g(x,y)dy éventuellement singuliére en 0. Notons que le
feuilletage F est aussi défini sur le voisinage épointé de 0 par le champ
de vecteurs holomorphe & singularité isolée X = g(x,y)0: + f(z,y)0,
Par contre, le feuilletage n’est en général pas défini par une submersion
H : U — C holomorphe, ni méme méromorphe.

Un feuilletage holomorphe singulier F sur une surface complexe M est,
par définition, un feuilletage régulier F défini en dehors d'un ensemble
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discret de points de M, i.e. un feuilletage & singularités isolées. D’aprés la
discussion précédente, de maniére équivalente, un tel objet est défini par
un atlas de cartes (U;);er équipées de 1-formes holomorphes (w;);er (resp.
de champs de vecteurs holomorphes (X;);cr) & zéros isolés satisfaisant, sur
chaque intersection U; NUj, les conditions de recollement w; = v; ;w; (resp.
X; = u;;X;) pour des fonctions holomorphes u;;,v;; : (U; NU;) — C*
(automatiquement non nulles). Les singularités du feuilletage F sont les
points en lesquels F ne peut pas étre prolongé en un feuilletage régulier ; il
est facile de voir que ce sont les zéros (isolés) des formes w; ou des champs
X, deéfinissant F. On notera Sing(F) '’ensemble des points singuliers de
F. Les feuilles d'un feuilletage singulier sont par définition les feuilles du
feuilletage régulier induit sur M \ Sing(F). De méme, le pseudo-groupe
basique, tangent ou transverse de F sera par définition celui du feuilletage
régulier sous-jacent sur M \ Sing(F).

Remarque 5.2. Une forme différentielle w = f(z,y)dz — g(x,y)dy (non
identiquement nulle) ayant un zéro non isolé & lorigine définit tout de
méme un feuilletage régulier F en dehors de son lieu d’annulation. En
divisant w par une équation convenable locale de la composante de codi-
mension 1 de ses zéros (i.e. le diviseur commun de f et g), on obtient
une 1-forme w holomorphe & singularités isolées dont le feuilletage F pro-
longe celui de w en dehors d’un ensemble discret. Le prolongement ainsi
obtenu est mazimal et souvent appelé feuilletage singulier saturé associ€ a
w ; nous le noterons F,,. De la méme maniére, une 1-forme méromorphe
(non identiquement nulle) définit un unique feuilletage singulier saturé.

Les sous-fibrés en droites T'r et N3 définis sur M\ Sing(F) ne s’étendent
pas en sous-fibré en droites aux points singuliers. Par contre, en passant
aux faisceaux des sections locales, ils définissent des sous-O-module loca-
lement libre de rang 1 qui, quant-a-eux, s’étendent aux points singuliers.
Réciproquement, tout sous-O-module localement libre de rang 1 du fibré
tangent 7'M ou de son dual TM* définit un feuilletage holomorphe singu-
lier sur M. En effet, un tel sous-faisceau est toujours localement engendré
par une section & zéros isolés.

Exemple 5.3. Une fonction holomorphe H : (C%,0) — (C,0) non constan-
te définit un feuilletage singulier F sur un voisinage U de 0 dont toutes
les feuilles sont des sous-variétés analytiques sur U*. Si H a une sin-
gularité isolée en O (dH s’annule) alors la courbe analytique singuliére
C = {H = 0} est la réunion disjointe du point singulier {0} et d’un
nombre fini de feuilles de F dans U*.

Exemple 5.4. Une fonction méromorphe H : (C?,0) — C non constante
définit un feuilletage singulier F sur un voisinage U de 0 dont toutes les
feuilles sont des sous-variétés analytiques sur U*. Si 0 est un point d’in-
détermination de H, alors chaque feuille (dans U*) se prolonge en une
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courbe analytique singuliére en 0 : ce sont les composantes irréductibles
des niveaur {H = constante}.

Exemple 5.5. La 1-forme w = x%dy + ydx définit un feuilletage F au
voisinage de 0 dont les feuilles sont :

— la feuille verticale {x = 0},

— les graphes de y = ce'/*, ¢ € C.
Outre la feuille horizontale {y = 0} donnée par ¢ = 0, toutes les autres
feuilles sont transcendantes dans tout voisinage de 0 et accumulent la
feuille verticale : c’est le Théoreme de Picard.

On appellera courbe invariante (ou séparatrice) passant par un point
p € Sing(F) tout germe de courbe analytique C (singuliére) en p qui,
dans un voisinage épointé de p coincide avec une réunion (finie) de feuilles
de F. Si une courbe C' est définie prés de p par I’équation F' = 0 avec
F : (M,p) — (C,0) holomorphe réduite, et si F est défini par un germe
de 1-forme holomorphe w & singularité isolée en p, alors la courbe C' est
invariante si, et seulement si, F' divise dF' A w. Le Théoréme de Camacho-
Sad que nous discuterons plus loin affirme que par tout point singulier
de F passe une courbe invariante. On dit que la singularité est dicritique
lorsqu’elle admet une infinité de courbes invariantes irréductibles deux-a-
deux distinctes; c’est le cas par exemple pour le feuilletage défini par les
courbes de niveau d’'une fonction méromorphe H au voisinage d’un point
d’indétermination. Pour une singularité non dicritique, on parlera de la
courbe invariante pour désigner la réunion (finie) de toutes ses courbes
invariantes irréductibles.

Une caractérisation remarquable des courbes invariantes est la suivante.
Soit U un voisinage d’un point singulier p du feuilletage F et soit L une
feuille du feuilletage régulier F |y~ en restriction au voisinage épointé U* =
U\ {p}. Si L est analytique (i.e. fermée) dans U* et adhére a p dans U,
alors son adhérence L = L U {p} dans U est analytique et définit donc une
courbe invariante. On a aussi le :

Lemme 5.6 (Moussu). Si deux germes de feuilletages singuliers F et F'
en (C2,0) possédent une feuille commune L sur un voisinage épointé U*
de 0, alors

— ou bien L se prolonge en une courbe analytique en 0,
— ou bien F = F'.

Démonstration. Soient w et w’ deux 1-formes holomorphes & singularité
isolée sur U définissant F et F’. Par hypothése, ces deux formes s’annulent
identiquement en restriction & L et donc w A w’ s’annule le long de L.
Dans des coordonnées locales (z,y) en 0, la 2-forme précédente s’écrit
wAW = F(z,y)dx A dy ou F est une fonction holomorphe sur U. Si L
n’est pas analytique, alors F' est identiquement nulle sur U puisqu’elle
s’annule le long de L : w Aw' =0 et F = F'. O
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Chapitre 6

Singularités réduites

Dans ce chapitre, nous allons décrire les singularités “réduites” de feuille-
tages holomorphes en dimension 2. Elles apparaitront plus loin comme
singularités terminales aprés réduction d’une singularité générale par écla-
tements ponctuels. Ce sont les singularités définies (& changement linéaire
prés de coordonnées) par :

w = zxdy — aydx + - - -
ot a € C\Qso.

6.1 Bestaire préliminaire des singularités non
dégénérées

Soit F le germe de feuilletage singulier de (C2,0) défini par un champ
de vecteurs holomorphe a singularité isolée

X = f(z,y)0; + g(,y)0,
et considérons sa partie linéaire sous forme matricielle :

Lin(X) = <Z Z) ou X = (ax+by)dy + (cx +dy)dy +---

Si @ € Diff(C?,0) a pour partie linéaire

9P 9%y
Jac(®) = (aaqu a%i)

ox Oy

9

(z,y)=(0,0)

alors on a :

Lin(®*X) = Jac(®) ! - Lin(X) - Jac(®)

185
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Ainsi, les valeurs propres {a;, as} de Lin(X) sont des invariants de conju-
gaison du champ de vecteurs X. Un autre champ de vecteurs X’ (a singula-
rité isolée) va définir le méme feuilletage si, et seulement si, X' = F(x, y) X
pour une fonction non nulle F' et on a Lin(FX) = F(0,0)Lin(X). Ainsi, &
changement de coordonnée prés, le feuilletage F est défini par un champ
de vecteurs dont la partie linéaire est de la forme :

. 10 1 1 0 1 0 0

w0=(o ) (1) Ga) o (00)
On dira que F est une singularité dégénérée dans le dernier cas, c’est-a-
dire lorsque la partie linéaire de X est triviale; c’est le cas de ’exemple
en bas a gauche dans la figure 5.3. Ce sont les singularités “de type gé-
néral” en ce sens oll on ne peut espérer de classification raisonnable dans
leur ensemble. On verra dans les sections suivantes comment dégager de
nombreux invariants de conjugaison, puis comment décrire leur pseudo-
groupe transverse. On notera deux sous-familles relativement simples qui
ont été beaucoup étudiées. La premiére (voir [50, 227, 228, 155, 130, 158])
est définie par les champs de vecteurs

X=X,+- -

s’annulant & 'ordre n > 1 dont la partie homogéne d’ordre n est suffisam-
ment générique : nous verrons dans la section 7.1.1 qu’elles se réduisent
aprés 1 éclatement et que le diviseur exceptionnel est invariant par le
feuilletage éclaté; cette propriété les caractérise. La seconde famille est
celle des singularités de feuilletages dicritiques F qui deviennent régulier
aprés un éclatement (voir [57, 99, 156, 79, 157]). Nous reviendrons sur ces
familles a titre d’exemple dans les sections qui suivent.

Dans le second cas, lorsque la matrice Lin(X) est nilpotente (non tri-
viale), c’est-a-dire lorsque F est défini & changement linéaire de coordon-
nées pres par

X =y0,+ -+ ouencore w=ydy+---,

on dit que F est une singularité nilpotente ; c’est le cas de I'exemple
en haut a droite dans la figure 5.3. Ces singularités ont fait 1'objet de
nombreux travaux (voir [147, 58, 74, 123, 116, 144, 14, 212, 211, 213, 162,
39, 145, 81, 141]) qui permettent aujourd’hui de bien les comprendre. Leur
classification analytique se raméne cependant, dans le cas le plus simple,
au probléme ouvert discuté dans la section 2.6.

Enfin, quand une des valeurs propres est non nulle, F est défini dans de
bonnes coordonnées par

X =20, +aydy+--- ouencore w=zxdy—oydr+---,
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(excepté le cas unipotent X = (z + )0, +yd, + - --) avec a € C. Lorsque
a # 0, on peut permuter les 2 coordonnées : seule la paire {c, 1} est bien
définie par le feuilletage, ou encore, ce qui revient au méme, son indice de
Baum-Bott o+ 1 +2 € C (voir [24], page 34). On dira que la singularité
est de type :

— hyperbolique si a € R,

— noeeud si a > 0 (incluant le cas unipotent),

— col si a <0,

— mnoeud-col si a = 0.
Lorsque a ¢ R<g, on dit que F est dans le domaine de Poincaré en réfé-
rence au théoréme de linéarisation démontré par Henri Poincaré pour les
germes de champs de vecteurs analytiques (toute dimension). Dans ce cas,
on peut linéariser le feuilletage (et méme le champ de vecteurs) excepté
dans quelques cas résonants pour lesquels Henri Dulac a cependant donné
des formes normales trés simples :

Théoréme 6.1 (Poincaré-Dulac). Soit F une singularité de feuilletage
non dégénérée d’invariant o € C\ R<p.

1-Sia ¢ Net é ¢ N alors le feuilletage est linéarisable : dans de bonnes
coordonnées holomorphes, F est défini par

w = xdy — aydx.

2- Sinon, disons a = n € N*, alors il existe des coordonnées holomorphes
dans lesquelles le feuilletage F est défini par

w=uzdy —nydx ou zdy— (ny-+a")dz.

Dans le cas n = 1 de I’énoncé, on trouve les singularités radiale et
unipotente respectivement. On appelle singularité de Poincaré-Dulac celles
qui apparaissent & droite dans le second cas : ce sont celles qui ne sont pas
diagonalisables.

Lorsque a < 0, on dit que F est dans le domaine de Siegel ; dans ce cas,
des problémes de divergence viennent s’ajouter aux problémes de résonance
comme nous le verrons plus loin. Le définition qui suit est motivée par le
théoréme de Seidenberg (voir section 7.1.3)

Définition 6.2 (Singularité réduite). On dira qu’une singularité de feuille-
tage F est une singularité réduite lorsqu’elle est définie par

w=zxdy —aydx + - -
avec o € C\ Qso.

Comme nous le verrons, ce sont précisément les singularités non dégé-
nérées possédant exactement deux courbes invariantes (ou séparatrices)
formelles transverses; les noeuds que 'on a exclu en ont une infinité (cas
linéaire) ou une seule (cas Poincaré-Dulac).
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6.2 Singularités réduites linéaires

Les singularités linéaires w = zdy — aydz, a € C\ Qx>(, possédent deux
courbes invariantes, & savoir les axes de coordonnées. Les autres droites ho-
rizontales et verticales sont transverses au feuilletage. L’holonomie de ’axe
des z se calcule sur une transversale {x = x} paramétrée par la variable
y et s'écrit fi,(y) = €™ y. En effet, une intégrale premiére multiforme
est donnée par H(x,y) = ~“y, ’holonomie est définie par :

H(e* o, fo,(y)) = H(z0,y)

et la monodromie de H est donnée par H (e x,e?™y) = H(x,y).
L’holonomie de I’axe des y se calcule, par exemple, en inversant les roles
de x et y, ce qui nous donne ¥ = ydz + Lxdy et g, (z) = e2im/ag,

6.2.1 Type (Fin)ey : w = pydz + qrdy avec p,q € N* (a =
—§ € Q<o)

Ce sont les seules singularités réduites admettant une intégrale premiére
holomorphe : H(z,y) = zPy?. On parlera alors de cols holomorphes.

6.2.2 Type (Lin)e, : w = zdy — aydx avec o € Ro\ Q-

Ce sont les cols linéaires; I'holonomie y — 2™y est une rotation ir-

rationnelle ; ’adhérence de toute feuille autre que les axes est une sous-
variété (lisse) analytique réelle de dimension 3 (elle n’adhére ni aux axes,
ni a l'origine).

6.2.3 Type (Lin)yew : w = xdy —aydr avec a € R\ Qg

Ce sont les neeuds linéaires. L’holonomie y +— €2y est une rotation

irrationnelle. L’adhérence de toute feuille autre que les axes est une sous-
variété analytique réelle de dimension 3 singuliére & 'origine ; elle sépare
tout voisinage de l'origine en 2 composantes connexes, chacune contenant
un axe de coordonnée.

6.2.4 Type (Lin)yy, : w = zdy — aydr avec a € C\ R

Ce sont les singularités linéaires hyperboliques; I’holonomie est contrac-
tante ou dilatante ; ’adhérence de chaque feuille L autre que les axes est :

L = LU {axes}.
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6.3 Singularités réduites de type col : w =
xdy — aydx + --- avec a € R

Les travaux de Briot et Bouquet montrent qu’il existe encore deux
courbes invariantes lisses, tangentes aux axes de coordonnées & l’origine.
Par changement de coordonnées holomorphes, on peut supposer que ce
sont précisément les axes, de sorte que :

w=xz(1+ F(z,y))dy — ay(1 + G(z,y))dx

ou F,G € C{xz,y} s’annulent toutes deux a ’origine (voir [140], p.518-522).

En particulier, sur un petit voisinage de ’origine, les autres droites ho-
rizontales et verticales sont transverses au feuilletage. Un petit calcul d’in-
tégration (voir [140], p.481-482) montre que 1’holonomie de l'axe des z,
calculée, par exemple, sur une de ces transversales dans la coordonnée y,
est de la forme :

) =Py 4o
Comme précédemment, en inversant les roles de x et y, on déduit que
I’holonomie de I'axe des y est du type g(z) = e*™/%z 4 ...,

FIGURE 6.1 — Holonomie d’un col

Théoréme 6.3 (Mattei-Moussu). Fizons a € Reg. Alors le feuilletage
défini par w = xdy — aydx + --- est caractérisé par l’holonomie de sa
séparatrice horizontale : si W' est aussi de la forme précédente, alors sont
équivalents
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— F., et F., sont analytiquement équivalents (par un germe de difféo-
morphisme ne permutant pas les azes),
— leurs holonomies f, [’ = e*™y+- - sont analytiquement conjuguées.

Démonstration. Le sens direct est évident. Pour la réciproque, nous allons
construire le changement de coordonnées sous la forme :

P(z,y) = (z,¢(z,y))

c’est-a-dire respectant la fibration {x = C%} fibre par fibre. Avant cela,
une homothétie permet de supposer w et w’ définies au-dela du polydisque
D x D et du type % =aZ(1l+e(z,y)) avee |e(z,y)| <e << 1.
Par un premier changement de coordonnée du type (z, ¢(y)), on se ra-
mene a :
dy
dr
Pour cela, on décompose ¢ = ye1(y) + zea(z,y) ; il suffit de choisir ¢(y)

. . dé __ dy R , . e s
satisfaisant 4 = y(0tva @) Cette derniére équation s’intégre en posant
¢ = uy.

Par hypotheése, il existe un difféomorphisme ¢ € Diff (C,0) conjugant
les holonomies f(y) et f/(y) calculées sur la transversale {x = 1}. A ho-
mothétie prés, on peut supposer ¢ bien défini sur D. Le changement de
coordonnée @ est alors donné par :

a%(l + xe(z,y))

D(z,y) = (z,¢), 000"V (y))

ol ., et go'v sont les applications d’holonomie des feuilletages respectifs
Fo et F, associées & un chemin ~ joignant le point 1 au point z dans la
base D* x {0}.

Cette application est holomorphe, ne dépend pas du choix de 7y puisque
o« f = f' et envoie feuilles de F,, sur celles de F,,.. La chose & démontrer
est que cette application est bien définie et bornée sur un domaine D* x D,
ou D, désigne un petit disque de centre 0 et de rayon € > 0. Pour cela, nous
allons montrer que les applications d’holonomie ¢.,(y) sont uniformément
proches des applications correspondantes du modéle linéaire dés que 'on
borne la longueur de 7. Ceci entrainera automatiquement cela en choisis-
sant une longueur permettant & v d’atteindre tous les points de la base, et
® s’étendra automatiquement par Riemann le long de I'axe vertical.

Pour le modéle linéaire, les applications d’holonomie sont de la forme
w{jn(y) = (%0)%y ou zg et x sont les extrémités de v, la détermination
dépendant de la classe d’homotopie de . Considérons donc la variable
@ = (%2)%y et estimons sa variation le long des feuilles du feuilletage :

do _ —ad—x + & _ ae(z,y)dz
4 z Y
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;
e g i%
gl g
@
T |
) 1)
. T, )
=y
v

FIGURE 6.2 — Extension aux feuilletages d’une conjugaison entre les holo-
nomies
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de sorte que :

d
|| < eladal
¥
d’ot, en intégrant le long d’un chemin v de longueur < § :
| log(z7y1) — log(x5yo)| < dlal
ce qui nous donne finalement :

0 < eSOl < ‘ %(y) ‘ < eflol 5o

~ | lin(y)

uniformément pour tout chemin v de longueur < §. En particulier, cette
=1 _ 0
= ().

. . . o
estimation vaut aussi pour ¢

Une autre preuve, techniquement plus élémentaire, mais plus longue, se
trouve dans [66].

Remarque 6.4. Sil’on notey — fz,(y) Uholonomie calculée sur la trans-
versale {x = xo} dans la variable y, alors la fleche (x,y) — (z, fz(y))
définit un difféomorphisme (fibré laissant le feuilletage invariant) qui se

2T

prolonge sur {x = 0} par fo(y) = e*™y.
Remarque 6.5. Toute feuille qui adhére a un azxe adhére aussi a l'autre.

Remarque 6.6. L’holonomie de l'une ou l’autre des séparatrices est linéa-
risable si, et seulement si, le col est linéarisable. En particulier, I’holonomie
d’une séparatrice est linéarisable (resp. périodique) si, et seulement si, il
en va de méme pour 'autre.

Remarque 6.7. Tout col est linéarisable par une transformation fibrée
O(z,y) = (z,¢(z,y)) au-dessus d’un disque coupé {z & R>o}. La mono-
dromie de ® est donnée par :

P, y) = P(a, e > fo(y))  pour € Rxo.

Ainsi, le feuilletage est construit de la fagon suivante. On a coupé le col
linéaire w = zdy — aydx au-dessus de {x € Rxq}, puis on l’a recollé
au-dessus de {x € Rso} en décalant les feuilles a laide de la partie non li-
néaire, par exemple, de f1(y) donnée par automorphisme tangent & l'iden-

tité h(y) := e~ 2 f1(y).

Le résultat suivant est démontré dans [138] dans le cas a € Q«p, puis
dans [171] dans le cas d’un col général.

Théoréme 6.8 (Perez-Marco-Yoccoz). Etant donnés o € Rog et f(z) =
e?my ... € Diff(C,0), il eriste w = xdy — aydx + --- dont [’holonomie
de la séparatrice horizontale est précisément f.
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La démonstration suivante reprend celle de Bernard Malgrange dans
[126].

Idée de démonstration. La démarche a suivre est suggérée par la remarque
6.7. On considére 'holonomie & réaliser sous la forme f(z) = €2 *h(z) avec
h(z) tangent a l'identité. On construit, & la maniére de la remarque 6.4,
une transformation fibrée ®(z,y) = (x, ¢(z,y)) au-dessus du demi-disque
A = {|arg(z)| < F,|z| < 1} laissant invariant le feuilletage linéaire et
coincidant avec h(y) le long de la transversale {z =1} :

$(z,y) = (93")hly) = a*h(z~y)

ol cplvin désigne I'application d’holonomie associée au chemin v = [1, z]. En
décalant les feuilles du feuilletage linéaire par ®, on construit une variété
de dimension 2 complexe M munie d'un feuilletage dont ’holonomie est
f. 11 faut reconnaitre M comme étant un voisinage de 1’origine de C? privé
de l'axe vertical. Pour cela, on utilise une construction intermédiaire C*°.

On construit, a I'aide d’une partition de I'unité portant sur I’'argument
de z, une transformation C*° fibrée ® au-dessus du demi-disque A qui,
au-dessus du sous-secteur {—75 < arg(z) < —7}, est Iidentité et, au-
dessus du sous-secteur {7 < arg(z) < J}, est exactement ®. En décalant

les feuilles du feuilletage linéaire avec ®, on récupére un feuilletage C'*°
sur D* x D, ainsi qu'une structure presque complexe intégrable qui en
fait un feuilletage holomorphe. La structure presque complexe se prolonge
de maniére C*° le long de I'axe vertical car la transformation ® y est, par
construction, infiniment tangente & I'identité. Elle reste bien stir intégrable
lorsqu’on la prolonge. Le théoréme de Newlander-Nirenberg nous donne un
systéme de coordonnées C'*° qui redresse la structure presque complexe, et
par suite, le feuilletage C'°° sur un feuilletage holomorphe qui se prolonge
par Riemann sur la droite verticale. O

Ainsi, il existe de nombreux cols non linéarisable que nous allons main-
tenant décrire.

6.3.1 Type (Lin)%| : w = zdy — aydr + --- non linéari-

col

sable, & € R\ Q-

Ce sont les cols a holonomie de type (Lin)®*. Dans ce cas, « n’est pas
un nombre de Brjuno, o € B, ce qui donne a ces singularités un caractére
exceptionnel.

6.3.2 Type (Eucl)eq et (Euc)® : w = pydz + qrdy + - - -
non linéarisable

Ce sont les cols a holonomie de type (Eucl) ou (Eucl)®™® appelés aussi
cols résonants; ils sont étudiés dans [139]. Dulac a montré qu’une telle
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singularité est formellement conjuguée & un des modéles
Wp/q,k N =p(1+ A —DuP)ydz+q(1+ uP)zdy, w:=a2Py!, ke N*, \eC

unique (& permutation prés des axes de coordonnées). Pour ce dernier,
I’holonomie des deux axes de coordonnées (qui sont tous deux courbes
invariantes du modéle) est respectivement donnée par :

f=e P exp(Xpgngn) et 9= > P exp(Xip1-a)p/q)
o Lpt1
A= 1+ﬁ21’
homothétique & y et x respectivement.
En effet, notons d’abord que le feuilletage est aussi défini par la forme
fermée :

ou X, 0, (comme dans la Proposition 2.3) et z est une variable

wp/q’k’)\ du du dx
— — p—

Wp/g k) = —— 73— = — =
P/a:k, Ty uk L ”

(ot nous reconnaitrons plus loin la forme normale formelle du nceud-col)
ce qui nous donne l'intégrale premiére multiforme

A 1/ku”
Hy g0 =2Pu""e /ku”

Nous commencons par calculer l'itérée g-¢éme f°? de I’holonomie. Pour
une condition initiale yo proche de 0, le relevé v du lacet [0,1] — {y =
0};60 — (e*799,0) dans le feuilletage reste proche du relevé vy dans le
feuilletage défini par du = 0; notons que yo(1) = 10(0) = (1, yo) et v(1) =
(1, f°%(yo)). En particulier, si 0 est un petit chemin joignant yo a f°%(yo)
dans la transversale x = 1, alors le composé g - § est homotope a v dans le
complémentaire des poles u = 0 de la forme fermée w,, /4 1,1, de sorte que

/ Wp/g.kn T /%/q,k,x = /‘Dp/q,k,x = 0.
Yo 5 ~
~ - dx )
Wp/q,k X = Wp/q,k,\ = p— = 2impq.
g "o v T

En restriction a la transversale x = 1, la forme fermée s’écrit

- dy dy
wp/%k’)“z:l =4q (ykq+1 + )‘y>

Ainsi,

1 yhatl
2 1agrady- On passe donc de

yo = 0(0) & f°U(yp) = (1) en intégrant le champ X pendant le temps

2impq de sorte que :
ykq—i-l
f°1 = exp <2z7rp1+)\ykq6y) .

dont le champ de vecteur dual est X =
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Compte-tenu de la partie linéaire de f, il vient

kq+1
_ p—2imp/q P Y
f=e exp (2mq T 8y)

ce qui nous donne la forme annoncée dans la variable z = ay ot a*? = 2z‘7r§.

Echanger les variables z et y nous fait passer de Wp/q. kA & Wa/pk1—A> A
changement de coordonnée linéaire prés, ce qui nous donne I’holonomie de
la séparatrice verticale.

Toute singularité w de type (Eucl)S¥; est formellement équivalente & un
des modeles wy, /4 k. x ; les holonomies respectives de w et w,/q x,» sont alors
formellement conjuguées. Plus précisément, I’analogue formel du Théoréme
6.3 est vrai (ou 'on remplace “analytiquement” par “formellement").

Exercice 6.9. Quels sont les cols qui ne sont pas caractérisés par leur
paire d’holonomies {f,g} ¢ On remarquera que le nombre a caractérisant
la partie linéaire du col doit étre un nombre quadratique trés spécial. Qu’en
est-il des neuds ou des singularités hyperboliques ?

6.4 Singularités réduites de type noeud-col :
w=ydr+ - (a=0)

Les portraits de phase réels des exemples classiques de la figure 6.3
illustrent d’ores et déja la dissymétrie du noeud-col qui a suggéré son nom.
Ne nous y trompons pas, la croissance des feuilles & droite tout comme
leur décroissance a gauche ne sont pas modérées mais exponentielles.

w = 2?dy — ydx w=2%dy — (v +y)dx

FIGURE 6.3 — Portrait de phase réel d’un noeud-col
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Les travaux de Briot et Bouquet montrent qu’il y a toujours une courbe
invariante lisse tangente a I'axe des y et qu’il existe une autre courbe
invariante formelle transverse qui est en général divergente, comme c’est
le cas pour 'exemple de droite : elle est paramétrée par la série formelle
y=—,50(n)z" !, solution de I’équation d’Euler w = 0. La premiére
est la variété forte et la seconde, lorsqu’elle converge, la variété centrale.
Dulac a montré qu’il existait un systéme de coordonnées dans lequel le
neceud-col s’écrit :

w=aPTldy — f(x,y)dz avec f(0,y)=y et pcN*

de sorte que toutes les droites verticales autres que la variété forte {x = 0}
sont transverses au feuilletage. Ensuite, il montre que w se réduit & un
unique modéle :

wpr = 2P dy — y(1 + \aP)dz, e C

par une transformation formelle fibrée ¢(z,y) = (z, $(x,y)), ¢ € C[[z,y]].
Par un changement de coordonnée linéaire z = ax ot a? = 2im, le modéle
formel devient :

Gpr = 2P dy — y(2im + \2P)dz ;

ainsi, le champ de vecteurs holomorphe :

Pt

—0, + 2imy0
By z Yy

1 + ﬁzp
est tangent au feuilletage et son flot au temps 1 nous donne précisément
I'holonomie de la variété forte (calculée dans la variable z sur n’importe
quelle transversale {y = yo}) & savoir exp(X, »). Un petit calcul d’inté-
gration montre que ’holonomie de la variété forte d’un nceud-col général
s’écrit (dans la variable x et sur n’importe quelle transversale y = yo) :
Zil _ i)x2p+1 4.
2 2T
de sorte qu’elle est formellement conjuguée a exp(X, z).

On trouve dans [90] la démonstration du

f(z) =z + 2P 4 (

Théoréme 6.10 (Hukuhara-Kimura-Matuda). Dans la variable x, il existe
une collection d’ouverts sectoriels (V). , V,:')kez/pz recouvrant un voisinage
épointé de x = 0 du méme type que celui de Leau (voir section 3.3 et figure
6.4) et, au-dessus de chacun d’euz, une transformation fibrée :

¢:VxD=VxD; (z,y) = (z,0(z,y)),

se prolongeant contindment en l'identité le long de la variété forte {x = 0},
et redressant (au-dessus de V') le neeud-col sur le modéle formel correspon-
dant :

wA P wp x = 0.
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FIGURE 6.4 — Normalisation sectorielle du nocud-col
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Le modéle formel wj, » admet 'intégrale premiére multiforme :

_ - _1/px?

Hya(z,y) = ya el /7"

En raisonnant ou bien directement avec les déterminations sectorielles de
cette intégrale premiére, ou bien, via la transformation sectorielle :

bpr VXDV xC; (z,y) — (z/(1 — ApaP log(z))'/?,y),

qui envoie wp y sur wp o = 0, et I'intégrale premiére Hy, \ sur H, o(z,y) =
yel/P?" on vérifie facilement les assertions suivantes.

1- Les feuilles du feuilletage sont simplement connexes au-dessus de
chaque pétale V' et paramétrées par C.

2- Au-dessus de l'intersection de deux pétales consécutifs V,:r NV, les
feuilles ont un comportement de type col : elles explosent lorsque 1’on s’ap-
proche de la singularité. L’intégrale premiére ne prend ses valeurs que dans
un voisinage de 0 € C. L’application de transition ¢, o (qbz)"(_l) induit
une transformation sectorielle fibrée ¢{ isotrope pour w, », i.e. satisfaisant
wp A A (99)*wp A = 0. Elle est décrite, via I'intégrale premiere H, y, par un
germe d’automorphisme ¢} € Diff (C, 0).

3- Au-dessus de 'intersection de deux pétales consécutifs V,~ N V,:jr17
les feuilles ont un comportement de type nceud : elles convergent vers la
singularité lorsqu’on s’en approche. L’intégrale premiére y prend toutes
les valeurs de C. L’application de transition ¢Z+1 o (¢;)°(_1) induit une
transformation sectorielle fibrée ¢7° isotrope pour wp . Elle est décrite,
via I'intégrale premiére H,, x, par une transformation affine ¢3°.

6.4.1 L’espace des feuilles

Il s’obtient en “recollant” les 2p copies de C correspondant aux 2p paquets
de feuilles au-dessus des pétales par les identifications gp% et pp° qui rendent
compte de la fagon dont se recollent les paquets de feuilles sectoriels lorsque
l'on tourne autour de la variété forte (voir figure 6.5).

Cet objet est l’espace des feuilles (autres que la variété forte). Lorsque
les 7° sont tous linéaires, et lorsque le composé

Q= 0@) 10 0@ 0w

n’est pas réduit a I'identité, cette construction ne satisfait pas I’axiome de
cocycle dans la définition de variété ce qui fait de ’espace des feuilles un
objet bien singulier.

6.4.2 La variété centrale et son holonomie

La variété centrale existe précisément lorsque les ¢7° sont tous linéaires.
En effet, au-dessus de chaque pétale, seule la feuille paramétrée par 0 € C
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/

FIGURE 6.5 — Espace des feuilles d’un noeud-col
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a la propriété de converger vers la singularité lorsqu’on s’en approche. Un
seul recollement ¢}° non linéaire aurait pour simple conséquence de perdre
tout espoir d’avoir une variété centrale puisque la seule feuille candidate
& “passer par la singularité” au-dessus de V, se poursuivrait au-dessus de
th_l en “explosant”. Par contre, si tous les ¢7° sont linéaires, la feuille
paramétrée par 0 € C tend vers la singularité lorsqu’on s’en approche et
donc s’y prolonge analytiquement par Riemann. Ainsi :

la variété centrale formelle du neeud-col est convergente si, et seulement
st, la partie translation de chaque ©3° est nulle, i.e. p3°(0) = 0 pour tout
k.

Lorsque la variété centrale existe, I’holonomie, calculée sur une transver-
sale au-dessus de V0+ paramétrée par l'intégrale premiére, est précisément :

Q=@ 1 0p) o 0@ 0w

6.4.3 L’holonomie de la variété forte

Rappelons que cette holonomie f(x) est formellement conjuguée a
exp(X, »). On voit facilement, en considérant les modéles sectoriels, que
toutes les feuilles (exceptée la variété centrale, lorsqu’elle existe) viennent
couper la transversale sur laquelle est calculée I’holonomie f. On a donc
une application holomorphe canonique surjective envoyant le quotient d’'un
voisinage épointé de x = 0 par la dynamique de f, i.e. le chapelet géomé-
trique associé & f, sur l'espace des feuilles. Ceci suggére que les ¢ et ¢P°
que nous venons de définir ne sont autre que les recollements du chapelet,
et I'application est le prolongement analytique des recollements affines ¢g°
au plan tout entier. Ceci se vérifie facilement en travaillant sectoriellement
avec les modeles formels. On trouve dans [13§] le :

Théoréme 6.11 (Martinet-Ramis). Etant donné p € N*, deux neeud-cols
du type 2Pdy— f(x,y)dx = 0, £(0,y) = y, sont analytiquement conjugués
si, et seulement si, les holonomies respectives de leur variété forte le sont,
c’est-a-dire si et seulement si les applications de recollement des espaces
des feuilles (@Y, p°) respectifs se correspondent par un changement du
systéme de coordonnées linéaires.

Toute collection de recollements :

(1 92k € (Diff(C, 0) x Aut(C))”
est réalisée par un neeud-col du type 2P 1dy — f(x,y)dx = 0.

Remarque 6.12. Un automorphisme tangent a l’identité a l'ordre p € N*,
f(z) = z+ 2Pt +... € Diff(C,0), est I’holonomie de la variété forte d’un
neud-col xPTdy — f(x,y)dx = 0 si, et seulement si, tous ses PRo sont
affines ; son inverse est aussi l’holonomie d’un neud-col si, de plus, tous
ses @Y sont homographiques.
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Remarque 6.13. Tout automorphisme ¢ € Diff (C,0) peut étre réalisé
comme [’holonomie de la variété centrale d’un neeud-col. Cette holonomie
est loin de caractériser la classe analytique de la singularité pour deux rai-
sons. D’abord, la donnée de ¢ ne permet pas de retrouver les recollements
intermédiaires ap% qut le composent. Mais méme lorsque p = 1, I’holonomie
ne rend compte que de la classe de ¢ modulo changements de coordonnée
conforme alors que la classe analytique de la singularité est donnée par la
classe de ¢ modulo changements de coordonnée linéaire.

Remarque 6.14. Deuz neuds-cols peuvent étre formellement équivalents
sans pour autant que les holonomies de leur variété centrale (si elles exis-
tent) le soient. En effet, on peut choisir ¢ tangent a lidentité, auquel cas
le modele formel n’a pas d’holonomie.
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Réduction des singularités

En dimension 2, toute singularité de feuilletage JF se réduit aprés un
nombre fini d’éclatements : le feuilletage relevé F n’a plus, le long du
diviseur exceptionnel D, que des singularités réduites, a savoir celles que
nous venons de décrire. Chaque composante irréductible D; de D est ou
bien transverse au feuilletage, ou bien invariante. Nous verrons plus loin
que le pseudo-groupe transverse a F ou a F est en grande partie engendré
par I'holonomie des composantes invariantes. Nous donnons ici tous les
ingrédients qui permettront de décrire ce pseudo-groupe dans la suite.
Enfin, nous expliquons comment construire une singularité a réduction et
a holonomies prescrites, ce qui permettra de réaliser de nombreux pseudo-
groupes.

7.1 Eclatements

On appelle éclatement d'un point p d’une surface complexe M la nou-
velle surface complexe M obtenue en remplacant, dans M, le point p par
I’ensemble P! ~ C des directions passant par ce point, munie de sa projec-
tion canonique sur M. Détaillons cette construction dans le cas ot M = C?
et p est lorigine. La variété éclatée M est définie par 2 cartes :

(z,t): V, = C* et (T,y):V, —C?
et par le changement de carte :
1
OV \{t=0} =V, \{T =0} (z,t) — (;,tx).
La projection canonique IT : M — M = C? est définie sur ces cartes par :
Vo = €5 (2,t) = (z,tx) et V, = C*; (Thy) = (Ty,y).

202
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La variété M ainsi construite est la réunion disjointe du diviseur excep-
tionnel :

D:=D,uD,=1"10) avec D, ={zr=0}CV, et D,={y=0}CV,

(isomorphe & C) et du complémentaire M \ D qui est isomorphe a C2 \
{(0,0)} par II. La surface M est réglée par les droites {¢t = constante} qui
se projettent par IT sur les droites {£ = constante} passant par l’origine.

FIGURE 7.1 — Eclatement de l'origine de C?

L'éclaté M dune surface complexe M en un point p se déduit en ef-
fectuant la méme construction a partir d’un systéme de coordonnées lo-
cales (z,y) de M en p. Sur le dessin précédent, la courbe C' d’équation
F(z,y) = 22—y?(y+1), qui est singuliére & I’origine, se reléve en une courbe
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lisse C qui, dans la carte V},, a pour équation ﬁ(x, y) = T? —y —1. En fait,
la fonction F' se reléve dans la carte V,, par F o Il(T,y) = y*(T? —y —1);
cette fonction s’annule le long du diviseur et, dans cette carte, nous donne
I'équation de 1'éclaté stricte C' aprés division par 2.

7.1.1 Singularités homogénes

Ce procédé permet aussi de simplifier les singularités de feuilletages ho-
lomorphes. Prenons le cas d’une singularité F définie par une équation
différentielle homogéne du premier ordre :

dy  Pu(z,y)

dr — Qu(z,y)’

P, et Q, étant des polynémes homogénes de méme degré, disons n > 2,
sans facteur commun. Le feuilletage F défini par cette équation se reléve,
en dehors du diviseur D, en un feuilletage F que I’on prolonge au diviseur
comme suit. Le feuilletage F est aussi défini par la forme différentielle
w = P,(z,y)dx + Qn(z,y)dy. Dans la carte V,, cette forme différentielle
se reléve en la forme

T*w = 2P[(P,(1,t) + tQn (1,1))dz + Qn (1, t)zdt].

La, plusieurs situations sont possibles.

Si le polynome 2Py (x,y) + yQu(z,y) = 271 [Po(1,1) + 1Qu(1,1)] est
identiquement nul, alors F est encore défini par dt dans cette carte, ce
qui permet de le prolonger au diviseur. En redescendant par IT dans les
coordonnées (x,y), on reconnait le feuilletage défini par xdy — ydy, c’est-

a-dire par les niveaux de la fonction méromorphe £.
n+1

Sinon, décomposons le polynéme xP,(z,y) + yQn(z,y) = [] (y — trz)

outy € Cpour k=1,...,n+ 1 et supposons que ces racines sont deux a
deux distinctes. On a supposé ici le polynéme unitaire et non divisible par
Yy, ce qui est possible aprés un changement linéaire de coordonnées. Alors
le feuilletage F est encore défini dans la carte V, par la 1-forme :

p+1
(H(t - tk)) dz + Q,(1,t)xdt

k=1

qui ne s’annule qu’aux points (x,t) = (0,¢;) pour k=1,...,n+1 (car P,
et @, n’ont pas de facteur commun). L’équation différentielle se résout en
décomposant en éléments simples :

Qn(1,1) Cdw "“a dt
P(Lt) +1Qu(Lt) = = Tt —t
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n+1 ~
avec a € C* pour k=1,...,n+1et > ap =1. La singularité de F au
k=1
point (0,tx) est définie par la 1-forme holomorphe

(t — ty)da — ak+(t7tk)ztiltl zd(t — ).
1£k

En particulier, si aucun des ay, n’est dans >, alors toutes les singularités

de F sont réduites : on dit dans ce cas que le feuilletage singulier F est
réduit.

FIGURE 7.2 — Eclatement d’une singularité homogéne

Exercice 7.1. Considérons une perturbation de la forme précédente :
w = Pp(z,y)dx + Qn(x,y)dy + {termes d’ordre > n}.

Eclater la singularité 0 et vérifier que le feuilletage éclaté est réduit dés
lors que Py(z,y)x + Qn(x,y)y Z0 et o € Q>0. En déduire, dans ce cas,
lexistence de n + 1 courbes invariantes lisses et deuz-a-deux transverses
pour F,.

7.1.2 Singularités cuspidales

Considérons le feuilletage F défini par

w=d(y* - 2®) + Az, y)(2zdy — 3ydz), A(0,0) =0
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pour une fonction A € C{z, y} s’annulant a l'origine. Le cusp C d’équation
F(z,y) = y?> — 23 est visiblement une courbe invariante pour F. Apreés
éclatement de D'origine, le feuilletage est défini, dans la carte (z,t), par :

(2t — 32 — tA(x, xt))dx + (22t + 2xA(x, xt))dt
et dans la carte (T,y) par :
(=37%y* = 3yA(Ty.y))dT + (2 = 3T°y — TA(Ty,y))dy

Alors que, dans la seconde carte, le feuilletage est régulier le long du divi-
seur, une singularité apparait dans la premiére carte au point (z,t) = (0,0).
Cette singularité n’est pas réduite car elle est du type zdz + --- = 0, ou
encore parce qu’elle admet a la fois le diviseur D et I'éclaté strict du cusp
C d’équation F(x,t) = t?> — 2 comme courbes invariantes (la courbe inva-
riante d’une singularité réduite est toujours un croisement normal, ou lisse
dans le cas du nceud-col).

Nous allons procéder & un deuxiéme éclatement, & savoir ’éclatement de
la singularité (x,t) = (0,0). Pour cela, nous introduisons deux nouvelles
cartes :

C? = Vy; (u,t) = (ut,t) et C*—=V,; (z,U) (x,Ux)

qui viennent remplacer la carte (z,t) avec les nouveaux changements de
carte :

(0,0) = (t,5) et (Ty) = (7,u?)

En composant ces deux éclatements, on a finalement remplacé I'origine de
C? par deux courbes projectives, la premiére d’équation u = 0 ou iy = 0
paramétrée par la variable projective t = % et la seconde d’équation t = 0
ou x = 0 paramétrée par la variable projective u = % Ces deux courbes
s’intersectent transversalement au point (u,t) = (0,0).

Le feuilletage relevé sur cette nouvelle variété est défini, dans la carte

(u,t), par :

(2t% — 3ut — tA(ut, ut?))du + (4ut — 3u® + ul (ut, ut?))dt
et dans la carte (z,U) par :

(42U? — 3 + UA(z, 2%U))dx + (22U + 22A(z, 22U))dU

Le feuilletage obtenu admet les deux diviseurs comme feuilles et n’est sin-
gulier qu’a leur intersection ot il admet comme troisiéme courbe invariante
I’éclaté strict du cusp qui a pour équation ¢t — u = 0.

Un troisiéme éclatement est nécessaire (et en fait suffisant) en ce point
pour réduire le feuilletage. La nouvelle variété M et sa projection Il : M —
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C

o

FIGURE 7.3 — Premier éclatement du cusp
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FIGURE 7.4 — Deuxiéme éclatement du cusp

C? sont alors définies par quatre cartes :

(Toy) = (Tyy)
0.l Wt = (V2 VE)
) (wv) = (WP, ue?)
(x,U) —  (z,2%0)

et les changements de cartes :

1

(Vi) = (P p) (o) = (Ve ) et (wU) = (e,

).

La variété M est construite en remplacant 'origine de C2? par les 3
courbes rationnelles :

1
U

Dy :={y=V =0} paramétrée par la variable t=
Dy :={v=2=0} paramétrée par la variable u =
Dy :={t=u=0} paramétrée par la variable v =

<INl

s’intersectant transversalement aux points p; = D1 N D3 et po = Dy N D3
deéfinis respectivement par (V,t) = (0,0) et (u,v) = (0,0) et dont la réunion
D = D1UD,UDs est appelé diviseur (exceptionnel) ou arbre (de réduction).
L’éclaté strict C' du cusp a pour équation u = 1 : c’est une courbe lisse
intersectant transversalement le diviseur au point ps = C' N D3 d’équation
(u,v) = (1,0).

Le feuilletage F est donné dans la carte (V,t) par :

(2t — 3Vt — A(V2, V3))dV + (6V — 6V?)dt
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et dans la carte (u,v) par :
(602 — 6v)du + (4uv — 3u + A(u?v, uv?))dv

Ce feuilletage est singulier précisément aux points pi, ps et p3 et ces sin-
gularités sont réduites, données par :

tdV + 3V dt au point  p;
2udu + udv au point  po
6(v —1)du+ud(v —1) au point ps

FIGURE 7.5 — Troisiéme éclatement du cusp

7.1.3 Le Théoréme de Seidenberg

Si la réduction des singularités de feuilletages par éclatements était bien
connue et largement utilisée au début du 20éme siécle, par exemple chez
Dulac, l'algorithme général n’a été écrit qu’en 1968 par Seidenberg dans
[201].

Soit F le feuilletage singulier défini au voisinage de 0 € C? par un germe
de 1-forme holomorphe w = f(z,y)dz + g(x,y)dy. Aprés un éclatement
II: M — C? de lorigine, le feuilletage F défini par II*w se prolonge le
long du diviseur exceptionnel D = I171(0) en divisant IT*w dans chaque
carte par une équation convenable du divideur exceptionnel. Considérons
maintenant une suite d’applications

coo > My — My_y — -+ — My — My =C?

ol 41 @ Myg41 — My est I'éclatement d’un point p; du diviseur excep-
tionnel H,;l(O), Iy = 7 0« mp, qui est d’un des types suivants
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— un point singulier non réduit pour le feuilletage relevé Fj, = Il F,
— un point de tangence isolée de Fj, avec une composante irréductible
de 11,1 (0).

Bien str, cette suite n’est pas unique : elle dépend & chaque étape du
point pi choisi parmi ceux qui satisfont I’'une ou 'autre des deux propriétés
précédentes. Cet algorithme s’arréte dés que ’on ne peut plus trouver de
point py satisfaisant I’'une ou I'autre des deux propriétés; on dit alors que
I'application totale IIj : My — C? est une réduction de la singularité F.
Le lecteur pourra trouver a la fin de [140] une démonstration de

Théoréme 7.2 (Seidenberg). Toute suite construite comme au-dessus
s’arréte en un temps fini. L’application TI : M — C? ainsi obtenue sa-
tisfait :

— 11 induit un isomorphisme M \ ITI71(0) — C2\ {0},

— le diviseur exceptionnel au-dessus de 0 est une courbe nodale connexe
non cyclique dont les composantes irréductibles sont lisses et ration-
nelles

D=T"%0)=D;UDyU---U Dy,

— le feuilletage relevé F = IT*F, défini par o = I*w, n’a que des
singularités réduites le long de D, _
— toute composante D; est ou bie@ une courbe invariante pour F, ou
bien en tout point transverse a F.
Lapplication I1 : M — C? est indépendant de la suite d’éclatements choisie
et elle est minimale dans le sens suivant : toute autre application 11 : M —
C? satisfaisant aux propriétés précédentes se factorise II = ® o Il wia une
application holomorphe ® : M — M.

On dit que la singularité F est dicritique si un au moins des projectifs
est transverse au feuilletage aprés réduction.

Toute courbe invariante de F se reléve via I : M — C? en une courbe
invariante C' pour F, & savoir Iéclaté stricte de C'. Réciproquement, toute
courbe invariante irréductible C' qui n’est pas contenue dans le diviseur
exceptionnel D descend sur une courbe C' invariante pour F.

Lorsque F est dicritique, chaque composante irréductible du diviseur qui
est transverse & F donne naissance & un pinceau de courbes invariantes
pour F. C’est typiquement ce qui arrive lorsque F admet une intégrale
premiére méromorphe. _

Lorsque F n’est pas dicritique, la courbe invariante (resp. formelle) de F
est la réunion finie des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel
D et des courbes invariantes (resp. formelles) transverses a D attachées
A ses points singuliers : les singularités réduites ont une courbe invariante
nodale ; chacune d’elle donne naissance & au plus une branche transverse
aD.

Que F soit dicritique ou non, on voit que la réduction de F nécessite
au moins la désingularisation de sa courbe invariante formelle. En général,
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c’est insuffisant comme le montre ’exemple 7.5. Cependant, on trouve dans
[37] le

Théoréme 7.3 (Camacho-Lins-Neto-Sad). Soit F une singularité de feuille-
tage, 11 : M — C? Dapplication de réduction et Fle feuilletage réduit sur
M. Si F n'a pas de singularité de type neud-col le long du diviseur ex-
ceptionnel D, alors I1 est en fait application minimale désingularisant la
courbe invariante de F.

Dans [37], une telle singularité est appelée courbe généralisée. Puisque
le procédé de réduction d’une courbe est un invariant topologique, il en
va de méme du procédé de réduction d’une courbe généralisée. On ne sait
toujours pas a ce jour si deux singularités de feuilletages topologiquement
conjuguées ont méme réduction (en présence de nceud-cols). En dimension
supérieure, les stratégies de réduction des singularités de feuilletages sont
plus subtiles et nous renvoyons a [41].

Exemple 7.4. Les neeuds rationnels linéaires :
w = prdy — qudr avec p,q € N*

ne sont pas des singularités réduites. Dans le cas radial, c¢’est-a-dire lorsque
(p,q) = (1,1), le feuilletage est régulier, transverse au diviseur exceptionnel
aprés un éclatement. Lorsque p = 1 et ¢ > 1, le feuilletage est réduit
apres q éclatements : les ¢ — 1 premiéres composantes D1, ..., Dy_1 (qui
se suivent comme une chaine) sont tangentes au feuilletage et la derniére
D, est dicritique (i.e. transverse) ; les singularités sont toutes des cols avec
intégrale premiére holomorphe situées auz coins D;UD; 1,1 =1,...,q—2,
et une sur la partie lisse de Dy. Enfin, lorsque p,q > 1 (on les suppose
premiers entre euzx), le diviseur exceptionnel est encore une chaine aprés
réduction avec une composante dicritique et un col & chaque extrémité. Le
nombre d’éclatements, majoré par p+ q, est le nombre d’étapes nécessaires
dans Ualgorithme d’Euclide appliqué a la paire (p,q).

Exemple 7.5. Les singularités de Poincaré-Dulac
wp =axdy — (ny +2")dx, neN*

ne sont pas réduites. Leur réduction est la méme que pour les cols ration-
nels de type (1,n) (voir exemple 7.4) excepté que le feuilletage réduit est
tangent a tout le diviseur. La singularité située au croisement D,,_1 N D,
est le neud-col wy, » (voir section 6.4) avec (p, \) = (1,—1), la variété cen-
trale étant contenue dans D,,. Toutes les autres singularités, situées aux
autres croisements ainsi que sur la partie lisse de Dy, sont des cols réso-
nants (tous normalisables, i.e. d’invariants de Martinet-Ramis triviauz).
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En particulier, la courbe invariante (y compris formelle) du feuilletage dé-
fini par w, = 0 est lisse, donnée par C = {x = 0}. Notons que la forme

Wn Y dx
—a(L) -
gntl " T

est fermée.

Exemple 7.6. Le feuilletage défini par

w = (2y% + 23)dx — 2zydy
a pour intégrale premiere la fonction méromorphe H(x,y) = y2;2w3. Apres
un éclatement, le feuilletage devient régulier, mais il n’est pas transverse au
diviseur : il a une tangence simple au point d’attache du cusp. La réduction
compléte s’obtient apres deux éclatements supplémentaires, comme dans la
section 7.1.2. En reprenant les notations de cette section, le diviseur Dy

est dicritique, les deux autres Do et D3 sont invariants et il y a deuz cols,
un sur D3 et ['autre au coin Dy N Ds.

7.2 La formule de I’indice

Afin de motiver la définition de I'indice de Camacho-Sad, commengons
par un exemple. Le feuilletage linéaire défini par zdy — aydx a pour holo-
nomie, le long de 'axe horizontal, f(y) = ay ot a = 2™ ; changer a en
a + 1 ne modifiera pas I’holonomie. Géométriquement, le logarithme « de
a rend compte de la maniére dont les feuilles “tournent autour” de 'axe
horizontal le long d’un lacet entourant 1’origine :

7:[0,1] = {y =0} ; 0 20
en effet, ce lacet se reléve, via la projection (z,y) — x, en
51 [0,1] = €25 00 (270, Fime0y)

Dans la variable y, transverse a la courbe invariante, on obtient un chemin
reliant le point g au point y; = ayo dont la classe d’homotopie & extrémités
fixes dans le voisinage épointé de y = 0 dépend effectivement de « : changer
a en « + 1 augmentera le nombre de tours que fait ce chemin autour de
y = 0 d’une unité.

Plus généralement, soit F une singularité de feuilletage & 'origine de
C? (non nécessairement réduite) possédant 'axe C = {y = 0} comme
courbe invariante, et notons f(y) = ay + - -- 'holonomie correspondante.
En relevant le lacet v dans les feuilles, comme au-dessus, on obtient encore
dans la variable y un chemin reliant yo & y1 = f(y0) ~ ayo pour tout point
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de départ yo suffisamment proche de 0. Asymptotiquement, ce chemin est
proche de

0,1] = C*; 0 — e2imady,

pour un choix convenable o du logarithme de a. Ce “nombre d’enlacement”
a est Vindice de Camacho-Sad de F le long de C' au point singulier. Pour
le calculer, notons que F est localement défini par une 1-forme holomorphe
a singularité isolée f(z,y)ydx + g(z,y)dy, c’est-a-dire par une équation de

la forme :
d
dy _ flxy)
y 9(z,y)
La 1-forme méromorphe 7 := f%dz est holomorphe en dehors de z = 0

lorsqu’on la restreint & C. L’invariant de Camacho-Sad est alors donné par :

. 1 .
T T
c’est le résidu de 7| en = 0. On vérifie aisément que pour une singularité
réduite de la forme xdy — aydx + - - -, on retrouve l'invariant « défini par
la partie linéaire. En particulier, lorsque F est un noeud-col dont C est la
variété forte, on obtient o = 0 ; par contre, si C est la variété centrale, alors
« = X est Uinvariant formel défini dans la section 6.4 : c’est par exemple
le cas pour la forme normale formelle w, x = zPT'dy — y(1 + AaP)dz. On
peut encore définir l'invariant de Camacho-Sad le long d’une courbe C
invariante singuliére en remplacant la variable y par une équation locale
réduite de la courbe (voir [24], p.35).

Lorsque le feuilletage singulier F est défini au voisinage d’une courbe
C compléte, et que cette courbe est invariante, la formule de I'indice nous
dit que l'auto-intersection C' - C' de la courbe est égale a la somme des
invariants de Camacho-Sad de F sur tous ses points singuliers le long de
C' (voir [24], p.37). Expliquons ceci dans le cadre qui nous intéresse.

Considérons une singularité de feuilletage F non réduite et, aprés réduc-
tion, une composante irréductible D du diviseur qui est invariante par F.
En reprenant les notations de la section 7.3, 1’égalité :

fio---o fpy1 = identité
nous donne la contrainte suivante. Si oy est I'invariant de Camacho-Sad
de F au point singulier py, alors fi(z) = %™z + ... et, en considérant
la partie linéaire de ’égalité ci-dessus, il vient

a1+ -+ apg1 € 2.

Cet entier est alors donné par :
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Lemme 7.7 (Formule de l'indice). La somme des indices de Camacho-

Sad de F le long d’une composante irréductible D invariante du diviseur
exceptionnel est donnée par l’auto-intersection de D :

ar+ - +apr1 =D D.
En particulier, c’est un entier strictement négatif.

Rappelons briévement que 1’ auto-intersection D - D est le nombre d’in-
tersections de D (comptés avec signes) avec une perturbation lisse C' ~ C
générique. C’est aussi la premiére classe de Chern du fibré normal & D. Cet
entier caractérise le type topologique du voisinage tubulaire de D. Apreés
1 éclatement, le diviseur exceptionnel D est d’auto-intersection —1; cet
invariant décroit d’une unité a chaque fois que ’on éclate un point de D. 11
est donc facile de calculer 'auto-intersection D; - D; de chaque composante
irréductible du diviseur exceptionnel aprés réduction d’une singularité.

Idée de preuve. Soit u une coordonnée projective sur D telle que toutes
les singularités py soient contenues dans le disque § de centre u = 0 et de
rayon 1, et soit v une coordonnée transverse & D au voisinage de A (D
est défini par {v = 0}). Par définition de l'indice, le lacet v qui borde le
disque A se reléve, dans les coordonnées (u,v) en un lacet homotope a

F1[0,1] 5 €25t (B, By

ol v =oa1+ -+ opy1 € Z. Le feuilletage est régulier et donc trivial au
voisinage du complémentaire D \ A, un empilement de disques. Chaque
relevé 4 borde un de ces disques. Choisissons-en un suffisamment proche
du diviseur. On peut le compléter en une sphére C'™° avoisinant D en
recollant le disque défini par

weA ot {v = yoyjylorsque v >0,

v =you " lorsque v < 0
(ot @ est le conjugué complexe) puis en lissant au voisinage de 4. La
perturbation lisse D’ ~ D ainsi construite intersecte D exactement au
point u = v = 0 avec multiplicité v (dans le second cas v < 0, le disque
deéfini au-dessus est anti-holomorphe et intersecte donc D négativement).
Finalement, ceci montre que D-D =D - D' =v. O

Rappelons que la formule de I'indice est un des ingrédients de la preuve
du

Théoréme 7.8 (Camacho-Sad). Toute singularité de feuilletage admet
une courbe invariante.
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La démonstration consiste, si le feuilletage n’est pas dicritique (auquel
cas c’est terminé), & prouver lexistence, aprés réduction, d’une singularité
réduite p sur une partie lisse du diviseur D qui ne soit pas un nceud-
col avec variété forte contenue dans D. En effet, la singularité posséde
alors automatiquement une séparatrice transverse qui redescend sur une
séparatrice de la singularité F de départ. Il suffit pour cela de trouver
une singularité p dont l'indice « relatif & la composante irréductible D;
du diviseur qui la contient soit non nul. La preuve est combinatoire. Une
preuve constructive a I’aide d’un algorithme de type Newton-Puiseux a été
donnée par José Cano dans [43].

Exercice 7.9. Montrer que pour a € C générique, la réduction du feuille-
tage d’intégrale premiere H(w,y) = (y* — 2®)(y3 — 2%)® s’obtient apres
5 éclatements. Le diviseur exceptionnel est une chaine D}, D%, Dy, D3, Dy
symétrique par rapport & D1, la partie droite (resp. gauche) correspondant
a la désingularisation du cusp y* = 3 (resp. y® = 22). Le feuilletage éclaté
posséde 6 points singuliers : 4 sont auz intersections des composantes du
diviseur exceptionnel, et 2 sont sur la partie lisse, précisément sur D3 et
Di. Montrer que le feuilletage devient dicritiqgue pour oo = —%, —1 et —%,
respectivement sur D, Dy et Ds. Montrer que le feuilletage n’est pas réduit
pour toute autre valeur o € Qg.

On appellera arbre de réduction la donnée de la matrice (D;-D;); j=1,... &
d’intersection des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel D :

— D;-D;j=0sii#jetsiD;et D;sont disjointes,

— D;-Dj=1sii#jet D; et D; s’intersectent,

— D, - D; = v est 'auto-intersection.
Cette donnée caractérise topologiquement le germe de voisinage (M, D).

Plus généralement, on dit qu’un diviseur (réduit) D sur une surface
complexe M peut étre contracté sur un point, s’il existe 7 : M — M’
un morphisme entre variétés analytiques, et p € M’ un point, tels que
77 Y(p) = D et la restriction de 7 & M\ D — M’\ {p} est un isomorphisme.
Alors on a d’aprés [88] (voir aussi [105, Theorem 4.9]) :

Théoréme 7.10 (Grauert). Soit M une surface complere et D C M
un diviseur (réduit) nodal et connexe dont les composantes irréductibles
D+, ..., Dy sont des courbes lisses. Alors D peut étre contracté sur un point
si, et seulement si, la matrice d’intersection (D; - D;); ; des composantes
irréductibles D; est définie négative.

Attention, dans ’énoncé précédent, M’ est en général singuliére en p.
La caractérisation du cas lisse semble délicate (voir [105, Corollary 5.8]).

Exemple 7.11. Pour la réduction des courbes généralisées non dicritiques
attachées au cusp y?> = x>, larbre de réduction est décrit par la matrice
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d’intersection

Exercice 7.12. Déterminer tous les arbres de réduction a moins de 4
composantes.

Exercice 7.13. Soient F un germe de feuilletage singulier au voisinage
d’un diviseur irréductible D ~ C invariant d’auto-intersection —1, possé-
dant exactement 2 singularités réduites le long de D. Montrer que c’est
léclatement d’une singularité réduite.

Exercice 7.14. Considérons la surface singuliere S = {z? = (z+y?)(2*+
y")}. Apres éclatments, on obtient une surface lisse M — S avec un divi-
seur exceptionel formé d’un cycle de trois courbes rationnelles, avec ma-
trice d’interection :

(Dz . Dj)i,j = 1 —2 1
1

Supposons qu’il existe un feuilletage F sur (M, D) tel que D est totalement
invariant, et F a exactement 3 points singuliers réduits et linéarisables aux
coins de D. Etudier les contraintes sur les invariants de Camacho-Sad des
3 points singuliers et voir qu’il existe des configurations sans neuds, et
donc pour lesquels les séparatrices sont toutes contenues dans D. Camacho
construit un tel feuilletage dans [28] pour montrer la non existence de
séparatrices pour certains feuilletages sur les surfaces singuliéres : quand
on contracte D, on obtient un feuilletage sur D sans séparatrice au point
singulier.

7.3 Pseudo-groupes d’holonomie projective

Etudions le feuilletage réduit F au voisinage d’une composante irréduc-
tible D de I'arbre de réduction qui est invariante pour JF. Si I'on note
P1y---yPnt1 € D les singularités de F le long de D, alors le complément
D* = D\ {p1,...,Pns1} est une feuille de F. On peut calculer I'holono-
mie de D* sur un germe de transversale T en py € D* (voir section 5.3).
Pour une raison d’indice (voir section 7.2), il y a toujours au moins une
singularité sur chaque projectif tangent au feuilletage.

Pour cela, choisissons une collection de lacets :

Yiye ey Yn+1 - [07 1] — D\{p17'-~upn+1}

basés en pg comme dans la figure ci-dessous : le lacet 7y, est d’indice 1
autour de py et d’indice —1 autour des autres singularités.
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FIGURE 7.6 — Holonomie projective

Choisissons une paramétrisation de 7' par un voisinage ouvert U C C de
Porigine U — T ; 0+ pgo. Quitte & diminuer T" et U, chaque application
d’holonomie ¢., définit, via la paramétrisation choisie, une transformation
holomorphe inversible fj, : U — C fixant 0. Le pseudo-groupe G engendré
sur U par ces transformations fi,..., fn4+1 est appelé pseudo-groupe d’ho-
lonomie projective associé & la composante D du diviseur exceptionnel. 11
n’est bien défini qu’a diminution prés de U et & conjugaison prés par un
difféomorphisme ¢ : U — U’ C C fixant 0. En particulier, le choix du
point base pg, de la transversale T et des lacets v n’est pas important.
Ce pseudo-groupe rend compte d’une partie de la dynamique transverse
du feuilletage au voisinage de D : chaque orbite est une partie de la trace
d’une feuille sur la transversale T'. Plus précisément, en reprenant 1’étude
des singularités réduites menée dans le chapitre 6, on montre facilement
les affirmations suivantes.

Lorsque les singularités pi,...,pn41 sont toutes réduites et aucune de
type noeud ou nceud-col, alors on peut construire un voisinage tubulaire de
D sur lequel toute feuille autre que les courbes invariantes “verticales” des
singularités vient couper T et sa trace sur T correspond exactement & une
orbite. L’espace des feuilles autres que les séparatrices verticales s’identifie
alors a ’espace des orbites du pseudo-groupe G.

Par contre, la présence d’un nocud-col dont D serait la variété centrale
ou encore d'un noeud parmis les singularités de D aménerait des feuilles
qui ne seraient pas vues par T mais resteraient coincées au voisinage de
cette singularité. De méme, la présence d’un nceud-col dont D serait la
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variété forte ferait que certaines feuilles a priori distinctes du point de vue
de G viendraient se recoller au voisinage de celui-ci; si ce nceud-col admet,
de plus, une variété centrale avec holonomie, ces recollements peuvent étre
“sauvages”.

Remarquons que les générateurs f; du pseudo-groupe G satisfont :

fio---o fry1 = identité

car le lacet 1 - - - Y41 est homoptope a zéro dans D\{p1, ..., pn+1} et donc
sans holonomie. Le pseudo-groupe G est en fait engendré par fi,..., f,.

Exercice 7.15. Considérons le cas d’une équation différentielle homo-
gene :
dy _ P(z,y)

dr  Qz,y)

dans le cas ot elle se réduit apreés un éclatement (voir section 7.1.1). En
remarquant que F est invariante par les homothéties (z,y) — (ax,ay),
a € C*, déduire que le pseudo-groupe d’holonomie projective est du type
(Lin). Expliciter ce pseudo-groupe en fonction des coefficients de P et Q.
En déduire qu’il existe un ouvert dense de couples (P, Q) dans lespace des
couples de polyndmes complexes a deux variables de degré < n pour lesquels
l’équation précédente a toutes ses feuilles denses exceptées les n+1 courbes
mvariantes.

Exemple 7.16. Revenons aux singularités cuspidales de la section 7.1.2.
Rappelons qu’aprés réduction, le diviseur exceptionnel D a 3 composantes
wrréductibles D1, Do et Ds. Les deux premiéres n’ont qu’une singularité et,
par conséquent, n’ont pas d’holonomie. Ces singularités sont des cols, ce
qut implique, d’apres le Théoréme de Mattei-Moussu 6.3, que ces cols sont
linéarisables et que les générateurs fy et fo du pseudo-groupe d’holonomie
projective de D3 sont périodiques. En considérant leur partie linéaire, don-
née par la partie linéaire de F auz points p1 et pa (voir section 7.1.2), on
déduit que :
03 = f9% = identité.

Notons G le sous-groupe de Diff(C,0) engendré par f1 et fo. D’apres
l’étude des deux premiéres lecons, on peut montrer que :

1. si G est abélien, alors la dynamique de G est de type (Fin),

2. si G est résoluble non abélien, alors la dynamique est de type (Aff) et
les orbites m’adhérent qu’a 0 (c’est un cas particulier du 2éme item
de la Proposition 4.21 avec aP d’ordre 6),

8. enfin si G n’est pas résoluble, alors la dynamique G est sans secteur
de Nakai, i.e. les orbites sont partout denses (application du Théo-
reme 2.25).
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De plus, on peut montrer que f3 est périodique si, et seulement si, on
est dans les deux premiéres situations. Maintenant, en remarquant que les
feuilles sont fermées au voisinage des projectifs Dy et Dy, on déduit que
tous les phénomenes dynamiques du feuilletage se lisent au voisinage du
projectif D3 puis que :

1. si G est abélien, alors le feuilletage F admet une intégrale premiére
holomorphe et toutes ses feuilles sont fermées,

2. si G est résoluble non abélien, alors les feuilles de F adhérent toutes
au cusp et seulement au cusp,

3. enfin si G n'est pas résoluble, alors toute feuille autre que le cusp est
dense.

De plus, I’holonomie du cusp est triviale si, et seulement si, on est dans
la situation 1 ou 2. Ces singularités ont été étudiées en 1983 par Robert
Moussu pour répondre négativement a une conjecture de René Thom : il
construit explicitement une singularité de type 2 ce qui montre qu’une sin-
gularité peut avoir des feuilles non analytiques (ici qui adhérent au cusp)
sans pour autant que la courbe invariante (ici le cusp) porte de l’holo-
nomie. Une étude plus poussée du revétement permet de montrer que les
feuilles autres que le cusp sont des tores troués dans le cas 1 et des plans
infiniment troués dans le cas 2, ces derniers s’obtenant en déroulant les
tores troués. Pour plus de détails, nous renvoyons a [147, 74, 115, 116].

7.4 Construction de singularités non réduites
Considérons, pour commenger, une singularité de feuilletage de la forme

w = Py(z,y)dz + Qn(z,y)dy + An(z, y)(zdy — ydz) (7.1)

ou P, et @, sont des polyndmes homogenes de degré n > 2 et A,, € C{x,y}

s’annulant & I'ordre n en 0. En ce sens, w est une perturbation radiale de
la singularité homogéne considérée dans la section 7.1.1. Nous supposerons

n+1

2P, +yQn = [ (y — tgzx) ot les ¢, € C sont deux-a-deux distincts pour
k=1

kE =1,...,n+ 1, de sorte que les droites {y = t;x} sont des courbes

invariantes pour w,, = P, (x,y)dz+Qn(z,y)dy, et en fait pour w puisque la
perturbation est radiale. Alors, aprés un éclatement de 'origine, le diviseur
exceptionnel D est invariant et les singularités de F sont les n + 1 points
pr = (0,1)) dans la carte (z,t) ; au voisinage de py, le feuilletage est donné
par (t — tg)dx — agxd(t — tg) +--- ol

Qn(1,t) dx

Pn(Lt) +th(17t) - ; a e Oékt_tk’
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On note que la relation de Camacho-Sad ZZI% ar = —1 est satisfaite.
Un point base py et un systéme de générateurs 7, du groupe fondamen-
tal de D* = D\ {p1,...,pn+1} étant fixés comme dans la section 7.3,
la représentation d’holonomie permet de définir une “correspondance de
Riemann-Hilbert non linéaire”

An = (9017~--7§0n+1>

ol p(z) = €2z 4 ... et o1 0--- 0@, = identité. Le probléme de
Riemann-Hilbert, dans ce contexte, est de déterminer quelles représenta-
tions sont ainsi réalisées lorsque A décrit toutes les séries s’annulant &
lordre k. Une obstruction est que, lorsque oy > 0, la singularité pg est un
neeud ou un nceud-col dont I’holonomie ¢y est trés spéciale, par exemple
linéarisable si ay, & Q. Par contre, Alcides Lins Neto montre dans [110] le

Théoréme 7.17 (Lins Neto). Siax € C\R" pourk=1,...,n+1, alors
toute représentation

(Solv L) QDTL+1) € (DIH(C7 O))n+1

satisfaisant ¢}, (0) = €™ et py 0 -+ 0@, 1 = identité est I’holonomie
projective d’une singularité de la forme (7.1).

Comme le remarque Yulij Ilyashenko dans [93], on peut construire des
éléements 1, ¢a, 3 € Diff(C,0) tous trois non linéarisables satisfaisant
1 09 0 p3 = identité tels que pour tout choix de e < 0 tels que ¢} (0) =
€2k on ait oy + ag + ag < —2.

Démonstration. L'hypothése o, € C\ RT permet de réaliser ¢ comme
holonomie d’une singularité F de la forme

(t — tg)de — agad(t —tg) +--- avec {x =0} invariante

au voisinage de pi. En effet, lorsque ay, € R, ¢y est linéarisable par Keenigs
(Théoréme 3.3) et est I'holonomie de la singularité linéaire (¢ — t)dz —
apxd(t — t1); dans le cas ap < 0, on applique le Théoréme 6.8. Nous
allons recoller ces modéles locaux pour construire un feuilletage global
au voisinage de D. Pour cela, choisissons un recouvrement ouvert D =
VoUWV U- - UV, 41 comme dans la figure ci-dessous (V) est un épaississement
de D-V,V =V, U---UV,41, n’intersectant aucun des 7).

On peut supposer Fj défini sur un voisinage de Vi, k = 1,...,n+ 1,
quitte a faire une homothétie dans la variable ¢ — ¢. On peut supposer
de plus que I'holonomie de Fj, calculée sur la transversale T = {t = o}
est précisément ¢, dans la variable x. Sur V|, choisissons par exemple le
feuilletage Fo défini par d(y — tox) = (t — to)dx + xzdt qui est régulier au
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FIGURE 7.7 — Le recouvrement V =V, U--- UV,

voisinage de D en dehors de py. Il existe pour tout k = 1,...,n un (unique)
germe de difféomorphisme

@y (C2 VN Vig1) = (C2 Ve N Vi) 5 (2,) = (dr(,1),1),

f ¢r(0,6) =0
ot {as:wo) =z

conjugant le feuilletage Fj, au feuilletage Fy41; en effet, les deux feuille-
tages sont réguliers de feuille commune {z = 0} au voisinage de VNV 41 et
cet ouvert est simplement connexe. Ceci permet d’ores et déja de recoller les
feuilletages Fj, en un feuilletage F défini au voisinage de V- = ViU - UV, 41
dans un germe surface complexe M ; la projection (z,t) — ¢ qui est inva-
riante par les recollements ®; définit une projection M — V faisant de
M un fibré en disques. Par construction, le feuilletage F réalise la repré-
sentation d’holonomie que nous nous sommes donnée; il faut maintenant
compléter le feuilletage sur un voisinage de D.
Il existe un germe de difféomorphisme

g : (CHVoNV) = (M, VN V)

qui commute aux projections et conjugue le feuilletage Fy au feuilletage F
que nous venons de construire; la raison est la méme qu’au-dessus a ceci
pres que VNV n’est pas simplement connexe : on utilise ici que ni Fp, ni
F n’ont d’holonomie le long de VoMV (et notamment que p10-+-0p,41 =
identité). Finalement, en recollant Fy a F a l’aide de ®¢, on construit un
fibré en disques M — D dont D est une section globale; le feuilletage F
est défini sur M, et D en est une courbe invariante. Les singularités de F
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sont les points py et la formule de U'indice (Lemme 7.7) nous dit que la
classe de Chern de D est —1. D’aprés le Théoréme de Grauert (voir [88]),
(M, D) est léclaté de (C2,0).

Dans la construction précédente, on peut choisir des modéles locaux
dont la seconde courbe invariante est exactement {t = t;}, de sorte qu’elle
est contenue, aprés recollement, dans la fibration M — D. Cette derniére
définit un feuilletage singulier G sur (C2,0) qui doit étre de la forme xdy —
ydx + - -+ ; d’aprés le Théoréme de linéarisation de Poincaré, G est linéaire
dans de bonnes coordonnées holomorphes et les courbes invariantes de F
sont redressées sur des droites. Par construction, on peut supposer, aprés
transformation linéaire, que la courbe invariante est précisément

n+1

H(y _tkw) =P, +yQn.

k=1

2

Alors la 1-forme w définissant F sur (C*,0) se décompose en

. fdl' A dy wA(zdy—ydx)
w = f(Ppdx + Qndy) + g(xzdy — ydz) ou {gdx Ady = o dT—',—QT,%y)/\w
TPr+yQn

On vérifie aisément, du fait que les n + 1 singularités sont non dégénérées
aprés un éclatement, que f(0) # 0 et g(0) = 0. En divisant w par f, on
obtient la forme désirée avec A = g/ f. O

La méthode de recollement utilisée dans la preuve précédente se gé-
néralise sans difficulté a un arbre de réduction général. Par exemple, on
peut montrer dans le cadre des singularités cuspidales (voir section 7.1.2
et Pexemple 7.16) que

Théoréme 7.18 ([58]). Etant donnés (fi, f2) € (Diff((C,O))2 satisfaisant

03 = 5% = identité  avec { 1(2) =

2(2)
il existe une singularité cuspidale
w=d(y* —2*) + Az, y)(2zdy — 3ydz), A(0,0)=0
dont I’holonomie projective est donnée par (f1, f2) (voir exemple 7.16).

Idée de démonstration. On reconstruit d’abord le feuilletage au voisinage
de D3, réalisant la représentation d’holonomie donnée par (f1, f2) ; on uti-
lise pour cela les modéles locaux décrits a la fin de la section 7.1.2. Par la
formule de l'indice, D3 est de classe de Chern —1 dans le germe de surface
construit, de sorte que 'on peut effondrer D3 : on a maintenant un germe
de feuilletage F» sur (C2,0). Maintenant, on reconstruit le feuilletage au
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voisinage de Dy comme dans la configuration de la figure 7.4 en utilisant F»
comme modéle local ; notons que la construction de la preuve du Théoréme
7.17 n’utilise pas le fait que les singularités soient non dégénérées. Le divi-
seur Dy est maintenant de classe de Chern —1 dans la surface construite
et, en l'effondrant, on obtient un germe de feuilletage F; sur (C2,0). Enfin,
en utilisant celui-ci comme modéle local, on reconstruit le feuilletage F au
voisinage de D; comme dans la configuration de la figure 7.3. Notons que
I’on peut aussi construire directement le feuilletage F le long d’un diviseur
D = D1UD5U Dj3 en suivant la configuration de la figure 7.5 puis effondrer
successivement les composantes D3, Do puis D;. Pour retrouver la forme
w de I’énoncé, on peut ou bien modifier la construction précédente de ma-
niére & construire simultanément la fibration G définie par 2zdy — 3ydzx, ou
encore utiliser le fait que la courbe invariante C, dont la paire de Puiseux
(2,3) est déterminée par sa réduction, se redresse analytiquement sur le
cusp standart. O

La construction du Théoréme 7.17 s’adapte aussi aux feuilletages dicri-
tiques. En effet, on a le

Lemme 7.19. Pourk=1,...,n+1, on se donne un germe de feuilletage
Fi défini au voisinage de py = (0,t;) dans (x,t) € C2, les p, étant deux
deuz distincts, et on suppose que D = {x = 0} n’est invariant par aucun
des Fy,. Alors il existe un germe de feuilletage F sur (C2,0) tel qu’apres 1
éclatement 11 : (M, D) — (C2%,0), on ait (dans la carte (x,t) € C? avec les
mémes notations) :

— le diviseur D est transverse au feuilletage éclaté F excepté aur points

Pk,
— il emiste pour k=1,...,n+ 1 un germe de difféomorphisme

(I)k' : (C2apk) — (CQapk) 5 (J?,t) = ($a¢($at))7 ¢(O7t) =1
conjugant Fi a F.

La condition ¢(0,t) = ¢ a pour but d’avoir un contrdle sur le pseudo-
groupe du feuilletage construit, c’est-a-dire de prescrire la restriction des
pseudo-groupes Gy, de Fj a la transversale globale D (elle devient trans-
verse au feuilletage aprés réduction des singularités Fy).

Démonstration. La démonstration est la méme que dans la preuve du
Théoréme 7.17 excepté que les applications de recollement entre les Vi
sont ici de la forme (z, ¢(z,t)) (transversalité au feuilletage). Pour que le
diviseur D soit d’auto-intersection —1, on peut effectuer une chirurgie a
posteriori : au voisinage V' d’un cercle contenu dans D et ne contenant
pas de point singulier, disons le cercle unité {|t| = 1}, le feuilletage est
un fibré en disques qui se redresse sur dt = 0; il suffit alors de procéder
par chirurgie a I’aide d’une application de la forme (x,t) — (zt”,t) pour
modifier 'auto-intersection D - D & volonté. O
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Nous sommes maintenant en mesure de construire des singularités de
feuilletage dont la réduction et I’holonomie sont arbitrairement riches.
Dressons une liste des ingrédients qui nous permettront plus loin de donner
une description quasi-compléte du pseudo-groupe transverse pour une sin-
gularité de feuilletage générale. A chaque singularité F, on sait maintenant

associer :
1. Un arbre de réduction, c’est-a-dire le diviseur D = Dy U --- U Dy,
muni de sa matrice d’intersection (D; - D;); ;.
2. La partition {1,...,n} = '™ U """ en composantes invariantes,

indexées par I ou transverses, indexées par I*™" (avec D;-D; =0
pour tous 7,j € I'®" distincts).

Sur chaque composante D;, la donnée d’une coordonnée projective
t; € C ainsi que sa valeur ¢; ; au point d’intersection p; ; = D; - D;
(lorsqu’elle est non vide).

. Pour chaque composante invariante D;, i € I'"™, une collection (éven-

tuellement vide) de singularités pi € D; \ {pi;}, k =1,...,n;, deux
a deux distinctes sur la partie lisse du diviseur ; on note t§ = ¢;(p}).
En chaque point p; ; = D; N Dj, 4,5 € 1 v yn germe de feuilletage
réduit F; ; dont D; U D; est la courbe invariante, donné par une 1-
forme w; ; dans les coordonnées (¢;,t;) (avec I'identification évidente
entre w; ; et wj;).

En chaque point pi € D;, i € I'™, un germe de feuilletage réduit
F} dont D; est une courbe invariante, donné par une 1-forme w; ;
dans les coordonnées (t;, z) (ou z est n’importe quelle équation locale
réduite de D;). Les indices de Camacho-Sad ¢ ; et a}; le long de D;
doivent satisfaire a la relation Zj aij+ >, o =D;-D;.

Pour chaque composante invariante D;, i € I'™, une transversale T}
en un point pjy € Df = D; \ {pij,pl} munie d’une coordonnée de
référence z; € (C,0).

Pour chaque point singulier p}:C (resp. p; ;) sur Dy, 4,5 € I v un lacet
7,1 (resp. 7;,;) basé en pé dans D, d’indice 1 autour de ce point et 0
autour des autres, donné dans la variable ¢; ; I’applications d’holono-
mie correspondante ¢4 : (T}, ph) — (Ti,ph) (resp. ¢; ;) donnée dans
la variable z;. Bien str, ¢} (resp. ¢; ;) est (conjuguée a) 'holonomie
de F} (resp. F; ;) le long de D;.

Pour chaque point p; ; intersectant une composante invariante D;,
i € I'"V, avec une composante transverse Dj, j € I'", un chemin 0; ;
dans D} joignant p) a p;; et de lapplication d’holonomie associée
wij: (T;,pb) — (Dj,pij), donnée dans les coordonnées z; et t;.

Théoréme 7.20 (Lins Neto). Réciproquement, étant donnés

inv tran i i i i
D;- Dy, I'™, I'™%, t;, tij, tgy Wij Wes Zis Yigy Oigs Ve Pij € Py
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satisfaisant 1,...,9 ci-dessus, il existe un germe de feuilletage singulier F
dans (C2,0) et une suite d’éclatements 11 : (M, D) — (C2,0) tels que le
feuilletage éclaté F = 1I*F réalise toutes ces données.

Attention, il se peut que II ne soit pas la réduction minimale de F.



Chapitre 8

Structure transverse d’une
singularité générale

Nous allons décrire les pseudo-groupes d’holonomie que ’on obtient en
recollant les dynamiques des différentes composantes du diviseur excep-
tionnel aprés réduction.

8.1 Correspondances de Dulac

Pour décrire le pseudo-groupe transverse d’une singularité de feuilletage
F, il nous faut notamment comprendre comment les différents pseudo-
groupes d’holonomie projective définis dans la section 7.3 sont connectés.
En reprenant les notations de la section 7.4, on s’interesse au passage de
la, coordonnée z; a la coordonnée z; lorsque D; et D; s’intersectent avec
1,7 € S. Ceci revient, étant donnée une singularité réduite possédant deux
courbes invariantes, a étudier 'application de passage d’une transversale a
une de ces courbes vers une transversale a I’autre courbe. Dans le cadre réel,
ces applications sont bien définies en tant qu’homéomorphismes (R*,0) —
(R*,0) analytiques en dehors de 0; elles ont été étudiées par Henri Dulac
dans son travail sur les cycles limites, relatif au 16°™¢ probléme de Hilbert.
Dans le cadre complexe, ces applications sont en général multiformes.

Pour la suite, la singularité réduite est définie dans un systéme de coor-
données (z,y) au-dela du polydisque D x D, les axes de coordonnées sont
les séparatrices, les transversales sont :

T,:={y=1} et T,:={z=1}
paramétrées respectivement par x et y et I’application de Dulac complexe :

D:T, —T,

226
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va maintenant étre décrite pour chaque type de singularité réduite.

8.1.1 Type (Fin)., : w = pydx + qxdy avec p,q € N* pre-
miers entre eux

L’intégrale premiére du feuilletage H(x,y) = 2Py? nous donne, en po-
sant :
H($7 1) = H(la ’D(:L'))
que Papplication de Dulac D est une correspondance finie de type (p: q) :
D:T,—=Ty,; z iy =P/,

Lorsque ¢ = 1, cette application est holomorphe et c’est la seule situation,
comme nous allons le voir, pour laquelle ’application de Dulac n’a pas de
monodromie.

8.1.2 Type (Lin)e et (Lin)yy, : w = xdy — aydr avec
aeC \ (RZO UQ<0)

L’intégrale premicére H(z,y) = £~ %y nous donne :
D:T,—=Ty;c—y=a""
Pour la comprendre, le plus simple est de passer au revétement universel

H; D, ~T); Z— z =exp(2inz)

z

sur chaque transversale épointée T =T, \ {z = 0}, pour z =z et z = y.
L’application de Dulac D se reléve par exemple en

D:Hz - Hy; & § = —of.

Les autres relévements possibles se déduisent en composant par les auto-
morphismes de revétements : D' = (A,)°" 0o Do (A;)°™, m,n € Z, ou

A,:Z—2z+1, z=uxy.

L’application D est bien définie et on voit immédiatement que pour a ¢ R,
le domaine de définition de I'application de Dulac D, sur T, va décroitre
au fur et & mesure que 1’on va faire jouer la monodromie : ce n’est pas une
application multiforme définie sur Hjz tout entier. Si 'on note f et g les
holonomies respectives de 'axe des x et des y calculées sur les transversales
T, et T, alors 'application de Dulac conjugue :

I’holonomie g:T—IT+ é a la translation A;(_l) y—=y—1
et la translation A, :Z+ Z+1 alholonomie f°1 77— a.
Le fait que toutes les feuilles qui coupent T, coupent aussi T}, se traduit

ici par le fait qu’en tout point de T}, il existe au moins une détermination
de D. On dira que la singularité ne disconnecte pas le feuilletage.
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8.1.3 Type (Lin)yeua : w = zdy —aydr avec a € R5¢\ Q>

Ici, contrairement aux situations précédentes, la singularité disconnecte
totalement le feuilletage : aucune feuille passant par 7, ne repasse par 1},
et vice-versa dés lors qu’on se restreint & un voisinage de l'origine : il n’y
a pas d’application de Dulac pour de telles singularités.

D(F) = —ai

exp(2im)

exp(2imy)

FIGURE 8.1 — Application de Dulac d’une singularité hyperbolique

8.1.4 Singularités de type col : w = xdy — aydx + - --
avec a € R

On commence par construire une détermination D de l'application de
Dulac comme suit. Etant donné un point (z,1) de T}, son image par D est
le point (1,y) = ¢~ (x,1) ot 'application d’holonomie ¢, est construite en
relevant, suivant la fibration transverse x = constante, le chemin composé

du segment radial [z, \%I] puis de l'arc de cercle ramenant, dans le sens

direct, le point ﬁ sur le point 1 dans la base (voir figure 8.2). L’applica-
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tion D s’obtient en prolongeant indéfiniment la détermination précédente
a l'aide de l'identité suivante :

D(e*z) = foY o D(x)

ou f désigne I’holonomie de l'axe des =x.

FIGURE 8.2 — Application de Dulac d’un col (non linéaire)

En inversant les roles de x et y dans la construction précédente, on
établit I'identité :

:Do(fl)(e2i7ry) _ go(fl) ° Do(fl)(y)

ot D°(=1) est Papplication de passage de T, & T, et ot g désigne I’holo-
nomie de l'axe des y. Les applications D et D°(—1) sont inverses I'une de
I’autre en ce sens que :

DoD"V = " pourun n € Z,

Pentier n dépendant des déterminations choisies pour définir la composi-
tion, et :
DY oD =g pourun neZ.
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En passant aux revétements universels des deux transversales, les identités
précédentes nous disent que 'application de Dulac conjugue :

~ 0~ 1 -
I’holonomie g : x — = + — +--- & la translation AZ(_l) y—y—1
@

et la translation A, : z +— 4+ 1 & ’holonomie ]7"(_1) Y= y—a+---

En reprenant les estimations établies lors de la preuve du théoréme de
Mattei-Moussu 6.3, on montre que ’application de Dulac D est tangente
a l'application x — = a l'origine.

Remarque 8.1. Contrairement a ce que pourrait suggérer une lecture trop
rapide du Théoréme de Mattei-Moussu 6.3, un col n’est pas caractérisé par
Iholonomie f(z) = az+--- d’une de ses séparatrices. En effet, ’holonomie
détermine le col au choix prés d’un logarithme o € R de a € S'. Par
contre, lapplication de Dulac, définie & composition & droite et & gauche
pres par des difféomorphismes ¢, € Diff (C,0), caractérise le col. Tout
d’abord, sa monodromie détermine I’holonomie et donc le col modulo un
choizx du logarithme. Maintenant, le choix du logarithme est donné ou bien
par le comportement radial de D qui asymptotiquement est tangent a T +—
=%, ou bien par l'indice de l’image d’un lacet par D. Attention, l’image
d’un lacet d’indice 1 est un chemin v qui joint v(0) av(1) = =D (5(0));
cependant, il y a plusieurs maniéres non homotopiquement équivalentes
de joindre ces deuz points (voir discussion de la section 7.2). La partie
réelle —Ré(a) > 0 est donnée par la limite (bien définie) de la variation
de l'argument de 7y lorsque le lacet de départ devient proche de ’origine.

Remarque 8.2. Chaque application de Dulac met en correspondance deux
éléments f,g € Diff(C,0) qui sont les deux holonomies d’un méme col.
Cette correspondance peut se construire de maniére intrinséque, sans utili-
ser les feuilletages, comme suit. Considérons un élément g(z) = az+--- €
Diff(C,0) avec a € S'; quitte a le conjuguer par une homothétie, on peut
supposer g défini sur le disque D. On reléve sa dynamique sur le revétement
universel

H — D* ; Z+— exp(2inz)

en une dynamique g ; par construction, g commute a la transformation
de revétement A : Z — zZ + 1. Bien sdr, le relévement g n’est bien défini
qu’d composition prés par une itérée de A, ce qui sous-entend que l'on a
choisi un logarithme o de a. Maintenant, en recollant la demi-droite iR*
et son image par g, on construit une surface de Riemann sur laquelle la
dynamique quotient A induite par la translation A est bien définie puisque
g et A commutent. En reconnaissant cette surface comme étant le disque
épointé D* wvia le théoréme d’uniformisation, on récupére la dynamique
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oY = AL Liapplication de Dulac se déduit en relevant la projection par
l’exponentielle.

Remarque 8.3. On montre assez facilement qu’une transformation mul-
tiforme D* — D*, disons définie sur un nombre (fini) suffisamment grand
de feuillets consécutifs de la surface de Riemann du logarithme, satisfai-
sant :

D(e*"x) = oY o D(x)
o f(x) =ax+---, a €S, est Uapplication de Dulac d’un col.

Remarque 8.4. Etant donnée une dynamique sur Ty induite par un élé-
ment h € Diff(C,0), on peut considérer la dynamique D,h = DohoD(—1)
induite sur Ty, en poussant par D, ayant préalablement choisi des détermi-
nations de D et de D°=Y. Alors la dynamique D,h est bien définie, i.e.
sans monodromie, si, et seulement si, h commute a g ; dans ce cas, chaque
détermination de Dyh est un élément de Diff(C,0) qui commute & f (en
fait, on passe d’une détermination & une autre en composant par une itérée

de f).

Remarque 8.5. Si Dy et Dy sont deux applications de Dulac, alors le
composé Dy 0 Dy, des déterminations étant choisies, est encore ’applica-
tion de Dulac d’un col si, et seulement si, I’holonomie au but f1 de D
(i.e. sa monodromie) commute o I’holonomie a la source go de Dy (i.e. la

monodromie de D;(_l)). En effet, la monodromie de Dy o Dy est donnée
par

Dy oDl(ezi”x) =Dyo ff(fl) oDy(x) = (Dao ff(fl) o'D;(il)) 0Dy 0Dy (x)

et on applique la remarque précédente.

8.1.5 Type (Lin)%| : w = zdy — aydr + --- non linéari-

col
sable avec o € R\ Q-

La construction de la remarque 8.2, qui est trés naturelle lorsque ’on
considére I'application de Dulac d’un col, a été faite quelques années plus
tot par Etienne Ghys lorsqu’il a montré que ’ensemble :

B:={aeR; 3 f(z) =™z + ... € Diff(C,0) non linéarisable}

était invariant par PSL(2,7Z). En effet, f est linéarisable si, et seulement
si, g est linéarisable (ici, nous le voyons comme corollaire du théoréme
de Mattei-Moussu), ce qui montre que B est invariant par o — é Par
ailleurs, f est linéarisable si, et seulement si, f°(—1) est linéarisable et B
est invariant par a — —a. Enfin, puisque « est défini par f & addition
prés d’un entier, on obtient I'invariance de B par o +— a + 1 et donc par
PSL(2,Z) en remarquant que ce dernier est engendré par o — a + 1 et
a— — é Ceci justifie I’approche de la définition de B par le développement
en fractions continues.
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8.1.6 Type (Eucl)eq et (Euc)®| : w = pydz + qrdy + - - -
non linéarisable

Lorsque w = wy,/q.1,0, ¢'est-a-dire dans la situation (Eucl)co avec A = 0,
I’intégrale premiére explicite nous donne :

Dp/q,k,O(x) _ xp/Q/(l + kP log(xkp))l/kq

Pour p = ¢ = 1, on retrouve exactement toutes les applications (voir
section 3.4) :

of— A .
P = 1/);@,(0 Yoz z/(1- ﬂzk log(2"))"/*

qui conjuguent la dynamique de exp(Xy ) & la dynamique exp(Xj,0). En
effet, i 2ixr = D10 et on récupére i » en conjugant I'application de
Dulac D 0 par une homothétie convenable puis en la composant au but
par une itérée complexe convenable de exp(Xj ). Profitons-en pour re-
marquer que lorsque A = 0, c’est-a-dire lorsque 'invariant formel de f est
nul, alors celui de g est nécessairement non nul. Ceci vaut aussi pour les
types (BEucl)S¥,.

La correspondance de Dulac peut se voir comme le relévement de la
projection T,, — (T, /g) par la projection T,, — (T, /f). En effet, ces deux
projections sont les passages au quotient par le feuilletage : les chapelets
de sphéres géomeétriques de f et de g sont les mémes (bien que le nombre
de pétales soit différent). Ceci nous donne les expressions sectorielles :

D=4 oy,

ot Yy et 1, sont des coordonnées de Leau respectives pour f et g. Ceci
n’a de sens que si l'on prend soin de remarquer préalablement qu’un pétale
attractif pour f correspond par D & un pétale répulsif pour g, et de choisir
les coordonnées 1)y et 1), associées & ces pétales.

La construction de la remarque 8.2 est celle que nous venons de décrire.
Aussi, a chaque fois que deux automorphismes résonants f, g € Diff(C, 0)
(non périodiques) ont méme chapelet orienté mais & polarité inverse, alors
ce sont les deux holonomies d’un méme col résonant.

8.1.7 Type nceud-col : w =ydxr +--- (o =0)

Ici, nous ne considérons que des noeuds-cols avec deux séparatrices conver-
gentes et nous allons considérer ’application de Dulac D allant d’une trans-
versale T, & la variété forte {x = 0} vers une transversale T, & la variété
centrale {y = 0}. En reprenant les notations de la section 6.4, au-dessus
de chaque pétale de f, le noeud-col est équivalent au feuilletage défini par
wp.» dont I'application de Dulac :

. -\ _1/pxP
Dpr:z—x /P
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est donnée par l'intégrale premiére H, x(z,y) = yz~*e/P*"  On en déduit
aisément que I'application D n’est définie que sur les ouverts V,:r nv,,
k=0,...,p—1, quelle envoie surjectivement sur T} (c’est méme un revé-
tement). En ce sens, I’application de Dulac semi-disconnecte le feuilletage :
toutes les feuilles coupant T viennent recouper T ; par contre, une par-
tie des feuilles passant par T, vont se perdre dans “la partie noeud" du
nceud-col et ne reviennent jamais couper 7. On a une dissymétrie.

Il est remarquable aussi que l'application de Dulac coincide avec les
intégrales premiéres sectorielles de ’holonomie sur T, (voir section 3.4).
En particulier, I'application de Dulac conjugue I’holonomie f sur T, &
I'indentité sur T),.

8.2 Les générateurs du pseudo-groupe d’holo-
nomie

Le pseudo-groupe d’holonomie d’une singularité de feuilletage F est a
peu de choses pres celui du feuilletage F obtenu aprés réduction de la
singularité : celui de F contient en plus les points (en nombre fini!) cor-
respondant aux composantes invariantes du diviseur exceptionnel. Nous
commengons par décrire le pseudo-groupe des singularités réduites.

8.2.1 Type hyperbolique ou col : w = xdy — aydx + - - -
avec a € C\ Rx

Une transversale compléte au feuilletage (régulier) est donnée par la
réunion disjointe de transversales T, et Tj respectives aux courbes inva-
riantes {x = 0} et {y = 0}. Le pseudo-groupe (T, G) est alors engendré
par les applications d’holonomie respectives f : T, = Ty, et g : T, = T}, et
l’application de Dulac D : T}, — T, dont il suffit de donner une détermina-
tion D puisque la relation D(e*7z) = f°(-1) o D(x) permet de retrouver
toutes les autres.

Il est quelque fois utile (et plus simple) de considérer les pseudo-groupes
d’holonomie dans le complémentaire d’une ou des deux courbes invariantes.
Par exemple, dans le complémentaire de {x = 0}, une transversale com-
pléte est donnée par T}, et le pseudo-groupe y est engendré par f. Mainte-
nant, notons (7, G) le pseudo-groupe du feuilletage restreint au complé-
mentaire de {zy = 0}.

Dans le cas hyperbolique « ¢ R, (T*, G) est équivalent au tore de réseau
7+ aZ.

Dans le cas a = —% € Q«o, le feuilletage linéaire pydx 4+ qrdy admet
I'intégrale premiére H(x,y) = xzPy? et (T*,G) est équivalent & un disque
épointé. Attention, le quotient de 7T} par f n’est pas équivalent au disque
en tant que pseudo-groupe mais doit étre considéré comme un quotient
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orbifold ; aussi le quotient 7//G posséde deux points infiniment proches
(non séparés), a savoir les deux courbes invariantes, et ces points sont tous
deux orbifoldes de degré p et q.

Dans le cas d’un feuilletage résonant pydx+qzdy+- - -, le pseudo-groupe
(T*, G) est équivalent au chapelet de spheéres (géométrique) correspondant
indifféremment & f ou a g.

8.2.2 Type nceud : w = zdy — aydxr avec o € R>( \ Q>

Ici, deux transversales T, et 1), ne suflisent pas & définir une transver-
sale compléte au feuilletage, & moins de les choisir suffisamment grandes
et proches de la singularité, ce que nous voulons éviter pour la suite. En
travaillant avec l'intégrale premiére H(x,y) = x~ %y, on vérifie facilement
que le pseudo-groupe, dans le complément de la courbe invariante horizon-
tale {y = 0}, est équivalent au pseudo-groupe engendré sur U, := C par la
rotation irrationnelle g(x) = e?7/%z : c’est clair si 'on considére le feuille-
tage dans C x C* et la transversale compléte {y = 1}; au voisinage de 0,
on obtient la méme transversale en recollant les différentes transversales
T7 = {y = 1/n,|z| < r} a l'aide de I’holonomie radiale (une homothétie
réelle). En particulier, T, est un voisinage de 0 dans U,. Dans le complé-
ment de la droite verticale {y = 0}, le pseudo-groupe est engendré sur
U, := C par la rotation irrationnelle f(y) = e?™®y. Le pseudo-groupe
(T, G) se déduit en rajoutant 'application de Dulac

D:C"—=C*; z—a .
Le pseudo-groupe (T*, G), dans le complément de {zy = 0} est équivalent
a
(T*,G) ~ ((C*, < eZiTrozZ >).

Exemple 8.6. Le pseudo-groupe (T, G) d’un neud linéaire résonant
_ p
w = prdy — qydz, . C Q>0

est C avec deux points orbifoldes (fermés) de degrés p et q. On réalise ainsi
toutes les orbifoldes non uniformisables.

8.2.3 Singularités réduites de type nceud-col : w =
ydr +--- (a=0)

Le pseudo-groupe du complément & la variété forte se réduit a 1’espace
des feuilles tel qu’il est décrit dans la section 6.4.1. Notons que la donnée
d’une transversale T}, a la variété centrale, lorsque celle-ci est analytique,
n’est jamais complete Le pseudo-groupe (T, G) se déduit de V'espace des
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feuilles en rajoutant une transversale T, a la variété forte ainsi que ’holo-
nomie f correspondante et I’application de Dulac telle qu’elle est décrite
dans la section 8.1.7. La transversale T}, est compléte : elle intersecte toutes
les feuilles excepté la variété centrale, lorsque celle-ci est analytique.

8.2.4 Pseudo-groupe d’une singularité générale

Considérons la réduction F d’une singularité de feuilletage générale F
et décrivons, & partir des données listées dans le Théoréme 7.20, le pseudo-
groupe d’holonomie de F. Les notations sont celles de la fin de la section
7.4.

Une transversale compléte T au feuilletage F est donnée par la réunion
de :

— les composantes D; du diviseur exceptionnel D transverses a F (i e

Itran),

— les transversales T; aux composantes D; de D invariantes par F
(Z c Iinv)’

— les transversales supplémentaires nécessaires a la complétude au voi-
sinage de chaque singularité de type noeud ou nceud-col apparaissant
le long de D.

Il faudrait, afin d’étre plus rigoureux, rajouter une transversale a chaque
courbe invariante transverse & D. Nous ne le ferons pas afin de ne pas
alourdir les notations dans la mesure ol on ne s’intéresse ensuite qu’a un
“ouvert de Zariski” du pseudo-groupe, c’est-a-dire & l’espace des feuilles
modulo un nombre fini d’entre elles. Le pseudo-groupe d’holonomie du
feuilletage est alors engendré sur T par

— les générateurs d’holonomie projective go}; : T; — T; pour chaque
composante D; invariante par F ,

— les applications de Dulac D; ; : T; — T} & chaque intersection D; ;
de composantes invariantes par F ,

— les identifications ¢; ; : T; — D; pour chaque intersection entre une
composante invariante D; et une composante transverse D; de la
transversale T; a D; avec un ouvert de D,

— le pseudo-groupe de chaque singularité p; ; ou pfC lorsque cette sin-
gularité est de type noeud ou noeud-col.

Le pseudo-groupe (T, G) ainsi défini est un objet difficile a décrire plus
en profondeur en toute généralité. Nous terminons cette section par une
classe de singularités pour lesquelles le pseudo-groupe admet a posteriori
une description bien plus simple.

Commencons par la :

Proposition 8.7. Si F est non dicritique et si les singularités sont toutes
de type col ou hyperbolique aprés résolution, alors toute transversale T; au
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diviseur D reste compléte au sens précédent : elle coupe toutes les feuilles
sauf un nombre fini (4 savoir la courbe invariante).

Démonstration. 1l résulte de ’étude des singularités de type col ou hyper-
bolique que I'application de Dulac est localement surjective. Ainsi, toute
feuille au voisinage de D; intersecte la transversale T}, puis intersecte, via
I'application de Dulac D;, : T; — T}, & chaque intersection D; N Dy, la
transversale T}, de chaque composante voisine Di. On conclue en raison-
nant de proche en proche le long du diviseur. O

La proposition reste vraie si I’on remplace T; par n’importe quelle germe
de courbe T & l'origine de C? qui n’est pas invariante par le feuilletage
F. En effet, on se raméne a la preuve précédente quitte a éclater plus
(pour désingulariser T et sa position relative a F) : on ne rajoute que des
singularités de type col.

La proposition reste encore vraie si ’on autorise les noeud-cols sur la
partie lisse du diviseur tels que la variété forte soit contenue dans le divi-
seur.

Exercice 8.8. Montrer qu’en présence d’un neeud, d’un neud-col mal
positionné (dans un coin ou dont la variété forte n’est pas contenue dans le
diviseur) ou d’une composante dicritique dans la résolution, alors il existe
une transversale T; qui n’est pas complete au sens précédent (intersectant
toute feuille sauf un nombre fini, a savoir la courbe invariante).

Théoréme 8.9. Supposons que F soit non dicritique et considérons le
pseudo-groupe (T*,G) du complémentaire & la courbe invariante C. Si
toutes les singularités apparaissant aprées réduction sont

— de type (Fin)co (avec intégrale premiére holomorphe) aux coins D; N

D;,

— de type col ou hyperbolique (oo € C\ R>¢) sur la partie lisse de D,
alors toute transversale T a D (sur la partie lisse) est compleéte et le pseudo-
groupe G est induit sur un revétement ramifié fini T T par un Sous-
groupe de Diff(C,0).

Démonstration. Pour chaque diviseur D; (par hypothése invariant par F ),
notons ]T"Z le feuilletage restreint au voisinage tubulaire de D; et fi*, ce
dernier feuilletage restreint au complémentaire de D; et des courbes inva-
riantes transverses. Puisque toute singularité le long de D; est du type col
ou hyperbolique, toute transversale T; est compléte pour F;'. Le pseudo-
groupe de ]?z* sur T; coincide avec le pseudo-groupe d’holonomie projective
G défini dans la section 7.3, c’est-a-dire induit par le pseudo-groupe d’ho-
lonomie G; C Diff(C, 0) de la feuille sous-jacente D} = D; \ Sing(F;). Ceci
résulte notamment du fait que, pour ce type de singularités, le pseudo-
groupe induit sur une transversale a la courbe invariante est engendré par



Chapitre 8. Structure transverse d'une singularité générale 237

I’holonomie. En un point d’intersection p; ; = D; N D, le feuilletage F ad-
met une intégrale premiére holomorphe H; ; localement conjuguée a xPy?.
En la prolongeant le long des chemins d; ; et d;; jusqu’aux transversales
T; et T; (on reprend ici les notations du théoréme 7.20), on observe que la
restriction de H; ; aux transversales est de la forme

H; j(zi) = (fi(z:)? et H;j(z) = (fi(2;)) avec [, f; € Diff(C,0).

Nous allons comparer les dynamiques de G; et G; dans la variable z =

1 . . .
(H; ;)74 ; cette variable est multiforme sur chacune des transversales, mais
est bien définie sur un revétement ramifié fini de chacune d’entre-elles. Par
exemple, en relevant la variable z par

mi T = Tis 5 (5)P,

il vient z = fi(%) avec f; € Diff(C,0). La dynamique de G; se re-
leve via m; en une dynamique sur f encore induite par un sous-groupe
G; C Diff(C,0); ce releve de G; contient notamment la transformation de
revétement z +— e 7 z : c’est une extension centrale de G; par Z/pZ. Main-
tenant, en passant & la coordonnée commune z construite avec l'intégrale
premiere H; ;, on déduit que le pseudo—groupe du feuilletage au voisinage
de D; U D; est induit sur T; ~. T par le sous-groupe G, ; C Diff(C,0)
engendré par G; et G dans la variable z. Notons que G;; est se reléve
encore en un sous-groupe de Diff(C, 0) sur n’importe quel revétement fini
de la variable z; par suite, on peut recommencer avec une troisiéme com-
posante Dy, intersectant D; U D;. De proche en proche, on montre ainsi
lexistence, pour tout D;, d’un entier N; € N* tel que le pseudo-groupe

global G est bien défini comme sous-groupe de Diff (C, 0) sur le revétement
a N; feuillets de T;. O

8.3 Holonomie et intégrales premiéres

Commengons par rappeler le résultat fondateur.

8.3.1 Le Théoréme de Mattei-Moussu

Nous obtenons, comme corollaire du Théoréme 8.9, le théoréme principal
de [140] (voir aussi [148] pour une preuve plus élémentaire)

Théoréme 8.10 (Mattei-Moussu). Soit F une singularité de feuilletage
dont toutes les feuilles sont fermées dans un voisinage épointé U* de
0 et seules un nombre fini d’entre elles adhérent & 0 dans le voisinage
U =U*U{0}. Alors F admet une intégrale premié¢re H : (C%,0) — (C,0)
holomorphe. De plus, on peut choisir H a fibres connexes en dehors de
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la courbe invariante C = H~1(0), et toute autre intégrale premiére holo-
morphe se factorise par H.

Démonstration. Aprés résolution de F, aucune composante D; ne peut
étre transverse au feuilletage : F est non dicritique. En effet, sinon, F au-
rait une infinité de courbes invariantes et par suite une infinité de feuilles
adhérant & 0. Par ailleurs, toutes les singularités réduites apparaissant
apreés résolution doivent étre de type (Fin)., car sinon, I’étude faite dans
le Chapitre 6 montre qu'une infinité de feuilles de F accumulerait ou bien
des branches de la courbe invariante C', ou bien le diviseur ; dans ce dernier
cas, les feuilles correspondantes de F accumulent 'origine. Nous sommes
en particulier dans la situation du Théoréme 8.9 et le pseudo-groupe d’ho-
lonomie est donné par un sous-groupe G C Diff (C, 0). D’aprés I’étude faite
dans le Chapitre 4, G doit étre fini car sinon, une infinité d’orbites accu-
muleraient 0 et par suite une infinité de feuilles de F accumuleraient D.
Dans une coordonnée convenable z, le pseudo-groupe G est donc linéaire,
engendré disons par f(z) = e2™/dz et une intégrale premiére minimale est
donnée par H(z) = z?. Par construction, H s’étend en une intégrale pre-
miére holomorphe de F dans le complémentaire de la courbe invariante;
elle se prolonge par exemple par Riemann puisqu’elle est bornée. Toute
autre intégrale premiére holomorphe de F doit étre (en restriction a la
transversale compléte) invariante par ’holonomie f et donc se factoriser a
travers H. O

Corollaire 8.11. Si une singularité F est topologiquement conjuguée a
une autre singularité F' admettant une intégrale premicre holomorphe,
alors F admet aussi une intégrale premiére holomorphe.

Remarque 8.12. Une autre maniére d’énoncer le Théoreme 8.10 est de
dire que l’existence d’ume intégrale premiére holomorphe est caractérisée
par le fait que l’espace des feuilles est un disque dont l’origine est la courbe
invariante C. C’est en ces termes que le théoreme est démontré dans [148].

Exemple 8.13. Pour qu’une singularité F admette une intégrale premiére
holomorphe, il faut qu’elle soit non dicritique et qu’aprés réduction toutes
les singularités réduites soient des cols holomorphes (de type (Fin)eo) et
que tous les groupes d’holonomie projective soient finis. Ceci est nécessaire
mais pas suffisant comme le montre l’exemple suivant. En utilisant le théo-
reme 7.20, on peut construire un feuilletage F qui, aprés 2 éclatements,
est réduit et satisfait :
I D=D1UD2 avech-Dlz—Q 6tD2'D2:—1,
— au coin Dy N Dy, la singularité est un col de type d(xy) =0,
— les autres singularités sont linéarisables avec indice de Camacho-Sad
—3 sur Dy (ilyen a?2)et+% sur Dy (il y en a 2 aussi),
— [’holonomie projective de Dy et de Dy est finie, engéndrée respecti-
vement par f(z1) = —z1 et g(z2) = jza/(1 — 23),
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— Uapplication de Dulac identifie z3 = zo.
Sous ces conditions, le pseudo-groupe d’holonomie est engendré dans la
variable zy = zo par [ et g et n'est donc pas fini.

Depuis que Jean-Francois Mattei et Robert Moussu ont démontré le
Théoréme 8.10 en 1980, de nombreux travaux ont cherché a étendre ce ré-
sultat & des intégrales premiéres plus générales (méromorphes, multiformes
de type Darboux, Liouville ou Riccati) en cherchant des critéres d’existence
portant sur ’holonomie. Citons notamment les articles [57], [115], [218],
[161], [199], [61], [15], [220]. A Dinverse, dans [12] et [120], on trouve des
critéres topologiques de non existence de certaines intégrales premiéres.
Dans [127], Bernard Malgrange propose une définition générale de grou-
poide de Galois Gal(F) d’un feuilletage F (de dimension et codimension
arbitraire sur une variété complexe) qui permit dans [48] de rassembler
toutes les approches précédentes dans un énoncé d’une simplicité remar-
quable : le type d’intégrale premiére admise par le feuilletage dépend de la
dimension transverse du groupoide de Galois : 0, 1, 2 ou 3 respectivement.
Pour une singularité trés générale, la dimension est infinie et il n’y a pas
d’intégrale premiére raisonnable. Le but des sections suivantes est de voir
ce qui subsiste de cet énoncé dans un cadre topologique.

8.3.2 Groupoide de Galois et structure transverse au
feuilletage

Le groupoide de Galois Gal(F) d’un feuilletage F est la cloture de Lie
de son pseudo-groupe tangent (voir section 5.2) dans le sens que nous
avons vaguement décrit dans la section 4.5. Le pseudo-groupe des trans-
formations basiques étant lui méme un pseudo-groupe de Lie au sens de
Malgrange, il contient le groupoide de Galois (qui lui-méme contient le
pseudo-groupe tangent). En un point générique du feuilletage, le grou-
poide de Galois est le produit de sa restriction a une transversale T' avec
le pseudo-groupe tangent local. Il va dégénérer le long d’un sous-ensemble
analytique Z invariant par F, la réunion de quelques branches de la courbe
invariante Z C C dans notre situation. Sa restriction & une transversale
compléte T va coincider avec la cloture de Lie G du pseudo-groupe
d’holonomie G. Si le groupoide a 'avantage d’étre intrinsequement défini
par le feuilletage, i.e. ne nécessite pas de choix préalable de transversale
pour le définir, il est néanmoins pratique de le restreindre & une trans-
versale compléte, ne serait-ce que pour le décrire ou le calculer. Lorsque
Gal(F) n’est pas le pseudo-groupe maximal de toutes les transformations

. . . . . . —Lie
basiques, alors sa dimension transverse, i.e. la dimension de G~ est < 3 :

. . —Li
en un point générique, G est un des pseudo-groupes correspondant au
Théoréme de Lie; en un point de Z N7, c’est un des modéles singuliers
décrit dans la section 4.5.
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Rappelons qu’un feuilletage régulier F (de codimension 1) sur une va-
riété M est transversalement euclidien, affine ou projectif lorsque ’on peut
trouver un atlas de submersions H; : U; — C le définissant tel que les ap-
plications de transition H; = ¢; j o H; soient toutes de la forme

a; iz + i
QDZ'J‘(Z) =z 4+ bi,jv ai’jz + bi,j ou 70252 j—_d:j
respectivement. En d’autres termes, il existe un systéme de coordonnées sur
la tranversale compléte T & travers lesquelles le pseudo-groupe d’holonomie
G du feuilletage est un pseudo-groupe de translations, de transformations
affines ou projectives. Dans ce cas, on peut construire une intégrale pre-
miére “globale multiforme” H : M — C (ou C dans le cas projectif) bien
définie sur le revétement universel M de M et dont la monodromie est eu-
clidienne, affine ou projective : pour tout élément v € w1 (M), la nouvelle
détermination H?” obtenu par prolongement de H le long de ~ est donnée
respectivement par

ayH +b
HY=H+b,, a,H+Db - 7

y ¥ Y o H +d,
pour des constantes a~, b, ¢y, d convenables. Cette intégrale premiére est
unique modulo composition au but par une transformation du groupe co-
respondant : c’est la développante de la structure (voir [85]).

Si ’on revient au cas singulier qui nous intéresse ici, lorsque le groupoide
de Galois Gal(F) est de dimension transverse 1, 2 ou 3, le feuilletage F est
respectivement transversalement euclidien, affine ou projectif en restriction
au complémentaire de Z. La définition de pseudo-groupe de Lie impose une
certaine modération a la dégénérescence du pseudo-groupe le long de 7 : il
est défini par des équations différentielles méromorphes le long de Z (voir
section 4.5). Quelques années plus tot, Bruno Scardua donnait une défini-
tion de feuilletage singulier transversalement euclidien, affine ou projectif
dans [199] avec poles le long d’un diviseur Z qui a posteriori coincide avec
celle de Malgrange, ce qui rend trés naturelles ces définitions. Il est impor-
tant de remarquer ici qu'un feuilletage transversalement projectif F sur le
voisinage épointé de 0 € C2 posséde nécessairement une intégrale premiére
méromorphe, ce qui le rend transversalement trivial! En effet, application
développante H introduite plus haut nous fournit une intégrale premiére
multiforme dans le complément de Z; si Z était réduit a 0, alors H se-
rait uniforme par simple connexité du voisinage épointé. Ainsi, dans le cas
singulier local, il est naturel de demander & ce que la structure transverse
dégénére au moins le long d’un ensemble de codimension 1 si 'on veut
considérer des singularités plus intéressantes du point de vue dynamique.
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8.3.3 Holonomie finie et intégrales premiéres meéro-
morphes

Guy Casale montre dans [48] le

Théoréme 8.14 (Casale). Le feuilletage F admet une intégrale premiere
méromorphe si, et seulement si, le groupoide de Galois Gal(F) est de di-
mension transverse Q.

Par contre, il n’y a pas de caractérisation topologique des singularités
admettant une intégrale premiére méromorphe (autrement dit dont le grou-
poide de Galois est de dimension transverse 0). Le premier contre-exemple
est donné par Masakazu Suzuki dans [215] : il s’agit des deux feuilletages
Fo et F1 définis respectivement par

wo = (207423 de—2zydy et wy = (Y3 +y? —ay)de— 22y +xy—2?)dy ;

admettant les intégrales premiéres respectives

y2 — ZL’S r yw+l)

Hy="—5— e Hy=-¢ =
x Y

Suzuki montre que ces feuilletages sont topologiquement conjugués et que

le second n’admet pas d’intégrale premiére méromorphe. Nous allons reve-

nir sur ces exemples dans un instant.

Lemme 8.15. Soit F une singularité de feuilletage dont toutes les feuilles
sont fermées dans un voisinage épointé U* de 0. Alors le feuilletage réduit
F admet une intégrale premiere holomorphe H au voisinage de tout sous-
arbre D' C D connezxe et invariant par F. De plus, on peut choisir H
minimale (i.e. & fibre connexe) de sorte que son image s’identifie avec
Despace des feuilles au voisinage de D’.

Ici et dans la suite, par sous-arbre, nous entendons que D’ est une
réunion connexe de composantes irréductibles de D.

Démonstration. Le théoréme de Remmert-Stein implique que toutes les
feuilles sont analytiques en 0. Par suite, les feuilles de F sont aussi analy-
tiques et donc fermées, quitte & leur rajouter un nombre fini de points de
D : si une feuille accumule un ouvert de D, alors elle est contenue dans
D. On peut alors reprendre les arguments de la preuve du théoréme 8.10
le long d’un sous-arbre invariant D’. O

Le pseudo-groupe d’une singularité F a feuilles fermées (voir lemme
8.15) peut étre décrit de la maniére suivante. Notons :
— Dfier Dgi” C D les composantes dicritiques du diviseur excep-
tionnel D (les composantes irréductibles transverses au feuilletage
réduit F);
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— Di™v,...,Di"V C D les sous-arbres invariants maximaux (pour I'in-
clusion) ;
— Hj une intégrale premiére minimale du feuilletage réduit F lv, au
voisinage de D} (voir lemme 8.15) pour i = 1,..., 1.
Passons rapidement sur les deux cas suivants.

Remarque 8.16. Lorsque k = 0, le diviseur D est totalement invariant
et F posséde une intégrale premiére holomorphe. Lorsque l = 0, le diviseur
D est réduit a une composante irréductible dicritique ; le feuilletage F est
alors radial, conjugué a xdy — ydr = 0 : il admet ['intégrale premiére
méromorphe H(xz,y) = £ et son pseudo-groupe est (T, G) = (C, {id}).

Supposons désormais k,l > 0. Une transversale compléte au feuilletage
F est donnée par la réunion T = DET U -+ - U D& mais il est commode
de décrire le pseudo-groupe a l’aide d’une transversale plus grosse. On
rajoute, pour chaque sous-arbre invariant D;-n", I’espace des feuilles T; au
voisinage, c’est-a-dire I'image de H;. Le pseudo-groupe (global) de F est
alors engendré sur 77 = T'U Ty U --- U T} par les restrictions H;|T (&
valeur dans 7}) pour j =1,...,l : autrement dit, on obtient, pour chaque
intersection (non vide) p; ; = Dlier ﬁD}“", un germe de revétement ramifié
Hj|r : (D& p; 5) — (Ty,0) (ot T; C C est un voisinage ouvert de 0). Si
'on revient a la transversale T = D{icr U ... U D{ier le pseudo-groupe G
induit par F est engendré par les (germes de) correspondances H;(fl) oH;
la ot ga a un sens, a savoir :

— le groupe fini d’invariance de H; a chaque point p; j,

— le germe de correspondance induit par H; entre chaque paire de
points p;, ; et p;, ; (lorsque D;-nv intersecte plusieurs composantes
dicritiques).

Le critére suivant est une variante du théoréme A de [29].

Proposition 8.17. Soit F une singularité de feuilletage dont toutes les
feuilles sont fermées dans un voisinage épointé U* de 0. Avec les notations
précédentes, le feuilletage F admet une intégrale premiére méromorphe si,
et seulement si, son pseudo-groupe (T, G) admet une fonction méromorphe,
i.e. une fonction rationnelle H : T — C invariante par G.

Démonstration. Si H est une intégrale premiére méromorphe de F, alors
sa restriction a T est rationnelle et est par construction invariante par G
(qui identifie les points d’une méme feuille). Réciproquement, si H : T — C
est invariante par G, alors elle se factorise au voisinage de chaque D}n" par
I'intégrale premiére minimale, H = ¢; o Hj, ce qui permet de ’étendre
en un intégrale premiére méromorphe de F au voisinage de D;“V; elle
s’étend aussi en une intégrale premiére au voisinage de chaque composante
dicritique DJer. O
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Exemple 8.18. Dans les 2 exemples de Suzuki, Fy et F1 au-dessus, le
feuilletage devient régulier aprés un éclatement, transverse au diviseur ex-
ceptionnel sauf en un point ot il y a une tangence simple, a savoir les points
respectifs (x 1 y) = (1:0) et (1:1); ce premier diviseur nous fournit une
transversale compléte T = D1 pour le feuilletage. Le feuilletage réduit s’ob-
tient apres 2 éclatements supplémentaires; ces 2 nouvelles composantes de
D forment la partie invariante D™ = Dy U D3 du feuilletage. Dans le
cas de Fy, notons que le cusp {y?> = a3} est une feuille du feuilletage :
Ualgorithme de réduction est le méme que pour les singularités cuspidales
de la section 7.1.2 bien que le feuilletage soit trés différent. Pour ces deux
exemples, Fo et F1, le pseudo-groupe du feuilletage est engendré sur T par
un germe d’involution, & savoir celle qui met en relation les deux points
de la méme feuille au voisinage du point de tangence avec le feuilletage.
C’est aussi Uinvolution qui laisse invariante ’intégrale premiére locale du
feuilletage qui a un point critique une fois restreinte au diviseur. En choi-
sissant une coordonnée projective t sur T ~ C pour laquelle le point de
tangence est t = 0, le pseudo-groupe est donné par

(T,G) = (C,f) ou f(t)=—t+--- et fo f = identité.

Ce type de singularités, “désingularisées” aprés un éclatement, ont été étu-
diées systématiquement dans [57, 99, 156, 26, 157]. Dans le cas le plus
simple (une tangence simple aprés un éclatement), la donnée de linvolu-
tion f modulo laction naturelle de PGL(2,C) sur T caractérise le feuille-
tage F modulo Diff (C2,0) (voir [99]). Par ailleurs, tout germe d’involution
est réalisable par un tel feuilletage : on peut le voir comme une application
du 7.20.

Pour le premier exemple Fy, la restriction de lintégrale premiére Hy|r :
t — t2 induit linvolution fo(t) = —t dans la coordonnée projectivet = y/x.
Pour le second exemple Fi, lintégrale premiére Hy, bien que transcen-
dante, est holomorphe et régulicre au point de tangence t = 1 (toujours avec
t =y/x) apres le premier éclatement. Le germe d’involution f1(t) est donc
défini, ent = 1, par le point critique de sa restriction Hy|p : t — et—f Or,
on peut montrer (voir [122], exemple 6.4) que le prolongement analytique
du germe d’involution f1(t) est multiforme avec une infinité de feuillets.
Si F1 admettait une intégrale premiére méromorphe H, sa restriction (ra-
tionnelle) H|r serait une intégrale premicre de f1, ce qui forcerait fi a
étre le germe de la fonction algébrique définie par H(f(t)) = H(t); ceci
contredit le fait que f1 a une infinité de feuillets. Donc F1 n’admet pas
d’intégrale premiére méromorphe. Cependant, notons que F1 est défini par
la forme fermée

u;l _dx dy+d<y(y+1)> _ dH,
ey € Y

2y x x H,

et est donc intégrable au sens de la prochaine section : son groupoide de
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Galois est de dimension transverse 1. On peut aussi construire un exemple
Fo du méme type et dont le groupoide de Galois est de dimension transverse
infinie : il suffit de faire en sorte qu’il ne soit pas de dimension < 3, c’est-
a-dire transversalement projectif au sens de la section 8.3.6. Pour cela, on
choisira une involution dont le prolongement analytique maximal ne va pas
au-dela d’un disque : ceci empéchera l’existence d’une développante pour
la structure projective (voir section 8.5.6).

Pour montrer que Fo et Fi (ou plus généralement deuzx feuilletages
quelconques de cette famille) sont topologiquement conjugués, il suffit de
construire tout d’abord une conjugaison topologique des pseudo-groupes :
les arguments sont similaires a ceux de la preuve du théoréeme 3.34. En-
suite, on reléve cette conjugaison aux feuilletages a l'aide d’un feuilletage
auziliaire génériqguement transverse (voir [99]).

Remarque 8.19. L’exemple précédent n’est pas anecdotique, mais illustre
plutdt un fait général : une singularité de feuilletage F admettant une in-
tégrale premiére méromophe est trés souvent topologiquement conjuguée a
une singularité F' n’en admettant pas. Par exemple, il suffit que le pseudo-
groupe (T, G) du feuilletage contienne un germe de difféomorphisme (né-
cessairement périodique) non trivial sur une des composantes DI de T.
Par chirurgie, on peut modifier ce germe de difféomorphisme afin qu’il ne
puisse plus se prolonger au-dela d’un disque donné. Il faut ensuite relever
cette chirurgie au feuilletage et surtout démontrer la conjugaison topolo-
gique, ce qui est assez technique (voir [99]). Par ailleurs, dés que le feuille-
tage réduit posséde deuz composantes dicritiques distinctes DY et D3ier,
alors on peut encore, par chirurgie, modifier le germe de correspondance

H;(fl) o Hj qui les relie de sorte que ce germe ne soit plus le germe d’une

fonction algébrique globale DT ——s DS (par exemple, ne se prolonge
pas analytiquement au-dela d’un disque donné).

A contrario, si F n’a pas de composante dicritique, alors le théoréme
8.10 nous dit que F (et donc tout feuilletage F' topologiquement conjugué
a F) aura une intégrale premiére holomorphe.

De méme, on peut montrer que les neeuds rationnels définis par H(x,y) =
yP /x9 sont topologiquement rigides. En effet, supposons qu’une singularité
F' soit topologiquement conjuguée a Fr. D’apres le lemme 8.15, le feuille-
tage réduit associé a F' ne posséde pas de neud-col : on peut alors appliquer
les résultats de [37] et déduire que F' a le méme nombre de Milnor pn =1
que Fp. Ainsi F' est non dégénérée et il n’est pas difficile de déduire que
F' ne peut étre qu’'un neeud rationnel, donc linéarisable. Par ailleurs, la
réduction des singularités est la méme (toujours d’apres [37]) : il s’agit
donc précisément du neud défini par H.

L’analogue suivant du théoréme 8.10 est démontré par Martine Klu-
ghertz dans [99] :
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Théoréme 8.20 (Klughertz). Soit F une singularité de feuilletage dont
toutes les feuilles sont fermées dans un voisinage épointé U* de 0. Alors F
est topologiquement conjugué & une singularité F' admettant une intégrale
premiére méromorphe.

Nous terminons la section par un probléme toujours ouvert, posé dans
[57] :
Conjecture 8.21. Tout germe de fonction méromorphe a l'origine de
C? est analytiquement conjugué au germe d’une fonction rationnelle F €
C(z,y).

Un germe de fonction holomorphe dans (C2,0) est conjugué a un poly-
noéme : ¢’est un cas particulier d’un résultat de Mather sur la détermination
finie des germes de fonctions & singularité isolée dans (C™,0) (voir [57]).

Un résultat partiel vers cette conjecture est donné dans [49] mais elle reste
ouverte aujourd’hui.

8.3.4 Holonomie abélienne et intégrales premiéres de
type Darboux

On dit qu'un germe de feuilletage F est Darboux intégrable lorsqu’il
peut étre défini par une 1-forme méromorphe w fermée : dw = 0. Dans ce

cas, 'intégrale premiére
H = / w

est & monodromie additive (euclidienne). Ce type de singularités a été
étudié en détails dans [57]. On peut écrire

dF dF,
W=A—"+ -+ A—2 +dG, F;,G méromorphes, \; € C*
Fl Fn
ce qui nous donne en intégrant une intégrale premiére (multiforme) de type
Darboux

H =X log(Fy) + -+ A log(F,) + G ouencore H = F} ... FreS

la premiére étant a4 monodromie euclidienne, la seconde & monodromie
linéaire. On dit que le feuilletage est transversalement euclidien dans ce
cas.
Les singularités réduites transversalement euclidiennes sont les linéaires
de d
o— — —y, aecCr
4 Y
et les modeéles formels de Dulac pour les cols et nceud-cols (voir chapitre
6)
dr 1+ Mk

- Wdu, )\E(C, k € N*
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ou u := zPy? dans le cas d’un nceud de type (p,q) et u = y dans le cas
d’un noeud-col.

Dans [161], Emmanuel Paul donne des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour l'existence d’intégrale premiére de type Darboux pour une
singularité générale F. Décrivons ces conditions dans le cadre suivant. Sup-
posons que le feuilletage F', aprés résolution, n’admet que des composantes
D; invariantes, et n’admet pas de singularité de type noeud-col. Ce type de
feuilletages est appelé “ courbe généralisée non dicritique” dans [37]. Dans ce
cas, décomposons D = UjD;.wl ou les D;-wl sont les composantes connexes
maximales de D (unions de composantes irréductibles D;) pour lesquelles
les coins sont & intégrale premiére holomorphe. A une telle composante,
on peut associer un sous-groupe G; C Diff(C,0) qui est le pseudo-groupe
d’holonomie vu sur n’importe quelle transversale a revétement fini preés
(voir preuve du Théoréme 8.9).

Théoréme 8.22 (Paul). Soit F une courbe généralisée non dicritique,
et les Gj comme au-dessus. Alors F est Darboux intégrable, i.e. peut étre
défini par une 1-forme méromorphe fermée w, si, et seulement si, tous les
G; définis comme au-dessus sont abéliens, analytiquement linéarisables ou
normalisables (type L ou E, x, voir section 4.1).

On peut vérifier que 1’énoncé reste vrai en présence de noeud-cols sur la
partie lisse de D avec variété forte contenue dans D.

Démonstration. Supposons F de type Darboux. Apreés résolution des sin-
gularités, la 1-forme w se reléve en une 1-forme méromorphe w définissant
le feuilletage F. Par construction, la restriction de w & une transversale
T; a D;‘Ol est invariante par le pseudo-groupe d’holonomie G; correspon-

dant. Quitte & passer a un revétement fini Tj — Tj, on peut supposer
G; C Diff(C,0). D’aprés les Propositions 4.1 et 4.14, le pseudo-groupe
d’holonomie G; est du type L ou E,  selon que la restriction de @ a la
transversale posséde un poéle simple ou multiple. Notons que la dichotomie
L / E,» (ou pole simple / multiple pour &) est stable par revétement
ramifié¢ et ne dépend donc pas de la transversale T} choisie le long de D;’Ol,

ni de sa ramification Tj.

Réciproquement, supposons tous les G; est du type L ou E, 5. En par-
ticulier, toutes les singularités réduites le long de D;“’l, puis de proche-
en-proche le long de D, sont du type linéaire (Lin) (hyperbolique, col ou
nceud, voir section 6.2) ou col résonant euclidien (Eucl)eo (section 6.3.2).
En effet, dans le cas des cols, puisque I’holonomie (contenue dans G,)
est linéarisable / normalisable, il en est de méme pour les singularités de
feuilletage.

A Tl'intersection de deux composantes D;»llol N D;{fl, le feuilletage n’admet
pas d’intégrale premiére holomorphe, et son holonomie est donc nécessai-
rement d’ordre infini, ce qui implique que G;, et G;, sont d’ordre infini.



Chapitre 8. Structure transverse d'une singularité générale 247

On en déduit que chaque groupe G est infini, excepté dans le cas oil tous
les coins sont & intégrale premiére holomorphe, et donc D' = D (une
seule composante). Dans ce dernier cas, G peut étre fini, mais alors les
feuilles sont fermées et le Théoréme 8.10 (Mattei-Moussu) nous dit que F
posséde une intégrale premiére holomorphe H ; on en déduit alors que F
est défini par la 1-forme holomorphe fermée w = dH.

Supposons donc pour la suite que (le ou) les G; sont infinis. Ainsi,
il existe (& multiple constant prés) une unique 1-forme méromorphe w;
invariante par G;. Pour chaque singularité de feuilletage le long de D;-‘Ol,
cette 1-forme invariante par I’holonomie s’étend de maniére unique en une
1-forme méromorphe fermée définissant le feuilletage. De proche-en-proche,
on peut étendre w; en une 1-forme méromorphe fermée définissant F' au
voisinage de D;’Ol. Lorsqu’il n’y a qu’une composante D?Ol = D, clest
terminé puisque la 1-forme descend en une 1-forme méromorphe fermée
définissant F sur (C, 0). Si par contre il y a plusieurs composantes, a chaque
intersection D;-‘lol N D;-‘ZOI on a wj, = C€1,2wj, pour une constante c; » € C*.
Puisque D est un arbre (pas de topologie), on peut modifier les w; pour
qu’ils se recollent, et on conclue comme avant. O

Théoréme 8.23 (Casale). Soit F = F,, avec w holomorphe. Le groupoide
de Galois Gal(F) est de dimension transverse <1 si, et seulement si :
1dF
dw=—— A
W= A
pour un entier k € Z~q et une fonction méromorphe F'.

La condition entre w et F est équivalente a d (ﬁ) = 0. Autrement dit,
sur un revétement fini de degré k, feuilletage relevé est défini par une 1-
forme méromorphe fermée. Attention, le revétement défini par z¥ = F(z,y)
peut étre singulier au-dessus de 0 et il faut éclater pour désingulariser la
surface.

Exemple 8.24. [llustrons ceci sur l’exemple des singularités cuspidales
(voir section 7.1.2). Dans ce cas, D = Dy U Dy U D3 est a coins holo-
morphes et le pseudo-groupe G du feuilletage s’identifie au groupe d’holo-
nomie projective (f1, fa) (voir exemple 7.16). Dans l'exemple étudié dans
[147], ce groupe est explicitement donné par

2im

(z—=—2, 2 j2z/(1L=2)), j=¢e3

et il est réalisé par le feuilletage défini par
w = d(y* — 2%) + x(2xdy — 3ydzx).

Dans ce cas, on peut vérifier que

() =
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et le groupoide est de dimension 1. En fait, le pseudo-groupe de Lie trans-
verse est le groupe engendré par z — —jz et le groupe & un parameétre
2+ z/(1 —tz). Le revétement 26 = y* — a3 est singulier; aprés un éclate-
ment, il devient lisse et le diviseur exceptionnel est une courbe elliptique C
(isomorphe a y* —x3 = 1). De plus, C est invariante par le feuilletage re-
levé F qui a exactement une singularité de type col résonant. L’holonomie
de C' est engendrée par les commutateurs

é = <[f13 fZ]a [flaf202]>'

Le feuilletage F est défini par la 1-forme fermée m

8.3.5 Holonomie affine et intégrales premiéres de type
Liouville

Théoréme 8.25 (Casale). Le groupoide de Galois Gal(F) du feuilletage
est de dimension transverse < 2 si, et seulement si, il existe des 1-formes
méromorphes wy et wy satisfaisant

_ dwg = woAwi,
F—fwga {dCU1 - 0.

Dans ce cas, la fonction F' = el @1 est facteur intégrant pour wy, i.e.
d (%) =0, et lintégrale premiére H = [ woF est a monodromie affine.

En fait, H appartient a la classe de Liouville. On appelle extension
liouvillienne du corps des fonctions méromorphes a I'origine de C? toute
extension de corps résultant d’un empilement fini d’extensions construites
en rajoutant :

— une fonction algébrique sur le corps précédent,

— une primitive d’une forme différentielle a coefficients dans le corps

précédent,

— D’exponentielle d’un élément du corps précédent.
On appelle fonction de Liouville toute fonction appartenant & une exten-
sion liouvillienne. En 1992, Michael F. Singer démontre dans [209] le :

Théoréme 8.26 (Singer). Si une singularité de feuilletage F admet une
intégrale premiére de Liouville, alors F est transversalement affine au sens
précédent.

Michel Berthier et Frédéric Touzet ont montré dans [15] que les singula-
rités réduites transversalement affines sont les singularités linéaires et les
cols résonants et noeud-cols dont le chapelet de sphéres est affine au sens
du Théoréme 4.52. Une singularité générale transversalement affine n’a
donc, aprés résolution, que des singularités réduites du type précédent et
tous ses pseudo-groupes d’holonomie projective sont résolubles. Dans [161],
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Emmanuel Paul dresse la liste des conditions nécessaires et suffisantes sur
le pseudo-groupe (tel qu’il est décrit dans le Théoréme 7.20) pour qu’un
feuilletage non dicritique soit transversalement affine au sens précédent.

8.3.6 Holonomie projective et intégrales premiéres de
type Riccati
Théoréme 8.27 (Casale). Le groupoide de Galois Gal(F) du feuilletage

est de dimension transverse 3 si, et seulement si, il existe des 1-formes
méromorphes wy, wy et wy satisfaisant

dwo = Wy N Wi,
F = ]:wm dwi = woA w2,
do.)g = w1 ANwa.

Dans ce cas, une intégrale premiére H & monodromie projective se dé-
duit par intégration schwarzienne; Guy Casale montre par ailleurs dans
[46] que tout feuilletage admettant une intégrale premiére de type Riccati
est transversalement projective au sens précédent. Frédéric Touzet donne
dans [220] la liste des singularités réduites transversalement projectives :
ce sont les singularités linéaires et les cols résonants et noeud-cols dont
le chapelet de sphéres est projectif au sens du Théoréme 4.52. Une sin-
gularité générale transversalement projective n’a donc, aprés résolution,
que des singularités réduite du type précédent et tous ses pseudo-groupes
d’holonomie projective sont résolubles d’aprés le Théoréme 4.27.

8.4 Passage de coins

Nous reprenons ici les idées développées dans [161] puis dans [33] en les
adaptant & notre approche topologique des pseudo-groupes. Il s’agit de dé-
gager des conditions nécessaires et suffisantes sur les singularités réduites
et les groupes d’holonomie projective apparaissant le long du diviseur D
apreés résolution de la singularité F, et sur la maniére dont les dynamiques
se recollent aux coins du diviseur pour que JF soit transversalement pro-
jectif (au sens de la section 8.3.6).

Si un des pseudo-groupes d’holonomie projective G; est non résoluble,
alors une conséquence immeédiate du Théoréme 4.27 est que la cloture topo-
logique G' du pseudo-groupe d’holonomie G du feuilletage est de dimension
infinie au moins sur une partie de la transversale; par suite, la dimension
transverse du groupoide de Gal(F), i.e. de éLle, est infinie. En particulier,
le feuilletage n’admet pas d’intégrale premiére raisonable et ’obstruction
est ici de nature topologique : si une autre singularité F’ est conjuguée
a F par un homéomorphisme, alors elle n’admet pas non plus d’intégrale
premiére. En effet, 'homéomorphisme va conjuguer G au pseudo-groupe
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G’ de F', et par suite leur clotures G et G et les algébres de Lie corres-
pondantes A et A’ (voir preuve du Théoréme 4.25) ; si A est de dimension
infinie, alors A’ I’est aussi.

Lorsque tous les pseudo-groupes d’holonomie G; sont résolubles, le pseudo-
groupe (global) G peut trés bien étre de dimension infinie selon la maniére
dont les pseudo-groupes G; se comportent entre eux aprés avoir “passé les
coins”, c’est-a-dire aprés conjugaison par les applications de Dulac. Nous
allons examiner quelles sont les conditions pour que G reste de dimension

. . . . —Lie . . . . .
finie ; bien souvent, ceci obligera G~ a étre lui aussi de dimension finie.

8.4.1 Passage des coins linéaires de type col ou hyper-
bolique

On se place en un coin, c’est-a-dire a 'intersection de deux composantes
invariantes du diviseur D aprés réduction de F et on se place dans des
coordonnées locales (z,y) dans lesquelle le feuilletage est donné par zdy —
aydz avec a € C\ Rxq. L’application de Dulac est donnée par

D:T, =T, ; x— .

Considérons deux sous-groupes G, G, C Diff(C,0), ou plutot les pseudo-
groupes induits respectivement sur T, et T,. On peut par exemple penser
que G, est le pseudo-groupe d’holonomie de la composante {z = 0} du
diviseur D ; en particulier, G, contient I’holonomie locale z — ¢*7/%z de
{z = 0}. Plus généralement, nous serons amenés a considérer le cas ou
G est un des pseudo-groupes de Lie considérés dans la section 4.5, ou un
“sous-pseudo-groupe Zariski dense” avec toujours comme hypothése qu’il
contient I’holonomie locale x — 2™/ g,

L’application de Dulac D envoie la 1-forme df sur la 1-forme % et
conjugue donc les pseudo-groupes linéaires respectifs :

L(z) = {p(x) =az ; a € C} P35 L(y) = {p(y) = ay ; a € C*}.

Plus précisément, la dynamique de ¢(x) = az sur un voisinage de 0 est
envoyée sur ’ensemble des dynamiques D, p(y) = a~“y toutes définies sur
le voisinage de 0; notons que les déterminations de a™ se déduisent les
unes des autres en composant par 'holonomie y + €2y de {y = 0}. Si
le calcul est formellement le méme pour un nceud linéaire, rappelons que
la dynamique ne passe pas. Si les pseudo-groupes G, et G, sont tous deux
linéaires, alors le pseudo-groupe engendré < G,G, > est linéaire dans
chacune des deux transversales.

La 1-forme mf% est envoyée par D sur y_d% et par suite le pseudo-
groupe

A, (z) = {p(x) = ax/(1+bz")/" ; a € C*, be C}
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des transformations qui laissent la droite C - % invariante est envoyé

sur A_»(y). Méme si v est entier, ce n’est pas le cas de Z en général;
pour autant, I'image A_» (y) reste un pseudo-groupe de Lie au sens de
la section 4.5 : lorsque v n’est pas entier, les éléments non linéaires de
A, (x) (b#0) sont des transformations multiformes. Par contre, notons et
c’est important que si les éléments d’un pseudo-groupe G, C A, (z) ont un
domaine de définition maximal, alors il en va de méme pour les éléments de
D.G, dans A_x(y); ici, mazimal veut dire qu’il existe un ouvert U C T,
tel que, si p : V — U,V C U, est un élément de G|y et si ¢’ : V! — U,
V C V' C U, est un élément de A,(x) prolongeant ¢ a un ouvert plus
grand V', alors ¢’ € G,.

Si Gy C Ay(z) et G, C L(y), alors le pseudo-groupe engendré satisfait

<Gy, DGy >C A () et < DiGy Gy >CA_2(y).

Supposons maintenant G, C A, (z) et G, C A,(y) avec v,u € C*, en
supposant que ni G, ni G, n’est dans L, et supposons de plus o € Q.
Alors la cloture < A, D*A,, > du pseudo-groupe engendré sur 1), est d’'un
des types suivants :

— de dimension infinie, ou

— contenue dans A,, ou

— contenue dans P, =< A,,A_, >
dont D'algébre de Lie est C < 2770, 20,,2"110, >. En effet, puisque
a & Q et G, non abélien (G, ¢ L), sa partie translation n’est pas discréte
et I'algébre de Lie associée A, contient un élément non nul de la forme
cz"*19, ; de méme, D* A, contient un élément dz=*#*19,. En travaillant
avec les crochets de Lie de ces deux éléments comme dans la preuve du
Théoréme de Lie, on montre que l'algébre engendrée est de dimension
infinie sauf lorsque ay = +v. Notons que D,P, = Px. Lorsque a € Q<o,
il se peut que G, et G soient des sous-groupes discrets et 1’analyse de ce
cas semble plus délicate. De ces arguments, on déduit facilement :

Corollaire 8.28. Au woisinage d’un diviseur D invariant par le feuille-
tage, si toutes les singularités sont de type col ou hyperbolique et si les
coins sont linéarisables, l'un au moins n’admettant pas d’intégrale pre-
miere, alors on est dans l'un des cas suivants :
— G C L sur toute transversale au diviseur et dans ce cas, toutes les
singularités sont linéarisables ;
— G C Ay, sur toute transversale T; au diviseur, v; € C*, et au moins
un des groupes d’holonomie projective est non abélien ;
— G C Py, sur toute transversale T; au diviseur, v; € C*, et au moins
deux des groupes d’holonomie projective sont non abéliens ;
— G est de dimension infinie (en tout point de toute transversale).

Démonstration. On raisonne comme dans la preuve du Théoréme 8.22.
Considérons dans D les sous-arbres D! maximaux dont les coins ont une
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intégrale premiére holomorphe. Alors D est la réunion des D!l et ces
derniers s’intersectent sur des coins sans intégrale premiére holomorphe.
Sur un tel coin D?OIQD;‘Ol, on consideére les pseudo-groupes G et G; induits
respectivement par le feuilletage restreint aux voisinages de D! et D?Ol :
d’aprés le Théoréme 8.9, G; et G sont induits par des sous-groupes de
Diff (C, 0) sur des revétements finis. En relevant ’application de Dulac sur
ces revétements, on peut raisonner comme dans la discussion précédente.
Puisque G; C Diff(C,0) contient ’holonomie linéaire non périodique du
coin, c’est un sous-groupe de L ou de A, dés qu’il est résoluble (sinon, G;
est de dimension infinie et c’est terminé). En poussant les G; d’un sous-
arbre & un autre, on raisonne comme au-dessus et on récupére a chaque
étape ou bien un sous-groupe de P,, et on peut continuer, ou bien un
pseudo-groupe de dimension infinie, et c’est terminé. O

8.4.2 Passage des coins de type cols euclidiens

On se place en un coin du diviseur D ou la singularité est de type
(Eucl)¢o) : dans des coordonnées convenables (z, y), le feuilletage est donné

par
du du dx

_ Do
W= ——" — —p—, u:=2aPy
uk+1 u z’

et les holonomies de ses courbes invariantes calculées dans les transversales

respectives T,, = {y = 1} et T, = {x = 1} sont données par

— 2% 2Z7T 2 27/71'
g(x)=e 2 q/peXp(7Xk:p,/\71) et f(y)=e 2 p/leP(Tqu,A)

N k+1 . . .« 1 . .
ol X, = +——=0,. En fait, si I'on considére les restrictions
sH 14+pz ’

dz dx dy dy
w|r, =P pr1 +p(A - 1)? et wlr, = O Fart +Q>\;

on déduit, en intégrant ces derniéres les coordonnées de Leau

1 1
Yo = =15 +p(A —Dlog(z) et 4y = i gAlog(y).

Alors application de Dulac est donnée par
D= (¢y)°(_1) oy Ty = Ty

ol les déterminations sont choisies de sorte que D soit asymptote a x —
2P/% en z = 0. Notons que

g7 (x) = exp(Xppa—1) et U (y) = exp(Xgn)-
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Les clotures de Lie des holonomies sont respectivement données par

Erpa—1(z) et Erga(y);

rappelons que Ej , est homothétique a E; ; pour tout 1 # 0 et notons
qu’au plus un des deux groupes précédents peut avoir un résidu p trivial.

Comme dans la section précédente, nous allons considérer des pseudo-
groupes de Lie G, et Gy sur les transversales T}, et T} contenant les ho-
lonomies respectives du col euclidien, et dont la cléture de Lie est dans la
liste des pseudo-groupes de Lie déja rencontrés, a savoir A, ou P, v € C*,
ou Eg ., k € Z~o, i € C. Nous allons examiner & quelles conditions le
pseudo-groupe engendré, via ’application de Dulac, reste de dimension
finie.

Lorsque A # 1, le pseudo-groupe G, est nécessairement contenu dans
Eip,a—1. En effet, les seuls difféeomorphismes résonants contenus dans A, ou
P, sont aexp(X, ), pour v € Zsg, a¥ = 1, et sont de résidu nul. L’'image
par D est alors un sous-groupe de Eg, . Par contre, lorsque A = 1, alors
G, peut aussi étre contenu dans Ay, ou dans Py,. Les images de ces deux
pseudo-groupes par 1, sont les pseudo-groupes A; et P; des transforma-
tions affines w — aw + b et projectives w ‘Zﬂdb respectivement. Il
nous faut maintenant comprendre quels sont les pseudo-groupes (1,)*A;
et (¢,)*Py. Plus généralement, considérons ¢(z) = — —tr +plog(z) ; alors

/"

A =9 A ={p(z); fop ¢+ % =/}
ou f = ’i—/,, En effet, les éléments de A; (resp. Ay ;) sont caractérisés par
le fait qu’ils préservent la droite C - dw (resp. C - dv)) ; ainsi
/lp// o (p . <p/ so// ,l/J//
pEMy & Wopg=cpy & —p Tt =
De la méme maniére, on montre (voir [47]) que
Pryu =" Pr={p(2) ; go - (¢')* +S(p) = g}

ou S(p) = A §(“0—/;)2 est la dérivée Schwartzienne et ¢ = S(¢). Une

® 2V @
k
chose importante & retenir pour la suite est que f = —%

= % 2 sont méromorphes en z = 0 et donc que Ay, et Py, sont des

pseudo-groupes de Lie de dimension respective 2 et 3 au sens de Malgrange
(voir [47]). Maintenant, il est clair que I’application de Dulac D définie plus
haut conjugue les pseudo-groupes de type affine

et g =

Agpr-1 et Apga
ainsi que les pseudo-groupes de type projectif

Prpa—1 et Prga.
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Corollaire 8.29. Au voisinage d’un diviseur D invariant par le feuille-
tage, si toutes les singularités sont de type col ou hyperbolique et si les
coins sont ou bien linéarisables, ou bien euclidiens normalisables, l'un au
moins n’admettant pas d’intégrale premiére holomorphe, alors on est dans
Uun des cas suivants :

— G C L sur toute transversale au diviseur et dans ce cas, toutes les
singularités sont linéarisables ;

— G C Eyg, ., sur toute transversale T; au diviseur et dans ce cas, toutes
les singularités sont résonantes, ou a intégrale premiére holomorphe ;

— G C Ay, ou Ay, ,, surtoute transversale T; au diviseur, v;, p; € C*,
k; € N*| et au moins un des groupes d’holonomie projective est non
abélien ;

— G CP,, oulPy,,, sur toute transversale T; au diviseur, vy, u; € C*,
k; € N*, et au moins deux des groupes d’holonomie projective sont
non abéliens ;

— G est de dimension topologique infinie (en tout point de toute trans-
versale).

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du Corollaire 8.28. On
consideére cette fois-ci le recouvrement de D par les sous-arbres maximaux
D%i“ a coins linéaires. Si D%i“ = D, on est ramené au Corollaire 8.28.
Sinon, notons G; le pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage restreint au
voisinage de D" : il est de I'une des formes données par le Corollaire 8.28
ou le Théoréme 8.9. Par exemple, si un des G; est de dimension infinie, il
I’est en tout point de la transversale et cette propriété se propage sur toute
transversale a D. Supposons donc chaque G; de dimension finie. Sur un
coin euclidien D" N D;-in on voit facilement avec les notations précédentes
que le pseudo-groupe G; correspondant & D" ne peut étre que du type
Eipa—1 si A # 1 ou encore du type Ay, ou Py, lorsque A = 1. Pour cela,
on utilise le fait que G; contient ’holonomie locale ¢°?(z) = exp(Xgp r—1)-
Par exemple, si D%i“ est a coins holomorphes, le Théoréme 8.9 nous dit
que G; se reléve en un sous-groupe G, c Diff (C,0) sur un revétement
fini, disons dans la variable z = 2/%; G; contient alors le relevé §oP(z) =
exp(dXkpi,a—1) et est nécessairement du type Eppg r—1; par suite, G; C
Expr—1 C Diff (C,0) (le revétement n’était pas nécessaire ici). Maintenant,
si un des coins de D%i“ n’est pas holomorphe, le Corollaire 8.28 nous dit que
G; est analytiquement conjugué a un des modéles L, A, ou P,, v € C*;
mais puisque G; contient exp(Xyp r—1), la seule possibilité est v = kp et
A—1=0 (L est exclu) et G; C A, ou P, dans la coordonnée z. Dans
tous les cas, on observe que les dynamiques G; et G; engendrent encore un
pseudo-groupe de dimension finie qui sur toute transversale voisine d’un
coin euclidien est un sous-pseudo-groupe de P, ,,,. On observe a posteriori
que, si les G; sont de type euclidien (resp. affine, projectif), alors le pseudo-
groupe global G est aussi de type euclidien (resp. affine, projectif). O
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8.4.3 Passage des coins de type (Lin)%¥ et (Eucl)&

col col

Un col de type (Lin)¥ est formellement linéarisable mais non analyti-
quement linéarisable. Ses holonomies sont des dynamiques de hérisson de
type (Lin)®*. Pour un tel coin D; N D;, 'holonomie G; C Diff(C, 0) de D;
est ou bien de type (Lin)®*, ou bien non résoluble (et G; est de dimension
infinie en tout point de la transversale). Dans le premier cas, on déduit que
toutes les singularités de D; doivent étre de type (Lin)S¥ ou (Fin)cor. De
plus, puisque G; commute & ’holonomie, son image par 'application de
Dulac est encore un sous-groupe de Diff(C, 0) de type (Lin)**. En raison-

nant sur les sous-arbre maximaux D?Ol A coins holomorphes, on montre
de proche en proche que toutes les singularités sont de type (Lin)S¥| ou
(Fin)eo le long de D dés que le pseudo-groupe global G n’est pas de di-
mension infinie. Alors G calculé sur n’importe quelle transversale a D est
(& revétement ramifié¢ prés) un sous-groupe de Diff(C,0) de type (Lin)®*.

Un col de type (Eucl)$¥, est formellement mais non analytiquement équi-
valent & un col euclidien. Pour un tel coin D; N D;, I'holonomie G; C
Diff(C,0) de D; est ou bien de type (Eucl)®™* ou (Aff)**; ou bien non réso-
luble. On déduit comme précédemment, dés que G n’est pas de dimension
infinie, qu’il est un sous-groupe de Diff(C,0) de type (Eucl)®* ou (Aff)**
sur n’importe quelle transversale a D et que tout point singulier le long de
D est de type (Eucl)®X; ou (Fin)cor.

Finalement, en utilisant le résultat principal de [48], nous déduisons de
notre étude le

Théoréme 8.30. Soit F une singularité de feuilletage. On suppose que
F est non dicritique et que toute singularité réduite apparaissant le long
du diviseur exceptionnel D aprés résolution est de type col ou hyperbolique
(pas de neud, ni de neud-col). Considérons le pseudo-groupe d’holonomie
(T, G) du feuilletage restreint au complémentaire de la courbe invariante
C. Alors on est dans l'une des situations suivantes :
— la cloture G contient le pseudo-groupe de toutes les transformations
conformes sur un ouvert de Zariski réel de T,
— F est transversalement projectif, i.e. Gal(F) est de dimension trans-
verse < 3,
— G est de type (Lin)®* et toutes les singularités réduites sont de type
(Lin)%, ou (Fin)col, l'une au moins étant du premier type,
— G est de type (Euc))®™ ou (Aff)*™ et toutes les singularités réduites
sont de type (Eucl)®| ou (Fin)cor.

Dans les deux derniers cas, le pseudo-groupe G calculé sur n’importe quelle
transversale T au diviseur est induit par un sous-groupe de Diff(C, 0).

En fait, le second cas correspond au cas ot G est un des pseudo-groupes
de dimension finie listés dans le Corollaire 8.29. Pour montrer que F est
transversalement projectif (resp. affine, linéaire ou euclidien), il faut en-
core montrer que Gal(F) est de dimension transverse < 3 en dehors des
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singularités, c’est-a-dire aussi sur une transversale & chaque courbe inva-
riante. Le raisonnement est alors le méme qu’en un coin. Ceci étant fait,
on déduit que F est transversalement projectif en invoquant [48].

Dans le troisiéme cas, rappelons que la cloture de Lie éhe est de di-
mension infinie. La dynamique étant ici de type hérisson, tout feuilletage
topologiquement conjugué a F sera du méme type.

Dans le quatriéme cas, il se peut que le feuilletage soit transversalement
projectif (voir Théoréme 4.52). Mais la cloture de Lie EL‘e du pseudo-
groupe G est plus dégénérée en 0 que les pseudo-groupes de Lie apparais-
sant dans le Corollaire 8.29. Rappelons par ailleurs qu’un pseudo-groupe
G de type (Eucl)®* ou (Aff)** est topologiquement conjugué a un pseudo-
groupe Gg de type (Eucl) ou (Aff). On peut en fait construire un feuille-
tage Fp ayant méme réduction que F, topologiquement conjugué a F et
réalisant Gy. De ce fait, le troisiéme cas du Théoréme 8.30 n’est pas topolo-
giquement bien défini. Mais G comme G| ont ceci de trés particulier que le
quotient (I’espace des feuilles) est un chapelet de sphéres; ceci caractérise
les pseudo-groupes comme G ou Gj.

Ainsi, nous obtenons par exemple le :

Corollaire 8.31. Soit F comme dans le Théoréme 8.30. Si F contient au
moins une singularité non résonante (o & Q) ou si l'algébre de Lie A asso-
ciée o G est non triviale, alors toute autre singularité F' topologiquement
conjuguée o F a le méme type d’intégrale premicre que F, i.e. Gal(F) et
Gal(F') ont méme dimension transverse.

Exercice 8.32. Construire un exemple de feuilletage comme dans le Théo-
reme 8.30 dont le pseudo-groupe est de dimension topologique infinie et
tous les groupes d’holonomie projective sont abéliens.

Exercice 8.33. Montrer que le Théoréeme 8.30 reste vrai si l’on autorise
des neuds linéaires sur la partie lisse de D. Montrer qu’il devient faux dés
que l'on autorise les neuds dans les coins.

Exercice 8.34. Construire 5 feuilletages dicritiques topologiquement conju-
gués dont le groupoide de Galois est de dimension respective 0, 1, 2, 3 et
0.

Exercice 8.35. Que se passe t’il si l’on autorise les neud-cols sur la partie
lisse du diviseur D avec variété centrale transverse a D, contenue dans D
ou encore dans un coin ?
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