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Introducción

La teoŕıa clásica de los sistemas dinámicos comprende el estudio cuali-
tativo y cuantitativo de las órbitas de una aplicación o de un campo de
vectores. En el caso en que la aplicación considerada es invertible, o que el
campo en cuestión es regular, lo anterior puede ser interpretado como una
acción del grupo (Z,+) o de (R,+) respectivamente. Desde este punto de
vista, la dinámica clásica puede ser pensada como una rama particular de
la teoŕıa general de acciones de grupos.

Desde un punto de vista más algebraico, el estudio de grupos de difeo-
morfismos puede ser entendido como una extensión al caso “no lineal” de
la teoŕıa de representaciones. A través de este estudio se procura entender
la estructura interna de un grupo mediante sus acciones sobre variedades
diferenciables. Aparecen entonces nuevas nociones algebraicas, y diversos
aspectos topológicos y/o anaĺıticos del espacio en consideración cobran re-
levancia. Esta visión de la teoŕıa ha sido muy fruct́ıfera en los últimos años,
ya que gracias a ella se ha podido establecer (de manera a veces sorpren-
dente) diversos resultados de naturaleza puramente algebraica mediante
métodos esencialemente dinámicos.

Sin duda alguna resulta ambicioso (y tal vez imposible) considerar di-
rectamente la teoŕıa general de acciones de grupos. Es natural entonces
restringir el campo de estudio, ya sea limitando la clase de grupos que in-
tervienen o bien el tipo de espacios sobre los que ellos actúan. En estas
notas seguiremos el segundo camino, y nos concentraremos en el estudio
de las acciones de grupos sobre la más simple de las variedades compactas:
el ćırculo. Veremos que, a pesar de la aparente simplicidad del problema,
éste resulta sorprendentemente interesante y complejo.
En la literatura existe ya un completo y elegante tratado sobre la teoŕıa

de acciones por homeomorfismos del ćırculo debido a Ghys [72]. Es por
esta razón que hemos orientado estas notas principalmente a la teoŕıa de
acciones por difeomorfismos, la cual es sensiblemente diferente en diver-
sos aspectos. Sin embargo, aún dentro del contexto de los difeomorfis-
mos, este texto resulta incompleto. Nos hubiese gustado incluir al menos
una pequeña sección introductoria a la “teoŕıa de los pequeños denomi-
nadores”, expandirnos en torno al teorema de Sacksteder introduciéndonos
en la “teoŕıa de niveles”, desarrollar en parte la teoŕıa cohomológica de los
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8 Andrés Navas

grupos de difeomorfismos del ćırculo estudiando el cociclo de Bott-Virasoro-
Thurston (o clase de Godbillon-Vey), y por sobre todo haber añadido dos
caṕıtulos centrados respectivamente en los grupos de difeomorfismos real-
anaĺıticos y en las representaciones de grupos fundamentales y modulares
de superficies. Las inexorables restricciones de tiempo y espacio nos impi-
dieron continuar nuestro trabajo en tales direcciones...

Este texto comienza con una breve sección en la que fijamos las nota-
ciones y damos las definiciones de los conceptos básicos a utilizar. Ciertos
conceptos más elaborados, como por ejemplo el de promediabilidad, son
tratados en el apéndice.

En el caṕıtulo 1 estudiamos algunos ejemplos de grupos sencillos que
actúan sobre el ćırculo. Luego de detenernos en el estudio del grupo de
rotaciones, del grupo af́ın y el de Möbius, tratamos el caso general de los
grupos de Lie, para finalizar centrándonos en los grupos de Thompson.

En el caṕıtulo 2 estudiamos algunos resultados fundamentales de la
dinámica de grupos de homeomorfismos. En la primera parte del caṕıtulo
analizamos ciertos aspectos combinatorios que aparecen de manera natural
en este estudio. Comenzamos haciendo un recuento de los resultados más
relevantes de la teoŕıa de Poincaré para acciones de (Z,+). Posteriormente,
estudiamos la relación entre el número de rotación y las medidas invari-
antes, para luego tratar el caso de las acciones efectivas y libres por home-
omorfismos del ćırculo y de la recta. Como una aplicación de lo anterior
daremos una demostración puramente dinámica de un resultado reciente
de Witte, el cual establece la indicabilidad local de los grupos promediables
y ordenables. Debemos señalar que un tópico que no trataremos en estas
notas, pese a estar muy relacionado con los temas precedentes, es el de la
clase de Euler, tanto en cohomoloǵıa usual como en cohomoloǵıa acotada.
Las razones para no haber incluido este tópico son, en primer lugar, el
que se encuentra excelentemente desarrollado en [72], y en segundo lugar
el hecho que, si bien juega un rol esencial en la caracterización de acciones
por homeomorfismos del ćırculo, su importancia en la teoŕıa diferenciable
es bastante menor. En la segunda parte del caṕıtulo 2 abordamos esen-
cialmente un resultado debido a Margulis, el cual establece una versión
débil de la alternativa de Tits para grupos de homeomorfismos del ćırculo.
Para este resultado no daremos la prueba original de Margulis, sino que
desarrollaremos la demostración alternativa propuesta por Ghys, la cual
se presta para una reinterpetación probabiĺıstica dentro del contexto de la
teoŕıa de caminatas aleatorias sobre grupos.

En el caṕıtulo 3 hemos reunido una serie de teoremas de ı́ndole dinámico
para los cuales una cierta hipótesis de diferenciabilidad (en general C2) es
esencial. Comenzamos con el más importante de ellos, a saber, el teorema
de Denjoy. Estudiamos luego otros resultados relacionados, como lo son los
teoremas de Sacksteder y de Duminy. Luego de discutir algunos problemas
abiertos importantes para la teoŕıa, finalizaremos tratando el problema de
la diferenciabilidad de la conjugación entre grupos de difeomorfismos (para
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casos muy particulares). Hubiese sido natural estudiar también en este
caṕıtulo algunas propiedades espećıficas a clases de diferenciabilidad supe-
riores a C2. Sin embargo, no nos extenderemos en torno a esta promisoria
vertiente de investigación, ya que hasta hoy no se vislumbra ninguna forma
sistemática para abordar el asunto (vea sin embargo [32, 43, 202]).

Los caṕıtulos 4 y 5 corresponden a una tentativa de descripción de los
grupos de difeomorfismos de variedades unidimensionales sobre la base de
informaciones algebraicas relevantes. Comenzamos analizando el caso de
los grupos abelianos y nilpotentes valiéndonos en parte del famoso “lema
de Kopell”. Estudiamos después los grupos solubles de difeomorfismos, y
explicamos las dificultades que se presentan al momento de tratar el caso
de los grupos promediables. Finalmente, nos concentramos en torno a las
acciones de grupos que satisfacen propiedades cohomológicas especiales.
Después de revisar el ya clásico teorema de estabilidad de Thurston, es-
tudiamos los teoremas de rigidez para las acciones de grupos de Kazhdan
y de supra-rigidez para las acciones de redes de rango superior. Estos
últimos pueden ser pensados como una culminación natural (aunque tal
vez no definitiva) de una serie de resultados de obstrucciones para acciones
unidimensionales de redes de grupos de Lie simples y semisimples de rango
superior.

Nos hemos esforzado en hacer estas notas lo más autocontenidas posi-
ble. Si bien muchos de los resultados presentados son bastante recientes,
las técnicas empleadas son en general elementales y no requieren mayores
conocimiento previos. Hemos añadido también una serie de ejercicios com-
plementarios con el objetivo de ampliar el panorama de cada uno de los
resultados y de indicar algunas referencias relevantes. Advertimos sin em-
bargo al lector que estos “ejercicios” pueden variar abruptamente en nivel
de dificultad. De hecho, los (mini-)resultados a veces alĺı expuestos en
muchas ocasiones no figuran en la literatura. Éste también es el caso de
tres secciones completas del texto, a saber las secciones 4, 5.1 y 6.2. La
primera de ellas merece especial atención, pues contiene la demostración
original de un teorema probado por Duminy (hace ya casi 30 años) sobre
la existencia de infinitos fines para hojas semi-excepcionales de foliaciones
de codimensión 1 y transversalmente de clase C2. La necesidad de pu-
blicar la extraordinaria prueba de Duminy de este notable resultado (para
el cual una referencia alternativa es [40]) fue una de las motivaciones para
la confección de este texto.

La versión original de estas notas fue escrita para ser presentada, en
forma de un minicurso, en el 2o Workshop de Sistemas Dinámicos de la
Universidad Católica del Norte en Agosto del 2001. El texto que aqúı se
presenta corresponde a una versión ligeramente remozada de una segunda
edición preparada para ser presentada –también en la forma de minicursos–
durante el verano del 2006 en el Instituto Nacional de Matemática Pura e
Aplicada IMPA, y en Diciembre del 2006 en el Instituto de Matemáticas
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y Ciencias Afines IMCA. Queda consignado el reconocimiento del autor
a estas instituciones por sus respectivas invitaciones, aśı como al PBCT
y a CONICYT por su respaldo mediante el Proyecto “Anillo en Sistemas
Dinámicos de Baja Dimensión”. Sin embargo, a nivel institucional se debe
destacar por sobre todo el apoyo del laboratorio UMPA de la École Normale
Supérieure de Lyon, donde comenzó a gestarse el proyecto de escribir estas
notas, aśı como del Institut des Hautes Études Scientifiques, donde este
texto comenzó a tomar su forma definitiva.
Este trabajo se ha visto enormemente enriquecido gracias a la discusión

con muchos colegas. Diversas observaciones a lo largo del texto, aśı como el
contenido de algunos ejemplos y ejercicios, han resultado de (algunas veces
breves pero siempre) fruct́ıferas conversaciones, y resulta grato para el autor
constatar aqúı su agradecimiento para con Carlos Moreira (ejercicio 3.4),
Juan Rivera-Letelier (ejemplo 3.65), Albert Fathi (ejercicio 5.55), Jean-
Christophe Yoccoz (ejercicios 1.16 y 5.35), Sylvain Crovisier (proposición
4.64), Tsachik Gelander (ejercicio 5.56), Victor Kleptsyn (ejercicio 3.68),
Adolfo Guillot (observación 3.40), Takashi Tsuboi (ejercicio 3.82), y Dave
Witte (proposición 5.31). Pero por sobre todos, los agradecimientos son
para Étienne Ghys por su constante motivación a trabajar en el tema de
los grupos de difeomorfismos del ćırculo a través de numerosas y apasio-
nantes explicaciones de sus posibles ramificaciones y de sus relaciones con
diversas áreas de la matemática. Como el lector constatará a lo largo de
la lectura, Ghys es uno de los principales inspiradores de muchos de los
desenvolvimientos de la teoŕıa que pasamos a revisar.



Notaciones y Definiciones

El ćırculo será siempre denotado por S1. Sobre él consideraremos la
orientación en contra de los punteros del reloj. Designaremos por ]a, b[ al
intervalo abierto desde a hasta b según esta orientación. Notemos que si b
pertenece a ]a, c[ entonces c ∈]b, a[ y a ∈]c, b[. A veces denotaremos estas
relaciones simplemente por a < b < c < a. De manera análoga se definen
los intervalos [a, b], [a, b[ y ]a, b]. distancia entre a y b es la más pequeña de
las longitudes de los intervalos ]a, b[ y ]b, a[. Denotaremos esta distancia por
dist(a, b) o |a− b|, según sea conveniente. De manera análoga, la longitud
de un intervalo I (ya sea del ćırculo o de la recta R) será designada por
|I|. La medida de Lebesgue de un boreliano A de S1 o de R será denotada
simplemente por Leb(A).

A lo largo de estas notas, y salvo mención expĺıcita de lo contrario,
sólo consideraremos homeomorfismos y difeomorfismos directos, es decir,
que preservan orientación. Denotaremos por Homeo+(S

1) al grupo de los
homeomorfismos del ćırculo. Para k ∈ N∪{∞}, el grupo de los difeomorfis-
mos de clase Ck del ćırculo será denotado por Difeok+(S

1). Consideraremos

también el grupo Difeo1+τ
+ (S1) de los difeomorfismos del ćırculo que poseen

una derivada Hölder continua de exponente τ . Para 0 < τ < 1, la τ -norma
de Hölder de la derivada de f ∈Difeo1+τ

+ (S1) será denotada por |f ′|τ , es
decir,

|f ′|τ = sup
x6=y

|f ′(x)− f ′(y)|
|x− y|τ .

El grupo de los difeomorfismos del ćırculo de derivada lipschitziana será
denotado Difeo1+lip

+ (S1). Por su parte, Difeow+(S
1) designará al subgrupo

de Difeo∞+ (S1) formado por los difeomorfismos real-anaĺıticos. Finalmente,
la notación Difeo+(S

1) será utilizada en el caso en que el grado de diferen-
ciabilidad (que supondremos al menos C1) se subentienda del contexto o
sea irrelevante.

En algunas situaciones pensaremos la recta real como siendo el recubri-
miento universal del ćırculo ya sea a través de la aplicación x 7→ eix, o
bien por la aplicación x 7→ e2πix, dependiendo de si parametrizamos el
ćırculo por [0, 2π] o por [0, 1]. Salvo mención de lo contrario, conside-
raremos la primera de estas parametrizaciones. Por abuso de notación,

11
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para cada homeomorfismo directo f del ćırculo, comúnmente denotare-
mos también por f a cada uno de sus levantamientos a la recta. De
esta forma, f : R → R es una función continua estrictamente creciente
que para todo x ∈ R verifica las igualdades f(x + 2π) = f(x) + 2π ó
f(x+1) = f(x) + 1, según la parametrización escogida. Al grupo formado
por los levantamientos a la recta de homeomorfismos directos del ćırculo lo

denotaremos ˜Homeo+(S
1). La rotación de ángulo θ del ćırculo será desig-

nada por Rθ. Observe nuevamente que θ es un ángulo en [0, 2π] o en [0, 1],
dependiendo de la parametrización considerada.

En muchas ocasiones nos concentraremos directamente en los subgru-
pos de Homeo+(S

1) o de Difeo+(S
1). Sin embargo, nos interesaremos

también en las representaciones de un grupo topológico Γ en el grupo de
los homeomorfismos o difeomorfismos directos de S1 (a las que, abusando
del lenguaje, llamaremos a veces acciones). De manera más precisa, tra-
bajaremos con homomorfismos (continuos) Φ de Γ sobre Homeo+(S

1) o
Difeo+(S

1). Por simplicidad, a menudo identificaremos el elemento g ∈ Γ
con la transformación Φ(g). Sin embargo, para evitar confusiones, de-
notaremos Id a la aplicación identidad de S1, y denotaremos id al ele-
mento neutro de un grupo que actúa, ya sea sobre el ćırculo u otro espacio.
Recordemos que, en general, una acción Φ de un grupo Γ sobre un espacio
M es efectiva si para todo g 6= id la aplicación Φ(g) no es la identidad en M.
La acción es libre si para todo g 6= id se tiene Φ(g)(x) 6= x para todo x ∈ M.
Recordemos finalmente que dos homeomorfismos f, g en Homeo+(S

1) son
topológicamente conjugados si existe un homeomorfismo directo h de S1 tal
que h ◦ f = g ◦ h (en general, llamaremos conjugado de f por h al homeo-
morfismo hfh−1). Análogamente, diremos que dos acciones Φ1 y Φ2 de
un grupo Γ por homeomorfismos directos de S1 son topológicamente conju-
gadas si existe h ∈ Homeo+(S

1) tal que hΦ1(g) = Φ2(g)h para todo g ∈ Γ
(a menudo suprimiremos el śımbolo de la composición de aplicaciones). El
grupo libre (no abeliano) a n generadores será designado por Ln. Para evi-
tar confusiones, denotaremos por T1 al toro unidimensional, enfatizando la
estructura de grupo subyacente en él. Esta estructura se identifica con la
del grupo (R mód 1,+), o con la del grupo de rotaciones SO(2,R).



Caṕıtulo 1

Ejemplos de Grupos que
actúan sobre el Ćırculo

1 El grupo de rotaciones

El grupo SO(2,R) de las rotaciones de S1 es el más sencillo de los grupos
que actúan transitivamente por homeomorfismos del ćırculo. Módulo con-
jugación topológica, puede ser caracterizado como el grupo de los homeo-
morfismos de S1 que preservan una medida de probabilidad con propiedades
similares a las de la medida de Lebesgue. Diremos que una medida µ es de
soporte total si la medida de todo conjunto abierto y no vaćıo es positiva.

Proposición 1.1. Si Γ es un subgrupo de Homeo+(S
1) que preserva una

medida de probabilidad de soporte total y sin átomos, entonces Γ es topológi-
camente conjugado a un subgrupo de SO(2,R).

Demostración. La medida µ sobre S1 dada por la hipótesis induce de
manera natural una medida σ-finita µ̃ en R que verifica µ̃([x, x+ 2π]) = 1
para todo x ∈ R. Definamos ϕ : R → R por ϕ(x) = 2πµ̃

(
[0, x]

)
si x > 0,

y por ϕ(x) = −2πµ̃
(
[x, 0]

)
si x < 0. Sea g un elemento arbitrario de Γ.

Fijemos un levantamiento a la recta g̃ tal que g̃(0) > 0. Para y > 0 tenemos

ϕg̃ϕ−1(y) = 2πµ̃
(
[0, g̃ϕ−1(y)]

)
= 2πµ̃

(
[0, g̃(0)]

)
+ 2πµ̃

(
[g̃(0), g̃ϕ−1(y)]

)

= 2πµ̃
(
[0, g̃(0)]

)
+ 2πµ̃

(
[0, ϕ−1(y)]

)
,

por lo que

ϕg̃ϕ−1(y) = 2πµ̃
(
[0, g̃(0)]

)
+ y.

Un argumento análogo prueba que esta última igualdad vale también para
y ≤ 0. Luego, ϕg̃ϕ−1 es la traslación de longitud 2πµ̃

(
[0, g̃(0)]

)
. La

aplicación ϕ es 2π-periódica, por lo que induce un homeomorfismo de S1.

13
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Conjugado con este homeomorfismo, cada g ∈ Γ es la rotación de ángulo
2πµ̃

(
[0, g(0)]

)
mód 2π. ¤

Los grupos compactos verifican la hipótesis de la proposición anterior. En
efecto, si Γ es un grupo compacto, podemos considerar sobre él la medida
de Haar dg. Si Γ actúa sobre el ćırculo por homeomorfismos, definimos una
medida de probabilidad µ sobre los borelianos de S1 por

µ(A) =

∫

Γ

Leb(gA) dg.

Esta medida µ es invariante por Γ, no posee átomos y es de soporte total.
Concluimos aśı lo siguiente.

Proposición 1.2. Todo subgrupo compacto de Homeo+(S
1) es conjugado

a un subgrupo de SO(2,R).

2 El grupo de traslaciones y el grupo af́ın

Si un grupo actúa sobre el ćırculo fijando un punto entonces él actúa de
manera obvia sobre la recta (identificando dicho punto fijo con el infinito).
Luego, para comprender las acciones de grupos sobre el ćırculo es necesario
comprender también las acciones sobre la recta.

Un grupo interesante de homeomorfismos de la recta es el grupo af́ın
Af+(R). Al elemento g ∈Af+(R) dado por g(x) = ax + b, a > 0, le aso-
ciamos la matriz (

a b
0 1

)
∈ GL+(2,R).

Vı́a esta correspondencia, el grupo Af+(R) se identifica a un subgrupo de
GL+(2,R).

Recordemos que una medida de Radon es una medida no trivial definida
sobre los borelianos de un espacio topológico que es finita sobre los com-
pactos. Por ejemplo, la medida de Lebesgue es de Radon. Como esta
medida es preservada módulo un factor multiplicativo por los elementos de
Af+(R), tiene sentido la siguiente definición.

Definición 1.3. Sean υ una medida de Radon sobre la recta y Γ un sub-
grupo de Homeo+(R). Decimos que υ es quasi-invariante por Γ si para
cada g ∈ Γ existe un real positivo κ(g) tal que g∗(υ) = κ(g) · υ (es decir,
para todo boreliano A ⊂ R se cumple υ

(
g(A)

)
= κ(g) · υ(A).)

Análogamente a la proposición 1.1, tenemos la siguiente caracterización
del grupo af́ın.

Proposición 1.4. Sea Γ un subgrupo de Homeo+(R). Si Γ deja quasi-
invariante una medida de Radon de soporte total y sin átomos, entonces Γ
es conjugado a un subgrupo del grupo af́ın.



Grupos de difeomorfismos del ćırculo 15

Demostración. Definamos ϕ : R → R por ϕ(x) = υ
(
[0, x]

)
si x ≥ 0, y por

ϕ(x) = −υ
(
[x, 0]

)
si x < 0. Es fácil verificar que ϕ es un homeomorfismo.

Además, si g∈Γ y x≥0 son tales que g(x)≥0 y g(0) ≥ 0, entonces

ϕ
(
g(x)

)
= υ

(
[0, g(x)]

)
= κ(g)υ

(
[g−1(0), x]

)

= κ(g)υ
(
[0, x]

)
+ κ(g)υ

(
[g−1(0), 0]

)
= κ(g)ϕ(x)− κ(g)ϕ

(
g−1(0)

)
,

Por lo que
ϕgϕ−1(x)=κ(g)x− κ(g)ϕ

(
g−1(0)

)
.

De hecho, no es dif́ıcil ver que esta igualdad se cumple de manera general
para todo x∈R y todo g∈Γ, lo cual concluye la demostración. ¤
El grupo af́ın contiene al grupo de las traslaciones de la recta, y el argu-

mento de la demostración de la proposición 1.1 muestra lo siguiente.

Proposición 1.5. Sea Γ un subgrupo de Homeo+(R). Si Γ deja inva-
riante una medida de Radon de soporte total y sin átomos, entonces Γ es
topológicamente conjugado a un subgrupo del grupo de traslaciones.

Ejercicio 1.6. La derivada logaŕıtmica de un difeomorfismo f : I ⊂ R→J ⊂ R
de clase C2 es definida por Dl(f)(x)=(log(f ′))′(x). Pruebe que Dl(f) ≡ 0 si y
sólo si f es la restricción de un elemento de Af+(R). A partir de la igualdad

log((f ◦ g)′)(x) = log(g′)(x) + log(f ′)(g(x)), (1.1)

pruebe la siguiente relación de cociclo

Dl(f ◦ g)(x) = Dl(g)(x) + g′(x) ·Dl(f)(g(x)).

3 El grupo PSL(2,R)

3.1 PSL(2, R) y las transformaciones de Möbius

Denotaremos por D al disco disco de Poincaré, es decir, al disco unitario
abierto dotado de la métrica hiperbólica

du

2(1− |u|2) , donde u ∈ D.

El grupo de los difeomorfismos (no necesariamente directos) de D que
preservan esta métrica coincide con el grupo de los difeomorfismos con-
formes de D, y contiene al grupo de Möbius como subgrupo de ı́ndice 2.
Lo anterior significa que los únicos difeomorfismos directos g : D → D
que preservan orientación y verifican en todo punto u ∈ D y todo vector
ζ ∈ Tu(D) ∼ R2 la igualdad

‖Dg(u)(ζ)‖
2(1− |g(u)|2) =

‖ζ‖
2(1− |u|2) ,
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son aquéllos que en notación compleja se escriben de la forma

g(z) = eiθ · z − a

1− āz
, donde θ ∈ [0, 2π], a ∈ C, |a| < 1, z ∈ D.

El grupo de Möbius es denotado por M. Cada una de las aplicaciones de
este grupo induce un difeomorfismo real-anaĺıtico del ćırculo en śı mismo.

Consideremos ahora la aplicación ϕ(z) = (z + i)/(1 + iz). Observe que
ϕ(S1) = R ∪ {∞}; además, la imagen de D por ϕ es el semiplano superior
de R2, el cual dotado con la métrica inducida es conocido como plano
hiperbólico y denotado por H2. En notación compleja, la acción de cada
elemento de M sobre H2 es de la forma z 7→ (a1z + a2)/(a3z + a4) para
ciertos a1, a2, a3, a4 en R tales que a1a4 − a2a3 = 1. Por lo tanto, si a3 = 0
entonces obtenemos una transformación af́ın, lo cual muestra que Af+(R)
es un subgrupo de M.

Asociemos ahora a cada elemento z 7→ (a1z + a2)/(a3z + a4) de M la
matriz (

a1 a2
a3 a4

)
∈ SL(2,R).

Un cálculo sencillo muestra que la matriz asociada a la composición de
dos elementos de M es igual al producto de las matrices asociadas a estos
elementos. Por otra parte, dos matrices M1,M2 de SL(2,R) definen el
mismo elemento de M si y sólo si ellas coinciden o bien M1 = −M2. De
esta forma, el grupo de Möbius se identifica al grupo proyectivo PSL(2,R).

El grupo PSL(2,R) verifica una propiedad notable de transitividad y
rigidez: dados dos triples ćıclicamente ordenados de puntos del ćırculo
(a, b, c) y (a′, b′, c′), existe un único elemento g ∈ PSL(2,R) que env́ıa a,
b y c en a′, b′ y c′ respectivamente (en particular, si g fija tres puntos
entonces g = Id).

Los elementos deM ∼ PSL(2,R) pueden ser clasificados según el número
de puntos fijos sobre S1 ⊂ D. Observe que, para hallar dichos puntos fijos
en el modelo del semiplano superior, debemos resolver la ecuación

a1z + a2
a3z + a4

= z. (1.2)

Un análisis simple muestra que pueden darse tres casos:
(i) |a1 + a4| < 2. En este caso las soluciones de (1.2) son dos puntos conju-
gados (y distintos) del plano complejo. Luego, en el modelo de Poincaré,
la aplicación g no fija ningún punto sobre el ćırculo. Dejamos al lector la
tarea de demostrar que g es conjugado a una rotación.
(ii) |a1 + a4| = 2. En este caso las dos soluciones de (1.2) coinciden y se
hallan sobre la recta real. De esta forma, en el modelo de Poincaré, g fija
un único punto sobre el ćırculo.
(iii) |a1 + a4| > 2. En este caso existen dos soluciones distintas de (1.2)
sobre el eje real. Aśı, la aplicación fija dos puntos sobre el ćırculo, uno de
ellos atractor y el otro repulsor.
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La expresión |a1+a4| corresponde al valor absoluto de la traza de la
matriz respectiva (si bien la función M 7→ a1+a4 no está bien definida en
PSL(2,R), su valor absoluto śı lo está). Las figuras 1, 2 y 3 a continuación
ilustran los casos (i), (ii) y (iii) respectivamente. En el caso (i) decimos
que la aplicación es eĺıptica, en (ii) decimos que ella es parabólica siempre
que no sea la identidad, mientras que en (iii) decimos que es hiperbólica.
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Ejercicio 1.7. Pruebe que dos elementos hiperbólicos cualesquiera de PSL(2,R)
son topológicamente conjugados. ¿Vale lo mismo para las aplicaciones parabólicas
y/o eĺıpticas?

Si bien la dinámica de cada elemento del grupo PSL(2,R) es muy par-
ticular, la estructura completa de sus subgrupos no queda determinada
completamente por cada una de estas dinámicas. Más precisamente, si
un subgrupo Γ de Homeo+(S

1) es tal que cada uno de sus elementos es
topológicamente conjugado a un elemento de PSL(2,R), esto no implica
que Γ sea conjugado a un subgrupo de PSL(2,R), incluso si las órbitas
de Γ son densas. Ejemplos de subgrupos que satisfacen estas curiosas
propiedades fueron dados por Kovačević en [119]. No es muy dif́ıcil mejorar
la construcción de uno de ellos para obtener un ejemplo de un grupo de
difeomorfismos real-anaĺıticos de S1 que verifica las propiedades anterior-
mente mencionadas [144].

Ejercicio 1.8. Dado un difeomorfismo f : I ⊂ R → J ⊂ R de clase C3, su
derivada schwarziana es definida por

S(f) =
f ′′′

f ′ − 3

2

( f ′′

f ′

)2

.

Verifique que la derivada schwarziana de un difeomorfismo entre abiertos de la
recta es nula si y sólo si dicho difeomorfismo es la restricción de una transfor-
mación de Möbius. Pruebe la siguiente relación de cociclo

S(f ◦ g)(x) = S(g)(x) + (g′(x))2 · S(f)(g(x)). (1.3)

Ejercicio 1.9. Pruebe la siguientes fórmulas para la derivada schwarziana de
difeomorfismos de clase C3:

S(g)(y) = 6 lim
x→y

[
g′(x)g′(y)

(g(x)− g(y))2
− 1

(x− y)2

]
= 6 lim

x→y

∂2

∂y∂x
log

(
g(x)− g(y)

x− y

)
,

(1.4)

− 1

2
√

dg/dx
S(g) =

d2

dx2

( 1√
dg/dx

)
. (1.5)
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3.2 PSL(2, R) y la corriente geodésica de Liouville

Recordemos que cada geodésica del disco de Poincaré está determinada
por sus puntos extremos en el ćırculo, los cuales son necesariamente dife-
rentes. De esta manera, el espacio de las geodésicas no orientadas del
plano hiperbólico se identifica al cuociente de S1× S1 \ ∆ por la relación
de equivalencia que identifica a los puntos (s, t) y (t, s), donde t 6= s. Una
corriente geodésica es una medida de Radon sobre dicho espacio de las
geodésicas, y puede ser pensada como una medida L definida sobre los
borelianos de S1× S1 disjuntos de la diagonal ∆, que es finita sobre los
compactos de S1× S1 \∆, y que verifica la condición de simetŕıa

L
(
[a, b]× [c, d]

)
= L

(
[c, d]× [a, b]

)
, a < b < c < d < a. (1.6)

Proposición 1.10. La acción diagonal de PSL(2,R) sobre S1× S1 \ ∆
preserva la corriente geodésica

Lv =
ds dt

4sen2
(
s−t
2

) .

Demostración. Recordemos en primer lugar que la razón cruzada de
cuatro puntos eia, eib, eic, eid en S1 está definida por

[eia, eib, eic, eid] =
(eia − eic)(eib − eid)

(eia − eid)(eic − eib)
.

Un cálculo simple muestra que la razón cruzada es invariante por transfor-
maciones de Möbius. Rećıprocamente, si un homeomorfismo de S1 preserva
la razón cruzada entonces pertenece al grupo de Möbius. Notemos ahora
que, para a < b < c < d < a, la medida Lv([a, b]× [c, d]) es igual a

∫ d

c

∫ b

a

ds dt

4sen2( s−t
2 )

=

∫ d

c

[
− cos( s−t

2 )

2sen( s−t
2 )

]s=b

s=a

dt

=

∫ d

c

1

2

[
cot

(
a− t

2

)
− cot

(
b− t

2

)]
dt

= log

(∣∣∣
sen( b−d

2 )sen(a−c
2 )

sen( b−c
2 )sen(a−d

2 )

∣∣∣
)
.

Puesto que
∣∣sen(x−y

2 )
∣∣ = |eix−eiy|

2 , obtenemos finalmente

Lv
(
[a, b]× [c, d]

)
= log

(∣∣[eia, eib, eic, eid]
∣∣
)
= log

(
[eia, eib, eic, eid]

)
,

donde la última igualdad se justifica por el hecho que la razón cruzada de
cuatro puntos ćıclicamente ordenados sobre el ćırculo es un número real
positivo. Como PSL(2,R) actúa sobre S1 preservando la razón cruzada, la
medida Lv es preservada. ¤
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La medida Lv, llamada medida de Liouville, satisface la igualdad

e−Lv([a,b]×[c,d]) + e−Lv([b,c]×[d,a]) = 1 (1.7)

para todo a < b < c < d < a. En efecto,

e−Lv([a,b]×[c,d]) + e−Lv([b,c]×[d,a]) =
1

[eia, eib, eic, eid]
+

1

[eib, eic, eid, eia]

=
(eia − eid)(eib − eic)

(eia − eic)(eib − eid)
+

(eib − eia)(eic − eid)

(eib − eid)(eic − eia)

=
(eia − eid)(eib − eic)− (eib − eia)(eic − eid)

(eia − eic)(eib − eid)

= 1.

Veremos a continuación que, en cierto sentido, la propiedad (1.7) caracte-
riza a la medida de Liouville.

Para una corriente geodésica cualquiera L denotaremos por ΓL al grupo
de los homeomorfismos del ćırculo que preservan L. Por ejemplo, es fácil
verificar que ΓLv = PSL(2,R). En general, el grupo ΓL es muy pequeño, la
mayoŕıa de las veces trivial. Sin embargo, existe una condición que asegura
que dicho grupo sea topológicamente conjugado a PSL(2,R). El siguiente
resultado podŕıa ser considerado como un análogo para el grupo de Möbius
de las proposiciones 1.1, 1.4 ó 1.5. Vea [14] para su demostración, aśı como
el ejercicio 1.16 para una versión alternativa.

Proposición 1.11. Si L es una corriente geodésica verificando la propiedad
(1.7), entonces ΓL es conjugado a PSL(2,R) por un homeomorfismo que
transforma la corriente geodésica L en la corriente de Liouville.

Ejercicio 1.12. Utilizando la invariancia de la corriente de Liouville para trans-
formaciones de Möbius, pruebe que si f : I → R es un difeomorfismo local de
clase C1 cuya derivada satisface

f ′(x)f ′(y) =
(f(x)− f(y))2

(x− y)2

para todo x 6= y en I, entonces f es de la forma x 7→ (ax + b)/(cx + d) para
ciertos reales a, b, c, d (compare con (1.4)).

3.3 PSL(2, R) y la propiedad de convergencia

Sea Γ un subgrupo de Homeo+(S
1). Diremos que una sucesión (gn) de

elementos en Γ posee la propiedad de convergencia si contiene una sub-
sucesión (gnk

) de (gn) que satisface una de las afirmaciones siguientes:

(i) existen a, b en S1 (no necesariamente diferentes) tales que gnk
converge

a b puntualmente en S1 −{a} y g−1
nk

converge puntualmente al punto a en
S1 \ {b};
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(ii) existe g ∈ Homeo+(S
1) tal que gnk

converge a g y g−1
nk

converge a g−1

puntualmente en todo el ćırculo.

Diremos que Γ posee la propiedad de convergencia si toda sucesión en Γ
posee dicha propiedad.

Observe que la propiedad de convergencia es invariante por conjugación
topológica. Por otra parte, se comprueba fácilmente que todo subgrupo
de PSL(2,R) posee la propiedad de convergencia (vea los ejercicios 1.15 y
1.16). Rećıprocamente, un teorema de dif́ıcil demostración debido esencial-
mente a Casson, Jungreis, Gabai, Hinkkanen y Tukia [45, 68, 70, 95, 204]
establece que la propiedad de convergencia caracteriza (módulo conjugación
topológica) a los subgrupos de PSL(2,R).

Teorema 1.13. Un subgrupo de Homeo+(S
1) es topológicamente conju-

gado a un subgrupo de PSL(2,R) si y sólo si satisface la propiedad de
convergencia.

Es posible probar que en el caso de subgrupos discretos de Homeo+(S
1),

la propiedad de convergencia es equivalente a la condición de que la acción
del grupo sea libre y propiamente discontinua en el espacio de las ternas
ordenadas de puntos del ćırculo [204].

Ejercicio 1.14. Pruebe directamente a partir de la definición que si Γ posee la
propiedad de convergencia y g∈Γ fija tres puntos del ćırculo, entonces g=Id.

Ejercicio 1.15. Un homeomorfismo g de S1 es C-quasi-simétrico si para todo
a<b<c<d<a tales que [a, b, c, d]=2 se tiene 1/C≤ [g(a), g(b), g(c), g(d)]≤C.
Pruebe que si Γ es un subgrupo uniformemente quasi-simétrico de Homeo+(S

1),
es decir, tal que todos sus elementos son C-quasi-simétricos (respecto a la misma
constante C), entonces Γ verifica la propiedad de convergencia. Concluya que Γ
es topológicamente conjugado a un subgrupo de PSL(2,R).
Observación. De acuerdo a un resultado de Markovic [131], bajo las hipótesis
precedentes el grupo Γ es quasi-simétricamente conjugado a un subgrupo de
PSL(2,R).

Ejercicio 1.16. Sea L una corriente geodésica que verifica L([a, a] × [b, c]) = 0
para todo a < b ≤ c < a y L ([a, b[×]b, c]) = ∞ para todo a < b < c < a (observe
que la corriente de Liouville satisface estas propiedades). Pruebe que ΓL posee
la propiedad de convergencia (vea [143] si tiene problemas para ello). Concluya
que ΓL es topológicamente conjugado a un subgrupo de PSL(2,R). Note sin
embargo que esta conjugación topológica no transforma necesariamente L en la
corriente de Liouville, pues la propiedad (1.7) es invariante por conjugación y no
es satisfecha a priori por los elementos de ΓL.

4 Acciones de grupos de Lie

El objetivo de esta sección es poner en evidencia el hecho que los grupos
localmente compactos que pueden admitir acciones novedosas por homeo-
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morfismos de S1 son los grupos discretos (pensamos los grupos discretos
como grupos de Lie de dimensión cero). Es por ello que, en much́ısimas
ocasiones, nos centraremos sólo en el estudio de las acciones de tales gru-
pos. Para lograr nuestro objetivo utilizaremos un teorema profundo de
Montgomery y Zippin [138], el cual establece que un grupo topológico lo-
calmente compacto es un grupo de Lie si y sólo si existe una vecindad de
la identidad que no contiene ningún subgrupo compacto no trivial.

Proposición 1.17. Sea Γ un grupo topológico localmente compacto. Para
toda representación Φ de Γ en Homeo+(S

1), la imagen Φ(Γ) (dotada de la
topoloǵıa inducida) es un grupo de Lie.

Demostración. El grupo Φ(Γ), dotado de la topoloǵıa inducida, es local-
mente compacto. El conjunto

V = {g ∈ Φ(Γ) : dist(x, g(x)) < 2π/3}

es una vecindad de Id en Φ(Γ). Probaremos que V no contiene ningún
grupo compacto no trivial, lo cual –gracias al teorema de Montgomery y
Zippin– implica la proposición.

Supongamos que Γ0 es un subgrupo no trivial de Homeo+(S
1) contenido

en V y que Γ0 es compacto según la topoloǵıa inducida. Para cada f ∈ Γ sea

f̃ ∈ ˜Homeo+(S
1) el (único) levantamiento de f tal que dist(f̃(x), x) < 2π/3

para todo x ∈ R. Si g, h están en Γ0 entonces es fácil verificar que g̃h = g̃h̃.

Luego, Γ0 se inyecta en el grupo ˜Homeo+(S
1). Observe que ˜Homeo+(S

1)
no posee elementos de torsión. Sin embargo, la proposición 1.2 muestra
que todo subgrupo compacto no trivial de Homeo+(S

1) posee elementos de
torsión. Esta contradicción prueba la proposición. ¤

Ejercicio 1.18. Es possible dar una prueba de la proposición precedente que
no se apoya sobre la proposición 1.2. Para ello basta con utilizar la versión
unidimensional del siguiente lema debido a Newman [152] (vea también [117]), el
cual invitamos al lector a demostrar: si f es un homeomorfismo no trivial y de
orden finito de la esfera n-dimensional Sn de diámetro 1, entonces existe i ∈ N
tal que dist(f i, Id) > 1/2.
Sugerencia. Si la desigualdad contraria es satisfecha para todo i entonces cada
órbita queda contenida en un hemisferio de la esfera. En tal caso podemos definir
una aplicación continua bar : Sn → Sn haciendo corresponder a cada x el “bari-
centro” bar(x) de su órbita dentro del hemisferio correspondiente. Esta aplicación
satisface bar(f(x)) = bar(x) para todo x, de donde se deduce fácilmente que el
grado topológico de f es un múltiplo de su orden. Sin embargo, siendo f ho-
motópico a la identidad, su grado topológico es igual a 1.
Observación. De la afirmación demostrada se deduce casi inmediatamente que
dist(f, Id) > 1/2k, donde k es el orden de f .

No es dif́ıcil obtener la clasificación de las acciones transitivas de grupos
de Lie conexos sobre variedades unidimensionales [72]. Módulo conjugación
topológica la lista completa está formada por:
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(i) la acción de (R,+) por traslaciones en la recta;

(ii) la acción del grupo SO(2,R) por rotaciones del ćırculo;
(iii) la acción del grupo af́ın Af+(R) sobre la recta;

(iv) la acción del grupo PSLk(2,R) cuyos elemento son los levantamientos
de los elementos de PSL(2,R) al recubrimiento Ŝ1 a k hojas del ćırculo,
con k ≥ 1 (observe que Ŝ1 es topológicamente un ćırculo);

(v) la acción del grupo P̃SL(2,R) cuyos elementos son los levantamientos
a la recta de los elementos de PSL(2,R).

De cierta manera, esta clasificación indica que existen tres tipos de geo-
metŕıa en variedades unidimensionales: euclideana, af́ın y proyectiva [130].
La clasificación de las acciones efectivas no transitivas de grupos de Lie
conexos se desprende de la anterior. En efecto, las órbitas de una acción de
este tipo son puntos o intervalos. Luego, considerando el conjunto Fix(Γ)
de los puntos fijos globales de la acción, sobre cada componente conexa del
complemento de Fix(Γ) obtenemos una acción dada por una sobreyección

de Γ sobre (R,+), SO(2,R), Af+(R), PSLk(2,R) ó P̃SL(2,R).

5 Los grupos de Thompson

Para mayor simplicidad, en esta sección trabajaremos con la parametri-
zación del ćırculo por el intervalo [0, 1] v́ıa la aplicación x 7→ e2πix. Con-
sideremos el grupo de los homeomorfismos f̃ : R → R tales que:

(i) f̃(0) = 0;

(ii) existe una sucesión . . . x−1 < x0 < x1 < . . . (divergente en ambos
sentidos) de racionales diádicos tal que cada restricción f̃ |[xi,xi+1] es af́ın y
su derivada es una potencia entera de 2;

(iii) f̃(x+ 1) = f̃(x) + 1 para todo x ∈ R.
Cada f̃ induce un homeomorfismo f del intervalo [0, 1] dado por f(1)=1

y f(s) = f̃(s) mód 1 para s ∈ [0, 1]. Obtenemos de esta manera un
grupo de homeomorfismos de [0, 1], el cual es llamado grupo de Thompson
y denotado por F.

f

g

Figura 4
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El grupo F posee muchas propiedades notables, las cuales no son siempre
fáciles de demostrar. En primer lugar, F admite la presentación finita

F =
〈
f, g : [fg−1, f−1gf ] = [fg−1, f−2gf2] = id

〉
,

donde [·, ·] denota el conmutador de dos elementos y f, g son los homeo-
morfismos graficados en las figuras 4 y 5 respectivamente.

Puesto que todo homeomorfismo no trivial del intervalo tiene orden in-
finita, F es un grupo sin torsión. De la demostración del teorema 1.19 re-
sultará evidente que F posee subgrupos abelianos libres de ı́ndice infinito.
Por otra parte, el cuociente abelianizado F/[F,F] es isomorfo a Z × Z.
Para probar esto basta considerar, para cada [h] ∈ F/[F,F], el valor de la
derivada de h en 0 y en 1. Dichos valores no dependen del representante
h, pues [f, g]′(0) = [f, g]′(1) = 1 para todo f, g en F. Tomando luego
el logaritmo en base 2 de dichos valores, obtenemos un homomorfismo de
F/[F,F] en Z × Z. Finalmente, es posible probar que éste es en realidad
un isomorfismo, aunque para ello es necesario utilizar el hecho (no sencillo
de demostrar) que el grupo [F,F] es simple [37].

Más información sobre el grupo de Thompson F puede ser encontrada
por ejemplo en [24, 37] y [78]. En particular, en la primera de estas refe-
rencias se aborda el problema de saber si F es un grupo promediable (vea
el apéndice). Una de las dificultades de este problema radica en que F
no posee subgrupos libres a dos generadores (vea el ejercicio 5.65). Esto
es un corolario de un resultado obtenido por Brin y Squier en [28] y que
nosotros reproducimos a continuación. En el caso en que F no fuese prome-
diable entonces seŕıa el primer ejemplo de un grupo de presentación finita,
sin torsión, no promediable y que no contiene a L2, lo cual respondeŕıa
definitivamente a una pregunta dejada por Von Newman. Señalemos que
un ejemplo de un grupo de presentación finita no promediable y que no
contiene a L2 ha sido construido por Olshanski y Sapir en [160].

Teorema 1.19. El grupo AfP+

(
[0, 1]

)
de los homeomorfismos afines por

partes de [0, 1] no contiene subgrupos libres a dos generadores.

Demostración. Supongamos por contradicción que dos elementos f y g
de AfP+

(
[0, 1]

)
generan un subgrupo libre. Para cada h∈AfP+

(
[0, 1]

)
de-

notemos por sop0(h) al “soporte abierto” de h, es decir, al conjunto de los
puntos de [0, 1] no fijos por h. El conjunto I=sop0(f)∪sop0(g) puede ser ex-
presado como la unión de un número finito de intervalos abiertos I1, . . . , In.
Observe que el cierre del conjunto sop0([f, g]) está contenido en I, pues en
una vecindad de cada punto extremo x0 de cada Ii las aplicaciones f y g
son de la forma x 7→λ(x−x0)+x0, y por lo tanto conmutan.

De entre los elementos no triviales h de 〈f, g〉 tales que sop0(h) está con-
tenido en I, escojamos uno, digamos h0, tal que el número de componentes
de I que intersectan a sop0(h0) sea minimal. Sea ]a, b[ una de las compo-
nentes de intersección y sea [c, d] un intervalo contenido en el interior de
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]a, b[ y que contiene a sop0(h0) ∩ ]a, b[. Si x pertenece a ]a, b[ entonces la
órbita de x por el grupo generado por f y g está contenida en ]a, b[, y el
supremo de dicha órbita es un punto fijo por f y g, por lo que coinciden
con el punto b. Se deduce entonces la existencia de un elemento h̄∈ 〈f, g〉
que env́ıa el intervalo [c, d] hacia la derecha de d. En particular, las res-
tricciones de h0 y h̄h0h̄

−1 al intervalo [a, b] conmutan, generando aśı un
subgrupo isomorfo a Z× Z. Por otra parte, h0 y h̄h0h̄

−1 no conmutan en
〈f, g〉 ∼ L2, pues en caso contrario generaŕıan un subgrupo isomorfo a Z.
El conmutador entre h0 y h̄h0h̄

−1 es entonces un elemento no trivial cuyo
soporte abierto no intersecta a [a, b], por lo que intersecta menos compo-
nentes de I que el soporte abierto de h0. Sin embargo, esto contradice la
elección de h0. ¤

Si consideramos los homeomorfismos f̃ de la recta que satisfacen sólo
las propiedades (ii) y (iii) de las correspondientes a los levantamientos de
los elementos de F, y tales que f̃(0) es un racional diádico, entonces al
pasar al cuociente obtenemos un grupo de homeomorfismos de S1, el cual
es denotado por G. Este grupo posee la propiedad remarcable de ser a
la vez infinito, de presentación finita y simple. De hecho, G fue el primer
ejemplo de un grupo satisfaciendo simultáneamente estas tres propiedades.

5.1 La realización de Thurston

Para comprender un poco mejor los grupos de Thompson daremos otras
dos definiciones de ellos. La primera se basa en el trabajo original de
Thompson, mientras que la segunda está basada en una idea de Thurston.
Comencemos con algunas definiciones.

Un árbol diádico (no trivial) T es una colección finita de aristas cerradas
(es decir, que incluyen sus puntos extremos o vértices) tales que:

(i) existe un vértice marcado llamado la ráız del árbol y denotado por σ;

(ii) cada vértice diferente de la ráız es el punto final ya sea de una o de tres
aristas, mientras que la ráız es el punto final de ninguna o de dos aristas;

(iii) T es conexo.

Si un vértice es un punto final de tres aristas, ellas pueden etiquetarse
por Υa, Υi y Υd. En relación a este etiquetaje, las aristas deben ser
pensadas como aquélla que apunta hacia abajo, a izquierda y a derecha
respectivamente. Las aristas que parten de σ pueden etiquetarse por Υi y
Υd. Un vértice v 6= σ que es un punto final de una única arista es llamado
una hoja del árbol. El conjunto de hojas de T será denotado por hj(T ).
Notemos que existe un orden ćıclico natural entre las hojas de cada árbol
diádico. Respecto a este orden ćıclico, la noción de primera hoja se define
de manera evidente.

Dados un árbol T y una hoja p ∈ hj(T ), diremos que un árbol T ′ es un
árbol germinado de T a partir de p si T ′ es igual a la unión de T y dos
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aristas cerradas partiendo de p. Notemos que el número de hojas de un
árbol germinado es igual a 1 más el número de hojas del original.
Consideremos ahora dos árboles T1 et T2 que poseen el mismo número

de hojas. Diremos que una transfomación hj(T1) → hj(T2) es G-admisible
si preserva el orden ćıclico de las hojas, y diremos que ella es F-admisible
si además env́ıa la primera hoja de T1 sobre la primera hoja de T2. Va-
mos a definir una relación de equivalencia entre transformaciones admi-
sibles. Daremos la definición expĺıcita sólo para el caso de aplicaciones
G-admisibles, pues el caso de transformaciones F-admisibles es análogo.

Fijemos una aplicación G-admisible g : hj(T1) → hj(T2) y una hoja p de
T1. Consideremos ahora los árboles T ′

1 y T ′
2 germinados de T1 y T2 a partir

de p y g(p) respectivamente. Definamos la aplicación g′ : hj(T ′
1 ) → hj(T ′

2 )
por g′(q) = g(q) si q es una hoja de T1 diferente de p, y por g′(p1) = p′1 y
g′(p2) = p′2, donde p1 6= p y p2 6= p son los vértices de las aristas Υi y Υd

que parten desde p respectivamente (y de manera análoga para p′1 y p′2 en
relación a g(p)). La aplicación g′ será llamada una germinación de g.

En general, dadas dos aplicaciones G-admisibles g : hj(R1) → hj(S1)
y h : hj(R2) → hj(S2), diremos que g es G-equivalente respectivamente
a h si existe una secuencia finita g0 = g, g1, . . . , gn = h de aplicaciones G-
admisibles tal que, para cada k∈{1, . . . , n}, ya sea gk es una germinación de
gk−1, o bien gk−1 es una germinación de gk. Denotemos por G al conjunto
de las aplicaciones G-admisibles módulo esta relación de equivalencia.

Procederemos ahora a definir una estructura de grupo en F y G. Nue-
vamente, daremos la definición expĺıcita sólo para el caso de G, pues el
caso de F es análogo. Fijemos entonces dos elementos f, g de G. No es
dif́ıcil verificar que existen árboles diádicos R, S y T tales que en la clase
de f y en la de g existen aplicaciones (que denotaremos también por f y
g respectivamente) que verifican g : hj(R) → hj(S) y f : hj(S) → hj(T ).
Definimos entonces el elemento fg ∈ G como la clase de la aplicación

fg : hj(R) → hj(T ).

El lector verificará sin dificultad que esta definición no depende de los
representantes elegidos, y que dotado de este producto, G es un grupo. Un
ejemplo de composición de elementos de G aparece en la figura 6. Notemos
que el elemento neutro es la clase de la transformación que env́ıa la ráız
(pensada como la única hoja de un árbol trivial) sobre śı misma.

Explicaremos ahora la relación entre los grupos G y F que acabamos de
definir y aquéllos que actúan sobre el ćırculo y el intervalo respectivamente.
Para esto, a cada vértice de un árbol diádico asociaremos un subintervalo
de [0, 1] del tipo

[
i/2n, (i+ 1)/2n

]
de la manera siguiente:

(i) a la ráız le asociamos el intervalo [0, 1];

(ii) si al vértice p le hemos asociado el intervalo [a, b] y p no es una hoja,
entonces a p1 y p2 les asociamos los intervalos

[
a, (a+ b)/2

]
y
[
(a+ b)/2, b

]

respectivamente, donde p1 6= p y p2 6= p son los vértices finales de las aristas
Υi y Υd que nacen desde p.
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fg(r4)

fg(r1)

Figura 6

Para cada g ∈ G escogemos un representante g : hj(T1) → hj(T2) y
le asociamos el homeomorfismo S1 → S1 que env́ıa el intervalo correspon-
diente a cada hoja p de T1 de manera af́ın sobre el intervalo correspondiente
a la hoja g(p). No es dif́ıcil convencerse de que esta asociación no depende
del representante escogido. Obtenemos aśı un homomorfismo del grupo G
recientemente definido y el grupo G que actúa sobre el ćırculo, y es fácil
ver que este homomorfismo es de hecho un isomorfismo.

Para finalizar esta sección probaremos que G es isomorfo a un subgrupo
de Difeo1+lip

+ (S1). La demostración que presentaremos se basa en una idea
de Thurston. Siguiendo una construcción de Ghys y Sergiescu, probare-
mos en la sección siguiente que un resultado más fuerte es válido: G es
topológicamente conjugado a un subgrupo del grupo de los difeomorfismos
de clase C∞ del ćırculo.

La idea de Thurston consiste en considerar particiones finitas de S1 dadas
por la sucesión de Farey en lugar de particiones en intervalo diádicos. En
otras palabras, a cada vértice de un árbol diádico le asociamos un sub-
intervalo de [0, 1] de la manera siguiente:

(i) a la ráız le asociamos el intervalo [0, 1];

(ii) si al vértice p le hemos asociado el intervalo [a/b, c/d] y p no es una
hoja, entonces a p1 y p2 les asociamos los intervalos

[
a/b, (a + b)/(c + d)

]

y
[
(a + b)/(c + d), c/d

]
respectivamente, donde p1 6= p y p2 6= p son los

vértices finales de las aristas Υi y Υd que parten de p.

Aśı, para cada g ∈ G escogemos un representante g : hj(T1) → hj(T2) y
le hacemos corresponder el homeomorfismo del ćırculo que env́ıa el intervalo
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asociado a cada hoja p de T1 sobre el intervalo correspondiente a la hoja
g(p) por una aplicación de PSL(2,Z). Como en el caso anterior, todo está
bien definido módulo la relación de equivalencia que define al grupo G.
Se puede además explicitar las transformaciones de PSL(2,Z) usadas en la
definición. En efecto, no es dif́ıcil verificar por inducción que si a un vértice
se le ha asociado el intervalo [a/b, c/d] entonces bc−ad = 1. Por lo tanto, la
única aplicación de PSL(2,Z) que env́ıa I=[a/b, c/d] sobre J=[a′/b′, c′/d′]
es γI,J = γJ ◦ γ−1

I , donde

γI(x) =
(c− a)x+ a

(d− b)x+ b
, γJ (x) =

(c′ − a′)x+ a′

(d′ − b′)x+ b′
.

Notemos que γ′
I(x) = 1/((d− b)x+ b)2, y por lo tanto

γ′
I,J

(a
b

)
=

(
b

b′

)2

, γ′
I,J

(
a′

b′

)
=

(
d

d′

)2

.

Estas igualdades muestran que para cada g∈G el homeomorfismo PSL(2,Z)
por partes asociado es de clase C1+lip, pues los valores de las derivadas a
izquierda y a derecha en los puntos de quiebre coinciden.

Hemos construido aśı una nueva acción de G sobre el ćırculo, esta vez
por difeomorfismos de clase C1+lip. No es muy dif́ıcil probar que este nuevo
grupo de transformaciones PSL(2,Z) por partes y aquél af́ın y diádico por
partes son topológicamente conjugados.

5.2 La realización de Ghys y Sergiescu

Una propiedad remarcable (y a primera vista sorprendente) del grupo de
Thompson G es la posibilidad de ser realizado como un grupo de difeomor-
fismos de clase C∞ del ćırculo. Mencionemos que en general se desconoce
cuáles son los subgrupos de AfP+(S

1) que verifican esta propiedad; de en-
tre estos grupos, aquéllos considerados por Stein en [191] resultan muy
interesantes, tanto del punto de vista algebraico como dinámico.
Siguiendo esencialmente (una parte de) [78], asociaremos una repre-

sentación de G en Homeo+(S
1) a cada homeomorfismo H : R → R satis-

faciendo las propiedades siguientes:

(i) para cada x ∈ R se tiene H(x+ 1) = H(x) + 2,

(ii) H(0) = 0.

Observe que la función H(x) = 2x verifica estas dos propiedades: la
representación asociada corresponderá a la inclusión canónica de G en el
grupo de los homeomorfismos afines por pedazos del ćırculo.

Para la construcción fijemos algunas notaciones. Primeramente, Q2(R)
designará el grupo de los números diádicos (pensado como un subgrupo del
grupo de traslaciones). Por Af+(Q2,R) designaremos el grupo de las trans-
formaciones afines de la recta que preservan el conjunto de los racionales
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diádicos, mientras que por AfP+(Q2,R) designaremos el grupo de los ho-
meomorfismos de la recta que son Af+(Q2,R) por partes. De manera
análoga, Q2(S

1) denotará el grupo de las rotaciones diádicas del ćırculo, y
AfP+(Q2,S

1) denotará el grupo de los homeomorfismos diádicamente afines
por partes de S1. Recuerde finalmente que, para cada a∈R, la traslación
de desplazamiento a es denotada Ta.

Lema 1.20. La correspondencia ΦH : Q2(R) → Homeo+(R) dada por
p/2q 7→ H−qTpH

q está bien definida y es un homomorfismo de grupos.

Demostración. Para probar que la definición no es contradictoria debe-
mos verificar que para todo par de enteros p y q ≥ 0 se cumple la igualdad
ΦH

(
p/2q

)
= ΦH(2p/2q+1), es decir,

H−qTpH
q = H−(q+1)T2pH

q+1.

Para ello observe que esta igualdad equivale a H(x+ p) = H(x)+ 2p, por
lo que resulta inmediatamente de la propiedad (i). Para verificar que ΦH

es un homomorfismo observe que

ΦH

( p

2q
+

p′

2q

)
= H−qTp+p′H

q = H−qTpH
qH−qTp′H

q = ΦH

( p

2q

)
ΦH

( p′

2q

)
. ¤

Lema 1.21. El homomorfismo ΦH del lema precedente se extiende a un
homomorfismo de Af+(Q2,R) en Homeo+(R) mediante la correspondencia

(
2n p/2q

0 1

)
7−→ ΦH

( p

2q

)
◦Hn.

Demostración. La afirmación resulta inmediatamente de la igualdad

H ◦ ΦH

( p

2q+1

)
= ΦH

( p

2q

)
◦H. ¤

La extensión del homomorfismo ΦH a Af+(Q2,R) también será denotada
ΦH . Su definición para cada g ∈ AfP+(Q2,R) es un poco más delicada.
Fijemos una sucesión (an)n∈Z de racionales diádicos que sea estrictamente
creciente y que no admita puntos de acumulación, aśı como una sucesión
de elementos hn∈Af+(Q2,R), de modo que para todo n ∈ Z se tenga

g
∣∣
[an,an+1]

= hn

∣∣
[an,an+1]

.

Si definimos bn = ΦH(an)(0), entonces es fácil ver que la sucesión (bn)n∈Z
también es estrictamente creciente y no admite puntos de acumulación.
Con estas notaciones vale la siguiente proposición.
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Proposición 1.22. Si a cada g ∈ AfP+(Q2,R) asociamos la transfor-
mación que sobre cada intervalo [bn, bn+1[ coincide con ΦH(hn), entonces
obtenemos un homomorfismo de AfP+(Q2,R) en Homeo+(S

1) que extiende
a ΦH .

Demostración. El que la transformación asociada a cada g está bien
definida (i.e., no depende de la elección de los an) se deduce rápidamente
de la definición, al igual que el hecho que la transformación asociada a
cada g∈Af+(Q2,R) coincide con ΦH(g). Para comprobar que la aplicación
asociada a cada g ∈ AfP+(Q2,R) es un homeomorfismo, debemos verificar
la continuidad en cada punto bn, lo cual se reduce a probar que

ΦH(hn)(bn) = ΦH(hn−1)(bn).

Observe que lo anterior es equivalente a

ΦH(hnTan
)(0) = ΦH(hn−1Tan

)(0),

es decir,

ΦH(T−an
h−1
n−1hnTan

)(0) = 0. (1.8)

Ahora bien, como g es continua tenemos hn(an) = hn−1(an), por lo que
T−an

h−1
n−1hnTan

es un elemento de Af+(Q2,R) que fija el origen, esto es,
una aplicación f de la forma x 7→ 2kx. La igualdad (1.8) que buscábamos
verificar se deduce entonces de ΦH(f) = Hk y del hecho que, por la
propiedad (ii), H fija el origen. ¤

Observe que de la propiedad (i) se desprende que ΦH(p)=Tp para todo
entero p. De esta forma, ΦH induce un homomorfismo inyectivo (que de-
notaremos también por ΦH) de G en Homeo+(S

1).

Proposición 1.23. Supongamos que, para cierto entero positivo r o para
r = ∞, la aplicación H sea un difeomorfismo de clase Cr satisfaciendo la
siguiente condición:

(iii)r H ′(0) = 1 y H(i)(0) = 0 para todo i ∈ {2, . . . , r}.
Entonces la imagen ΦH(G) está contenida en el grupo de los difeomorfismos
de clase Cr del ćırculo.

Demostración. Retomando las notaciones de la proposición precedente,
debemos verificar que para cada i ∈ {1, . . . , r} se tiene

ΦH(hn)
(i)(bn) = ΦH(hn−1)

(i)(bn).

Sin embargo, esto se deduce del hecho que el deasrrollo de Taylor al or-
den r de la aplicación ΦH(T−an

h−1
n−1hnTan

) = Hk coincide con el de la
identidad. ¤
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Observe que la propiedad (iii)r no puede ser satisfecha para r=∞ por
ningún difeomorfismo real-anaĺıtico. De hecho, los grupos F y G no pueden
actuar de manera efectiva por difeomorfismos real-anaĺıticos del ćırculo
(como G es un grupo simple, lo anterior implica que toda acción de G
por difeomorfismos real-anaĺıticos del ćırculo es trivial). Esto puede ser
probado de diversas maneras, pero aparecerá como un hecho evidente tras
la lectura de la sección 3: el grupo F contiene subgrupos solubles de orden
de solubilidad tan grande como se quiera, mientras que todo grupo soluble
de difeomorfismos real-anaĺıticos del intervalo es metabeliano.

En la sección 1 retomaremos algunos aspectos dinámicos de la cons-
trucción precedente. Señalemos para concluir que el carácter diádico de
lo que precede no es exclusivo: para cada entero m≥ 2 una construcción
análoga puede ser realizada comenzando con una transformación H satis-
faciendo H(x + 1) = H(x)+m para todo real x. El grupo aśı obtenido
puede ser pensado como un grupo de Thompson m-ádico. Desde el punto
de vista algebraico el caso m=2 es especial en lo que respecta por ejemplo
al grupo de automorfismos: referimos al lector a [26] y [25] para más infor-
mación en torno a esto. Para una panorámica completa sobre los avances
recientes (especialmente en aspectos cohomológicos) en torno a los grupos
de Thompson recomendamos la lectura de [184].



Caṕıtulo 2

Sobre la Dinámica de
Grupos de
Homeomorfismos

1 Invariantes minimales

Un subconjunto Λ de S1 es invariante por un subgrupo Γ de Homeo+(S
1)

si g(x) ∈ Λ para todo x ∈ Λ y todo g ∈ Γ. Un compacto invariante Λ
es minimal si los únicos subconjuntos cerrados e invariantes de Λ son el
conjunto vaćıo y el propio Λ.

Teorema 2.1. Si Γ es un subgrupo de Homeo+(S
1), entonces se cumple

una (y sólo una) de las afirmaciones siguientes:

(i) existe al menos una órbita finita;

(ii) todas las órbitas son densas;

(iii) existe un compacto invariante minimal homeomorfo al conjunto de
Cantor, el cual es único y está contenido en la adherencia de toda órbita.

Demostración. La familia de los subconjuntos cerrados, invariantes y no
vaćıos de S1 está ordenada por inclusión, y como la intersección de compac-
tos encajados es no vaćıa, el lema de Zorn es aplicable. Existe entonces un
cerrado invariante no vaćıo y minimal Λ. Como la frontera ∂Λ y el conjunto
Λ′ de los puntos de acumulación de Λ son cerrados invariantes contenidos
en Λ, por la minimalidad de Λ se tienen las siguientes posibilidades:

(i) Λ′ es vaćıo: en tal caso Λ es una órbita finita;

(ii) ∂Λ es vaćıo: en tal caso Λ = S1, por lo que todas las órbitas son densas;

(iii) Λ = Λ′ y ∂Λ = Λ, es decir, Λ es un conjunto cerrado de interior vaćıo
tal que todos sus puntos pertenecen a su adherencia (en otras palabras, Λ
es un conjunto de Cantor).

31
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Probaremos que, en el último de los casos, Λ está contenido en la adhe-
rencia de toda órbita, lo cual obviamente implica su unicidad. Sean x ∈ S1

e y ∈ Λ puntos arbitrarios. Debemos probar que existe una sucesión (gn)
de elementos de Γ tal que gn(x) converge a y. Si x ∈ Λ, esto se desprende
de la minimalidad de Λ. Si x ∈ S1 \ Λ, consideramos el intervalo I =]a, b[
contenido en S1 \ Λ tal que a, b ∈ Λ y x ∈ I. Como la órbita de a es densa
en el conjunto Λ, el cual no posee puntos aislados, debe existir una sucesión
(gn) en Γ tal que gn(a) converja a y de modo que los intervalos gn(I) sean
disjuntos. La longitud de gn(I) debe entonces tender a cero, por lo que
gn(x) converge a y. ¤

Ejercicio 2.2. Pruebe que si un grupo de homeomorfismos del ćırculo posee
órbitas finitas, entonces la cardinalidad de todas ellas es la misma.

Ejercicio 2.3. Dé ejemplos de grupos numerables de homeomorfismos de la recta
que no admitan conjuntos cerrados invariantes minimales (y no vaćıos).

En el caso en que todas las órbitas son densas, diremos que la acción
es minimal. Si existe un Cantor minimal invariante, dicho conjunto será
llamado un minimal excepcional. Para comprender mejor este último caso
es conveniente introducir la siguiente terminoloǵıa.

Definición 2.4. Dados dos homeomorfismos f y g de S1, decimos que
f es semiconjugado a g si existe una aplicación continua y de grado uno
ϕ : S1 → S1 cuyos levantamientos a R son funciones no decrecientes y tal
que ϕf = gϕ. De manera similar, decimos que una acción Φ1 de un grupo
Γ por homeomorfismos de S1 es semiconjugada a otra acción Φ2 si existe
ϕ con las propiedades anteriores y tal que ϕ Φ1(g) = Φ2(g)ϕ para todo
g ∈ Γ.

La aplicación ϕ puede ser no inyectiva; en el caso en que ella es inyectiva,
la semiconjugación es en realidad una conjugación. Observe que si un
grupo Γ actúa sobre S1 admitiendo un minimal excepcional Λ, entonces al
reemplazar la clausura de cada componente conexa de S1 \Λ por un punto
se obtiene un ćırculo topológico S1

Λ sobre el cual Γ actúa de manera natural
por homeomorfismos: la acción original resulta entonces semiconjugada a
esta acción minimal inducida sobre S1

Λ.

Observación 2.5. La relación de semiconjugación no es una relación simétrica.
La relación de equivalencia minimal generada por ella es llamada equivalencia
monótona. De manera más precisa, dos acciones Φ1 y Φ2 son monótamente
equivalentes si existe una acción Φ que es semiconjugada tanto a Φ1 como a Φ2.
El lector interesado hallará más información al respecto en [36].

No es dif́ıcil construir ejemplos de homeomorfismos de S1 que admiten
un minimal excepcional. En efecto, cualquier conjunto de Cantor de S1

puede ser fácilmente exhibido como el minimal excepcional de un homeo-
morfismo del ćırculo (vea por ejemplo la sección 2.1). A continuación ve-
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remos un ejemplo sencillo de un grupo de difeomorfismos real-anaĺıticos de
S1 que admite un minimal excepcional. Dicho grupo está generado por dos
transformaciones de Möbius f y g. El difeomorfismo f es simplemente la
rotación R2π/3 de ángulo 2π/3 (centrada en el origen O). El difeomorfismo
g es una rotación hiperbólica de ángulo π centrada en un punto P ∈ D
situado a distancia euclideana de O mayor que 2 −

√
3 (vea la figura 7).

Equivalentemente, g es la reflexión (hiperbólica) con respecto a la geodésica
hiperbólica que pasa por P y es perpendicular a la geodésica que une a
dicho punto con O. La razón de la restricción sobre la distancia entre O
y P radica en que si ella es exactamente 2 −

√
3, entonces las órbitas del

grupo generado por f y g son densas.
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Figura 7

Señalemos que el grupo que actúa en el ejemplo precedente puede ser
presentado algebraicamente de la forma Γ = 〈f, g : g2 = f3 = id〉. Este
grupo es conocido con el nombre de grupo modular. Su inyección canónica
en PSL(2,R) se obtiene al identificar f con R2π/3 y g con la rotación de

ángulo π centrada en el punto (
√
3−2, 0) ∈ D. Vı́a esta inyección, el grupo

modular se identifica a PSL(2,Z), y la acción correspondiente es minimal.

Una perturbación de una “versión af́ın por partes” del ejemplo ante-
rior permite obtener una acción por difeomorfismos de clase C∞ de modo
que el minimal excepcional sea el conjunto de Cantor terciario tradicional.
Basta considerar un difeomorfismo h de S1 cuya restricción a los intervalos
[0, π/6], [π/3, π/2] y [π, 3π/2] sea af́ın, con derivada 3, 1 y 1/3 respectiva-
mente, tal que h(x) = x+2π/3 para x ∈ [π/3, π/2], y tal que h esté definido
de manera coherente en los restantes intervalos de modo que (hg)3 = Id,
donde g denota la rotación de ángulo π (vea la figura 8). Definiendo f = hg
obtenemos la acción deseada.
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Resulta muy interesante constatar que, si bien el ejemplo de la figura 7
databa de antiguos trabajos de Klein y Poincaré, durante algún tiempo este
tipo de ejemplos fue “olvidado” por los especialistas. Es aśı como el “primer
ejemplo” de un grupo de difeomorfismos (de clase C∞) con un minimal
excepcional es atribuido a Sacksteder [180]; dicho ejemplo corresponde a
(una ligera variación de) aquél ilustrado más abajo...

0 2π

h

g

g

Figura 8
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Para el caso de grupos fuchsianos (es decir, para subgrupos discretos
de PSL(2,R)), la nomenclatura en relación al teorema 2.1 es especial. Si
existe una órbita finita entonces el grupo es llamado elemental. En el caso
en que las órbitas son densas, el grupo es de primera especie. Finalmente,
en el caso de un minimal excepcional, el grupo es de segunda especie [109].
Ejemplos importantes de grupos de segunda especie son los llamados grupos
de Schottky. Éstos son grupos generados por dos elementos hiperbólicos g0
y g1 de PSL(2,R) para los cuales existen intervalos disjuntos I0, I1, J0, J1
en S1 tales que, para i ∈ {0, 1},

gi(Ii ∪ Ji ∪ J1−i) ⊂ Ii y g−1
i (Ji ∪ Ii+1 ∪ J1−i) ⊂ Ji.

En la figura 9 se muestra el diagrama combinatorio respectivo. No es dif́ıcil
ver que 〈g0, g1〉 actúa sobre S1 admitiendo un minimal excepcional, a saber,

Λ =
⋂

g∈〈g0,g1〉
g(I0 ∪ I1 ∪ J0 ∪ J1).

Ejercicio 2.6. Dé ejemplos de subgrupos finitamente generados de Difeo∞
+ (S1)

que admitan un minimal excepcional de modo que todas las órbitas del comple-
mento de dicho minimal sean densas.
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Observación. Sobre la base de un resultado no publicado debido a Hector es
posible demostrar que si Γ es un grupo (no necesariamente finitamente generado)
de difeomorfismos real-anaĺıticos del ćırculo con un minimal excepcional, entonces
ninguna de sus órbitas es densa (vea por ejemplo [144]).
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Ejercicio 2.7. Dé un ejemplo de un grupo Γ (no finitamente generado) de difeo-
morfismos real-anaĺıticos del ćırculo actuando de manera minimal y tal que cada
uno de sus subgrupos finitamente generados admita un minimal excepcional.
Análogamente, dé un ejemplo de un subgrupo de Difeow+(S

1) actuando de ma-
nera minimal y cuyos subgrupos finitamente generados admitan órbitas finitas
(si tiene problemas con esto último vea el ejemplo 3.7).

Concluimos esta sección con otro importante ejemplo de un grupo que
actúa por difeomorfismos de clase C∞ del ćırculo admitiendo un minimal
excepcional: el grupo de Thompson G. En efecto, a cada homeomorfismo
H : R → R satisfaciendo ciertas propiedades (i) y (ii) hemos asociado en
la sección 5.2 un homomorfismo ΦH : G → Homeo+(S

1), el cual toma
valores en Difeor+(S

1) si H es un difeomorfismo de clase Cr que satis-
face la condición (iii)r. Resulta bastante claro que todos estos grupos
ΦH(G) son topológicamente semiconjugados a (la inclusión canónica de)
G (en Homeo+(S

1)); dejamos la verificación de esto al lector. Sin em-
bargo, algunos de ellos no son conjugados entre śı, de acuerdo a la siguiente
proposición.

Proposición 2.8. Si el homeomorfismo H : R → R satisface las propie-
dades (i) y (ii) de la sección 5.2 y posee al menos dos puntos fijos, entonces
el grupo ΦH(G) admite un minimal excepcional.
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Demostración. Si a y b son puntos fijos de H entonces la condición
(i) implica que a y b están en un mismo dominio fundamental. En otras
palabras, el intervalo abierto de la recta de extremidades a y b se proyecta
inyectivamente en un intervalo abierto I del ćırculo que satisface H̄n(I) = I
para todo n ≥ 0 (donde H̄ denota la aplicación de grado 2 de S1 en śı
mismo inducida por H). Por otra parte, para cada n ≥ 0 el conjunto
H̄−n(I) es la unión de una familia de 2n intervalos abiertos y disjuntos, y
H̄−n(I) ⊂ H̄−m(I) para todo m ≥ n. Luego, el conjunto ∪n≥0H̄

−n(I) es
un abierto invariante por H̄ de complemento no vaćıo. No es dif́ıcil concluir
entonces que dicho conjunto es invariante por ΦH(G) (vea el ejercicio 2.12).
Por lo tanto, no todas las órbitas de ΦH(G) son densas, y puesto que
ΦH(G) no posee órbitas finitas, necesariamente debe admitir un minimal
excepcional. ¤

Utilizando las técnicas dinámicas del caṕıtulo 3, no es dif́ıcil probar que
todas las acciones de G por difeomorfismos de clase C2 del ćırculo son
semiconjugadas a la acción estándar af́ın por partes (el lector interesado
hallará una prueba de esta afirmación en [78]). Sin embargo, no nos ex-
tenderemos en torno a esto, pues al parecer la hipótesis de regularidad es
superflua, y toda acción de G por homeomorfismos del ćırculo debiese ser
semiconjugada a la acción estándar [123].

Ejercicio 2.9. Usando los teoremas 1.19 y 2.77, pruebe que toda acción de F
por homeomorfismos del ćırculo admite un punto fijo global.

Ejercicio 2.10. Pruebe que si la aplicación H es dilatante, es decir, si para todo
par de puntos x, y de la recta se tiene dist(H(x), H(y)) > dist(x, y), entonces
todas las órbitas del grupo ΦH(G) son densas.

Ejercicio 2.11. Pruebe que G admite acciones por homeomorfismos afines por
partes del ćırculo que preservan un minimal excepcional.

Ejercicio 2.12. Fijado el homeomorfismo H satisfaciendo las condiciones (i) y
(ii) de la sección 5.2, considere la relación de equivalencia de la aplicación inducida
H̄ sobre el ćırculo. Pruebe que las clases de equivalencia de esta relación coinciden
con las órbitas del grupo ΦH(G).
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2 Algunos resultados combinatorios

2.1 La teoŕıa de Poincaré

En esta sección abordaremos algunos tópicos clásicos en torno al más
importante de los invariantes dinámicos para homeomorfismos del ćırculo:
el número de rotación. Comenzamos con un lema elemental.

Lema 2.13. Sea (an)n∈Z una sucesión de números reales. Suponga que
existe una constante C ∈ R tal que

|am+n − am − an| ≤ C (2.1)

para todo m,n en Z. Entonces existe un único ρ ∈ R tal que la sucesión
(|an − nρ|)n∈Z es acotada. Dicho valor es igual al ĺımite de la sucesión
(an/n) cuando n tiende a ±∞ (en particular, dicho ĺımite existe).

Demostración. Por simplicidad, daremos la demostración sólo para el
caso de sucesiones (an)n∈N que satisfacen (2.1). El caso general se demues-
tra usando las mismas ideas, pero trabajando cuidadosamente con el signo
de cada término de la sucesión.

Para cada n ∈ N consideramos el intervalo In =
[
(an−C)/n, (an+C)/n

]
.

Afirmamos que Imn está contenido en In para todo m,n en N. En efecto,
de (2.1) se obtiene |amn − man| ≤ (m − 1)C, de donde se concluye que
amn + C ≤ man +mC, y por lo tanto

amn + C

mn
≤ an + C

n
.

Análogamente se prueba que

amn − C

mn
≥ an − C

n
,

y estas dos últimas desigualdades implican que Imn ⊂ In.
Una aplicación simple de la propiedad de intersección finita muestra que

la intersección I = ∩n∈NIn es no vaćıa. Si ρ pertenece a I entonces ρ está
en cada uno de los intervalos In, de donde se concluye fácilmente que

|an − nρ| ≤ C. (2.2)

Luego, ρ satisface la afirmación del lema. Si ρ′ 6= ρ entonces

|an − nρ′| = |(an − nρ) + n(ρ− ρ′)| ≥ n|ρ− ρ′| − C,

por lo que |an − nρ′| tiende al infinito. Finalmente, de (2.2) se deduce que
|ρ− an/n| ≤ C/n para todo n, por lo que ρ = limn→∞(an/n). ¤

Consideraremos la parametrización de S1 por [0, 1]. Dado un homeomor-
fismo f de S1, designamos por F : R → R a un levantamiento cualquiera
de f a la recta.
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Proposición 2.14. Para cada x ∈ R existe el ĺımite

lim
n→±∞

1

n
[Fn(x)− x],

y dicho ĺımite es independiente de x.

Demostración. En primer lugar, notemos que para todo x, y en R y todo
m ∈ Z tenemos ∣∣|Fm(x)− x| − |Fm(y)− y|

∣∣ ≤ 2. (2.3)

En efecto, puesto que Fm(x + n) = Fm(x) + n para todo n ∈ Z, para
demostrar (2.3) podemos suponer que x e y pertenecen a [0, 1[. En tal caso,
la desigualdad (2.3) es inmediata de verificar. Fijemos x ∈ R y denotemos
an = Fn(x)− x. Tenemos

am+n = Fm+n(x)− x = [Fm(Fn(x))− Fn(x)] + [Fn(x)− x] ,

por lo que

|am+n − am − an| =
∣∣Fm+n(x)− x− (Fm(x)− x)− (Fn(x)− x)

∣∣
=

∣∣Fm(Fn(x))− Fn(x)− (Fm(x)− x)
∣∣ ≤ 2.

Por el lema anterior, la expresión [F n(x)−x]/n converge, y la desigualdad
(2.3) permite probar que el ĺımite correspondiente no depende de x. ¤

Si consideramos dos levantamientos del homeomorfismo f , los ĺımites
dados por la proposición anterior difieren por un número entero. Definimos
entonces el número de rotación de f por

ρ(f) = lim
n→±∞

1

n
[Fn(x)− x] mód 1.

Por ejemplo, es fácil verificar que para la rotación de ángulo θ ∈ [0, 1[ se
tiene ρ(Rθ) = θ. Además, para todo homomorfismo f , todo x ∈ S1 y todo
m ∈ Z, se tiene

ρ(fm) = lim
n→±∞

1

n
[Fmn(x)− x] = m · lim

n→±∞
1

mn
[Fmn(x)− x],

de donde se concluye que ρ(fm) = mρ(f).
Si f posee un punto periódico entonces ρ(f) es un número racional. En

efecto, si fp(x) = x entonces para cada levantamiento F de f tenemos
F p(x) = x + q para cierto q ∈ Z (x denota a la vez un punto de S1 y uno
de sus levantamientos a R). Obtenemos aśı

lim
n→±∞

1

pn
[F pn(x)− x] = lim

n→±∞
1

pn
[(x+ nq)− x] =

q

p
,

de donde se concluye que

ρ(f) =
q

p
mód 1.

Rećıprocamente, tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 2.15. Si f ∈ Homeo+(S
1) tiene número de rotación racional,

entonces f posee al menos un punto periódico.

Demostración. Dada la igualdad ρ(gm) = mρ(g), basta demostrar que
todo homeomorfismo del ćırculo de número de rotación nulo posee al menos
un punto fijo. Supongamos entonces que f ∈ Homeo+(S

1) no tenga puntos
fijos, y sea F : R → R un levantamiento de f tal que F (0)∈]0, 1[. Observe
que la función x 7→ F (x) − x no se anula en ningún punto de la recta.
Luego, por continuidad y periodicidad, existe una constante δ ∈]0, 1[ tal
que para todo x ∈ R se tiene

δ ≤ F (x)− x ≤ 1− δ.

Colocando x = F i(0) en esta desigualdad, sumando desde i = 0 hasta n−1
y dividiendo por n, obtenemos

δ ≤ Fn(0)

n
≤ 1− δ.

Tomando el ĺımite cuando n tiende a +∞ en esta última desigualdad obte-
nemos δ ≤ ρ(f) ≤ 1− δ. Luego, si f ∈ Homeo+(S

1) carece de puntos fijos,
entonces ρ(f) 6= 0. ¤

Dejamos al lector la tarea de probar que si el número de rotación de f
es racional, entonces el periodo de todos sus puntos periódicos debe ser el
mismo.

Proposición 2.16. Los homeomorfismos topológicamente conjugados del
ćırculo tienen el mismo número de rotación.

Demostración. Debemos probar que para todo f, g en Homeo+(S
1) vale

la igualdad ρ(f) = ρ(gfg−1). Sean F y G levantamientos a la recta de
f y g respectivamente tales que F (0) y G(0) pertenecen a [0, 1[. Es claro
que G−1 es un levantamiento de g−1. Para probar la proposición, debemos
estimar el valor de la expresión

∣∣(GFG−1)n(x)− Fn(x)
∣∣ =

∣∣GFnG−1(x)− Fn(x)
∣∣.

No es dif́ıcil verificar que |G(x) − x| < 2 y |G−1(x) − x| < 2 para todo
x ∈ R. Además, si |x− y| < 2 entonces |F n(x)− Fn(y)| < 3. Concluimos
entonces que
∣∣GFnG−1(x)−Fn(x)

∣∣ ≤
∣∣GFnG−1(x)−FnG−1(x)

∣∣+
∣∣FnG−1(x)−Fn(x)

∣∣ < 5,

de donde obtenemos, para todo x ∈ R,
∣∣(GFG−1)n(x)− Fn(x)

∣∣
n

<
5

n
,

lo cual implica que ρ(f) = ρ(gfg−1). ¤
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La proposición anterior puede ser extendida para homeomorfismos semi-
conjugados. Dejamos la prueba de ello al lector.

Como consecuencia de lo anterior, la dinámica de un homeomorfismo f
de número de rotación racional p/q queda determinada por dicho número y
por la “dirección” de la dinámica de f q sobre cada una de las componentes
conexas del complemento del conjunto de los puntos periódicos de f .

El caso de número de rotación irracional es más interesante. Puesto que
las órbitas de toda rotación de ángulo θ /∈ Q son densas, podŕıa pensarse en
la existencia de un único modelo dinámico en este caso. Sin embargo, no es
dif́ıcil fabricar ejemplos de homeomorfismos de S1 de número de rotación
irracional que no son topológicamente conjugados a la rotación respectiva.
En efecto, consideremos una rotación cualquiera de ángulo θ irracional.
Fijemos un punto x ∈ S1 y reemplacemos cada punto f i(x), i ∈ Z, por un
intervalo de longitud 1/2|i|. Obtenemos entonces un ćırculo S1

x de longitud
mayor, y la rotación Rθ induce un homeomorfismo Rθ,x de S1x al extender
Rθ de manera af́ın a cada intervalo añadido al ćırculo. Las aplicaciones Rθ y
Rθ,x, vistas como homeomorfismos del ćırculo, son semiconjugadas. Como
consecuencia, el número de rotación de Rθ,x es igual a θ. Sin embargo,
ninguna órbita de Rθ,x es densa. En particular, Rθ,x no es topológicamente
conjugado a la rotación Rθ.

Pese a lo anterior, existe un único modelo módulo semiconjugación topoló-
gica.

Teorema 2.17. Si el número de rotación ρ(f) de f ∈ Homeo+(S
1) es

irracional, entonces f es semiconjugado a la rotación de ángulo ρ(f). La
semiconjugación es una conjugación si y sólo si todas las órbitas de f son
densas.

Demostración. Sea F : R → R un levantamiento de f a la recta tal que
F (0) ∈ [0, 1[. Por el lema 2.13 y la demostración de la proposición 2.14,
para cada x ∈ R el valor de

ϕ(x) = sup
n∈Z

(
Fn(x)− nρ(F )

)

es finito. La aplicación ϕ : R → R verifica las siguientes propiedades:

(i) ϕ es creciente y continua a izquierda;

(ii) ϕ(x+ 1) = ϕ(x) + 1 para todo x ∈ R;
(iii) ϕ(F (x)) = ϕ(x) + ρ(F ) para todo x ∈ R.

A partir de estas propiedades vemos claramente que para demostrar que
ϕ es una semiconjugación debemos probar que ϕ es continua. Para esto
comencemos observando que, para cada x ∈ ϕ(R), el conjunto ϕ−1(x) es
ya sea un punto o bien un intervalo no degenerado. Designemos entonces

por P̃lan(F ) la unión del interior de estos últimos intervalos, y por S̃alt(F )
la unión de los interiores de los intervalos del complemento de ϕ(R). Los
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conjuntos P̃lan(F ) y S̃alt(F ) son invariantes por las traslaciones enteras de
la recta, por lo que inducen subconjuntos Plan(f) y Salt(f) del ćırculo. Es
fácil ver que Salt(f) es invariante por la rotación de ángulo ρ(f). Puesto que
ρ(f) es irracional, Salt(f) debe ser vaćıo, lo cual implica que ϕ es continua e
induce entonces una semiconjugación entre f y Rρ(f). Finalmente, observe
que Plan(f) es invariante por f . Luego, si las órbitas por f son densas
entonces Plan(f) es vaćıo; en tal caso ϕ es inyectiva, por lo que induce una
conjugación entre f y Rρ(f). ¤

El estudio de la dinámica combinatoria de un homeomorfismo de número
de rotación irracional se reduce entonces al de la rotación respectiva. Para
θ ∈ [0, 1] \Q definimos por inducción los enteros positivos

q1 = 1, qn+1 = min
{
q > qn : dist(qθ,N) < dist(qnθ,N)

}
.

Es bien conocido que la sucesión (qn)n∈N es tal que

dist(qnθ,N) = {qnθ} si y sólo si dist(qn+1θ,N) = 1− {qn+1θ}, (2.4)

donde {a} = a − [a] denota la parte fraccionaria de a (vea por ejemplo
[89]). Si proyectamos sobre el ćırculo y continuamos denotando por qnθ los
puntos respectivos de S1, la condición (2.4) significa que ya sea se tienen
las relaciones −qnθ < qn+1θ < 0 < −qn+1θ < qnθ < −qnθ, o bien se
verifica qnθ < −qn+1θ < 0 < qn+1θ < −qnθ < qnθ. Designamos por In el
intervalo de S1 de puntos extremos 0 y qnθ, cerrado en 0 y abierto en qnθ.
El intervalo abierto de puntos extremos −qnθ y qnθ será designado por Jn.
Observe por otra parte que (qn + qn+1)θ pertenece a Jn (vea las figuras 11
y 12).

Afirmamos ahora que los intervalos Rjθ(In), j ∈ {0, 1, . . . , qn+1−1}, son
dos a dos disjuntos. En efecto, si se verificara Rjθ(In) ∩ Rkθ(In) 6= ∅ para
ciertos 0 ≤ j < k < qn+1, entonces se tendŕıa R(k−j)θ(In) ∩ In 6= ∅, lo
cual implicaŕıa dist

(
(k − j)θ, 0

)
< dist(qnθ, 0). Como k−j < qn+1, esto

contradiŕıa la definición de qn+1.

A partir de lo anterior es fácil ver que los intervalos Rjθ(Jn), con j en
{0, 1, . . . , qn+1−1}, recubren al ćırculo, y cada punto x ∈ S1 está contenido
en a lo más dos de ellos. Reemplazando θ por −θ obtenemos dos sucesiones
I−n y J−n de intervalos tales que Jn = In ∪ I−n = J−n. Vemos aśı que
cada punto del ćırculo está en a lo más dos intervalos de la forma Rjθ(Jn),
donde j ∈ {−(qn+1 − 1),−(qn+1 − 2), . . . , 0}.

Las notaciones introducidas en los últimos párrafos son relativamente
estándar y serán utilizadas más adelante.
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Ejercicio 2.18. Pruebe que para todo f ∈ Homeo+(S
1) existe un ángulo θ en

[0, 1] tal que el número de rotación de Rθ ◦ f es no nulo.

Ejercicio 2.19. Dados dos parámetros λ1 > 0 y λ2 > 0, de los cuales al menos
uno es diferente de 0, y tales que (λ1 − 1)(λ2 − 1) ≤ 0, definamos a = a(λ1, λ2)
como siendo el único real que verifica λ1a+ λ2(1− a) = 1. Considere el (único)
homeomorfismo af́ın por partes f = fλ1,λ2 : S1 → S1 que satisface f(a) = 0 y
cuya derivada es idénticamente igual a λ1 sobre ]0, a[ y a λ2 sobre ]a, 1[. Nuestro
objetivo es calcular el número de rotación de fλ1,λ2 (este ejemplo es debido a
Boshernitzan [16]).

(i) Para σ = λ1/λ2, considere el homeomorfismo hσ del intervalo [0, 1] definido
por hσ(x) = (σx − 1)/(σ − 1). Verifique que h−1

σ ◦ fλ1,λ2 ◦ hσ coincide con la
rotación Rρ, donde ρ satisface la igualdad σρ = λ1.

(ii) Concluya que ρ(fλ1,λ2) = log(λ1)/(log(λ1)− log(λ2)).

Ejercicio 2.20. Fijemos ahora un real positivo σ 6= 1, y para cada ρ ∈ [0, 1]
consideremos el homeomorfismo del ćırculo gσ,ρ=hσ ◦Rρ ◦ h−1

σ .

(i) Verifique que gσ,ρ coincide con fλ1,λ2 , donde λ1 = σρ y λ2 = σρ−1.

(ii) Concluya que dentro del grupo de los homeomorfismos afines por partes
del ćırculo, existen incrustaciones continuas del grupo de las rotaciones que no
vienen dadas por conjugaciones por homeomorfismos afines por partes (para más
información en torno a este interesant́ısimo tema el lector puede consultar [135,
136]).

2.2 Número de rotación y medidas invariantes

Sea f un homeomorfismo del ćırculo. Por el teorema de Bogolioubov y
Krylov, existe al menos una medida de probabilidad µ sobre S1 invariante
por f (vea el apéndice). Observe que el valor de µ([x, f(x)[) es indepen-
diente de x ∈ S1. En efecto, si y es otro punto del ćırculo entonces

µ([y, f(y)[)=µ([y, f(x)[) + µ([f(x), f(y)[)=µ([y, f(x)[) + µ([x, y[)=µ([x, f(x)[).

Denotaremos dicho valor por ρµ(f).
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Teorema 2.21. Se tiene la igualdad ρ(f) = ρµ(f).

Demostración. La medida µ se levanta en una medida σ-finita µ̃ sobre
R. Fijemos un punto x ∈ S1 y consideremos una preimagen de dicho
punto en R, a la que denotaremos también por x. Observe que cualquier
levantamiento F de f preserva µ̃. Además, µ̃

(
[x, x + k[

)
= k para todo

k ∈ N. Luego, si Fn(x) ∈ [x+ k, x+ k + 1[ entonces

Fn(x)− x− 1 ≤ k ≤ µ̃
(
[x, Fn(x)[

)
≤ k + 1 ≤ Fn(x)− x+ 1.

Concluimos que

lim
n→∞

Fn(x)− x

n
= lim

n→∞
µ̃
(
[x, Fn(x)[

)

n
= lim

n→∞
1

n

n−1∑

i=0

µ̃
(
[F i(x), F i+1(x)[

)
,

y como para todo i ∈ N se tiene µ̃
(
[F i(x), F i+1(x)[

)
= µ̃

(
[x, F (x)[

)
,

lim
n→∞

Fn(x)− x

n
= µ̃

(
[x, F (x)[

)
.

Por lo tanto, ρ(f) = µ
(
[x, f(x)[

)
= ρµ(f). ¤

Resulta útil analizar el soporte de una medida de probabilidad µ inva-
riante por un homeomorfismo f de S1. Si ρ(f) es racional entonces f posee
puntos periódicos y µ está soportada en dichos puntos. Si ρ(f) es irracional
entonces pueden darse dos casos: si f admite un minimal excepcional Λ
entonces el soporte de µ es Λ y µ no posee átomos, mientras que si las
órbitas de f son densas entonces el soporte de µ es todo el ćırculo y µ
tampoco posee átomos.

Para cada µ∈Prob(S1) designaremos por Γµ al grupo de los homeomor-
fismos de S1 que preservan µ. Observe que para todo f, g en Γµ se tiene

ρµ(fg) = µ
(
[x, fg(x)[

)
= µ

(
[x, g(x)[

)
+ µ

(
[g(x), fg(x)[

)
= ρµ(f) + ρµ(g).

Como consecuencia, la función número de rotación restricta a Γµ es un
homomorfismo sobre T1.

Si Γ es un subgrupo promediable de Homeo+(S
1), entonces existe una

medida de probabilidad sobre S1 invariante por Γ (vea el apéndice). Como
consecuencia de lo anterior obtenemos la siguiente proposición (vea [72]
para una demostración alternativa usando cohomoloǵıa acotada).

Proposición 2.22. La restricción de la función número de rotación a todo
subgrupo promediable de Homeo+(S

1) es un homomorfismo sobre T1.

Ejercicio 2.23. Pruebe que la única medida de probabilidad invariante por una
rotación de ángulo irracional es la de Lebesgue. Concluya que si Γ es un subgrupo
de Homeo+(S

1) cuyos elementos conmutan con un homeomorfismo minimal del
ćırculo, entonces Γ es topológicamente conjugado a un grupo de rotaciones.
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Ejercicio 2.24. Dé ejemplos de subgrupos Γ de Homeo+(S
1) que no preserven

ninguna medida de probabilidad del ćırculo y tales que la restricción de la función
número de rotación a Γ sea un homomorfismo sobre T1.

Observación. Tras la lectura de la sección 3.2, el lector debiese poder probar que
para todo grupo Γ verificando las propiedades pedidas la imagen ρ(Γ) es finita.

2.3 Acciones efectivas sobre la recta

En esta sección veremos que el hecho que un grupo actúe efectivamente
sobre la recta está relacionado con la posibilidad de “ordenar” dicho grupo.

Definición 2.25. Una relación de orden ¹ en un grupo Γ es invariante a
izquierda (resp. a derecha) si para todo g, h en Γ tales que g ¹ h se tiene
fg ¹ fh (resp. gf ¹ hf) para todo f ∈ Γ. La relación es bi-invariante si
ella es invariante a izquierda y a derecha simultáneamente.

Si ¹ es una relación de orden en Γ diremos que f ∈ Γ es positivo si
f Â id, y diremos que un elemento f está entre g y h si g ≺ f ≺ h ó
h ≺ f ≺ g. Para simplificar la nomenclatura, diremos que un grupo Γ
es ordenable (resp. bi-ordenable) si admite un orden total e invariante a
izquierda (resp. bi-invariante).

Ejercicio 2.26. Pruebe que un grupo Γ es ordenable si y sólo si contiene un
subsemigrupo Γ+ de modo que Γ\{id} es la unión disjunta de Γ+ con el semigrupo
Γ− = {g : g−1 ∈ Γ+}.

Ejercicio 2.27. Verifique que {(m,n) : m > 0 ó m = 0 y n > 0} corresponde
al conjunto de los elementos positivos de un orden total e invariante a izquierda
en Z2 (llamado orden lexicográfico).

Ejercicio 2.28. Pruebe que el grupo libre L2 es bi-ordenable siguiendo las indi-
caciones dadas a continuación.

(i) Considere el anillo (no abeliano) A=Z〈〈X,Y 〉〉 de las series de potencias for-
males con coeficientes enteros en dos variables independientes (no conmutantes)
X e Y . Denotando por o(k) el subconjunto de A de los elementos cuyos términos
poseen grado mayor o igual a k, verifique que L = 1+ o(1) = {1+S : S ∈ o(1)}
es un subgrupo multiplicativo de A.

(ii) Si f, g son los generadores de L2, pruebe que la aplicación φ que asocia a f
(resp. g) el elemento 1+X (resp. 1+Y ) de A se extiende de manera única a un
homomorfismo inyectivo φ : L2 → L.

(iii) Defina un orden de tipo lexicográfico en L bi-invariante bajo multiplicación
por elementos de L (observe que este orden no será invariante bajo multiplica-
ciones por elementos de A). Usando el homomorfismo φ, induzca un orden total
y bi-invariante en L2.

Observación. La técnica precedente, debida a Magnus, permite probar fácilmente
que L2 es residualmente nilpotente (compare con el ejercicio 2.33). Para esto
basta con verificar inductivamente que Φ(Γnil

i ) está contenido en 1 + o(i + 1)
para todo i ≥ 0.
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El siguiente teorema da una caracterización dinámica de los grupos or-
denables.

Teorema 2.29. Si Γ es un grupo numerable, entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

(i) Γ actúa de manera efectiva sobre la recta por homeomorfismos que
preservan orientación,

(ii) Γ admite un orden total invariante a izquierda.

Demostración. Supongamos que Γ actúa de manera efectiva sobre la
recta por homeomorfismos que preservan orientación. Consideremos una
sucesión (xn) densa en R, y definamos g ¹ h si g = h o si el menor ı́ndice
n para el cual g(xn) 6= h(xn) es tal que g(xn) < h(xn). No es dif́ıcil probar
que ¹ es una relación de orden total e invariante a izquierda.

Supongamos ahora que Γ admite un orden total e invariante a izquierda
¹. Escojamos una numeración (gi) de Γ, hagamos t(g0)=0 y supongamos
que t(g0), . . . , t(gi) ya han sido definidos. Si gi+1 es mayor (resp. menor)
que g0, . . . , gi, entonces definimos t(gi+1) = max{t(g0), . . . , t(gi)}+1 (resp.
min{t(g0), . . . , t(gi)}− 1). Finalmente, si gm ≺ gi+1 ≺ gn para ciertos m,n
en {0, . . . , i}, y si gj no está entre gm y gn para ningún 0 ≤ j ≤ i, entonces
definimos t(gi+1) = (t(gm) + t(gn))/2.
Observe que Γ actúa de manera natural sobre t(Γ) por g(t(gi)) = t(ggi),

y esta acción se extiende continuamente a la clausura de t(Γ). Finalmente,
extendemos la acción a toda la recta de modo que cada aplicación g sea
af́ın sobre cada intervalo del complemento del cierre de t(Γ). ¤

Fijado un orden total e invariante a izquierda ¹ en un grupo numerable
Γ, además de una numeración (gi) de éste, llamaremos realización dinámica
a la acción construida en la demostración del teorema precedente. Es fácil
comprobar que (si Γ es no trivial entonces) dicha realización no admite
puntos fijos globales. Otra propiedad interesante e igualmente fácil de
verificar es el hecho que si f es un elemento de Γ cuya realización admite
dos puntos fijos a < b (que pueden ser iguales a ±∞) de modo que ]a, b[
no contiene puntos fijos de f , entonces necesariamente existen puntos de
la forma t(g) dentro de ]a, b[.

Ejercicio 2.30. Dé ejemplos expĺıcitos de grupos libres de homeomorfismos de
la recta para concluir que Ln es ordenable para todo n ≥ 2 (compare con el
ejercicio 2.28; vea también la proposición 4.5 de [72]).

Para más información en torno a la teoŕıa de los grupos ordenables re-
comendamos la lectura de [116]. Ejemplos relevantes de grupos no (total-
mente) ordenables a izquierda son los subgrupos de ı́ndice finito de SL(n,Z)
para n ≥ 3, como lo muestra el siguiente resultado debido a Witte [208].

Teorema 2.31. Si n ≥ 3 y Γ es un subgrupo de ı́ndice finito de SL(n,Z),
entonces Γ no admite ningún orden total invariante a izquierda.
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Demostración. Daremos la demostración sólo para el caso n = 3, pero el
argumento de la prueba es fácilmente modificable para n > 3 (considere la
inyección canónica de SL(3,Z) en SL(n,Z)).
Supongamos que ¹ sea un orden total invariante a izquierda en Γ. Como

Γ es de ı́ndice finito en SL(3,Z), para k ∈ N suficientemente grande los
siguientes elementos están en Γ:

g1 =




1 k 0
0 1 0
0 0 1


 , g2 =




1 0 k
0 1 0
0 0 1


 , g3 =




1 0 0
0 1 k
0 0 1


 ,

g4 =




1 0 0
k 1 0
0 0 1


 , g5 =




1 0 0
0 1 0
k 0 1


 , g6 =




1 0 0
0 1 0
0 k 1


 .

Es fácil verificar que para cada i ∈ Z/6Z valen las siguientes relaciones:

gigi+1 = gi+1gi, [gi−1, gi+1] = gki .

Para g∈Γ definimos |g|=g si gº id, y hacemos |g|=g−1 en caso contrario.
Definimos también la relación À por gÀh si gÂhn para todo n≥1.

Fijemos ahora un ı́ndice i y consideremos nuestra relación º en el grupo
generado por gi−1, gi y gi+1. Es posible elegir tres elementos a, b y c
superiores (según Â) a id, tales que ya sea a = g±1

i−1, b = g±1
i+1, c = g±k

i , o

bien a = g±1
i+1, b = g±1

i−1, c = g±k
i , y de modo que

ac = ca, bc = cb, aba−1b−1 = c−1.

Afirmamos que a À c o b À c. Para probar esto, suponemos que para
cierto n ≥ 1 se tenga cn Â a y cn Â b. Sea dm = ambm(a−1cn)m(b−1cn)m.
Puesto que dm es un producto de elementos positivos, dm es positivo. Por
otra parte, no es dif́ıcil verificar que dm = c−m2+2mn, por lo que dm ≺ id
para m suficientemente grande, lo cual es una contradicción.

La afirmación anterior nos permite concluir que ya sea |gi| ¿ |gi−1| o
bien |gi| ¿ |gi+1|. Si asumimos por ejemplo que |g1| ¿ |g2|, entonces
obtenemos |g1| ¿ |g2| ¿ |g3| ¿ |g4| ¿ |g5| ¿ |g6| ¿ |g1|, lo cual es una
contradicción. El caso |g1| À |g2| es análogo. ¤

Un importante teorema debido a Margulis implica en particular que, para
n ≥ 3, todo subgrupo normal de un subgrupo de ı́ndice finito de SL(n,Z)
es ya sea finito o bien de ı́ndice finito [129]. Obtenemos aśı la versión fuerte
del teorema de Witte.

Teorema 2.32. Para n ≥ 3, toda acción de un subgrupo de ı́ndice finito
de SL(n,Z) por homeomorfismos de la recta es trivial.
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Ejercicio 2.33. Pruebe directanente que todo grupo nilpotente, finitamente
generado y sin torsión es bi-ordenable. De manera más general, pruebe que lo
mismo vale para todo grupo residualmente nilpotente Γ para el cual los cuocientes
(abelianos) sucesivos Γnil

i /Γnil
i+1 no poseen torsión (vea el apéndice).

Sugerencia. La propiedad de nilpotencia residual equivale a que la intersección
∩i≥0Γ

nil
i se reduce al elemento neutro.

Ejercicio 2.34. Sea Nn el grupo de las matrices triangulares superiores de orden
n×n a coeficientes enteros y tales que todo coeficiente de la diagonal sea igual a
1. Pruebe que Nn es ordenable utilizando su acción natural sobre Zn y el orden
lexicográfico sobre este último conjunto.
Observación. Es fácil verificar que Nn es nilpotente y sin torsión. Por otra parte,
un teorema debido a Malcev [172] establece que todo grupo nilpotente, finita-
mente generado y sin torsión, es un subgrupo de algún Nn. Esto permite re-
obtener indirectamente el primer resultado del ejercicio anterior.

2.4 Acciones libres

Hemos visto que el problema de hallar acciones efectivas sobre la recta
es equivalente a un problema de ordenamiento del grupo en cuestión. Las
proposiciones siguientes, debidas a Hölder, muestran que el problema de
hallar acciones libres sobre la recta es equivalente a un problema de orde-
namiento arquimediano del grupo.

Definición 2.35. Una relación de orden total ¹ en un grupo Γ es arqui-
mediana si para todo g, h en Γ, con g 6= id, existe n∈Z tal que gnÂh.

Proposición 2.36. Si Γ es un grupo que actúa libremente por homeo-
morfismos de la recta, entonces Γ admite un orden total bi-invariante y
arquimediano.

Demostración. Consideremos el orden ¹ en Γ según el cual g ≺ h si
g(x) < h(x) para algún x ∈ R (equivalentemente, para todo x ∈ R). Esta
relación de orden es total. Además, como la acción es libre, ¹ es una
relación bi-invariante y arquimediana. Dejamos los detalles al lector. ¤

La rećıproca a la proposición anterior será una consecuencia de la propo-
sición siguiente, la cual implica que los únicos grupos que pueden actuar
libremente por homeomorfismos de la recta son los subgrupos de (R,+).

Proposición 2.37. Si Γ admite un orden total bi-invariante y arquime-
diano, entonces Γ es isomorfo a un subgrupo de (R,+).

Demostración. Supongamos que Γ sea no trivial y fijemos un elemento
positivo f en Γ. Para cada g ∈ Γ y cada p ∈ N consideremos el único entero
q = q(p) tal que f q ¹ gp ≺ fq+1.

Primera parte: existe el ĺımite

lim
p→∞

{
q

p
: fq ¹ gp ≺ fq+1

}
. (2.5)
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En efecto, si f q(p1) ¹ gp1 ≺ fq(p1)+1 y fq(p2) ¹ gp2 ≺ fq(p2)+1 entonces

fq(p1)+q(p2) ¹ gp1+p2 ≺ fq(p1)+q(p2)+2,

de donde se concluye que q(p1) + q(p2) ≤ q(p1 + p2) ≤ q(p1) + q(p2) + 1.
La afirmación resulta entonces del lema 2.13.
Denotaremos φ(g) al ĺımite dado por la expresión (2.5). Observe que

el valor de φ(g) es finito. En efecto, para g ∈ Γ existe n ∈ Z tal que
fn ¹ g ≺ fn+1. Luego, fnp ¹ gp ≺ f (n+1)p, de donde se concluye que

n = lim
p→∞

np

p
≤ φ(g) ≤ lim

p→∞
(n+ 1)p− 1

p
= n+ 1.

Segunda parte: la aplicación φ : Γ → (R,+) es un homomorfismo.

Sean g1, g2 elementos arbitrarios de Γ. Supongamos que g1g2 ¹ g2g1 (el
caso g2g1 ¹ g1g2 es análogo). Si f q1 ¹ gp1 ≺ fq1+1 y fq2 ¹ gp2 ≺ fq2+1

entonces, por la bi-invariancia de ¹, se tiene

fq1+q2 ¹ gp1g
p
2 ¹ (g1g2)

p ¹ gp2g
p
1 ≺ fq1+q2+2.

De esto se concluye que

φ(g1)+φ(g2) = lim
p→∞

q1 + q2
p

≤ φ(g1g2) ≤ lim
p→∞

q1 + q2 + 1

p
= φ(g1)+φ(g2),

y por lo tanto φ(g1g2) = φ(g1) + φ(g2).

Tercera parte: el homomorfismo φ es inyectivo.

Observe que φ preserva orden, es decir, si g1 ¹ g2 entonces φ(g1) ≤ φ(g2).
Observe además que φ(f) = 1. Sea h un elemento de Γ tal que φ(h) = 0.
Supongamos que h 6= id. Existe entonces un entero n tal que hn º f . De lo
anterior se concluye que 0 = nφ(h) = φ(hn) ≥ φ(f) = 1, lo cual es absurdo.
Luego, si φ(h) = 0 entonces h = id, lo cual prueba que φ es inyectiva. ¤

Si Γ es un grupo no trivial que actúa libremente sobre la recta, fijamos
sobre él la relación de orden dada por la proposición 2.36. Este orden
permite construir un isomorfismo φ entre Γ y un subgrupo de (R,+). Si
φ(Γ) es isomorfo a (Z,+), entonces la acción de Γ es conjugada a la acción
por traslaciones enteras de la recta. En caso contrario, el grupo φ(Γ) es
denso en (R,+). Para cada punto x de la recta definimos

ϕ(x) = sup{φ(h) ∈ R : h(0) ≤ x}.

Es fácil ver que ϕ es una aplicación no decreciente. Además, ella verifica la
igualdad ϕ(h(x)) = ϕ(x)+φ(h) para todo x∈R y todo h∈Γ. Finalmente,
ϕ es continua, pues en caso contrario el conjunto R \ϕ(R) seŕıa un abierto
no vaćıo e invariante por las traslaciones de φ(Γ).
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En resumen, si Γ es un grupo que actúa libremente por homeomorfis-
mos de la recta, entonces su acción es semiconjugada a una acción por
traslaciones.

Ejercicio 2.38. Si Γ admite un order total invariante a izquierda y arquime-
diano, entonces dicho orden es necesariamente bi-invariante; en particular, la
hipótesis de bi-invariancia en la proposición 2.37 es superflua. Para probar esta
afirmación (debida a Conrad) desarrolle los ı́temes a continuación.

(i) Pruebe que una relación de orden total e invariante a izquierda ≺ es bi-
invariante si y sólo si su cono positivo Γ+ = {g ∈ Γ : g Â id} es estable por
conjugación, es decir, si hgh−1 pertenece a Γ+ para todo g ∈ Γ+ y todo h ∈ Γ
(vea el ejercicio 2.26).

(ii) Sea ≺ un orden total, invariante a izquierda y arquimediano en un grupo
Γ. Supongamos que g ∈ Γ+ y h ∈ Γ− sean tales que hgh−1 /∈ Γ+. Considere el
menor entero positivo tal que h−1 ≺ gn. Usando la relación hgh−1 ≺ id verifique
que h−1 ≺ g−1h−1 ≺ hn−1, lo cual contradice la definición de n. Concluya que
Γ+ es estable bajo conjugación por elementos de Γ−.

(iii) Suponga ahora que g ∈ Γ+ y h ∈ Γ− sean tales que hgh−1 /∈ Γ+. En tal caso
hg−1h−1 Â id, y como h−1 ∈ Γ−, por el ı́tem (ii) se tiene h−1(hg−1h−1)h ∈ Γ+,
es decir, g−1 ∈ Γ+, lo cual es absurdo.

Ejercicio 2.39. De manera alternativa al argumento esbozado en el ejercicio
precedente, pruebe que la acción sobre la recta de la realización dinámica de
todo orden total, invariante a izquierda y arquimediano en un grupo numerable
es libre.

Consideremos ahora un grupo Γ que actúa libremente por homeomor-

fismos del ćırculo. La imagen inversa Γ̃ de Γ en ˜Homeo+(S
1) actúa libre-

mente sobre la recta. Si repetimos los argumentos de la demostración de la
proposión anterior, considerando la traslación x 7→ x+1 como el elemento
f de la segunda parte, entonces se obtiene que Γ̃ es isomorfo a un subgrupo
de (R,+), y este isomorfismo desciende en un isomorfismo entre Γ y un
subgrupo de SO(2,R). Para referencia futura, expresamos esto como un
teorema.

Teorema 2.40. Si Γ es un grupo que actúa libremente por homeomorfismos
de S1, entonces Γ es isomorfo a un subgrupo del grupo de rotaciones.

De manera análoga al caso de la recta, bajo las hipótesis anteriores la
acción de Γ es semiconjugada a la del grupo de rotaciones correspondiente.

Ejercicio 2.41. Pruebe que todo subgrupo finitamente generado de Homeo+(S
1)

cuyos elementos son todos de torsión es ćıclico y finito.

Ejercicio 2.42. Sea Γ un subgrupo de PSL(2,R) cuyos elementos son todos
eĺıpticos. Pruebe que Γ es conjugado a un grupo de rotaciones del ćırculo.
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Ejercicio 2.43. Sea Γ un subgrupo del grupo de los homeomorfismos de la recta.
Suponga que exista un intervalo [a, b] tal que, para todo g ∈ Γ, los puntos fijos
de g están contenidos en [a, b]. Pruebe que Γ es abeliano.

Ejercicio 2.44. Dé una demostración alternativa a la proposición 1.2 usando el
teorema de Hölder.

Los resultados expuestos anteriormente muestran que el hecho de actuar
libremente sobre el ćırculo o la recta caracteriza (módulo semiconjugación
topológica) a los grupos de rotaciones y traslaciones respectivamente. Ob-
serve por otra parte que los elementos no triviales del grupo af́ın fijan
a lo más un punto de la recta. Veremos a continuación que, salvo una
excepción evidente, esta propiedad caracteriza módulo semiconjugación a
dicho grupo. El resultado siguiente es debido a Solodov.

Teorema 2.45. Sea Γ un subgrupo de Homeo+(R) tal que cada elemento
no trivial de Γ fija a lo más un punto de la recta. Suponga que no exis-
te ningún punto invariante por todos los elementos de Γ. Entonces Γ es
semiconjugado a un subgrupo del grupo af́ın.

Observe que en el caso que descartamos en que existe un punto x0 que
es fijo por todos los elementos de Γ, las acciones de Γ sobre ]−∞, x0[ y
]x0,∞[ son libres, y por lo tanto semiconjugadas a acciones de grupos de
traslaciones. Sin embargo, la acción de Γ sobre la recta no es necesaria-
mente semiconjugada a la acción de un subgrupo del estabilizador de un
punto de R por el grupo af́ın, pues Γ podŕıa contener elementos para los
cuales x0 es un punto fijo de tipo parabólico.

Demostración del teorema 2.45. Supondremos en lo que sigue que la
acción de Γ no es libre (el caso de una acción libre está cubierto por el
teorema de Hölder). Bajo esta suposición, Γ no puede ser abeliano. En
efecto, en caso contrario la órbita de un punto fijo x0 de un elemento no
trivial g de Γ estaŕıa contenida en el conjunto de los puntos fijos de g.
Luego, x0 seŕıa un punto fijo global de Γ, lo cual es una contradicción.

Primera parte: afirmamos que si Γ0 es un subgrupo normal de Γ que con-
tiene un elemento no trivial con un punto fijo, entonces Γ0 posee un ele-
mento con un punto fijo atractor.

En efecto, sea h0 ∈ Γ0 un elemento no trivial tal que h0(x0) = x0 para
cierto punto x0 ∈ R. Por hipótesis, existe un elemento g de Γ tal que
x1 = g(x0) 6= x0. Cambiando g por g−1 si fuese necesario, podemos suponer
que x1 > x0. Definamos h1 = gh0g

−1 ∈ Γ0. Supongamos que x0 sea un
punto fijo parabólico de h0. Reemplazando h0 por su inverso en caso de
necesidad, tenemos h0(y) > y para y 6= x0. Sea h = h0h

−1
1 ∈ Γ0. Es

fácil verificar que h(x0) < x0 y h(x1) > x1. Luego, h posee un punto fijo
repulsor en ]x0, x1[, lo cual demuestra la afirmación.

Segunda parte: definición de una relación de orden.
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Dados g, h en Γ, escribimos g ¹ h si existe x ∈ R tal que g(y) ≤ h(y)
para todo y ≥ x. Es fácil verificar que ésta es una relación de orden total
y bi-invariante. Afirmamos que ella satisface la siguiente versión débil de
la propiedad arquimediana: si f ∈ Γ posee un punto fijo repulsor y g ∈ Γ,
entonces existe n∈N tal que g ¹ fn. En efecto, si x0 es el punto fijo de f
fijemos x−, x+ tales que x− < x0 < x+. Para n ∈ N suficientemente grande
tenemos fn(x−) < g(x−) y fn(x+) > g(x+), por lo que g−1fn posee un
punto fijo en el intervalo ]x−, x+[. Como g−1fn(x+) > x+, esto implica
que fn(x) > g(x) para todo x ≥ x+, por lo que g ¹ fn.

Tercera parte: un homomorfismo hacia los reales.

Fijemos un elemento f ∈Γ con un punto fijo repulsor. Al igual que en la
demostración del teorema de Hölder, para g∈Γ tal que id ¹ g definimos

φ(g) = lim
p→∞

{
q

p
: fq ¹ gp ≺ fq+1

}
,

y para g ¹ id definimos φ(g−1) = −φ(g). Obtenemos aśı un homomorfismo
φ : Γ → (R,+) tal que φ(f) = 1. Observe que si Γ0 es un subgrupo normal
de Γ que contiene un elemento no trivial con un punto fijo, entonces por la
primera parte existe h ∈ Γ0 con un punto fijo repulsor. Por la segunda parte
tenemos f ¹ hn para n∈N suficientemente grande, por lo que φ(h) ≥ 1/n.
En particular, φ(Γ0) 6= {0}.
Cuarta parte: la acción de [Γ,Γ] sobre la recta es libre.

En efecto, puesto que [Γ,Γ] es normal en Γ, si Γ posee un elemento no
trivial con un punto fijo entonces φ

(
[Γ,Γ]

)
6= 0, lo cual es absurdo, pues

[Γ,Γ] está contenido en el núcleo de φ.
Tenemos entonces que [Γ,Γ] es semiconjugado a un grupo de traslaciones,

es decir, existen un homomorfismo φ0 : [Γ,Γ] → (R,+) y un homeomor-
fismo ϕ de la recta tales que ϕ(h(x)) = ϕ(x) + φ0(h) para todo x∈R y
todo h ∈ [Γ,Γ]. Afirmamos que φ0

(
[Γ,Γ]

)
no es discreto. En efecto, en

caso contrario es fácil ver que las conjugaciones por elementos de Γ de-
beŕıan preservar al generador de φ0

(
[Γ,Γ]

)
∼ Z, por lo que [Γ,Γ] estaŕıa

contenido en el centro de Γ. Sin embargo, esto es imposible, dado que Γ
contiene elementos con (exactamente) un punto fijo.

Quinta parte: fin de la demostración.

Por lo anterior, la imagen φ0

(
[Γ,Γ]

)
es densa en R. Es fácil ver entonces

que la conjugación ϕ de la cuarta parte es única módulo post-conjugación
con un elemento del grupo af́ın. Como [Γ,Γ] es normal en Γ, para cada
g ∈ Γ se tiene que ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 es un elemento del grupo af́ın. ¤

Enfatizamos nuevamente que los teoremas de Hölder y Solodov no pueden
ser extendidos de manera razonable al caso de grupos (a órbitas densas) de
homeomorfismos del ćırculo cuyos elementos no triviales fijan a lo más dos
puntos [119], incluso en el caso real-anaĺıtico [144].
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2.5 Número de traslación y medidas quasi-invariantes

De manera análoga al caso del ćırculo, para cada medida de Radon υ
sobre los borelianos de la recta podemos considerar el grupo Γυ de los
homeomorfismos que preservan υ. Para g ∈ Γυ definimos el número de
traslación de g respecto a υ por τ(g) = υ([x, g(x)[) si g(x) ≥ x, y por
τ(g) = −υ([g(x), x[) si g(x) < x. Es fácil ver que dicho valor no depende
de la elección de x ∈ R.

El número de traslación satisface propiedades análogas a las del número
de rotación de homeomorfismos de S1. Por ejemplo, para g∈Γυ se cumple

τυ(g) = 0 si y sólo si g posee al menos un punto fijo. (2.6)

En efecto, si Fix(g) = ∅ entonces la órbita de cada punto x de la recta es no
acotada en ambas direcciones. Fijemos x ∈ R y supongamos (cambiando
g por g−1 si es necesario) que g(x) > x. Si τυ(g) = 0 entonces de las
igualdades υ([x, gn(x)[) = υ([g−n(x), x[) = 0, donde n ∈ N, se concluye
al hacer tender n al infinito que υ(] − ∞,+∞[) = 0, lo cual es absurdo.
Luego, si Fix(g) = ∅ entonces τυ(g) 6= 0. Rećıprocamente, si x ∈ Fix(g)
entonces τυ(g) = υ

(
[x, g(x)[

)
= υ

(
[x, x[

)
= 0.

Notemos que una propiedad más fuerte para elementos g ∈ Γυ es válida:

si Fix(g) 6= ∅ entonces sop(υ) ⊂ Fix(g). (2.7)

En efecto, en caso contrario existiŕıa un boreliano A tal que υ(A) > 0 y
A ∩ g(A) = ∅. Al menos uno de los conjuntos ∪n∈Ngn(A) o ∪n∈Ng−n(A)
debe ser acotado, y por lo tanto su medida finita. Sin embargo, las medidas
de estos conjuntos son iguales a

∑
n∈N υ(A) = ∞.

Note que la aplicación τυ : Γυ → R es un homomorfismo de Γυ sobre
(R,+). Esta observación será fundamental al tratar problema de la unici-
dad (módulo un factor multiplicativo) de la medida invariante.

Lema 2.46. Si υ1 y υ2 son dos medidas de Radon invariantes por un sub-
grupo Γ de Homeo+(R), entonces existe κ > 0 tal que los homomorfismos
τυ1

y τυ2
verifican la relación τυ1

= κτυ2
.

Demostración. Debido a (2.6), los núcleos de τυ1
y τυ2

coinciden con
Γ0 = {g : Fix(g) 6= ∅}. Obtenemos aśı dos homomorfismos τ1 y τ2 de
Γ/Γ0 sobre (R,+). Fijemos un punto x0 en Fix(Γ0), cuya existencia está
garantizada por (2.7). El grupo Γ/Γ0 actúa libremente sobre la órbita
Γ(x0), por lo que admite una relación de orden bi-invariante y arquimediana
≺ dada por g1Γ0 ≺ g2Γ0 si g1(x0) < g2(x0). Si fijamos un elemento f ∈ Γ
tal que Γ0 ≺ fΓ0, es fácil ver que para todo g ∈ Γ se tiene

τi(gΓ0) = τi(fΓ0) · lim
p→∞

{
q

p
: fqΓ0 ¹ gpΓ0 ≺ fq+1Γ0

}
.

Luego, τ2(f) · τ1 = τ1(f) · τ2, lo cual concluye la demostración. ¤
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Si Γ preserva υ y τυ(Γ) es trivial o isomorfo a Z, no podemos esperar la
unicidad (módulo un factor positivo) de la medida invariante υ. Diferente
es el caso en que τυ(Γ) es denso en R.

Proposición 2.47. Si υ1 y υ2 son dos medidas de Radon invariantes por
un subgrupo Γ de Homeo+(R) tales que τυ1

(Γ) y τυ2
(Γ) son densos en R,

entonces existe κ > 0 tal que dichas medidas verifican la relación υ1 = κυ2.

Demostración. Por el lema anterior, podemos suponer que τυ1
=τυ2

. Pro-
baremos entonces que υ1 = υ2. Para esto, primero notemos que ninguna
de las medidas en cuestión posee átomos. En efecto, si υi

(
{x0}

)
> 0 en-

tonces todo elemento positivo y no trivial de τυi
(Γ) seŕıa mayor o igual que

υi
(
{x0}

)
> 0, contradiciendo la hipótesis de densidad de τυi

(Γ). Dejamos
al lector la tarea de probar que esta hipótesis implica también que la acción
de Γ sobre los soportes de υ1 y υ2 es minimal (i.e., sus órbitas son densas).

Probaremos ahora que los soportes sop(υ1) y sop(υ2) son iguales. En
efecto, en caso de desigualdad existiŕıa un punto x ∈ sop(υi)\sop(υi+1) (la
indexación es considerada módulo 2). Por la densidad de las órbitas sobre
los soportes, podŕıamos escoger g ∈ Γ tal que g(x) 6= x y tal que la medida
υi+1 del intervalo de puntos extremos x y g(x) sea nula. Esto implicaŕıa
que τυi+1

(g) = 0 y τυi
(g) 6= 0, lo cual es absurdo.

Para finalizar la prueba de la igualdad de la medidas υ1 y υ2, debemos
probar que ellas otorgan la misma masa a intervalos cuyos extremos son
puntos del soporte. Si [x, y] es un intervalo de este tipo podemos escoger
gn ∈ Γ tal que gn(x) converja a y. Obtenemos aśı

υ1
(
[x, y]

)
= lim

n→∞
υ1
(
[x, gn(x)]

)
= lim

n→∞
τυ1

(gn) = lim
n→∞

τυ2
(gn)

= lim
n→∞

υ2
(
[x, gn(x)]

)
= υ2

(
[x, y]

)
,

lo cual concluye la demostración. ¤

Por todo lo anterior, resulta interesante conocer a priori cuáles son las
condiciones que garantizan la existencia de una medida de Radon inva-
riante. El resultado siguiente, debido a Plante [167], es un importante
aporte en tal dirección.

Teorema 2.48. Si Γ es un subgrupo finitamente generado y virtualmente
nilpotente de Homeo+(R), entonces Γ preserva una medida de Radon sobre
la recta.

Enunciamos inmediatamente un corolario de este teorema a ser utilizado
más adelante.

Corolario 2.49. Si Γ es un subgrupo finitamente generado y virtualmente
nilpotente de Homeo+(R), entonces todo elemento del grupo de los conmu-
tadores [Γ,Γ] fija al menos un punto de la recta.
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En efecto, si υ es una medida invariante dada por el teorema de Plante,
entonces el número de traslación de todo elemento de [Γ,Γ] respecto a υ es
nulo. La afirmación del corolario se concluye entonces de (2.6).

La demostración original de Plante para el teorema 2.48 involucra ideas
muy interesantes relacionadas con el crecimiento de grupos (sección 2.2,
caṕıtulo 4), la noción de pseudo-grupo (sección 2, caṕıtulo 3), y la prome-
diabilidad (vea el apéndice), las que se aplican en muchas otras situaciones.
Sin embargo, presentaremos a continuación una demostración much́ısimo
más directa y sencilla inspirada en los métodos de la sección 1 de este
caṕıtulo. Ella se basa en el hecho que los grupos nilpotentes no contienen
semigrupos libres.

Definición 2.50. Dos elementos f, g de un grupo Γ generan un semigrupo
libre si los elementos de la forma fngmrfnr · · · gn1fn1gm, con nj y mj

enteros positivos, m ≥ 0 y n ≥ 0, son dos a dos distintos para elecciones
diferentes de los exponentes.

Ejercicio 2.51. Pruebe que ningún grupo virtualmente nilpotente contiene semi-
grupos libres a dos generadores.
Sugerencia. Reduzca el caso general al caso nilpotente, y razone por inducción
sobre el grado de nilpotencia.

Para encontrar semigrupos libres dentro de grupos actuando por homeo-
morfismos de variedades unidimensionales, la siguiente noción será de uti-
lidad.

Definición 2.52. Decimos que dos homeomorfismos de la recta están en-
trecruzados sobre un intervalo ]a, b[ si uno de ellos fija ]a, b[ pero no tiene
puntos fijos en el interior, mientras que el otro env́ıa a o b dentro de ]a, b[.

Recalquemos que, en la definición anterior, a (resp. b) puede ser igual a
−∞ (resp. +∞). El siguiente criterio elemental para obtener semigrupos
libres a dos generadores es bastante conocido.

Lema 2.53. Todo subgrupo Γ de Homeo+(R) que posee elementos entre-
cruzados contiene semigrupos libres a dos generadores.

Demostración. Supongamos que existan f, g en Γ y un intervalo [a, b]
tales que Fix(f) ∩ [a, b] = {a, b} y g(a) ∈]a, b[ (el caso en que g(b) ∈]a, b[
es análogo). Cambiando f por su inversa si es necesario, podemos suponer
que f(x) < x para todo x∈]a, b[. Definamos c = g(a)∈]a, b[ y fijemos un
punto d′ ∈]c, b[. Como gfn(a) = c para todo n ∈ N y como gfn(d′) con-
verge a c cuando n tiende al infinito, para n ∈ N suficientemente grande
la aplicación gfn posee un punto fijo sobre ]a, d′[. Fijemos un tal n∈N y
sea d > c el ı́nfimo de los puntos fijos de gfn en ]a, b[. Para m ∈ N sufi-
cientemente grande tenemos fm(d) < c, por lo que el lema del ping-pong
positivo aplicado a las restricciones de fm y gfn a [a, b] prueba que el
semigrupo generado por tales elementos es libre (vea el ejercicio 2.85). ¤
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De acuerdo al ejercicio 2.51 y al lema 2.53, el siguiente resultado consti-
tuye una generalización del teorema 2.48 (compare con [11, 190]).

Teorema 2.54. Sea Γ un grupo finitamente generado de homeomorfismos
de la recta. Si Γ no posee elementos entrecruzados, entonces Γ preserva
una medida de Radon sobre los borelianos de R.

Demostración. Si Γ admite puntos fijos globales entonces la afirmación
es obvia: la medida de Dirac soportada en cualquiera de estos puntos es
invariante por la acción.

Supongamos en lo que sigue que no hay puntos fijos globales para la
acción, y fijemos un sistema finito {f1, . . . , fk} de generadores para Γ.
Comenzamos afirmando que (al menos) uno de estos generadores no admite
puntos fijos. Para verificar esto razonamos por contradicción suponiendo
que cada uno de los fi posee puntos fijos. Sea x1∈ R un punto fijo de f1.
Si f2 fija x1 entonces haciendo x2 = x1 tenemos que x2 es fijado tanto por
f1 como por f2. En caso contrario, escojamos un punto fijo x2 para f2 de
modo que f2 no posea ningún otro punto fijo entre x1 y x2. Como f1, f2
no se entrecruzan sobre ningún intervalo (y lo mismo ocurre para f−1

1 y
f2), el elemento f1 debe fijar también x2. Si f3 fija x2 hacemos x3 = x2;
si no, consideramos un punto x3 que sea fijado por f3 de modo que f3 no
posea ningún punto fijo entre x2 y x3. El argumento usado anteriormente
permite nuevamente probar que f1, f2 y f3 fijan x3. Continuando de esta
manera podemos hallar un punto fijo común para todos los generadores fi,
es decir, un punto fijo global para la acción de Γ, lo cual contradice nuestra
suposición.

Afirmamos ahora que existe un conjunto cerrado no vaćıo invariante y
minimal para la acción de Γ. Para probar esto consideremos un generador
f = fi sin puntos fijos, fijemos un punto arbitrario x0 de la recta, y denote-
mos por I al intervalo [x0, f(x0)] (resp. [f(x0), x0]) si f(x0) > x0 (resp.
si f(x0) < x0). En la familia F de conjuntos cerrados no vaćıos e inva-
riantes por Γ consideremos la relación de orden ¹ definida por Λ1 º Λ2

si Λ1 ∩ I ⊂ Λ2 ∩ I. Como f no tiene puntos fijos, toda órbita de Γ debe
intersectar al intervalo I, por lo que Λ ∩ I es un compacto no vaćıo para
todo Λ ∈ F . Podemos aśı aplicar el lema de Zorn, el cual nos brinda un
elemento maximal para el orden ¹. Dicho elemento maximal no es otra
cosa que la intersección con I de un conjunto Λ invariante por Γ, cerrado,
no vaćıo y minimal.

Observe ahora que tanto la frontera ∂Λ de Λ como el conjunto Λ′ de
los puntos de acumulación de Λ son también cerrados e invariantes por Γ.
Debido a la minimalidad de Λ, sólo tres casos pueden presentarse.

(i) Λ′ = ∅.
En este caso Λ es discreto, es decir, Λ coincide con el conjunto de los

puntos de una sucesión (yn)n∈Z satisfaciendo yn<yn+1 para todo n y que
carece de puntos de acumulación. Resulta sencillo verificar entonces que la
medida de Radon v =

∑
n∈Z δyn

es invariante por Γ.
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(ii) ∂Λ = ∅.
En este caso Λ coincide con toda la recta. Afirmamos que la acción de Γ

es libre. En efecto, si éste no fuera el caso entonces existiŕıan un elemento
g ∈ Γ y un intervalo ]a, b[ estrictamente contenido en la recta de modo que
g fija ]a, b[ pero no posee ningún punto fijo en su interior. Como la acción
es minimal, debe existir un elemento h ∈ Γ que env́ıa a o b dentro de ]a, b[;
sin embargo, esto implica que g y h se entrecruzan en ]a, b[, lo cual viola
nuestra hipótesis. Ahora bien, como la acción de Γ en la recta es libre, el
teorema de Hölder implica que Γ es topológicamente conjugado a un grupo
de traslaciones. La preimagen de la medida de Lebesgue por la conjugación
resulta ser entonces una medida de Radon invariante por la acción de Γ.

(iii) ∂Λ = Λ′ = Λ.
En este caso Λ es “localmente” un conjunto de Cantor. Colapsando a un

punto la clausura de cada una de las componentes conexas del complemento
de Λ, obtenemos una nueva “recta topológica” con una acción de Γ inducida
por semiconjugación. Como en el caso (ii), se verifica sin dificultad que esta
nueva acción es libre, y por lo tanto preserva una medida de Radon. La
preimagen de esta medida por la semiconjugación resulta ser entonces una
medida de Radon invariante por la acción original de Γ. ¤

Ejercicio 2.55. Sea Γ un grupo (no necesariamente finitamente generado) de
homeomorfimos de la recta que no contiene elementos entrecruzados.
(i) Pruebe directamente (i.e., sin usar el teorema 2.54) que el conjunto Γ0 de los
elementos de Γ que poseen puntos fijos constituye un subgrupo normal de Γ.
(ii) Pruebe que el grupo Γ/Γ0 admite una relación de orden total, bi-invariante
y arquimediana.
(iii) Usando (i) y (ii) dé una demostración alternativa al teorema 2.54.

El lector verificará sin mayor dificultad que la hipótesis de generación
finita es necesaria para el teorema 2.54 (vea además [166]). Sin embargo,
a lo largo de la demostración dicha hipótesis fue utilizada sólo para hallar
un elemento sin puntos fijos. Por lo tanto, si esta última condición es
asumida como hipótesis entonces el teorema continúa siendo válido (vea
también el ejercicio 2.62). Para referencia futura, enunciamos esto como
una proposición para el caso de grupos conmutativos.

Proposición 2.56. Todo subgrupo abeliano de Homeo+(R) que posee al
menos un elemento sin puntos fijos preserva una medida de Radon sobre
la recta.

Ejercicio 2.57. Pruebe la validez de la proposición precedente considerando la
acción inducida sobre el ćırculo topológico obtenido al cuocientar la recta por la
acción del elemento sin puntos fijos.

El teorema 2.48 concierne los grupos nilpotentes, y cabe preguntarse qué
ocurre en el caso de los grupos solubles. Observe para comenzar que si
θ 6= 0 y κ 6= 1, entonces el subgrupo de Af+(R) generado por los elementos
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f(x) = x + θ y g(x) = κx no preserva ninguna medida de Radon sobre la
recta. Sin embargo, puesto que los elementos del grupo af́ın preservan la
medida de Lebesgue módulo un factor multiplicativo, teniendo en mente la
proposición 1.4 es natural preguntarse bajo qué condiciones un subgrupo
soluble de Homeo+(R) deja quasi-invariante una medida de Radon de la
recta. Nuevamente consideraremos sólo grupos finitamente generados, pues
de acuerdo al ejercicio 2.63 existen grupos abelianos no finitamente gene-
rados de homeomorfismos de la recta que no admiten ninguna medida de
Radon quasi-invariante no trivial.

Los grupos solubles son construidos a partir de grupos abelianos por
extensiones sucesivas. Por ello, comenzamos nuestro estudio con una ob-
servación elemental: si Γ0 es un subgrupo normal de un subgrupo Γ de
Homeo+(R) que preserva una medida de Radon υ, entonces para todo
g ∈ Γ la medida g(υ) también es invariante por Γ0. En efecto, para todo
h ∈ Γ0 tenemos

(ghg−1)
(
g(υ)

)
= g

(
h(υ)

)
= g(υ).

Por el lema 2.46, existe una constante κ(g) = κυ(g) tal que τg(υ) = κ(g)τυ.
Los tres lemas siguientes tratan el problema de probar la existencia de una
medida quasi-invariante para la acción de un grupo a partir de la quasi-
invariancia de una medida para uno de sus subgrupos normales.

Lema 2.58. Sean Γ0 un subgrupo normal de un subgrupo Γ de Homeo+(R)
y υ una medida de Radon invariante por Γ0. Suponga que τυ(Γ0) 6= {0}. Si
κ(Γ) = {1} y Γ/Γ0 es promediable, entonces existe una medida de Radon
invariante por Γ.

Demostración. Si τυ(Γ0) es denso en R entonces la proposición 2.47
muestra que υ es invariante por Γ. Supongamos en lo que sigue que τυ(Γ0)
es ćıclico y normalicemos υ de manera que τυ(Γ0) sea igual a Z. Sea h0 ∈ Γ0

tal que τυ(h0) = 1. Consideremos el núcleo Γ∗
0 de τυ. El conjunto Fix(Γ0)

es no vaćıo (pues contiene al soporte de υ) y es invariante por Γ0, por lo que
es no acotado en ambas direcciones. Además, Γ∗

0 = {h ∈ Γ0 : Fix(h) 6= ∅},
lo cual muestra que Γ∗

0 es normal en Γ.
Utilizaremos ahora una idea semejante a la de la prueba de la proposición

2.56. Afirmamos en primer lugar que Γ0/Γ
∗
0 está contenido en el centro del

grupo Γ/Γ∗
0. Para probar esto debemos mostrar que para todo g ∈ Γ y

todo x ∈ Fix(Γ∗
0) se tiene g−1h0g(x) = h0(x). Fijemos la medida υ1 de

masa igual a 1 en cada punto del conjunto {hn
0 (x), n ∈ Z}. Observe que

las restricciones a Γ0 de los homomorfismos τυ y τυ1
coinciden. Es fácil ver

entonces que κυ=κυ1
. De la hipótesis κ(Γ)=1 concluimos que

υ1
(
[x, g−1h0g(x)[

)
= τυ1

(g−1h0g) = τg∗(υ1)(h0) = υ1
(
[x, h0(x)[

)
,

lo cual implica que g−1h0g(x) ≤ h0(x). Por otro lado, considerando la
medida υ2 de masa 1 en cada punto g−1hn

0 g(x) y cambiando h0 por g
−1h0g,

el mismo argumento muestra que h0(x) ≤ g−1h0g(x).
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Fijemos x0 ∈ Fix(Γ∗
0). Observe que el grupo

(
Γ/Γ∗

0

)
/
(
Γ0/Γ

∗
0

)
= Γ/Γ0

actúa sobre el espacio cuociente Fix(Γ∗
0)/〈h0〉(x0), el cual es compacto.

Por la hipótesis de promediabilidad, Γ/Γ0 preserva una medida de proba-
bilidad sobre este espacio, la cual se levanta en una medida de Radon sobre
Fix(Γ∗

0) invariante por Γ. ¤

Lema 2.59. Sean Γ0 un subgrupo normal de un subgrupo Γ de Homeo+(R)
y υ una medida de Radon invariante por Γ0. Suponga que τυ(Γ0) 6= {0}.
Si κ(Γ) 6= {1} entonces υ es quasi-invariante por Γ.

Demostración. Sean h ∈ Γ0 y g ∈ Γ tales que τυ(h) 6= 0 y κ(g) 6= 1. De
la igualdad (válida para todo m,n en Z)

τυ(g
−nhmgn) = τgn

∗ (υ)(h
m) = mκ(g)nτυ(h)

se deduce fácilmente que τυ(Γ) es denso en R. La proposición 2.47 muestra
entonces que υ es quasi-invariante por Γ. ¤

Lema 2.60. Sean Γ0 un subgrupo normal de un subgrupo Γ de Homeo+(R)
y υ una medida de Radon quasi-invariante por Γ0. Sea Γ∗

0 el subgrupo
formado por los h ∈ Γ0 tales que h∗(υ) = υ. Si τυ(Γ

∗
0) 6= {0} y κ(Γ0) 6= {1},

entonces υ es quasi-invariante por Γ.

Demostración. Como τυ(Γ
∗
0) 6= {0} y κ(Γ0) 6= {1}, es fácil ver que un

elemento h ∈ Γ0 pertenece a Γ∗
0 si y sólo si Fix(h) = ∅ o si Fix(h) es

no acotado en ambas direcciones. Ambas condiciones son invariantes por
conjugación, de lo cual se concluye que Γ∗

0 es normal en Γ. Es claro además
que κ(Γ) 6= {1}. La afirmación resulta entonces del lema precedente. ¤

Estamos ahora preparados para abordar el problema de la existencia de
una medida de Radon quasi-invariante para una familia amplia de subgru-
pos solubles de Homeo+(R).

Teorema 2.61. Sea Γ un subgrupo soluble de Homeo+(R). Supongamos
que Γ admita una cadena de subgrupos {id}=Γn C Γn−1 C . . . C Γ0=Γ tal
que cada Γi sea finitamente generado y cada cuociente Γi−1/Γi sea abeliano.
Entonces existe una medida de Radon invariante por Γ.

Demostración. Supondremos que Γ no preserva ninguna medida de
Radon. Tenemos Fix(Γ) = ∅, pues en caso contrario la delta de Dirac
con masa en un punto fijo seŕıa una medida invariante. Sea j > 0 el ı́ndice
más pequeño para el cual Fix(Γj) 6= ∅. El grupo abeliano y finitamente
generado Γj−1/Γj actúa sobre el conjunto cerrado y no acotado Fix(Γj)
por homeomorfismos que preservan orden. Dejamos al lector la tarea sen-
cilla de probar, a partir del teorema de Plante, la existencia de una medida
de Radon invariante para esta acción. Esta medida induce evidentemente
una medida de Radon sobre la recta invariante por Γj−1 cuyo soporte está
contenido en Fix(Γj). Note que τυ(Γj−1) 6= {0}, pues Fix(Γj−1) = ∅.
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Sea k > 0 el ı́ndice más pequeño para el cual Γk preserva una medida de
Radon. Abusando de la notación, designemos dicha medida también por
υ. Es fácil ver que necesariamente se tiene τυ(Γk) 6= {0}. De acuerdo al
lema 2.58 tenemos κ(Γk−1) 6= {1}, y por el lema 2.59 esto implica que υ
es quasi-invariante por Γk−1. El lema 2.60 permite probar inductivamente
que υ es quasi-invariante por Γk−2, Γk−3, etc. Se concluye aśı que υ es
quasi-invariante por Γ. ¤

La hipótesis de generación finita de cada Γi es satisfecha por una clase
importante de grupos, a saber, los grupos polićıclicos [209]. Por otro lado,
ella puede ser debilitada, tal como lo indica el ejercicio siguiente.

Ejercicio 2.62. La dinámica de un subgrupo Γ de Homeo+(R) es dicha acotada-
mente generada si existe un sistema de generadores G de Γ y un punto x0 ∈ Γ
tales que {h(x0) : h ∈ G} es un subconjunto acotado de la recta. Pruebe que
los teoremas 2.48, 2.54 y 2.61 son válidos si la hipótesis de generación finita es
reemplazada por una hipótesis de dinámica acotadamente generada.

Ejercicio 2.63. Dé un ejemplo de un subgrupo abeliano numerable no finita-
mente generado de Homeo+(R) sin medida de Radon quasi-invariante (alternati-
vamente, vea [166]).

2.6 Una aplicación: grupos promediables ordenables

En esta sección utilizaremos las ideas desarrolladas precedentemente para
dar una “demostración dinámica” del siguiente resultado de carácter alge-
braico (recomendamos la lectura previa del apéndice para el concepto de
promediabilidad de un grupo; vea además el ejemplo que postcede al ejer-
cicio 5.4).

Teorema 2.64. Todo grupo ordenable, promediable, finitamente generado
e infinito admite un homomorfismo no trivial sobre (R,+).

Este teorema, que responde a una vieja interrogante en el ámbito de
los grupos ordenables, ha sido demostrado recientemente por Witte. En
nuestra exposición seguiremos esencialmente la misma (brillante) idea de
[207], pero evitaremos utilizar los resultados de la teoŕıa de los grupos C-
ordenables, la cual juega un rol relativamente importante en dicho trabajo.
El primer ingrediente de la prueba se remonta a una idea de Ghys y

Sikora, y consiste en la introducción del espacio de los órdenes asociado a
un grupo ordenable, aśı como de una acción del grupo sobre el mismo. De
manera más precisa, si Γ es un grupo finitamente generado y ordenable,
denotaremos por O(Γ) al conjunto de todos los órdenes totales e invariantes
a izquierda en Γ. Si fijamos un sistema finito G de generadores de Γ,
entonces podemos definir una distancia entre dos elementos distintos ≤
y ¹ de O(Γ) haciendo dist(≤,¹) = e−n, donde n es el máximo entero
no negativo tal que los órdenes ≤ y ¹ coinciden sobre la bola BG(n) de
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radio n en Γ (vea el apéndice para el concepto de bola dentro de un grupo).
En otras palabras, n es el mayor entero no negativo tal que para todo
g, h en BG(n) se tiene g ≤ h si y sólo g ¹ h. Haciendo dist(¹,¹) = 0
para todo orden total e invariante a izquierda ¹, es fácil comprobar que la
función dist aśı definida es una métrica (que depende de G) en el espacio
O(Γ). De hecho, el espacio resultante verifica la propiedad ultramétrica y
es compacto.

Observación 2.65. El estudio de la estructura del espacio de órdenes de un
grupo ordenable es un tópico interesante en śı mismo. Un elegante resultado de
Tararin [116] describe los grupos ordenables que admiten un número finito de
órdenes (totales e invariantes a izquierda). Si un grupo admite infinitos órdenes,
entonces admite necesariamente una cantidad no numerable [121, 141]. Para
grupos abelianos de rango superior, para grupos nilpotentes no abelianos sin
torsión, y también para grupos libres no abelianos, los espacios de órdenes son
homeomorfos al conjunto de Cantor (vea [189] y [141] respectivamente). Sin
embargo, existen grupos cuyos espacios de órdenes son infinitos (no numerables)
y poseen puntos aislados [58, 141]. De acuerdo a Linnell [121], uno de los intereses
de lo anterior dice relación con la estructura del semigrupo formado por los
elementos positivos respecto a un orden espećıfico, tal como queda consignado en
el ejercicio siguiente.

Ejercicio 2.66. Pruebe que si ¹ no es un punto aislado del espacio de órdenes de
un grupo finitamente generado y ordenable, entonces el conjunto de los elementos
positivos según ¹ no es finitamente generado como semigrupo.

El grupo Γ actúa (continuamente) sobre O(Γ) por multiplicación a dere-
cha: dados un orden ¹ y un elemento f ∈Γ, la imagen de ¹ bajo f es el
orden ¹f cuyos elementos positivos son los conjugados por f de los ele-
mentos positivo según ¹. En otras palabras, se tiene g ¹f h si y solamente
si gf−1 ¹ hf−1.

Diremos que una relación de orden total e invariante a izquierda ¹ es
recurrente a derecha si para todo par de elementos f, h en Γ tales que fÂ id
existe n∈N satisfaciendo fhn Â hn. Por ejemplo, todo orden total y bi-
invariante es recurrente a derecha. La siguiente proposición constituye el
paso fundamental en la prueba de Witte.

Proposición 2.67. Si Γ es un grupo finitamente generado, promediable
y ordenable a izquierda, entonces Γ admite (al menos) un orden (total,
invariante a izquierda y) recurrente a derecha.

Para probar esta proposición necesitamos la siguiente forma débil del
teorema de recurrencia de Poincaré (vea el ejercicio 2.69 para su versión
fuerte).

Teorema 2.68. Si T es una transformación que preserva una medida de
probabilidad µ sobre un espacio de medida M, entonces para todo subcon-
junto medible A de M y µ-casi todo punto x∈A existe n∈N tal que T n(x)
pertenece a A.
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Demostración. El conjunto de los puntos de A que no vuelven a caer en
A bajo iteraciones de T coincide con B = A \ ∪n∈NT−n(A). Se verifica
fácilmente los conjuntos de la forma T−i(B), con i > 0, son dos a dos
disjuntos. Puesto que T preserva µ, dichos conjuntos tienen la misma
medida, y como la masa total de µ es 1, la única posibilidad es que dicha
medida sea igual a cero. Por lo tanto, µ(B) = 0, es decir, µ-casi todo punto
de A vuelve a caer en A por algún iterado de T . ¤

Ejercicio 2.69. Pruebe que, bajo las hipótesis del teorema precedente, µ-casi
todo punto de A vuelve infinitas veces al conjunto A bajo iteraciones de T .

Demostración de la proposición 2.67. Por definición, si Γ es un
grupo finitamente generado y promediable, entonces su acción sobre O(Γ)
preserva una medida de probabilidad µ. Probaremos que µ-casi todo ele-
mento de O(Γ) es recurrente a derecha. Para esto consideremos, para cada
g ∈ Γ, el subconjunto Ag de O(Γ) formado por todos los órdenes (totales
e invariantes a izquierda) ¹ tales que gÂ id. Por el teorema de recurrencia
de Poincaré, para todo f ∈ Γ el conjunto Bg(f) = Ag \∪n∈Nfn(Ag) tiene
µ-medida nula. Luego, la medida de Bg = ∪f∈ΓBg(f) también es nula, aśı
como la del conjunto B = ∪g∈ΓBg. Consideremos un elemento cualquiera
¹ del conjunto (de µ-medida total) A = O(Γ) \ B. Dados g Â id y f ∈ Γ,
de la inclusión Bg(f) ⊂ B deducimos que ¹ no pertenece a Bg(f), por lo
que existe n ∈ N tal que ¹ pertenece a fn(Ag). En otras palabras, se tiene
g Âf−n id, es decir, gfn Â fn. Puesto que g Â id y f ∈ Γ eran arbitrarios,
esto demuestra la recurrencia a derecha de ¹. ¤

La condición de recurrencia a derecha para un orden invariante a izquier-
da tiene una consecuencia dinámica, tal como queda estipulado en la si-
guiente proposición.

Proposición 2.70. Sea Γ un grupo numerable que admite un orden (total,
invariante a izquierda y) recurrente a derecha ¹. Si (gn)n≥0 es cualquier
numeración de Γ, entonces la realización dinámica de Γ asociada al or-
den ¹ y a dicha numeración es un subgrupo de Homeo+(R) sin elementos
entrecruzados.

Demostración. La afirmación es obvia si Γ es trivial, por lo que en lo que
sigue supondremos que Γ es infinito. Inspirándonos en la demostración de
la proposición 2.53, supongamos que existan f, g en Γ y un intervalo [a, b]
tales que (para sus realizaciones dinámicas se cumpla) Fix(f)∩[a, b] = {a, b}
y g(a) ∈]a, b[ (el caso en que g(b) pertenece a ]a, b[ es análogo). Cam-
biando f por su inversa si es necesario, podemos suponer que f(x)<x para
todo x∈]a, b[. Como ya observamos tras el teorema 2.29, necesariamente
debe existir gi ∈ Γ tal que t(gi) pertenece al intervalo ]a, b[. Sea j ≥ 0 el
ı́ndice para el cual gj = id. Conjugando f y g con el elemento gjg

−1
i si es

necesario, podemos suponer que t(gj)= t(id) está en ]a, b[. Además, cam-
biando g por f−ng para n suficientemente grande, podemos suponer que
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g(a) > t(gj). Definamos c= g(a)∈ ]t(gj), b[, y fijemos un punto d∈]c, b[.
Como gfn(a)=c para todo n∈N y como gfn(d) converge a c<d cuando
n tiende a infinito, si n∈N es suficientemente grande entonces la aplicación
hn = gfn verifica hn(a)>a, hn(d)<d, Fix(hn)∩]a, d[⊂ [cn, c

′
n] ⊂]c, hn(d)[

y {cn, c′n} ⊂ Fix(hn) para ciertas sucesiones de puntos cn y c′n convergiendo
a c por la derecha (vea la figura 13 a continuación1). Observe que cada
hn satisfaciendo las propiedades precedentes es un elemento positivo de Γ,
pues de hn

(
t(gj)

)
> hn(a) = c > t(gj) se concluye que t(hn) > t(id), y por

la construcción de la realización dinámica esto implica que hn Â id.

Fijemos m > n suficientemente grandes de modo que las propiedades
anteriores se verifiquen para hm y hn y se cumpla además [cm, c′m] ⊂]c, cn[.
Fijemos k ∈ N suficientemente grande de modo que hk

n(a) > hm(cn), y
definamos h = hk

m. Para todo i∈N se tiene hi
(
t(gj)

)
∈]hm(cn), cn[, por lo

que hmhi
(
t(gj)

)
<hm(cn)<h(a)<h

(
t(gj)

)
. Luego, hmhi ≺ h ≺ hi para

todo i ∈N. Sin embargo, esto viola la hipótesis de recurrencia a derecha
para ¹. ¤
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Figura 13

1En la figura 13 los homeomorfismos han sido esbozados como si fuesen afines por
partes. Sin embargo, en general las realizaciones dinámicas de grupos ordenables no
son subgrupos de AfP+(R). El bosquejo es entonces una mera simplificación de lo que
realmente ocurre.
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El lector habrá notado que en la demostración precedente no usamos la
propiedad de recurrencia a derecha en toda su magnitud. En efecto, sólo
utilizamos el hecho que, para todo par de elementos positivos f, h en Γ,
existe un entero positivo n tal que fhn Â h. Esta última se conoce con el
nombre de propiedad de Conrad, y los grupos que admiten un orden (total,
invariante a izquierda y) que satisface dicha propiedad son llamados C-
ordenables. Existe una interesante literatura en torno a esta noción con una
perspectiva esencialmente algebraica (vea [48, 116] y también la observación
5.7 del último caṕıtulo). Lo que precede añadido al ejercicio 2.71 indica que
dicha literatura tiene, al menos para grupos numerables, una traducción
dinámica natural: de manera un poco imprecisa, la condición de Conrad
es el equivalente algebraico de la condición de no existencia de elementos
entrecruzados para las correspondientes acciones sobre la recta [141].
Debemos señalar además que la noción de elementos entrecruzados co-

rresponde, en el lenguaje de la teoŕıa de foliaciones, a la noción de hojas
resorte [39]. Esta última es sin embargo más general, pues se aplica también
a pseudo-grupos de homeomorfismos de variedades unidimensionales (vea
la definición 3.14). Finalmente, en el lenguaje de los sistemas dinámicos,
los elementos entrecruzados corresponden a versiones unidimensionales de
las herraduras de Smale [163].

Ejercicio 2.71. Sean (xn) una sucesión densa de puntos de la recta y Γ un
subgrupo de Homeo+(R). Pruebe que si Γ no posee elementos entrecruzados,
entonces la relación de orden inducida por (xn) y construida en la demostración
del teorema 2.29 satisface la propiedad de Conrad.

Ejercicio 2.72. Sea ¹ una relación de orden (total e invariante a izquierda) en
un grupo Γ.
(i) Pruebe que si ¹ satisface la condición de Conrad, entonces para todo par de
elementos positivos f, h de Γ se tiene fh2 Â h.
Sugerencia. Siguiendo [141], suponga lo contrario y verifique que para los elemen-
tos positivos f y g = fh de Γ se tiene fgn ≺ g para todo n∈N.
(ii) De manera más general, pruebe que para todo entero positivo n se tiene
fhn Â hn−1.
(iii) Pruebe que ¹ puede ser recurrente a derecha aunque contenga elementos
positivos f, h tales que fh2 ≺ h2.

Ejercicio 2.73. Dé ejemplos de grupos C-ordenables que no admitan órdenes
(totales, invariantes a izquierda y) recurrentes a derecha (alternativamente, vea
el ejemplo 4.5 de [207]).

Ejercicio 2.74. Verifique que el grupo Γ de presentación 〈f, g : fgf−1 = g−1〉
admite órdenes (totales, invariantes a izquierda y) recurrentes a derecha, pero no
admite órdenes bi-invariantes.

Demostración del teorema 2.64. Si Γ es promediable, finitamente ge-
nerado y ordenable a izquierda, la proposición 2.67 nos da la existencia
de un orden (total, invariante a izquierda y) recurrente a derecha en Γ.
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Por la proposición 2.70, la realización dinámica asociada a dicho orden y
a cualquier numeración (gn)n≥0 de Γ tal que g0 = id es un subgrupo de
Homeo+(R) (isomorfo a Γ y) sin elementos entrecruzados. Por el teorema
2.54, Γ preserva una medida de Radon υ sobre la recta. Recordemos ahora
que si Γ no se reduce al elemento neutro, entonces todas sus realizaciones
dinámicas son grupos sin puntos fijos globales. Por lo tanto, la función
número de traslación respecto a υ es un homomorfismo no trivial sobre
(R,+) (vea (2.6) y el inicio de la demostración del teorema 2.54). ¤

Ejercicio 2.75. Pruebe que el grupo de los homeomorfismos afines por pedazos
del intervalo es bi-ordenable, y que sus subgrupos finitamente generados admiten
homomorfismos no triviales sobre (R,+).

Observación. Recuerde que, de acuerdo al teorema 1.19, el grupo AfP+([0, 1])
(al igual que cualquier grupo promediable) no contiene subgrupos libres a dos
generadores. Junto con lo anterior esto torna natural la siguiente pregunta, cuya
eventual respuesta afirmativa constituiŕıa una generalización importante del teo-
rema 2.64: ¿los subgrupos finitamente generados de Homeo+([0, 1]) sin subgrupos
libres a dos generadores admiten homomorfismos no triviales sobre (R,+)? Un
resultado interesante en esta dirección aparece en [122].

3 Medidas invariantes y grupos libres

3.1 La alternativa de Tits débil

Un notable teorema de Tits establece que todo subgrupo finitamente
generado de GL(n,R) contiene un subgrupo libre a dos generadores o bien
es virtualmente soluble (vea [19, 20, 21] para versiones modernas de este
resultado). Esta dicotomı́a, conocida como la alternativa de Tits, no es
válida para grupos de homeomorfismos del ćırculo, tal como lo muestra el
siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.76. Demuestre que el grupo de Thompson F no es virtualmente
soluble (recuerde sin embargo que, por el teorema 1.19, F no contiene subgrupos
libres a dos generadores).

Sin embargo, una versión débil de la alternativa puede ser establecida.
El siguiente resultado fue conjeturado por Ghys y demostrado por Mar-
gulis en [128]. Nosotros desarrollaremos sin embargo una demostración
dada posteriormente por el propio Ghys en [72], la cual se presta para una
interpretación probabiĺıstica que será abordada en la sección 3.2 de este
caṕıtulo.

Teorema 2.77. Si Γ es un subgrupo de Homeo+(S
1) entonces existe una

medida de probabilidad sobre S1 invariante por Γ o bien Γ contiene un
subgrupo libre a dos generadores.
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Toda acción sobre S1 de un grupo virtualmente soluble admite una me-
dida invariante, pues todo grupo virtualmente soluble es promediable (vea
el ejercicio 5.67). De esta forma, el teorema anterior es realmente una
versión débil del teorema de Tits. Sin embargo, en este caso la alternativa
no es excluyente. En efecto, de acuerdo a la sessión 2.3 de este caṕıtulo, el
grupo libre a dos generadores admite una acción (efectiva) sobre el inter-
valo, la cual induce una acción sobre el ćırculo con un punto fijo global, y
por lo tanto con una medida de probabilidad invariante...

Para probar el teorema de Margulis comenzamos observando que, de
acuerdo con el teorema 2.1, existen tres posibilidades según la naturaleza
de los conjuntos cerrados invariantes minimales.

En el caso (i) en que Γ posee una órbita finita existe evidentemente una
medida de probabilidad invariante, a saber, el promedio de las delta de
Dirac con masa en los puntos de dicha órbita. Afirmamos a continuación
que el caso (iii) en que existe un minimal excepcional se reduce al caso (ii) en
que todas las órbitas son densas. En efecto, supongamos que Γ actúa sobre
el ćırculo admitiendo un minimal excepcional Λ. La acción asociada sobre
el ćırculo topológico S1

Λ es minimal, es decir, todas sus órbitas son densas.
Si existe una medida invariante para esta acción entonces esta medida no
posee átomos y tiene soporte total, por lo que induce una medida invariante
sobre S1 de soporte Λ. Por otra parte, si dos elementos de Γ actuando sobre
S1Λ generan un grupo libre, estos elementos también generan un grupo libre
al actuar en el ćırculo original.

De esta forma, para probar el teorema de Margulis debemos considerar
sólo el caso minimal, es decir, cuando todas las órbitas son densas.

Definición 2.78. Sea Γ un grupo actuando sobre S1 por homeomorfismos
que preservan orientación.
(i) Decimos que la acción es equicontinua si para todo δ > 0 existe ε > 0
tal que si dist(x, y) < ε entonces dist(g(x), g(y)) < δ para todo g ∈ Γ.
(ii) Decimos que la acción es expansiva si para cada x ∈ S1 existen un
intervalo abierto I conteniendo x y una sucesión (gn) de elementos de Γ
tales que la longitud de los intervalos gn(I) converge a cero.

Lema 2.79. Si Γ actúa por homeomorfismos del ćırculo a órbitas densas,
entonces la acción es equicontinua o expansiva.

Demostración. Si la acción no es equicontinua entonces existe δ > 0 tal
que para todo n ∈ N existen xn, yn en S1 y gn en Γ tales que

∣∣]xn, yn[
∣∣ tiende

a cero y dist
(
gn(xn), gn(yn)

)
≥ δ. Pasando a una subsucesión podemos

suponer que gn(xn) tiende a un punto a ∈ S1 y gn(yn) tiende a b ∈ S1.
Observe que dist(a, b) ≥ δ. Por la compacidad de S1, y puesto que la acción
es minimal, existen h1, ..., hk ∈ Γ tales que S1 = ∪k

i=1hi(]a, b[). Sea ε > 0 el
número de Lebesgue de este cubrimiento. Si dist(x, y) < ε entonces existe
j∈{1, . . . , k} tal que x e y pertenecen a hj(]a, b[). Los puntos g

−1
n h−1

j (x) y
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g−1
n h−1

j (y) pertenecen entonces al intervalo ]xn, yn[ para n suficientemente
grande, por lo que la distancia entre ellos tiende a cero. Esto prueba que
la ε-vecindad de todo punto del ćırculo es “contraible” a un punto por
elementos de Γ, por lo que la acción es expansiva. ¤

Si Γ actúa en S1 de manera equicontinua entonces, de acuerdo con el teo-
rema de Ascoli-Arzelá, el cierre de Γ en Homeo+(S

1) es compacto. Luego,
por la proposición 1.2, existe una medida de probabilidad sobre S1 que es
invariante por Γ y que permite conjugar Γ a un grupo de rotaciones del
ćırculo. De esta forma, para finalizar la prueba del teorema de Margulis,
es suficiente demostrar la siguiente proposición.

Proposición 2.80. Si Γ es un grupo que actúa por homeomorfismos del
ćırculo de manera minimal y expansiva, entonces Γ contiene un subgrupo
libre a dos generadores.

La idea de Margulis consiste en probar directamente (una afirmación
equivalente a) esta proposición valiéndose del “lema de ping-pong” de
Klein. La prueba de Ghys también usa este argumento, pero en ella se
efectúa un estudio preliminar del “dominio maximal de contracción” que
no sólo permite probar la proposición, sino que también entrega una infor-
mación más precisa sobre la acción.

Definición 2.81. Si la acción de Γ es minimal y expansiva, entonces di-
remos que ella es fuertemente expansiva si, para todo intervalo abierto I
cuyo cierre no es todo el ćırculo, existe una sucesión de elementos gn ∈ Γ
tal que la longitud |gn(I)| converge a cero.

No toda acción (minimal y) expansiva es fuertemente expansiva: con-
sidere por ejemplo los subgrupos de PSLk(2,R) para k ≥ 2. En lo que
sigue veremos que estos “recubrimientos finitos” son las únicas obstruc-
ciones a la expansividad fuerte para el caso expansivo.

Lema 2.82. Si la acción de un subgrupo Γ de Homeo+(S
1) es minimal y

expansiva, entonces existe un homeomorfismo R : S1 → S1 de orden finito
y que conmuta con todos los elementos de Γ, de modo que la acción de Γ
sobre el ćırculo cuociente S1/∼ obtenido como espacio de órbitas de R es
fuertemente expansiva.

Demostración. Para cada x ∈ S1 definamos R(x) ∈ S1 como siendo
el “supremo” de los puntos y para los cuales el intervalo ]x, y[ es “con-
traible”, i.e., existe una sucesión (gn) de elementos de Γ tal que la longitud
|]gn(x), gn(y)[| converge a cero. El que R conmuta con todos los elementos
de Γ resulta inmediatamente de la definición. Además, R es una función
monótona y “de grado 1”. Afirmamos que R es un homeomorfismo de
orden finito.

Para verificar que R es estrictamente monótona razonamos por con-
tradicción, y consideramos el conjunto (no vaćıo) Plan(R) formado por
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la unión de los interiores de los intervalos sobre los cuales R es constante.
Como R centraliza a Γ, este conjunto es invariante bajo la acción. Luego,
por minimalidad, Plan(R) es todo el ćırculo, por lo que R es una aplicación
constante, lo cual es absurdo. Para verificar que R es continua se puede
usar un argumento análogo utilizando la unión (no vaćıa) Salt(R) de los
interiores de los intervalos que son evitados por la imagen de R (compare
con la prueba del teorema 2.17).

El número de rotación de R no puede ser irracional. En efecto, si lo fuera
y R admitiera un minimal excepcional entonces, como R conmuta con Γ,
dicho conjunto seŕıa invariante por Γ, lo cual contradice la minimalidad
de la acción de Γ. Si por el contrario ρ(R) fuese irracional y las órbitas
de R fuesen densas, entonces la única medida de probabilidad invariante
por R seŕıa invariante por Γ; este grupo seŕıa por lo tanto topológicamente
conjugado a un grupo de rotaciones (vea el ejercicio 2.23), lo cual contradice
la expansividad de la acción.

El homeomorfismo R es de orden finito. En efecto, siendo su número de
rotación racional, él admite puntos periódicos. El conjunto Per(R) de tales
puntos es entonces un cerrado no vaćıo, el cual es invariante por Γ (pues
R y Γ conmutan). De la minimalidad de Γ deducimos que Per(R) coincide
con todo el ćırculo.

Para concluir notemos que, por la definición de R, la acción de Γ sobre
S1/∼ es fuertemente expansiva. ¤

En el contexto del lema precedente, el orden del homeomorfismo R será
llamado el grado de Γ y será denotado por d(Γ). Observe que d(Γ) = 1 si y
sólo si R es la identidad, es decir, si la acción original de Γ es fuertemente
expansiva.

Volvamos ahora a la proposición 2.80. Como ya adelantamos, la estrate-
gia de la demostración consiste en encontrar dos elementos cuya acción so-
bre el ćırculo (módulo un “recubrimiento finito”) sea semejante a la acción
de dos aplicaciones hiperbólicas de PSL(2,R) que engendran un grupo de
Schottky. Dichas aplicaciones generan un grupo libre, de acuerdo al famoso
lema de ping-pong de Klein reproducido a continuación.

Lema 2.83. Sean M un conjunto y Γ un grupo de biyecciones de M.
Supongamos que existan dos subconjuntos no vaćıos y disjuntos A0 y A1

de M y dos elementos g0 y g1 en Γ tales que gn0 (A1) ⊂ A0 y gn1 (A0) ⊂ A1

para todo n ∈ Z \ {0}. Entonces g0 y g1 generan un grupo libre.

Demostración. Debemos probar que toda palabra g = gi10 gj11 · · · gik0 gjk1
que es reducida (i.e., tal que los exponentes son no nulos a excepción posible
del primero o del último) representa un elemento no trivial de Γ. Para ello
basta observar que si i1 = 0 y jk 6= 0 (resp. i1 6= 0 y jk = 0), entonces
(el elemento representado por g) env́ıa A0 en A1 (resp. A1 en A0), por
lo que no puede ser la identidad. Si i1 y jk son ambos no nulos entonces
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conjugando convenientemente g se puede obtener una palabra para la cual
el argumento precedente es aplicable. ¤

Si Γ actúa de manera expansiva sobre el ćırculo entonces consideramos
la acción (fuertemente expansiva) sobre el ćırculo cuociente S1/∼. Cons-
tatamos aśı la existencia de dos sucesiones de intervalos Ln y L′

n en S1/∼
convergiendo respectivamente a dos puntos a y b de modo que para cada
n ∈ Z existe gn ∈ Γ tal que fn(S

1 \ Ln) = L′
n. Podemos suponer que

a 6= b, pues en caso contrario podemos reemplazar fn por gfn para cierto
elemento g ∈ Γ que no fije a′ (dicho elemento existe por la minimalidad de
la acción). Afirmamos que existe f ∈ Γ tal que a′ = f(a) y b′ = f(b) son
distintos tanto de a como de b. Esto puede ser probado sin mayor dificultad
(i.e., puede ser considerado como un ejercicio), pero también se desprende
directamente del siguiente lema algebraico debido a Newmann.

Lema 2.84. Ningún grupo puede ser escrito como unión finita de clases
laterales a izquierda de subgrupos de ı́ndice infinito.

Demostración. Supongamos que Γ = S1[g1]∪. . .∪Sk[gk] sea una descom-
posición de un grupo en clases a izquierda [gi], donde cada conjunto Si es
finito y las clases [gi] son dos a dos distintas. Probaremos por inducción
en k que una de las clases [gi] tiene ı́ndice finito en Γ.

Si k = 1 no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que la
afirmación sea satisfecha para k ≤ n y consideremos una descomposición
Γ = S1[g1]∪ . . .∪Sn+1[gn+1]. Si S1[g1] = Γ entonces [g1] tiene ı́ndice finito
en Γ. En caso contrario, existe g ∈ Γ tal que g[g1] ∩ S1[g1] = ∅. Tenemos
entonces

g[g1] ⊂ S2[g2] ∪ . . . ∪ Sn+1[gn+1],

por lo que

S1[g1] ⊂ T2[g2] ∪ . . . ∪ Tn+1[gn+1],

donde Ti = S1g
−1Si es finito. Luego,

Γ = (T2 ∪ S2)[g2] ∪ . . . ∪ (Tn+1 ∪ Sn+1)[gn+1].

Por la hipótesis de inducción, existe j ∈ {2, . . . , n + 1} tal que [gj ] tiene
ı́ndice finito en Γ. ¤

Para concluir la demostración de la proposición 2.80, escojamos n sufi-
cientemente grande de modo que los intervalos Ln, L

′
n, f(Ln) y f(L′

n) sean
disjuntos, y hagamos g0 = fn y g1 = fg0f

−1. Si denotamos por J0, I0, J1 e
I1 respectivamente la unión de los intervalos en la preimagen por R de Ln,
L′
n, f(Ln), f(L

′
n), entonces se verifica fácilmente que para todo k ∈ Z\{0}

se tiene gk0 (I1 ∪ J1) ⊂ I0 ∪ J0 y gk1 (I0 ∪ J0) ⊂ I1 ∪ J1. Por el lema 2.83, g0
y g1 generan un grupo libre.
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Ejercicio 2.85. Pruebe la siguiente “versión positiva” del lema de Klein: si g0
y g1 son dos biyecciones de un conjunto M para el cual existen subconjuntos no
vaćıos y disjuntos A0 y A1 tales que gn0 (A1) ⊂ A0 y gn1 (A0) ⊂ A1 para todo
entero positivo n, entonces g0 y g1 generan un semigrupo libre a dos generadores
(vea la definición 2.50).

3.2 Una interpretación probabiĺıstica

Sean Γ un grupo numerable de homeomorfismos del ćırculo y p una
medida de probabilidad no degenerada sobre Γ (es decir, tal que su soporte
genere a Γ como semigrupo). Una medida de probabilidad µ sobre el ćırculo
es dicha estacionaria (respecto a p) si p ∗ µ = µ, es decir si para toda
función continua ψ : S1 → R se tiene

∫

S1

ψ(x) dµ(x) =

∫

Γ

∫

S1

ψ
(
g(x)

)
dµ(x) dp(g). (2.8)

Para entender esta definición, consideremos el operador de difusión definido
en el espacio de las funciones continuas por

Dψ(x) =

∫

Γ

ψ
(
g(x)

)
dp(g). (2.9)

Este operador actúa de manera dual sobre el espacio de las medidas de
probabilidad, y esta acción dual corresponde precisamente a aquélla dada
por ν 7→ p ∗ ν. La existencia de (al menos) una medida estacionaria µ
sobre el ćırculo es una consecuencia directa del teorema de punto fijo de
Kakutani [213]; obviamente, ella también puede ser deducida por un argu-
mento simple de medias de Birkhoff (i.e., usando la técnica de Bogolioubov
y Krylov; vea el apéndice).

Lema 2.86. Si las órbitas de Γ son densas, entonces µ es de soporte total
y sin átomos. Si Γ admite un conjunto de Cantor invariante y minimal,
entonces este conjunto coincide con el soporte de µ, y µ tampoco posee
átomos.

Demostración. Verifiquemos primeramente que si µ posee átomos en-
tonces Γ admite órbitas finitas (en relación a este caso vea el ejercicio
2.95). En efecto, si x es un punto de medida (positiva y) maximal, en-
tonces a partir de la igualdad

µ(p) =

∫

Γ

µ
(
g−1(x)

)
dp(g),

se concluye que µ
(
g−1(x)

)
= µ(x) para todo g en el soporte de p. Como

p es no degenerada, esto sigue siendo verdad para todo elemento g de Γ.
Como la masa total de µ es finita, la única posibilidad es que la órbita de
x por Γ sea finita.
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Si la acción de Γ es minimal, entonces el soporte de µ es todo el ćırculo,
pues dicho soporte es un cerrado invariante por la acción. Si Γ admite
un minimal excepcional Λ entonces, como este conjunto es único, debe
estar contenido en el soporte de µ. De esta manera, para probar que Λ
y sop(µ) coinciden, debemos verificar que µ(I)=0 para toda componente
conexa de S1 \ Λ. Ahora bien, si éste no fuese el caso entonces escogiendo
una componente tal I de masa maximal se concluiŕıa (por un argumento
análogo a aquél del caso de existencia de átomos) que la órbita de I es
finita, lo cual es absurdo, pues las órbitas de las extremidades de I son
densas en Λ. ¤

La existencia de medidas estacionarias permite establecer un resultado no
evidente de regularidad. Mencionemos que, de acuerdo a [93], un resultado
de este tipo sólo puede ser válido en dimensión 1 (vea sin embargo el
ejercicio 2.89).

Proposición 2.87. Todo subgrupo numerable de Homeo+(S
1) (resp. de

Homeo+([0, 1])) es topológicamente conjugado a un grupo de homeomorfis-
mos lipschitzianos.

Demostración. Consideremos primeramente el caso de un subgrupo nu-
merable Γ de Homeo+(S

1) cuyas órbitas son densas. Dotemos dicho grupo
de una medida de probabilidad no degenerada y simétrica p, y conside-
remos una medida de probabilidad µ sobre el ćırculo que sea estacionaria
respecto a p. Para cada intervalo I ⊂ S1 y cada elemento g ∈ sop(p) se
tiene

µ(I) =
∑

h∈sop(p)

µ
(
h−1(I)

)
p(g) ≥ µ

(
g(I)

)
p(g−1),

por lo que

µ
(
g(I)

)
≤ 1

p(g)
µ(I). (2.10)

Tomemos ahora un homeomorfismo ϕ del ćırculo en śı mismo que env́ıe µ
sobre la medida de Lebesgue. Si J es un intervalo cualquiera entonces, por
(2.10), para todo g ∈ sop(p) se tiene

|ϕ◦g◦ϕ−1(J)| = µ
(
g◦ϕ−1(J)

)
≤ 1

p(g)
µ
(
ϕ−1(J)

)
=

1

p(g)
|J |.

Luego, para todo g ∈ sop(p) la transformación ϕ◦g◦ϕ−1 es lipschitziana
de constante de Lipschitz 1/p(g). Como p es una medida no degenerada,
esto demuestra la proposición para el caso minimal.
Si Γ es un subgrupo numerable cualquiera de Homeo+(S

1), entonces
agregando una rotación irracional a un sistema de generadores y conside-
rando el grupo generado, el problema se reduce al caso minimal. Los ar-
gumentos dados más arriba muestran que este nuevo grupo (y por lo tanto
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el grupo original Γ) es topológicamente conjugado a un grupo de homeo-
morfismos lipschitzianos. Finalmente, identificando las extremidades del
intervalo [0, 1], cada subgrupo Γ de Homeo+([0, 1]) induce un grupo de
homeomorfismos del ćırculo (con un punto fijo global “etiquetado”). Por
lo tanto, si Γ es numerable entonces este nuevo grupo es conjugado por un
elemento ϕ de Homeo+(S

1) a un grupo de homeomorfismos lipschitzianos
del ćırculo. Para obtener una conjugación genuina en Homeo+([0, 1]) basta
componer ϕ con una rotación de modo que el punto etiquetado del ćırculo
sea enviado sobre śı mismo. ¤

Ejercicio 2.88. Usando el argumento de la demostración precedente pruebe que,
para todo ε > 0, todo homeomorfismo del ćırculo o del intervalo es topológica-
mente conjugado a un homeomorfismo lipschitziano cuya derivada (bien definida
en casi todo punto) es menor o igual que 1 + ε (el lector debiese también poder
demostrar esta afirmación por un método directo, es decir, sin la necesidad de
utilizar la medida estacionaria).

Observación. Valiéndose de la desigualdad bien conocida htop(T ) ≤ d log(Lip(T ))
(válida para la entroṕıa topológica de aplicaciones lipschitzianas T de variedades
compactas de dimensión d), la afirmación del ejercicio precedente da una de-
mostración directa y conceptual del hecho que la entroṕıa topológica de cualquier
homeomorfismo del ćırculo o del intervalo es nula.

Ejercicio 2.89. Pruebe que todo grupo numerable de homeomorfismos de una
variedad compacta es topológicamente conjugado a un grupo de homeomorfismos
absolutamente continuos respecto a la medida de Lebesgue.

Sugerencia. Use el clásico teorema de Oxtoby y Ulam que estipula que toda me-
dida de soporte total y sin átomos de una variedad compacta es la imagen de la
medida de Lebesgue por un homeomorfismo (vea [81] para una presentación con-
cisa de este resultado). Use también el hecho que sobre toda variedad compacta
existen acciones minimales de grupos finitamente generados (vea por ejemplo
[65]).

Ejercicio 2.90. Una función continua ψ : S1 → R es dicha armónica si ella es
invariante por la difusión, es decir, D(ψ) = ψ. Pruebe la siguiente versión del
principio del máximo: si ψ es armónica entonces el conjunto de puntos en los que
ψ asume su valor máximo es invariante por Γ. Pruebe que lo mismo vale para
funciones supra-armónicas, esto es, para funciones ψ satisfaciendo Dψ ≥ ψ.

La definición de medida estacionaria se extiende a cualquier acción sobre
un espacio métrico compacto M de un grupo numerable Γ dotado de una
probabilidad p. En tal generalidad designamos por Ω al espacio de las
sucesiones (g1, g2, . . .) ∈ ΓN (dotado de la medida producto P = pN). Si σ
es el desplazamiento sobre Ω (i.e., σ(g1, g2, . . .) = (g2, g3, . . .)), entonces
se verifica fácilmente que una medida de probabilidad µ sobre el ćırculo es
estacionaria respecto a p si y sólo si la medida P × µ es invariante por la
transformación producto cruzado T : Ω× S1 → Ω× S1 definida por

T (ω, x) =
(
σ(ω), h1(ω)(x)

)
=

(
σ(ω), g1(x)

)
, ω = (g1, g2, . . .).
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Siguiendo el trabajo seminal [67] de Furstenberg, para estudiar la evolu-
ción de las composiciones aleatorias consideramos el proceso inverso dado
por h̄n(ω) = g1 · · · gn. La razón de esto radica en la siguiente observación:
si ψ es una función continua definida sobre el ćırculo y µ es una medida
estacionaria, entonces la sucesión de variables aleatorias

ξn(ω) =

∫

S1

ψ d
(
g1 · · · gn(µ)

)
=

∫

S1

ψ d
(
h̄n(ω)(µ)

)

es una martingala. En efecto, para todo g1, . . . , gn en Γ la igualdad (2.8)
aplicada a la función x 7→ ψ

(
g1 · · · gn(x)

)
nos da

∫

Γ

∫

S1

ψ d
(
g1 · · · gng(µ)

)
dp(g) =

∫

S1

ψ d
(
g1 · · · gn(µ)

)
,

es decir, E(ξn+1|gn+1) = ξn. Por el teorema de convergencia de martin-
galas, la sucesión

(
ξn(ω)

)
converge para casi todo ω ∈ Ω. Si fijamos una

familia numerable de funciones ψk que sea densa en el espacio de funciones
continuas, entonces lo que precede (añadido a la compacidad del espacio de
medidas de probabilidad de M) muestra que, para un conjunto de proba-
bilidad total Ω0 de Ω, el ĺımite siguiente (respecto a la topoloǵıa débil)
existe:

lim
n→∞

g1g2 · · · gn(µ) = lim
n→∞

h̄n(ω)(µ) = ω(µ).

Además, la aplicación (bien definida en casi todo punto) ω 7→ ω(µ) es
medible (para mayores detalles vea la página 199 de [129]).

Proposición 2.91. Sea Γ sea un subgrupo numerable de Homeo+(S
1)

cuyas órbitas son densas. Si la propiedad de expansividad fuerte es sa-
tisfecha, entonces para casi toda sucesión ω ∈ Ω0 la medida ω(µ) es una
delta de Dirac.

Demostración. Probaremos que para todo ε∈]0, 1] existe un subconjunto
de probabilidad total Ωε de Ω0 tal que para todo ω ∈ Ωε existe un intervalo
I de longitud |I| ≤ ε tal que ω(µ)(I) ≥ 1 − ε. Esto permite concluir de
manera evidente que, para todo ω contenido en el conjunto (de probabilidad
total) Ω∗ = ∩n∈NΩ1/n, la medida ω(µ) es una delta de Dirac.

Fijemos entonces ε > 0. Para cada n ∈ N designemos por Ωn,ε el con-
junto de las sucesiones ω ∈ Ω0 tales que, para todom ≥ 0 y todo intervalo I
de S1 de longitud |I| ≤ ε, se tiene h̄n+m(ω)(µ)(I) < 1−ε. Debemos probar
que la probabilidad de Ωn,ε es nula. Para ello comenzaremos exhibiendo
un subconjunto finito Gε de sop(p), aśı como un entero l ∈ N, tales que
para todo r ∈ N y todo (g1, · · · , gr) ∈ Γr existen un intervalo I de longitud
|I| ≤ ε, un entero ` ≤ 2l, y elementos f1, . . . , f` de Gε satisfaciendo

g1 · · · grf1 · · · f`(µ)(I) ≥ 1− ε. (2.11)
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Fijemos dos puntos distintos a y b del ćırculo, aśı como un entero q > 1/ε,
y tomemos q puntos diferentes a1, . . . , aq de la órbita de a por Γ. Para
cada i ∈ {1, . . . , q} fijemos un elemento hi ∈ Γ y un intervalo abierto Ui

conteniendo ai de modo que los Ui sean dos a dos disjuntos, hi(a) = ai y
hi(U) = Ui para alguna vecindad U de a que no contenga a b. Consideremos
ahora una vecindad V de b disjunta de U y tal que µ(S1 \ V ) ≥ 1− ε. Por
la minimalidad de la acción y la propiedad de expansividad fuerte, existe
h∈Γ tal que h(S1 \ V ) ⊂ U . Cada elemento de {h1, . . . , hq, h} puede ser
escrito como un producto de elementos del soporte de µ. Esto puede ser
realizado de diversas maneras, pero si fijamos de una vez por todas una
escritura tal para h y cada hi, entonces el conjunto Gε de los elementos de
sop(p) que son utilizados es finito. Sea l el número maximal de elementos
que aparecen en una de las escrituras precedentes. Para verificar (2.11),
notemos que para g = g1 · · · gr los intervalos g(Ui) son dos a dos disjuntos,
por lo que la longitud de al menos uno de ellos está mayorada por ε. Si
fijamos un intervalo tal I = g(Ui) entonces obtenemos

g1 · · · grhih(µ)(I) = µ
(
h−1(U)

)
≥ µ(S1 \ V ) ≥ 1− ε,

lo cual concluye la verificación de (2.11).

Hagamos ρ = min{p(f) : f ∈ Gε} y definamos Ωε
n,m como el conjunto de

los ω ∈ Ω0 tales que para todo intervalo I de longitud |I| ≤ ε y todo k ≤ m
se tiene h̄n+k(ω)(µ)(I) < 1− ε. Debido a (2.11) tenemos

P(Ωε
n,2lt) ≤ (1− ρ2l)t.

Por lo tanto, pasando al ĺımite cuando t tiende al infinito concluimos que
P(Ωn,ε) = 0, lo cual permite acabar la demostración. ¤

Valiéndose de un argumento bien conocido, la proposición 2.91 permite
probar la unicidad de la medida estacionaria. Señalemos en todo caso
que, de acuerdo a [53], este resultado es válido en el contexto much́ısimo
más general de las foliaciones de codimensión 1 (la noción de medida esta-
cionaria en ese contexto es aquélla de Garnett; vea [38, 69]).

Teorema 2.92. Sea Γ un grupo numerable de homeomorfismos del ćırculo
dotado de una medida de probabilidad no degenerada p. Si Γ no preserva
ninguna medida de probabilidad del ćırculo, entonces la medida estacionaria
(respecto a p) es única.

Demostración. Supongamos primeramente que la acción de Γ sea mini-
mal y satisfaga la propiedad de expansividad fuerte, y fijemos una medida
de probabilidad µ sobre S1 que sea estacionaria respecto a p. Para cada
ω ∈ Ω tal que el ĺımite limn→∞ h̄n(ω)(µ) existe y es una medida de Dirac,
designemos por ςµ(ω) el átomo de la medida ω(µ), i.e., el punto de S1 tal
que ω(µ) = δςµ(ω). La aplicación ςµ : Ω → S1 queda aśı definida en casi
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todo punto y es medible. Afirmamos que las medidas µ y ςµ(P) coinciden.
En efecto, por la estacionaridad de µ,

µ = p∗n ∗ µ =
∑

g∈Γ

p∗n(g) g(µ) =
∫

Ω

h̄n(ω)(µ) dP(ω).

Por lo tanto, pasando al ĺımite cuando n tiende al infinito (lo cual es posible
gracias al teorema de convergencia dominada),

µ =

∫

Ω

lim
n→∞

hn(ω)(µ) dP(ω) =
∫

Ω

δςµ(ω) dP(ω),

es decir,µ = ςµ(P).
Consideremos ahora dos probabilidades estacionarias µ1 y µ2. La medida

de probabilidad µ = (µ1 + µ2)/2 también es estacionaria, y la función ςµ
verifica, para P-casi todo ω ∈ Ω,

δςµ1
(ω) + δςµ2

(ω)

2
= δςµ(ω).

Evidentemente, esto no es posible a menos que ςµ1
y ςµ2

coincidan casi
ciertamente. Aśı, por la afirmación de la primera parte de la prueba,

µ1 = ςµ1
(P) = ςµ2

(P) = µ2.

Supongamos ahora que Γ actúe de manera minimal y expansiva (pero no
fuertemente expansiva), y fijemos una probabilidad µ que sea estacionaria
(respecto a p). De acuerdo con el lema 2.82, existe un homeomorfismo
R : S1 → S1 de orden finito que conmuta con todos los elementos de Γ y
tal que la acción inducida sobre el ćırculo topológico S1/∼ obtenido como
espacio de órbitas de R es (minimal y) fuertemente expansiva. Para cada
x ∈ S1 notemos ψ(x)=µ

(
[x,R(x)[

)
. Como µ no posee átomos, la función

ψ es continua, y puesto que R conmuta con todos los elementos de Γ, ella
es armónica. En consecuencia, el conjunto de los puntos en que ψ asume su
valor máximo es invariante por Γ (vea el ejercicio 2.90). Como las órbitas
de Γ son densas, ψ es constante; en otras palabras, µ es invariante por R.
Por otra parte, µ se proyecta sobre una medida de probabilidad estacionaria
para la acción de Γ sobre S1/∼. Por la primera parte de la demostración,
dicha medida es única, lo cual prueba la unicidad de µ.

Si Γ admite un conjunto de Cantor invariante y minimal, entonces di-
cho conjunto coincide con el soporte de µ. Colapsando las componentes
conexas del complemento de este conjunto se obtiene una acción minimal;
si esta acción es expansiva, entonces los argumentos precedentes muestran
la unicidad de la medida estacionaria. Para completar la demostración
basta constatar que, en todos los casos que aún no han sido considerados,
Γ deja invariante una medida de probabilidad del ćırculo. ¤
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Definamos el coeficiente de contracción contr(h) de un homeomorfismo
h del ćırculo como el ı́nfimo de los ε > 0 tales que existen dos intervalos
cerrados I y J del ćırculo de longitud a lo más ε y tales que h(S1 \ I) = J .
Esta definición permite dar una “versión topológica” de la proposición 2.91
(para las composiciones en el “orden natural”).

Proposición 2.93. Bajo las hipótesis de la proposición 2.91, para casi
todo ω = (g1, g2, . . .) ∈ Ω el coeficiente de contracción de hn(ω)= gn · · · g1
converge a cero cuando n tiende al infinito.

Demostración. Como µ no posee átomos y su soporte es total, existe un
homeomorfismo ϕ de S1 que env́ıa µ sobre la medida de Lebesgue. Por lo
tanto, dado que la afirmación a demostrar es invariante por conjugación
topológica, podemos suponer que µ coincide con la medida de Lebesgue.

Denotemos por p̄ la probabilidad sobre Γ definida por p̄(g) = p(g−1), y
notemos Ω̄ el espacio de probabilidad ΓN dotado de la medida p̄N. Sobre este
espacio consideremos el proceso h̄n(ω̄) = g1 · · · gn, donde ω̄ = (g1, g2, . . .).
Por la proposición 2.91, para casi todo ω̄ ∈ Ω y todo ε > 0 existe un
entero positivo n(ε, ω̄) tal que si n ≥ n(ε, ω̄) entonces existe un intervalo
(cerrado) I tal que µ(I) ≤ ε y h̄n(ω̄)(µ)(I) ≥ 1 − ε. Si designamos por J
la cerradura de S1 \ g−1

n · · · g−1
1 (I), entonces se comprueba fácilmente que

|I| = µ(I) ≤ ε,

|J | = 1− |g−1
n · · · g−1

1 (I)| = 1− µ
(
h̄n(ω̄)

−1(I)
)
= 1− h̄n(ω̄)(µ)(I) ≤ ε

y g−1
n · · · g−1

1 (S1 \ I) = J . En consecuencia, contr
(
g−1
n · · · g−1

1

)
≤ ε para

todo n ≥ n(ε, ω̄). La demostración es completada entonces observando
que la transformación (g1, g2, . . .) 7→ (g−1

1 , g−1
2 , . . .) identifica los espacios

(Ω̄, p̄N) y (Ω, pN). ¤

Remarquemos que el coeficiente de contracción siempre es realizado, en
el sentido que para todo homeomorfismo h del ćırculo existen intervalos
cerrados I y J tales que max{|I|, |J |} = contr(h) y h(S1 \ I) = J (estos
intervalos no son necesariamente únicos). En consecuencia, para casi todo
ω ∈ Ω podemos elegir dos sucesiones de intervalos cerrados In(ω) y Jn(ω)
cuya longitud tiende a cero y tales que hn(ω)

(
S1 \ In(ω)

)
=Jn(ω) para todo

n ∈ N. Para cualquiera de estas elecciones, los intervalos In(ω) convergen
hacia el punto ςµ(ω).

Ejercicio 2.94. Los resultados de esta sección fueron obtenidos por el autor
en colaboración con Deroin y Kleptsyn en [54] (resultados parciales aparecen en
[113]). Debemos señalar sin embargo la existencia de una referencia bastante
anterior respecto a estos temas: se trata del trabajo [3] de Antonov, en el cual
aparecen resultados “casi equivalentes” expresados en un lenguaje puramente
probabiĺıstico. Los ı́temes a continuación corresponden a las etapas más impor-
tantes del trabajo de Antonov.
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(i) Fijada una medida de probabilidad p sobre un sistema de generadores (no
necesariamente finito) de un subgrupo Γ de Homeo+(S

1) sin órbita finita, con-
sidere la probabilidad p̄ dada por p̄(g) = p(g−1) (compare con la proposición
2.93). Si µ̄ es una medida estacionaria sobre S1 (respecto a p̄), verifique que para
todo x, y en S1 la sucesión de variables aleatorias

ξx,yn (ω) = µ̄([gn · · · g1(x), gn · · · g1(y)])

es una martingala. Esto implica en particular que esta sucesión converge casi
ciertamente; lo que queremos probar es que el ĺımite correspondiente es igual a
0 ó 1 (al menos en el caso que consideramos a seguir, a saber, cuando no existe
ningún homeomorfismo no trivial del ćırculo que conmuta con todos los elementos
de Γ).

(ii) Sea ν una medida estacionaria para la acción diagonal de Γ sobre el toro
S1×S1. Verifique que la distribución (respecto a P× ν) de ξx,yn coincide con la de
ξx,yn+1.

(iii) Utilizando la relación (válida para cualquier martingala de cuadrado inte-
grable)

E(ξ2n+1) = E(ξ2n) + E((ξn+1 − ξn)
2),

concluya que para ν-casi todo punto (x, y) ∈ S1×S1 se tiene ξx,yn+1 = ξx,yn .

(iv) Definiendo ψ((x, y)) = µ̄([x, y]) deduzca de (iii) que para ν-casi todo punto
(x, y) ∈ S1×S1 y todo g ∈ Γ se cumple ψ((x, y)) = ψ((g(x), g(y))).

(v) A partir de (iv) pruebe que el soporte de la medida ν está contenido en la
diagonal.

Sugerencia. Sin pérdida de generalidad, considere el caso en que las órbitas de Γ
en S1 son densas. Suponga que α∈]0, 1[ es tal que el conjunto

Xα,ε = {(x, y) ∈ S1×S1 : ψ((x, y)) ∈ [α− ε, α+ ε]}

tiene ν-medida positiva para todo ε > 0. Concluya a partir de (iv) que la res-
tricción normalizada de ν a Xα,ε es una medida estacionaria. Haciendo tender ε
a 0 y pasando a un ĺımite débil, obtenga una medida estacionaria ν̄ sobre el toro
concentrada en el conjunto

{(x, y) ∈ S1×S1 : ψ([x, y]) = α}.

La densidad de las órbitas permite entonces definir de manera única un homeo-
morfismo R de S1 satisfaciendo ψ((x,R(x))) = α. Compruebe que R conmuta
con todos los elementos de Γ, contradiciendo la hipótesis hecha al final del ı́tem
(i).

(vi) Fijados x, y en S1 considere la delta de Dirac δ(x,y) concentrada en el punto
(x, y) ∈ S1×S1. Teniendo en cuenta que todo valor de adherencia de la sucesión
de medidas

νn =
1

n

n−1∑

j=0

p∗n ∗ δ(x,y)

es una medida estacionaria (la cual debe concentrarse en la diagonal según el
ı́tem (v)), y considerando que ξx,yn converge casi ciertamente, concluya que el
ĺımite de ξx,yn es igual a 0 ó 1.
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Ejercicio 2.95. Pruebe que si Γ es un subgrupo de Homeo+([0, 1]) sin punto fijo
global en el interior y p es una medida de probabilidad simétrica y no degenerada
sobre Γ, entonces toda medida de probabilidad sobre [0, 1] que es estacionaria
respecto a p está soportada en los extremos de [0, 1] (señalemos que la hipótesis
de simetŕıa de p es esencial para la validez de esta afirmación, como lo muestra
por ejemplo [107]).
Sugerencia. Sea µ una medida estacionaria soportada en ]0, 1[. Verifique prime-
ramente que µ no posee átomos. Luego, colapsando las componentes conexas
del complemento de su soporte y reparametrizando el intervalo, reduzca el caso
general a aquél en que µ es la medida de Lebesgue. La estacionaridad nos da
entonces, para todo s∈]0, 1[,

s = µ([0, s]) =

∫

Γ

µ(g−1([0, s])) dp(g) =

∫

Γ

µ(g([0, s])) + µ(g−1([0, s]))

2
dp(g),

por lo que

s =

∫

Γ

g(s) + g−1(s)

2
dp(g).

Aśı, integrando entre 0 y un punto arbitrario t∈]0, 1[,

t2 =

∫

Γ

∫ t

0

(g(s) + g−1(s)) ds dp(g). (2.12)

Observando la figura 14 concluya que para todo homeomorfismo f del intervalo
y todo t∈ [0, 1] se tiene

∫ t

0

(f(s) + f−1(s)) ds ≥ t2,

con la igualdad si y sólo si f(t) = t. Concluya que t es un punto fijo global de la
acción, contradiciendo la hipótesis (para una demostración alternativa usando el
“teorema ergódico de Garnett” vea [54]).
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∆
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∫ t

0
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A+B = t2 +∆

·

·

Figura 14
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Caṕıtulo 3

Dinámica de Grupos de
Difeomorfismos de Clase
C2

1 El teorema de Denjoy

En la sección 2.1 del caṕıtulo 2 vimos un ejemplo de un homeomorfismo de
S1 de número de rotación irracional que admite un minimal excepcional. En
esta sección veremos que dicho fenómeno no puede producirse para difeo-
morfismos de cierta regularidad, de acuerdo a un clásico resultado debido
a Denjoy. Para enunciarlo denotaremos por Difeo1+va

+ (S1) al grupo de los
difeomorfismos de clase C1 de S1 cuya derivada posee variación acotada.
Diremos que un tal difeomorfismo es de clase C1+va, y denotaremos V (f)
la variación total del logaritmo de su derivada, es decir,

V (f) = sup
a0<...<an=a0

n−1∑

i=0

∣∣ log(f ′)(ai+1)− log(f ′)(ai)
∣∣ = var(log(f ′); S1).

Si I es un intervalo utilizaremos la notación V (f ; I) = var(log(f ′)|I).

Teorema 3.1. Si f es un difeomorfismo de clase C1+va del ćırculo con
número de rotación irracional, entonces f es topológicamente conjugado a
la rotación de ángulo ρ(f).

Todo difeomorfismo de clase C2 o C1+lip de S1 pertenece a Difeo1+va
+ (S1).

Por ejemplo, para todo f ∈ Difeo2+(S
1) se tiene

V (f) =

∫

S1

∣∣∣∣
f ′′(s)
f ′(s)

∣∣∣∣ ds. (3.1)

78
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De lo anterior se deduce que la conclusión del teorema de Denjoy es válida
para difeomorfismos de clase C1+lip. Señalemos sin embargo que esto no es
válido en clase C1+τ para ningún τ <1, de acuerdo con el siguiente resultado
debido a Herman [94] y que nosotros reproduciremos en la sección 1.4 del
caṕıtulo 4.

Teorema 3.2. Para todo ángulo irracional θ, todo τ < 1 y toda vecindad
de la rotación Rθ en Difeo1+τ

+ (S1), existe un elemento en dicha vecindad
con número de rotación θ que no es topológicamente conjugado a Rθ.

Antes de pasar a la demostración del teorema 3.1 quisiéramos dar una
“prueba heuŕıstica” para un caso particular pero muy ilustrativo. Supon-
gamos que f sea un difeomorfismo de clase C1 del ćırculo de número de
rotación irracional para el cual existe un conjunto de Cantor invariante y
minimal Λ, de modo que la derivada de f sobre Λ sea constante e igual
a 1. Siguiendo [92] probaremos por contradicción que, en tal caso, f no
puede ser de clase C1+lip (compare con [155]; vea también 3.4). Para ello,
fijemos una componente conexa I del complemento de Λ, y para cada n ∈ N
denotemos In = gn(I). Observe que |In+1| = g′(p)|In| para cierto p ∈ In,
y como la derivada de g en los extremos de In es igual a 1 concluimos que

∣∣∣∣
|In+1|
|In|

− 1

∣∣∣∣ = |f ′(p)− 1| ≤ C|In|,

donde C es la constante de Lipschitz de la derivada de f . Tenemos entonces

|In+1| ≥ |In|(1− C|In|). (3.2)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las longitudes de I y de
todos sus iterados (positivos) por f son inferiores o iguales a 1/2C. La con-
tradicción buscada resulta entonces del siguiente lema elemental haciendo
d = 1 (el caso d > 1 aparecerá de manera natural en la sección 1.4 del
caṕıtulo 4).

Lema 3.3. Si d ∈ N y (`n) es una sucesión de números reales positivos tal

que `n ≤ 1/Cd(1+1/d)d y `n+1 ≥ `n(1−C`
1/d
n ) para todo n ∈ N y cierta

constante C > 0, entonces existe una constante A > 0 tal que `n ≥ A/nd

para todo n ∈ N. En particular, si d = 1 entonces S =
∑

`n diverge.

Demostración. La función s 7→ s(1 − Cs1/d) es creciente sobre el inter-

valo
[
0,
(

1
C(1+1/d)

)d]
. Usando este hecho la afirmación del lema se prueba

fácilmente por inducción para la constante A = min{`1, dd/2d
2

Cd}. De-
jamos la verificación de los detalles a cargo del lector. ¤

Presentaremos dos demostraciones diferentes del teorema de Denjoy (claro
está, ambas usarán de manera esencial las propiedades combinatorias de
un homeomorfismo de número de rotación irracional). La primera prueba,
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debida al propio Denjoy, consiste en controlar la distorsión que produce
el difeomorfismo respecto a la estructura af́ın de los intervalos del ćırculo.
Como veremos más adelante, ésta es la idea esencial de la prueba de otros
resultados de dinámica unidimensional de acciones de grupos, como por
ejemplo los teoremas de Sacksteder y Duminy. En la segunda demostración
estudiaremos la distorsión respecto a la estructura proyectiva del ćırculo.
Esta idea es más novedosa y se ha revelado muy fruct́ıfera en los últimos
años. Gracias a ella, Yoccoz extendió en [212] el teorema de Denjoy para
homeomorfismos de clase C∞ cuyos puntos cŕıticos no son infinitamente
planos, mientras que Hu y Sullivan obtuvieron en [97] resultados bastante
finos en relación a la clase de diferenciabilidad “optimal” del teorema de
Denjoy para difeomorfimos. Nosotros utilizaremos una variación de esta
idea para obtener un teorema general de rigidez en la sección 2 del último
caṕıtulo.

Primera demostración del teorema 3.1. Debemos probar que si (el
grupo generado por) f admite un minimal excepcional Λ, entonces f no
puede ser de clase C1+va. Supongamos lo contrario y fijemos una com-
ponente conexa I de S1 \ Λ. Sea x0 un punto del interior de I y sea ϕ
la semiconjugación de f a Rθ, con θ = ρ(f). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ϕ(x0) = 0. Para n ∈ N consideremos los interva-
los In y Jn de la construcción dada al final de la sección 2.1 del caṕıtulo
2. Definamos In(f) = ϕ−1(In) y Jn(f) = ϕ−1(Jn). Observe que I está
contenido en cada In(f). De las propiedades de In y Jn se deduce que:

(i) los intervalos en {f j(Jn(f)) : j ∈ {0, 1, . . . , qn+1 − 1}} recubren S1, y
cada punto de S1 está en a lo más dos de ellos;

(ii) el intervalo f qn+1(In(f)) está contenido en Jn(f) para todo n ∈ N; lo
mismo es válido para f−qn+1(I−n(f)).

Afirmamos que para cada x, y en I y cada n ∈ N se tiene

∣∣(fqn+1)′(x)(f−qn+1)′(y)
∣∣ ≥ e−2V (f). (3.3)

Para probar esta desigualdad, denotamos ȳ = f−qn+1(y). Puesto que I está
contenido en I−n(f), por la propiedad (ii) tenemos ȳ ∈ Jn(f). A partir de
(1.1) y de la propiedad (i) obtenemos

∣∣∣ log
(
(fqn+1)′(x)(f−qn+1)′(y)

)∣∣∣ =

∣∣∣∣log
(
(fqn+1)′(x)

(fqn+1)′(ȳ)

)∣∣∣∣

≤
qn+1−1∑

k=0

∣∣ log(f ′)(fk(x))− log(f ′)(fk(ȳ))
∣∣

≤
qn+1−1∑

k=0

V
(
f ; fk(Jn(f))

)

≤ 2V (f),

de donde se concluye fácilmente la desigualdad (3.3).
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Para finalizar, notemos que el valor de
∣∣fqn+1(I)

∣∣ ·
∣∣f−qn+1(I)

∣∣ es igual
a (fqn+1)′(x)(f−qn+1)′(y) · |I|2 para ciertos x, y en I. De la desigualdad
(3.3) se deduce que esta última expresión está inferiormente acotada por
exp

(
− 2V (f)

)
· |I|2. Sin embargo, esto es absurdo, pues los intervalos

fk(I) son dos a dos disjuntos. ¤

Para la segunda demostración utilizaremos la siguiente notación: dados
un intervalo I = [a, b] y un difeomorfismo f definido sobre I, definimos
(compare con (1.4))

M(f ; I) =
|f(b)− f(a)|

|b− a|
√

f ′(a)f ′(b)
.

Dejamos al lector la tarea de probar la relación (compare con (1.3))

M(f ◦ g; I) = M(g; I) ·M(f ; g(I)). (3.4)

Observe por otra parte que de la existencia de un punto c ∈ I tal que
|f(b)− f(a)| = f ′(c)|b− a| se concluye inmediatamente que

∣∣ logM(f ; I)
∣∣ ≤ 1

2

[∣∣ log(f ′(c))− log(f ′(a))
∣∣+

∣∣ log(f ′(c))− log(f ′(b))
∣∣] ≤ V (f ; I)

2
.

(3.5)

Segunda demostración del teorema 3.1. Supongamos nuevamente que
f admita un minimal excepcional Λ y retomemos las notaciones introduci-
das al comienzo del la primera demostración. Para cada n ∈ N fijemos dos
puntos a ∈ f−(qn+qn+1)(I) y b ∈ f−qn+1(I) tales que

(fqn+1)′(a) =

∣∣f−qn(I)
∣∣

∣∣f−(qn+qn+1)(I)
∣∣ y (fqn+1)′(b) =

∣∣I
∣∣

∣∣f−qn+1(I)
∣∣ .

El intervalo abierto J de puntos extremos a y b está contenido en Jn(f)
(recuerde las propiedades combinatorias estudiadas al final de la sección
2.1 del caṕıtulo 2; vea en particular las figuras 11 y 12). Por (3.4), (3.5) y
la propiedad (i) usada en la demostración anterior,

∣∣ logM(fqn+1 ; J)
∣∣ ≤

qn+1−1∑

k=0

∣∣ logM
(
f, fk(J)

)∣∣ ≤
qn+1−1∑

k=0

W
(
f ; fk(J)

)

2
≤ V (f).

Obtenemos entonces

(∣∣fqn+1(J)
∣∣

∣∣J
∣∣

)2 1

(fqn+1)′(a)(f qn+1)′(b)
≥ exp

(
− 2V (f)

)
,

es decir,

(∣∣fqn+1(J)
∣∣

∣∣J
∣∣

)2
∣∣f−(qn+qn+1)(I)

∣∣
∣∣f−qn(I)

∣∣

∣∣f−qn+1(I)
∣∣

∣∣I
∣∣ ≥ exp

(
− 2V (f)

)
.
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Como
∣∣fqn+1(J)

∣∣ ≤ 1 para todo n ∈ N y
∣∣f−(qn+qn+1)(I)

∣∣ tiende a cero
cuando n tiende a infinito, esta desigualdad implica que, para todo n sufi-
cientemente grande, ∣∣f−qn+1(I)

∣∣ ≥
∣∣f−qn(I)

∣∣.

Sin embargo, esto contradice el hecho que
∣∣f−qn(I)

∣∣ converge a cero cuando
n tiende al infinito. ¤

Ejercicio 3.4. La siguiente demostración del teorema de Denjoy en clase C1+lip

es de particular interés por el hecho de no utilizar ningún argumento de control
de distorsión.

(i) Suponga que f sea un contra-ejemplo de Denjoy de clase C1+lip y denote por
I uno de sus intervalos errantes. Para cada j ∈ Z escoja un punto xj ∈ f j(I) tal
que |f j+1(I)| = f ′(xj) |f j(I)|. Denotando por C la constante de Lipschitz de f ′

y fijando n∈N, de la desigualdad |f ′(xj)− f ′(xj−qn)| ≤ C|xj − xj−qn | concluya
que, para cierta constante C̄ > 0 independiente de n y todo j ∈ {0, . . . , qn − 1},

|f j+1(I)| · |f−qn+j(I)|
|f j(I)| · |f−qn+j+1(I)| ≥ 1− C̄|xj − xj−qn |.

(ii) Usando las propiedades combinatorias de la sección 2.1 del caṕıtulo 2, con-
cluya a partir de la desigualdad precedente que existe una constante D > 0 tal
que, para todo n ∈ N,

|fqn(I)| · |f−qn(I)|
|I|2 ≥ De−D.

Sugerencia. La expresión a izquierda coincide con

qn−1∏

j=0

|f j+1(I)| · |f−qn+j(I)|
|f j(I)| · |f−qn+j+1(I)| .

Utilice la desigualdad del ı́tem (i) para estimar cada factor de este producto para
j suficientement grande, y luego use la desigualdad 1 − x ≥ e−x/2 (válida para
x > 0 suficientemente pequeño) además del hecho que los intervalos de extremos
xj y xj−qn , con j ∈ {0, . . . , qn − 1}, son dos a dos disjuntos

(iii) A partir de esta desigualdad del ı́tem (ii) obtenga una contradicción.

Para construir homeomorfismos diferenciables de S1 que admitan un mi-
nimal excepcional se pueden seguir dos caminos. El primero es aceptar
la presencia de puntos cŕıticos. En esta dirección, en [88] se construye un
homeomorfismo de clase C∞ de S1 que admite un minimal excepcional (por
el resultado de Yoccoz mencionado anteriormente, un homeomorfismo con
tales propiedades no puede ser real-anaĺıtico). El otro camino consiste en
considerar difeomorfismos de clase inferior a C2. Nosotros estudiaremos
algunos ejemplos de este tipo en la sección 1.4 del caṕıtulo 4.
En lo que se refiere a la naturaleza del minimal excepcional que puede

aparecer en clase inferior a C2, mencionemos que cualquier conjunto de
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Cantor en S1 puede ser exhibido como el minimal excepcional de un homeo-
morfismo del ćırculo. Sin embargo, si se asume cierta regularidad del ho-
meomorfismo en cuestión, entonces el conjunto de Cantor que aparece debe
poseer ciertas propiedades. Por ejemplo, en [125] se demuestra que el Can-
tor terciario tradicional no puede ser el minimal excepcional de un difeo-
morfismo de clase C1 de S1 (vea también [154]). Por otra parte, en [156] se
prueba que todo conjunto de Cantor af́ın puede aparecer como el minimal
de un homeomorfismo lipschitziano de S1.

Desde la perspectiva de las acciones de grupos, el teorema de Denjoy
puede ser reformulado diciendo que no existe ninguna acción de (Z,+) por
difeomorfismos de clase C1+va del ćırculo admitiendo un minimal excep-
cional. En general, llamaremos grupos de Denjoy a los que cumplen esta
propiedad. El problema de caracterizar estos grupos no parece sencillo. A
continuación presentamos un modesto resultado en tal dirección.

Proposición 3.5. Sea Γ un grupo finitamente generado de difeomorfismos
de clase C1+lip del ćırculo. Si Γ admite un minimal excepcional, entonces
Γ contiene un subgrupo libre generado por dos elementos para los cuales
existe un juego de ping-pong asociado.

Demostración. Probaremos que Γ actúa de manera expansiva en el
ćırculo topológico S1

Λ asociado al minimal excepcional Λ. Por (la de-
mostración dada para) el teorema 2.77, esto implica que Γ contiene un
grupo libre generado por dos elementos para los cuales existe un juego de
ping-pong asociado.

Supongamos que la acción (minimal) de Γ sobre S1
Λ no sea expansiva.

Entonces ella es equicontinua, y existe una medida invariante de soporte
total y sin átomos sobre S1

Λ que permite conjugar Γ a un grupo de rotaciones
de S1Λ. Sean g1, . . . , gn los generadores de Γ. Si cada gi es de orden finito
entonces cada órbita en S1

Λ es finita, lo cual contradice la minimalidad de Λ.
Por otra parte, si cierto generador gi no es de orden finito en S1

Λ, entonces
el número de rotación de gi es irracional. Como gi posee órbitas no densas
(contenidas en Λ), esto contradice al teorema de Denjoy. ¤

La proposición precedente permite concluir que todo grupo finitamente
generado y promediable es un grupo de Denjoy (pues ningún grupo pro-
mediable contiene a L2). Sin embargo, esta última afirmación puede ser
establecida directamente, sin hacer referencia al teorema de Margulis.

Ejercicio 3.6. Pruebe que todo grupo promediable y finitamente generado es
un grupo de Denjoy.
Sugerencia. Suponga que Γ es un grupo finitamente generado y promediable que
actúa sobre S1 por difeomorfismos de clase C1+va admitiendo un minimal excep-
cional Λ. Considere la acción de Γ sobre el ćırculo topológico S1

Λ asociado a Λ y
sea µ una probabilidad sobre S1

Λ invariante por esta acción. Pruebe que µ es de
soporte total y no posee átomos. Concluya que Γ es semiconjugado a un grupo
de rotaciones y obtenga una contradicción utilizando el teorema de Denjoy.
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La proposición 3.5 es aún válida para grupos no finitamente generados
cuando existe una constante C tal que V (g) ≤ C para todo generador g.
Sin embargo, ella no es válida para subgrupos arbitrarios de Difeo1+va

+ (S1)
que admiten un minimal excepcional, como lo muestra el siguiente ejemplo,
debido esencialmente a Hirsh [96] (vea también [104]).

Ejemplo 3.7. Sea H : R→R un homeomorfismo verificando las propiedades (i)
y (ii) de la sección 5.2 (caṕıtulo 1) y tal que Fix(H) = {a, b}, con a = 0 y b>0
pequeño. Este homeomorfismo H induce una aplicación H̄ de grado 2 del ćırculo
en śı mismo (vea la figura 10). Designemos por I al intervalo ]a, b[ (visto sobre
el ćırculo). Definamos g1 : S

1 → S1 por g1(x) = y si H̄(x) = H̄(y) y x 6= y. En
general, para cada n ∈ N consideremos la aplicación H̄n : S1 → S1 de grado 2n,
y definamos gn : S1 → S1 por gn(x) = y si H̄n(x) = H̄n(y) y H̄n(x) 6= H̄n(y′)
para todo y′∈]x, y[.

El grupo Γ = ΓH generado por los gn es abeliano e isomorfo a Q2(S
1). Su

acción sobre S1 es semiconjugada a la de un grupo de rotaciones, siendo el con-
junto Λ= S1 \ ∪n∈N ∪2n−1

i=0 gin(C) su minimal excepcional. Observe que si H es
un difeomorfismo real-anaĺıtico de la recta, entonces los elementos de ΓH son
difeomorfismos real-anaĺıticos del ćırculo. Note finalmente la similitud de esta
construcción con la última de la sección 1 del caṕıtulo 1: el grupo ΓH es un
subgrupo (de la realización ΦH(G)) del grupo de Thompson (¡pero ΦH(G) no es
un grupo de difeomorfismos real-anaĺıticos de S1!).

El teorema de Denjoy puede ser visto también como una consecuencia de
la siguiente proposición, la cual sirve de base para el estudio del importante
problema de la regularidad de la conjugación de difeomorfismos del ćırculo
a rotaciones.

Proposición 3.8. Sean θ ∈]0, 1[ un irracional y p/q una de las aproxi-
maciones de θ por racionales (i.e., |θ − p/q| ≤ 1/q2). Si f es un homeo-
morfismo de S1 de número de rotación θ y ψ : S1 → R es una función de
variación acotada (no necesariamente continua), entonces denotando por
µ la (única) medida de probabilidad sobre S1 invariante por f se tiene, para
todo x ∈ S1, ∣∣∣∣∣

q−1∑

i=0

ψ
(
f i(x)

)
− q

∫

S1

ψ dµ

∣∣∣∣∣ ≤ var(ψ; S1). (3.6)

En particular, si f es diferenciable y su derivada es de variación acotada,
entonces para todo x ∈ S1 y todo n ∈ N se tiene

exp
(
− V (f)

)
≤ (fqn)′(x) ≤ exp(V (f)). (3.7)

Para probar esta proposición usaremos el siguiente lema combinatorio.

Lema 3.9. Si θ ∈]0, 1[ es irracional y p, q son dos enteros relativa-
mente primos tales que q 6= 0 y

∣∣θ − p/q
∣∣ ≤ 1/q2, entonces para cada

i∈{0, . . . , q − 1} el intervalo ]i/q, (i + 1)/q[ contiene un único punto del
conjunto

{
jθ (mod 1) : j ∈ {1, . . . , q}

}
.
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Demostración. Por hipótesis tenemos

0 < θ − p

q
<

1

q2
o bien − 1

q2
< θ − p

q
< 0.

Consideremos sólo el primer caso, pues el segundo es análogo. Tenemos
entonces, para todo j∈{1, . . . , q},

0 < jθ − jp

q
<

j

q2
≤ 1

q
,

por lo que jθ mod 1 pertenece al intervalo ]jp/q, (jp+1)/q[. La afirmación
del lema resulta entonces del hecho que los intervalos [i/q, (i + 1)/q] re-
cubren al ćırculo y tienen longitud 1/q. ¤

Demostración de la proposición 3.8. Resulta evidente que el enun-
ciado de la proposición es equivalente a que la desigualdad

∣∣∣∣∣

q∑

i=1

ψ
(
f i(x)

)
− q

∫

S1

ψ dµ

∣∣∣∣∣ ≤ var(ψ; S1)

es válida para todo x ∈ S1 y toda función continua ψ. Para probar esto
último consideremos la aplicación del ćırculo sobre śı mismo definida por

ϕ(y) =

∫ y

x

dµ mod 1.

De la igualdad ϕ ◦ f = Rθ ◦ ϕ se deduce que, si definimos xj=f j(x), en-
tonces ϕ(xj) = jθ mód 1. Por el lema precedente, si para cada j∈{1, . . . , q}
escogemos un intervalo Ij =]ij/q, (ij + 1)/q[ conteniendo ϕ(xj), entonces
los intervalos que aparecen son dos a dos disjuntos. Aśı, denotando Jj el
intervalo ϕ−1(Īj) (cuya masa según µ es igual a 1/q), de la igualdad

∣∣∣∣∣

q∑

i=1

ψ
(
f i(x)

)
− q

∫

S1

ψ dµ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

q∑

j=1

(
ψ
(
f j(x)

)
− q

∫

Jj

ψ dµ
)
∣∣∣∣∣∣

se concluye que
∣∣∣∣∣

q∑

i=1

ψ
(
f i(x)

)
− q

∫

S1

ψ dµ

∣∣∣∣∣ ≤ q

q∑

j=1

∫

Jj

∣∣ψ
(
f j(x)

)
− ψ

∣∣ dµ

≤
q∑

j=1

sup
y∈Jj

∣∣ψ
(
f j(x)

)
− ψ(y)

∣∣ ≤ var(ψ,S1).

La segunda parte de la proposición resulta de la primera parte aplicada
a la función ψ(x) = log

(
f ′(x)

)
, teniendo en cuenta la igualdad

∫

S1

log(f ′) dµ = 0. (3.8)
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Señalemos sin embargo que esta última igualdad no es del todo evidente
(vea el ejercicio 3.12). Para verificarla notemos que a partir de (3.6) se
deduce que, para todo x ∈ S1,

exp
(
− V (f)

)
≤ (fqn)′(x)

exp
(
qn

∫
S1 log(f ′)dµ

) ≤ exp
(
V (f)

)
.

Integrando respecto a la medida de Lebesgue concluimos que

exp
(
− V (f)

)
≤ 1

exp
(
qn

∫
S1 log(f ′)dµ

) ≤ exp
(
V (f)

)
,

lo cual puede satisfacerse para todo n ∈ N si y sólo si (3.8) se cumple. ¤

La relación (3.6) (resp. (3.7)) es conocida como la desigualdad de Denjoy-
Koksma (resp. desigualdad de Denjoy). Consignemos que ambas desigual-
dades, al igual que el teorema de Denjoy, valen aún para homeomorfismos
afines por partes de S1, siendo los argumentos de demostración esencial-
mente los mismos que los del caso C1+va (obviamente, en el caso af́ın por
partes consideramos una derivada lateral en lugar de la usual). Por ejem-
plo, la igualdad (3.8) sigue cumpliéndose...

Observación 3.10. Para difeomorfismos f del ćırculo de clase C2+τ y número
de rotación irracional vale una versión más fuerte de la proposición 3.8: respecto
a la topoloǵıa C1 se tiene la convergencia de f qn a la identidad, donde pn/qn
designa la n-ésima aproximación racional de ρ(f) (vea [94, 110, 211]).

Ejercicio 3.11. Pruebe que validez de la desigualdad (3.7) para todo n ∈ N
implica la validez del teorema de Denjoy.

Ejercicio 3.12. Demuestre la igualdad (3.8) para todo difeomorfismo de clase
C1 del ćırculo de número de rotación irracional usando el teorema ergódico de
Birkhoff y la ergodicidad única de f (vea [126]).

Observemos que el teorema de Denjoy implica que si Γ es un subgrupo
de Difeo1+va

+ (S1) que admite un minimal excepcional, entonces cada uno
de sus elementos posee puntos periódicos. En efecto, si g ∈ Γ no posee
puntos periódicos entonces su número de rotación es irracional, lo cual
implica la densidad de las órbitas por g (y por lo tanto de las órbitas
por Γ). Una consecuencia interesante de este hecho es la racionalidad
del número de rotación de los elementos del grupo de Thompson G. En
efecto, en la sección 1 del caṕıtulo 2 se construyó una acción de G por
difeomorfismos de clase C∞ del ćırculo que es semiconjugada a la acción
estándar y que admite un minimal excepcional. Aśı, el que ρ(g) pertenezca
a Q para cada g ∈ G resulta de la observación precedente y de la invariancia
del número de rotación por semiconjugación. Siguiendo [124], invitamos
a continuación al lector a desarrollar una demostración “directa” usando
sólo la versión de la desigualdad de Denjoy para homeomorfismos afines
por partes (demostraciones alternativas aparecen en [33] y [112]).
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Ejercicio 3.13. Dado g ∈ G definamos Mn ∈ N y Nn ∈ N ∪ {0} de modo que
para cada n ∈ N se tenga gn(0) = Mn/2

Nn , con Mn impar o nulo. Supongamos
que 0 no sea un punto periódico. En tal caso, se tiene Mn 6= 0 para todo n ∈ N.
(i) Pruebe por contradicción que Nn tiende al infinito junto con n.
Sugerencia. Observe que para todo N ∈ N, el conjunto de racionales diádicos con
denominador inferior o igual a 2N es finito.
(ii) A partir de la convergencia de Nn al infinito concluya que limn→∞(gn)′(0)=0
(consideramos la derivada a derecha de la aplicación en cuestión).
Sugerencia. Escriba g(x) = 2λ(x) + M(x)/2N(x) para ciertas funciones λ, M y
N a valores enteros y uniformemente acotadas sobre S1. Verifique entonces que
para n∈N suficientemente grande se tiene

Mn+1 = Mn + 2Nn−λ(gn(0))−N(gn(0))M(gn(0)), Nn+1 = Nn − λ(gn(0)).

(iii) Suponga que el número de rotación de g sea irracional y obtenga una con-
tradicción aplicando la desigualdad de Denjoy.

2 El teorema del punto fijo hiperbólico de
Sacksteder

Comencemos recordando la noción de pseudo-grupo de homeomorfismos.

Definición 3.14. Una familia Γ = {g : dom(g) → ran(g)} de homeo-
morfismos locales de un espacio topológico M es un pseudo-grupo si las
siguientes propiedades son satisfechas:

– el dominio dom(g) y el rango ran(g) de cada g ∈ Γ son conjuntos abiertos;

– si g, h pertenecen a Γ y ran(h)⊂dom(g), entonces gh pertenece a Γ;

– si g ∈ Γ entonces g−1 ∈ Γ;

– la identidad de M es un elemento de Γ;

– si g pertenece a Γ y A ⊂ dom(g) es un conjunto abierto, entonces la
restricción g|A de g a A es un elemento de Γ;

– si g : dom(g) → ran(g) es un homeomorfismo local de M tal que para
todo x ∈ dom(g) existe una vecindad Vx tal que h|Vx

es un elemento de Γ,
entonces g pertenece a Γ.

Las nociones de órbita y conjunto invariante para un pseudo-grupo se
definen de manera evidente. Diremos que Γ es finitamente (resp. contable-
mente) generado si existe un subconjunto finito (resp. contable) G de Γ
tal que todo elemento de Γ se escribe como la restricción a su dominio
de un producto de elementos de G. Una medida µ sobre los borelianos
de M es invariante por Γ si para todo boreliano A y todo g ∈ Γ se tiene
µ
(
A ∩ dom(g)

)
= µ

(
g(A) ∩ ran(g)

)
. Finalmente, para a ∈ M denotamos

Γ(a) la órbita de a por Γ, y para cada p ∈ Γ(a) definimos su orden por

ord(p) = min{n ∈ N : existen hij ∈ G tales que hin · · ·hi1(a) = p}.
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2.1 La versión clásica en clase C1+lip

En esta sección probaremos la versión clásica de un un teorema debido
a Sacksteder [179] sobre la existencia de puntos fijos hiperbólicos para ele-
mentos de un pseudo-grupo de difeomorfismos unidimensionales (en las
secciones siguientes trataremos su versión moderna en clase C1).

Teorema 3.15. Sea Γ un pseudo-grupo finitamente generado de difeomor-
fismos de clase C1+lip de una variedad compacta unidimensional. Supon-
gamos que cada generador hi se extienda a un difeomorfismo de clase C1+lip

definido en la clausura de dom(hi). Supongamos además que exista un con-
junto de Cantor Λ invariante por Γ tal que para una componente conexa
I =]a, b[ del complemento de Λ, ya sea el punto a es un punto de acumu-
lación de la órbita Γ(a), o bien b es un punto de acumulación de Γ(b).
Entonces existen p ∈ Λ y g ∈ Γ tales que g(p) = p y g′(p) < 1.

Un conjunto Λ que verifica las hipótesis precedentes (salvo eventualmente
aquélla que concierne la regularidad) es llamado conjunto excepcional local.
Para probar el teorema 3.15, una herramienta técnica fundamental es el
lema que presentamos a continuación, cuya versión en clase C1+lip es de-
bida esencialmente a Schwartz [182]. Daremos inmediatamente la versión
general en clase C1+τ para referencia futura; una versión ligeramente más
fina en clase C1+lip será presentada en la sección 4.2 de este caṕıtulo.

Lema 3.16. Sea Γ un pseudo-grupo de difeomorfismos de clase C1+τ (resp.
C1+lip) de una variedad unidimensional compacta. Supongamos que exis-
tan un subconjunto finito G de Γ, una constante S∈ [1,∞[, y un intervalo
abierto I, de modo que a cada elemento g ∈ G sea posible asociar un in-
tervalo compacto Lg contenido en un dominio abierto de definición de g,
y tales que para cada m ∈ N exista gim ∈ G tal que para todo n ∈ N el
elemento gin · · · gi1 de Γ verifica las propiedades siguientes:
– si gik = g entonces el intervalo gik−1

· · · gi1(I) está contenido en Lg

(convenimos en que gik−1
· · · gi1 es la identidad para k = 1);

– se tiene la desigualdad

n−1∑

k=0

|gik · · · gi1(I)|τ ≤ S
(
resp.

n−1∑

k=0

|gik · · · gi1(I)| ≤ S
)
.

Entonces existe una constante positiva ` = `(τ, S, |I|;G) tal que si para
algún n ∈ N el intervalo hn(I) está contenido en una `-vecindad de I y no
intersecta el interior de I, entonces la aplicación hn posee un punto fijo
hiperbólico (el cual está próximo de la extremidad correspondiente de I).

Demostración. Para simplificar consideraremos los casos τ∈]0, 1[ (hölde-
riano) y τ =1 (lipschitziano) de manera simultánea. Sea ε > 0 una cons-
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tante tal que cada g ∈ G está definido en una 2ε-vecindad de Lg. Fijemos
C>0 tal que para todo g ∈ G y todo x, y en la ε-vecindad de Lg se tenga

∣∣ log(g′(x))− log(g′(y))
∣∣ ≤ C |x− y|τ .

Probaremos que la afirmación del lema es satisfecha para

` = min

{ |I|
2 exp(2τCS)

,
|I| ε

2S1/τ exp(2τCS)

}
.

Denotemos por J la 2`-vecindad de I, y notemos I ′ (resp. I ′′) la compo-
nente conexa de J \I a la derecha (resp. a izquierda) de I. Probaremos por
inducción que las propiedades siguientes son simultáneamente satisfechas:

(i)k gik · · · gi1(I ′) está contenido en la ε-vecindad de Lg;

(ii)k |gik · · · gi1(I ′)| ≤ |gik · · · gi1(I)|;
(iii)k supx,y∈I∪I′

(gik ···gi1 )
′(x)

(gik ···gi1 )′(y)
≤ exp(2τ CS).

La condición (iii)0 es satisfecha de manera trivial, mientras que (i)0 y
(ii)0 se desprenden de la hipótesis |I ′|=2`≤|I|. Supongamos que (i)j , (ii)j
y (iii)j sean válidas para todo j∈{0, . . . , k− 1}. En tal caso tenemos, para
todo x, y en I ∪ I ′,

∣∣∣∣log
(
(gik · · · gi1)′(x)
(gik · · · gi1)′(y)

)∣∣∣∣ ≤
k−1∑

j=0

∣∣ log(g′ij+1
(gij · · · gi1(x)))−log(g′ij+1

(gij · · · gi1(y)))
∣∣

≤ C

k−1∑

j=0

∣∣gij · · · gi1(x)− gij,n · · · gi1(y)
∣∣τ

≤ C

k−1∑

j=0

(
|gij · · · gi1(I)|+ |gij · · · gi1(I ′)|

)τ

≤ C 2τS.

Esta desigualdad prueba (iii)k. En lo que respecta a (i)k y (ii)k, observemos
que existen x ∈ I e y ∈ I ′ tales que

|gik · · · gi1(I)| = |I|·(gik · · · gi1)′(x) y |gik · · · gi1(I ′)| = |I ′|·(gik · · · gi1)′(y).

Luego, por (iii)k,

|gik · · · gi1(I ′)|
|gik · · · gi1(I)|

=
(gik · · · gi1)′(x)
(gik · · · gi1)′(y)

· |I
′|

|I| ≤ exp(2τCS)
|I ′|
|I| ,

lo cual prueba (i)k y (ii)k dada la definición de `. Obviamente, propiedades
análogas valen al reemplazar I ′ por I ′′.

Supongamos ahora que hn(I) esté contenido en la `-vecindad del intervalo
I y no intersecte el interior de I. La propiedad (ii)n nos da entonces
hn(J) ⊂ J . Además, si hn(I) ⊂ J está a derecha (resp. a izquierda) de I,
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entonces hn(I ∪ I ′) ⊂ I ′ (resp. hn(I
′′ ∪ I) ⊂ I ′′). Como ambos casos son

análogos, consideraremos solamente el primero de ellos. Evidentemente,
hn posee al menos un punto fijo x en I ′. Resta verificar que se trata de un
punto fijo hiperbólico y contractante. Ahora bien, escogiendo y ∈ I tal que
h′
n(y) = |hn(I)|/|I| ≤ `/|I| vemos que, por (iii)n

h′
n(x) ≤ h′

n(y) exp(2
τCS) ≤ ` exp(2τCS)

|I| ≤ 1

2
,

lo cual concluye la demostración. ¤

Una desigualdad del tipo
∑

k≥0 |gik · · · gi1(I)| ≤S es válida por razones
evidentes cuando los intervalos gik · · · gi1(I) son dos a dos disjuntos. En tal
caso, la sutileza del lema precedente radica en la posibilidad de controlar
la distorsión para las composiciones sucesivas sobre la 2`-vecindad de I, a
pesar de que las imágenes de esta vecindad no son necesariamente disjuntas.

Demostración del teorema 3.15. Fijemos ε > 0 tal que para todo x
en el dominio de gi ∈ G se tenga ]x − ε, x + ε[⊂ dom(hi). Supongamos
que b sea un punto de acumulación de Γ(b) (el caso en que a es punto de
acumulación de Γ(a) es análogo). Sea (hn)=(gin · · · gi1) una sucesión en Γ
tal que hn(b) converja a b, tal que hn(b) 6= b para todo n∈N, y tal que el
orden del punto hn(b) ∈ Γ(b) sea realizado por hn, i.e., el número mı́nimo
de composiciones necesarias para llegar a hn(b) es n (dejamos al lector la
verificación de la existencia de tal sucesión). Para cada n ∈ N denotemos
In la componente conexa del complemento de Λ que tiene por uno de sus
extremos al punto hn(b). Puesto que la serie

∑
n∈N |In| converge, para

N suficientemente grande debe tenerse |In| < ε para todo n ≥ N , por lo
que las hipótesis del lema precedente son satisfechas para I = IN y toda
constante S ≥ 1 mayor a la longitud total de la variedad unidimensional
subyacente. Concluimos aśı que, para n suficientemente grande, la apli-
cación hn ∈ Γ contrae (hiperbólicamente) sobre śı mismo el intervalo I ′

de longitud ` y situado inmediatamente a derecha de I. Por lo tanto, hn

posee un único punto fijo en I (a saber, el punto p =
⋂

k∈N(hn)
k(I ′)), el

cual es hiperbólico (vea la figura 15). Observe finalmente que p pertenece
a Λ, pues I ′ contiene puntos de Λ y Λ es un compacto invariante por Γ. ¤

.......................................
...........................................................................................................................................................................................

.............................................................................
......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

................................................
.....................................

...............................
............. .........................................

.......... ..........∣∣∣
∣∣∣||

( )
( )

hn hn

hn .........................................................................

I=[a, b]

Figura 15

hn(I)I

•

p

De lo anterior se deduce inmediatamente lo siguiente.
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Corolario 3.17. Sea Γ un subgrupo finitamente generado de Difeo1+lip
+ (S1).

Si Γ actúa admitiendo un minimal excepcional Λ, entonces existen p ∈ Λ
y g ∈ Γ tales que g(p) = p y g′(p) < 1.

Observe que el teorema de Denjoy para difeomorfismos de clase C1+lip

puede ser obtenido directamente de este corolario (esto no es extraño, pues
el propio Sacksteder obtuvo su resultado pensando en generalizar el teorema
de Denjoy para grupos de difeomorfismos y foliaciones de codimensión 1).
Sin embargo, a juicio del autor éste no es un buen punto de vista. En efecto,
la prueba del teorema de Denjoy utiliza en parte la estructura combinatoria
de la dinámica de un homeomorfismo de número de rotación irracional, la
cual es muy particular. Por otro lado, para pseudo-grupos que actúan sin
probabilidad invariante, la dinámica combinatoria (al menos localmente) es
completamente diferente. En la sección siguiente desarrollaremos esta idea
en profundidad con el fin de obtener resultados más finos que los de esta
sección. Como “aperitivo” veremos inmediatamente cómo el teorema de
Sacksteder puede ser extendido para grupos actuando de manera minimal
y que no son conjugados a grupos de rotaciones. Comenzamos con una
astuta observación debida a Ghys que aparece en [60].

Proposición 3.18. Sea Γ un pseudo-grupo de difeomorfismos de clase
C1+lip del ćırculo o de un intervalo acotado cuyas órbitas son densas.
Supongamos que exista un elemento f ∈ Γ que fija un único punto sobre
un intervalo no degenerado (no necesariamente abierto) conteniendo dicho
punto. Entonces existe un elemento en Γ con un punto fijo hiperbólico.

Demostración. Sean a el punto fijo dado por la hipótesis y a′>a tal que
la restricción de f a un intervalo [a, a′] no tenga punto fijo a excepción de
a y tal que, cambiando f por f−1 si es necesario, se tenga f(y) < y para
todo y ∈]a, a′] (si tal punto a′ no existe entonces se puede considerar un
intervalo del tipo [a′, a] con propiedades análogas). Como las órbitas de Γ
son densas, existe h ∈ Γ tal que h(a)∈]a, a′[. Fijemos n ∈ N suficientemente
grande de modo que [a, fn(a′)] ⊂ dom(h) y h([a, fn(a′)]) ⊂]a, a′].

Consideremos los intervalos A0=[a, fn(a′)] y B0=h([a, fn(a′)]), y defi-
namos inductivamente los conjuntos Aj+1=fn(Aj ∪Bj) y Bj+1=h(Aj+1).
Para ε > 0 pequeño considere el pseudo-grupo generado por las restric-
ciones de fn y h a los intervalos ]a − ε, hfn(a′) + ε[ y ]a − ε, fn(a′) + ε[
respectivamente. Respecto a este pseudo-grupo, el conjunto de Cantor
Λ = ∩j∈N(Aj ∪ Bj) satisface las hipótesis del teorema de Sacksteder, de
donde se obtiene el resultado. ¤

Observe que, por el teorema de Hölder, un grupo de homeomorfismos del
ćırculo que no es semiconjugado a un grupo de rotaciones contiene siem-
pre un elemento f que satisface la hipótesis de la proposición precedente.
Puesto que toda semiconjugación de un grupo cuyas órbitas son densas a
un grupo de rotaciones es necesariamente una conjugación, como corolario
de lo anterior obtenemos lo siguiente.
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Corolario 3.19. Sea Γ un subgrupo de Difeo1+lip
+ (S1). Suponga que las

órbitas de Γ son densas y que Γ no es conjugado a un grupo de rotaciones
(equivalentemente, suponga que Γ actúa de manera minimal y no preserva
ninguna medida de probabilidad del ćırculo). Entonces existen p∈Λ y g∈Γ
tales que g(p)=p y g′(p)<1.

En la sección siguiente veremos que este corolario vale aún en clase C1.

Ejercicio 3.20. El hecho que una holonomı́a no trivial sea hiperbólica resulta
relevante cuando se estudian propiedades de estabilidad y rigidez (vea por ejem-
plo la sección 6.1 de este caṕıtulo). Sin embargo, el conocimiento de que cierta
holonomı́a es no trivial (a pesar de que no sea necesariamente hiperbólica) también
puede resultar de interés. La proposición siguiente engloba una lúcida observación
debida a Hector. Antes de pasar a la demostración, el lector debiese reflexionar
un momento testeando su veracidad para los ejemplos que ya hemos estudiado
(grupo modular, grupo G de Thompson, etc).

Proposición 3.21. Sea Γ un grupo finitamente generado de difeomorfismos de
clase C1+lip del ćırculo que admite un minimal excepcional Λ. Si p es la extremi-
dad de una de las componentes conexas I de S1 \Λ, entonces existe g∈Γ que fija
p y cuya restricción a I ∩ V es no trivial para toda vecindad V de p.

Sugerencia. Suponga lo contrario y contradiga el hecho que para toda vecindad
de p existen elementos de Γ con puntos fijos hiperbólicos repulsivos en ella.

2.2 La versión C1 para pseudo-grupos

El objetivo principal de esta sección y la siguiente consiste en formular (y
demostrar) diversas generalizaciones del teorema de Sacksteder en clase C1.
Algunas de estas nuevas versiones fueron obtenidas por Hurder en [99, 100,
101, 102] v́ıa métodos dinámicos ligados a la teoŕıa de Pesin. Sin embargo,
las versiones optimales y (posiblemente) definitivas aparecen en [54], donde
son obtenidas gracias a la introducción de métodos probabiĺısticos.

Teorema 3.22. Si Γ es un pseudo-subgrupo de difeomorfismos de clase
C1 de una variedad unidimensional compacta sin medida de probabilidad
invariante, entonces Γ posee elementos con puntos fijos hiperbólicos.

Para probar este teorema, inspirándonos en la demostración de la propo-
sición 3.18 supongamos que Γ contenga dos elementos f y h que verifican:

(i) el dominio de definición de f contiene un intervalo [a, a′[ de modo que
f(a) = a y f contracta topológicamente hacia el punto fijo a;

(ii) h está definido en una vecindad de este punto fijo y h(a)∈]a, a′[.
Hagamos c=h(a) y fijemos d′∈]c, a′[. Reemplazando f por fn para n∈N

suficientemente grande si es necesario, podemos suponer que f(d′) < c, que
f(d′) pertenece al dominio de definición de h, y que hf(d′) ∈]c, d′[. Esta
última condición implica en particular que hf posee puntos fijos en ]c, d′[.
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Sea d el primer punto fijo hf a la derecha de c, y sea b = f(d). El intervalo
abierto I=]b, c[ corresponde al “primer gap” (i.e., a la componente conexa
“central” del complemento) de un conjunto de Cantor Λ invariante por f
y g = hf (vea la figura 16).

Proposición 3.23. Con las notaciones precedentes, el pseudo-grupo ge-
nerado por f y g contiene elementos con puntos fijos hiperbólicos perte-
necientes al conjunto Λ.

La demostración de esta proposición es particularmente sencilla en clase
C1+τ (para τ > 0). Además, ella permite ilustrar de manera ńıtida el
aporte de los métodos probabiĺısticos en la teoŕıa. El caso general (en
clase C1) será tratado más adelante. Para una demostración alternativa y
“determińıstica” de un resultado estrechamente relacionado vea [108].
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Demostración de la proposición 3.23 en clase C1+τ . Sobre el espacio
Ω = {f, g}N consideremos la medida de Bernoulli P de peso 1/2 para cada
“variable aleatoria” f ó g. Dados ω = (g1, g2, . . .) ∈ Ω y n ∈ N notemos
hn(ω)=gn · · · g1, y hagamos h0(ω)= id. Siendo los intervalos de la familia{
gn · · · g1(I) : n ≥ 0, (g1, . . . , gn) ∈ {f, g}n

}
dos a dos disjuntos, tenemos

∑

n≥0

∑

(g1,...,gn)∈{f,g}n

|gn · · · g1(I)| ≤ d−a < ∞.

Por otra parte, el teorema de Fubini nos da

∑

n≥0

∑

(g1,...,gn)∈{f,g}n

|gn · · · g1(I)| =
∑

n≥0

2n
(∫

Ω

|hn(ω)(I)| dP(ω)
)

=

∫

Ω

(∑

n≥0

2n|hn(ω)(I)|
)
dP(ω).

Concluimos aśı que para P-casi toda sucesión aleatoria ω ∈ Ω la serie∑
2n|hn(ω)(I)| converge. Para cada B > 0 consideremos el conjunto

Ω(B) =
{
ω ∈ Ω : |hn(ω)(I)| ≤ B/2n para todo n ≥ 0

}
.
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La probabilidad P[Ω(B)] converge a 1 cuando B tiende al infinito; en par-
ticular, podemos fijar B de modo que P[Ω(B)] > 0. Observemos que si ω
pertenece a Ω(B) entonces

∑

n≥0

|hn(ω)(I)|τ ≤ Bτ
∑

n≥0

1

2nτ
= S < ∞. (3.9)

Consideremos el intervalo J ′ = [b − `, c + `] conteniendo al intervalo
errante I, donde ` = `(τ, S, |I|; {f, g}) es la constante que aparece en el
lema 3.16. Si N ∈ N es suficientemente grande entonces fNg y gNf
env́ıan todo el intervalo [0, 1] sobre J ′ \ I. Una aplicación directa del lema
de Borel-Cantelli nos da entonces P[hn(ω)(I) ⊂ J ′ \ I infinitas veces] = 1.
Si ω ∈ Ω(B) y n ∈ N satisfacen hn(ω)(I) ⊂ J ′ \ I, entonces el lema 3.16
muestra que hn(ω) posee un punto fijo hiperbólico. Finalmente, puesto que
Λ es invariante por el pseudo-grupo y el punto fijo hallado atrae por hn(ω)
a una parte de este conjunto, dicho punto fijo debe pertenecer a Λ. ¤

La prueba de la versión general (en clase C1) de la proposición 3.23 nece-
sita de pequeñas mejoras técnicas para hallar puntos fijos hiperbólicos en
ausencia de control de distorsión. La idea esencial consiste en notar que,
cuando se sabe a priori que la dinámica es (diferenciablemente) contrac-
tante en alguna parte, simples aplicaciones del teorema del valor medio
permiten verificar que la contracción persiste sobre un dominio mayor.
Conservando las notaciones de la demostración precedente, fijemos de

una vez por todas una constante ε∈]0, 1/2[. Sabemos que para P-casi todo
ω ∈ Ω existe B = B(ω) ≥ 1 tal que

|hn(ω)(I)| ≤
B

2n
para todo n ≥ 0. (3.10)

Lema 3.24. Existe una constante C̄ que depende sólo de f y g tal que,
si ω = (g1, g2, . . .) ∈ Ω satisface (3.10), entonces para todo x ∈ I y todo
entero n ≥ 0 se tiene

hn(ω)
′(x) ≤ BC̄

(2− ε)n
. (3.11)

Demostración. Fijemos ε0>0 suficientemente pequeño de modo que para
todo par de puntos y, z de [a, d] a distancia menor o igual que ε0 se tenga

f ′(y)
f ′(z)

≤ 2

2− ε
y

g′(y)
g′(z)

≤ 2

2− ε
. (3.12)

Es fácil verificar la existencia de N ∈N tal que, para todo ω∈Ω y todo i≥0,
la longitud del intervalo hN+i(ω)(I) es menor o igual que ε0. Afirmamos
que (3.11) se cumple para C̄ = max{A, Ā}, donde

A = sup
x∈I,n≤N,ω∈Ω

hn(ω)
′(x) (2− ε)n

B
, Ā = sup

x,y∈I,ω∈Ω

hN (ω)′(x)
hN (ω)′(y) |I|

(2− ε

2

)N

.
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En efecto, si n≤N entonces (3.11) se cumple debido a la condición C̄≥A.
Para n>N fijemos y= y(n)∈ I tal que |hn(ω)(I)| = hn(ω)

′(y) |I|. Para
x ∈ I la distancia entre los puntos hN+i(ω)(x) y hN+i(ω)(y) es menor o
igual que ε0 para todo i ≥ 0. Luego, por (3.12),

hn(ω)
′(x)

hn(ω)′(y)
=

hN (ω)′(x)
hN (ω)′(y)

g′N+1(hN (ω)(x))

g′N+1(hN (ω)(y))
· · · g

′
n(hn−1(ω)(x))

g′n(hn−1(ω)(y))

≤ hN (ω)′(x)
hN (ω)′(y)

( 2

2− ε

)n−N

,

por lo que

hn(ω)
′(x) ≤ hN (ω)′(x)

hN (ω)′(y)
|hn(ω)(I)|

|I|
( 2

2− ε

)n−N

≤ hN (ω)′(x)
hN (ω)′(y)

B

|I| 2n
( 2

2− ε

)n−N

≤ BC̄

(2− ε)n
,

donde la última desigualdad se desprende de la condición C̄ ≥ Ā. ¤

Para verificar la persistencia de la contracción diferenciable más allá del
intervalo I haremos uso de un argumento “dual” al precedente. Fijemos
una constante ε1>0 suficientemente pequeña de modo que para todo y, z
en [a, d] a distancia menor o igual que ε1 se tenga

f ′(y)
f ′(z)

≤ 2− ε

2− 2ε
y

g′(y)
g′(z)

≤ 2− ε

2− 2ε
. (3.13)

Lema 3.25. Sean C ≥ 1, ω = (g1, g2, . . .) ∈ Ω y x ∈ [a, d] tales que

hn(ω)
′(x) ≤ C

(2− ε)n
para todo n ≥ 0. (3.14)

Si y ∈ [a, d] es tal que dist(x, y) ≤ ε1/C y n ≥ 0 entonces

hn(ω)
′(y) ≤ C

(2− 2ε)n
. (3.15)

Demostración. Verificaremos la desigualdad (3.15) por inducción. Para
n = 0 ella tiene lugar debido a la condición C ≥ 1. Admitamos que ella sea
válida para todo j∈{0, . . . , n}, y hagamos yj = hj(ω)(y) y xj = hj(ω)(y).
Supongamos que y ≤ x (el caso y ≥ x es análogo). Cada punto yj pertenece
entonces al intervalo hj(ω)([x− ε1/C, x]). Por la hipótesis de inducción,

∣∣hj(ω)([x− ε1/C, x])
∣∣ ≤ C

(2− 2ε)j
∣∣[x− ε1/C, x]

∣∣ ≤ C
ε1
C

= ε1.
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De la definición de la constante ε1 se concluye que para todo j ≤ n se tiene
g′j+1(yj) ≤ g′j+1(xj)

(
2−ε
2−2ε

)
. Por lo tanto, debido a la hipótesis (3.14),

hn+1(ω)
′(y) = g′1(y0) · · · g′n+1(yn) ≤ g′1(x0) · · · g′n+1(xn)

( 2− ε

2− 2ε

)n+1

≤ C

(2− ε)n+1

( 2− ε

2− 2ε

)n+1

≤ C

(2− 2ε)n+1
,

lo cual concluye la verificación por inducción de (3.15). ¤

Estamos ahora en condiciones de completar la demostración de la proposi-
ción 3.23. Para ello notemos que, por el lema 3.24, si C es suficientemente
grande entonces la probabilidad del conjunto

Ω(C, ε)=
{
ω ∈ Ω : hn(ω)

′(x) ≤ C

(2− ε)n
para todo n ≥ 0 y todo x ∈ I

}

es positiva. Fijemos un tal C ≥ 1, hagamos ` =min{ε1/2C, |I|/2}, y de-
signemos por J la 2`-vecindad de I. El lema 3.25 implica que para todo
ω ∈ Ω(C, ε), todo n ≥ 0 y todo y ∈ J ,

hn(ω)
′(y) ≤ C

(2− 2ε)n
. (3.16)

Si J ′ designa la `-vecindad del intervalo I entonces la probabilidad del
conjunto

{
ω : hn(ω)(I) ⊂ J ′ \ I infinitas veces

}
es igual a 1. En con-

secuencia, y dado que ε < 1/2, existen ω ∈ Ω(C, ε) y m ∈ N tales que
hm(ω)(I) ⊂ J ′ \I y (2−2ε)m > C. Por (3.16), y puesto que ` ≤ |I|/2, esto
implica que hm(ω) env́ıa J sobre una de las dos componentes conexas de
J \ I de manera tal que hm(ω) posee un punto fijo en dicha componente,
el cual es hiperbólico (y pertenece a Λ). La prueba de la proposición 3.23
queda aśı concluida.

A partir de lo que precede vemos que para probar el teorema 3.22 basta
con verificar que todo pseudo-grupo de difeomorfismos unidimensionales y
de clase C1 sin probabilidad invariante posee elementos f y h que satis-
facen las propiedades (i) y (ii) del comienzo de esta sección (compare con
la proposición 2.54). Si bien esto es verdad incluso para pseudo-grupos de
homeomorfismos unidimensionales, la demostración involucra técnicas que
no queremos introducir en estas notas para no oscurecer la idea esencial
de la prueba: el lector interesado puede hallar la demostración completa
en [54]. En todo caso, para el caso de grupos actuando sobre el ćırculo sin
probabilidad invariante, la obtención de tales elementos es relativamente
sencilla: para acciones minimales ella se deduce directamente del teorema
de Hölder, mientras que para acciones con un minimal excepcional se de-
duce de este mismo teorema aplicado a la acción sobre el ćırculo topológico
obtenido tras colapsar las componentes conexas del complemento de dicho
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minimal. En la sección siguiente veremos sin embargo que para grupos de
difeomorfismos de clase C1 del ćırculo vale una versión considerablemente
más fuerte del teorema: dichos grupos possen elementos cuyos puntos fijos
(existen y) son todos hiperbólicos.

Ejercicio 3.26. Anticipando el resultado principal de la sección siguiente, pruebe
que todo grupo Γ de difeomorfismos de clase C1+lip del ćırculo sin probabilidad
invariante contiene elementos con al menos 2d(Γ) puntos fijos hiperbólicos, la
mitad de ellos contractantes y la otra mitad dilatantes.

Sugerencia. Considere el caso minimal y fuertemente expansivo (el caso general
se reduce sin mayor problema a éste). Pruebe que Γ contiene dos elementos f
y g de modo que para cierto intervalo I = [a, b] se tiene g(I) ∪ g−1(I)⊂ S1 \ I,
limn→∞ fn(x) = b y limn→∞ f−n(x) = a para todo x ∈ S1 \ I. Para ε > 0 sufi-
cientemente pequeño aplique (una ligera modificación de) la técnica de Schwartz
a las sucesiones de composiciones (fng) y (g−1f−n) sobre los intervalos [a, a+ ε]
y g−1([b− ε, b]).

Notemos que la hipótesis de no existencia de medida de probabilidad in-
variante asumida a lo largo de esta sección es necesaria para la validez
del teorema 3.22. Un contra-ejemplo “poco interesante” lo constituye
(el grupo generado por) un difeomorfismo con puntos fijos indiferentes.
Contra-ejemplos mucho más interesantes vienen dados por difeomorfismos
de clase C1 (o mejor aún de clase C1+τ ) del ćırculo con número de rotación
irracional y órbitas no densas (en tal caso el soporte de la medida invariante
coincide con conjunto de Cantor invariante; vea la sección 1.4 del caṕıtulo
4 para la construcción de tales difeomorfismos). Estos últimos ejemplos
muestran que el enunciado del teorema 3.15 no es válido para grupos de
difeomorfismos de clase C1+τ del ćırculo. El caso C1+va es sin embargo es-
pecial. Es muy probable que la proposición a seguir sea válida de manera
más general para pseudo-grupos de difeomorfismos de clase C1+va y que
preservan un minimal excepcional (compare con [59]).

Proposición 3.27. Si Γ es un grupo finitamente generado de difeomor-
fismos de clase C1+va del ćırculo que preserva un minimal excepcional,
entonces Γ posee elementos con puntos fijos hiperbólicos.

Demostración. Basta probar que el grupo Γ no puede preservar una me-
dida de probabilidad, pues esto permite aplicar el teorema 3.22. Ahora bien,
si Γ preserva una medida de probabilidad, entonces es semiconjugado a un
grupo de rotaciones. Como suponemos que Γ es finitamente generado, al
menos uno de sus generadores debiese tener número de rotación irracional.
Sin embargo, la existencia de dicho elemento está en contradicción con el
teorema de Denjoy. ¤

Como ya adelantamos, una consecuencia del resultado a ser presentado
en la sección a venir es que, bajo las hipótesis de la proposición 3.27, Γ
posee elementos cuyos puntos fijos (existen y) son todos hiperbólicos.



98 Andrés Navas

2.3 Una versión C1 v́ıa exponentes de Lyapunov

Para grupos de difeomorfismos de clase C1 del ćırculo es posible dar una
versión global y optimal del teorema de Sacksteder. Recordemos que cada
grupo Γ de homeomorfismos del ćırculo sin probabilidad invariante tiene
naturalmente asociado un grado d(Γ) ∈ N (vea la sección 3.1, caṕıtulo 2).

Teorema 3.28. Si Γ es un subgrupo finitamente generado de Difeo1+(S
1)

sin medida de probabilidad invariante, entonces Γ posee elementos cuyos
puntos fijos son todos hiperbólicos. De manera más precisa, Γ contiene
elementos con 2d(Γ) puntos fijos, la mitad de ellos hiperbólicamente con-
tractantes y la otra mitad hiperbólicamente dilatantes.

Para la prueba de este teorema los métodos probabiĺısticos serán nueva-
mente muy útiles. Sea Γ un subgrupo finitamente generado de Difeo1+(S

1)
provisto de una medida de probabilidad p no degenerada y de soporte finito.
Sea µ una probabilidad estacionaria (respecto a p) sobre S1, y consideremos
la transformación T de Ω× S1 dada por

T (ω, x) =
(
σ(ω), h1(ω)(x)

)
.

Como T preserva P×µ, una aplicación directa del teorema ergódico de
Birkhoff [126] a la función (ω, x) 7→ log

(
h1(ω)

′(x)
)
muestra que, para µ-

casi todo punto x ∈ S1 y para P-casi todo camino aleatorio ω en Ω, el ĺımite
siguiente existe:

λ(ω,x)(µ) = lim
n→∞

log
(
hn(ω)

′(x)
)

n
.

Dicho valor será llamado exponente de Lyapunov de (ω, x). El siguiente
teorema ergódico aleatorio de Kakutani será esencial en lo que sigue (el
lector puede consultar [66] ó [111] para mayores detalles).

Teorema 3.29. Si la medida de probabilidad estacionaria µ es ergódica,
es decir, si ella no puede ser escrita como una combinación convexa no
trivial de dos medidas estacionarias distintas, entonces la transformación
T es ergódica respecto a P×µ.

Demostración. Sea ψ : Ω × S1 → R una función integrable e invariante
por T . Debemos probar que ψ es casi ciertamente constante. Para cada
n ≥ 0 denotemos ψn la esperanza condicional de ψ dadas las primeras n
entradas de ω ∈ Ω. Tenemos entonces

ψ0(ω, x) = E(ψ1)(ω, x).

Como ψ es invariante por T , para cada n ∈ N tenemos

ψ(ω, x) = ψ
(
σn(ω), hn(ω)(x)

)
,
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de donde se deduce fácilmente que

ψn(ω, x) = ψn−1

(
σ(ω), h1(ω)(x)

)
= . . . . . . = ψ0

(
σn(ω), hn(ω)(x)

)
. (3.17)

Concluimos entonces que

ψ0(ω, x) = E(ψ0)(σ(ω), h1(ω)(x)).

Ahora bien, puesto que la función ψ0(ω, x) no depende de ω, podemos es-
cribir ψ0(ω, x) = ψ̄(x), y la igualdad anterior nos indica que ψ̄ es invariante
por el operador de difusión. Afirmamos que esto implica que la función ψ̄
es (casi ciertamente) constante (respecto a µ). Antes de verificar esto note-
mos que, debido a (3.17), esta afirmación implica que todas las funciones
ψn son constantes, por lo que la función ĺımite ψ también es constante,
concluyendo aśı la prueba de la ergodicidad de T .

Para probar que ψ̄ es constante supongamos lo contrario y escojamos
c ∈ R de modo que los conjuntos S+ = {ψ̄ ≥ c} y S− = {ψ̄ < c} ten-
gan µ-medida positiva. La invariancia por difusión de ψ̄ y de µ permiten
verificar sin mayor dificultad que dichos conjuntos son invariantes por la
acción. Ello se traduce en el hecho que µ = µXS+

+ µXS− es una des-
composición convexa no trivial de la medida estacionaria µ, contradiciendo
nuestra hipótesis. ¤

Si T es ergódica entonces el exponente de Lyapunov es P× µ-casi cons-
tante e igual a

λ(µ) =

∫

Ω

∫

S1

log
(
h1(ω)

′(x)
)
dµ(x) dP(ω) =

∫

Γ

∫

S1

log
(
g′(x)

)
dµ(x) dp(g).

Notemos por otra parte que si p es simétrica y la medida estacionaria µ es
invariante por la acción de Γ, entonces el exponente de Lyapunov λ(ω,x)(µ)
es nulo para casi todo (ω, x). En efecto, si µ es invariante entonces la
transformación de Ω × S1 definida por (ω, x) 7→

(
ω, h1(ω)

−1(x)
)
preserva

P×µ. Dada la simetŕıa de p, esto implica que λ(µ) coincide con

∫

Ω

∫

S1

log
(
h1(ω)

′(x)
)
dµ(x) dP(ω)=

∫

Ω

∫

S1

log
(
h1(ω)

′(h1(ω)
−1(x))

)
dµ(x) dP(ω)

=−
∫

Ω

∫

S1

log
(
(h1(ω)

−1)′(x)
)
dµ(x) dP(ω)=−

∫

Γ

∫

S1

log
(
(g−1)′(x)

)
dµ(x) dp(g),

es decir, λ(µ) = −λ(µ). En conclusión, si µ es invariante y ergódica,
entonces su exponente de Lyapunov es nulo. El caso general se deduce por
un argumento estándar de descomposición ergódica [66, 111].

La proposición siguiente (la cual admite una versión general para fo-
liaciones de codimensión 1; vea [53]) puede ser vista como una suerte de
rećıproca de la observación precedente.
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Proposición 3.30. Si p es (no degenerada, a soporte finito y) simétrica
y Γ no preserva ninguna medida de probabilidad sobre el ćırculo, entonces
el exponente de Lyapunov de la única medida estacionaria es negativo.

Antes de dar la prueba de esta proposición explicaremos cómo obtener el
teorema 3.28 a partir de ella. Supongamos por ejemplo que la acción de Γ
sea minimal y verifique la propiedad de expansividad fuerte (i.e., d(Γ) = 1;
vea la sección 3.1 del caṕıtulo 2). En tal caso, sabemos que para todo ω
perteneciente a un subconjunto Ω∗ de probabilidad total de Ω, el coeficiente
de contracción contr(hn(ω)) converge a 0 cuando n tiende al infinito. Esto
se traduce por el hecho que para todo ω ∈ Ω∗ existen dos intervalos cerrados
In(ω) y Jn(ω) cuyas longitudes tienden a 0 y hn(ω)

(
S1 \ In(ω)

)
= Jn(ω).

Además, In(ω) converge a un punto ς+(ω), de modo que la aplicación
ς+ : Ω∗ → S1 aśı definida es medible. Si In(ω) y Jn(ω) son disjuntos en-
tonces los puntos fijos de hn(ω) están en el interior de estos dos intervalos.
Para demostrar la unicidad y la hiperbolicidad de al menos el punto fijo
situado en Jn(ω) (i.e., del punto fijo contractante), es natural tratar de usar
la negatividad del exponente de Lyapunov. Sin embargo, se presentan dos
dificultades técnicas: los intervalos In(ω) y Jn(ω) no son necesariamente
disjuntos, y la “rapidez” de contracción local depende del punto inicial
(ω, x). Para soslayar el primer problema basta observar que los “tiempos”
n∈N para los cuales In(ω)∩Jn(ω) 6= ∅ son muy esporádicos (la densidad de
este conjunto de enteros es genéricamente igual a 0). La segunda dificultad
es superada usando el hecho que la transformación T es ergódica, lo cual
implica que casi todo punto inicial (ω, x) caerá en cierto momento sobre un
punto para el cual la rapidez de contracción está bien controlada. Remar-
quemos finalmente que, para probar la unicidad e hiperbolicidad del punto
fijo dilatante, es necesario aplicar un argumento análogo al que precede a
las composiciones de los inversos y en el orden opuesto (compare con el ejer-
cicio 3.26). Para ello se puede pasar a las distribuciones en tiempo finito.
En efecto, como la probabilidad p es supuesta simétrica, las distribuciones
de ambos procesos iterativos aleatorios coinciden para todo tiempo finito.
Si la acción es minimal y d(Γ) > 1 entonces los argumentos precedentes

pueden ser aplicados “pasando a un recubrimiento finito”. Finalmente, si
hay un minimal excepcional, entonces podemos razonar de manera análoga
“sobre dicho minimal”. La formalización de estas ideas no representa
mayor dificultad técnica, y no desarrollaremos en detalle la prueba para no
oscurecer nuestra presentación: el lector interesado puede consultar [54].
Señalemos en todo caso que de los argumentos contenidos en dicho art́ıculo
se desprende que un enunciado conciso del teorema queda plasmado en la
afirmación siguiente: si para d∈N designamos por Dd(S

1) al conjunto de
los difemorfismos de clase C1 del ćırculo que poseen exactamente 2d puntos
periódicos y todos ellos son hiperbólicos, entonces

P
[
lim

n→∞
1

N
card

{
n∈{1, . . . , N} : hn(ω) ∈ Dd(Γ)(S

1)
}
= 1

]
= 1.
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Ejercicio 3.31. Siguiendo (parte de) los argumentos precedentes, pruebe que
todo grupo Γ de homeomorfismos de S1 sin probabilidad invariante contiene ele-
mentos con al menos 2d(Γ) puntos fijos. Dé un ejemplo de un tal grupo de modo
que, para todo elemento que admita puntos fijos, el número de tales puntos sea
estrictamente mayor a 2d(Γ).
Observación. Ignoramos si el grupo de los homeomorfismos afines por partes del
ćırculo contiene ejemplos como los pedidos anteriormente.

Pasemos ahora a la demostración de la proposición 3.30. Notemos

ψ(x) =

∫

Γ

log
(
g′(x)

)
dp(g)

y supongamos por contradicción que λ(µ) ≥ 0, es decir
∫

S1

ψ(x) dµ(x) ≥ 0. (3.18)

Probaremos en tal caso que Γ preserva una medida de probabilidad, con-
tradiciendo aśı nuestra hipótesis. Para esto nos valdremos de un lema ins-
pirado de la teoŕıa de los ciclos foliados de Sullivan [195] (vea también
[74]). Recordemos que el laplaciano ∆ζ de un función real y continua ζ es
definido por ∆ζ = Dζ − ζ, donde D denota el operador de difusión (2.9).
La función ψ es armónica si su laplaciano es idénticamente nulo (compare
con el ejercicio 2.90).

Lema 3.32. Bajo la hipótesis (3.18), existe una sucesión de funciones
continuas ζn definidas sobre el ćırculo tales que, para todo entero n ∈ N y
todo punto x ∈ S1,

ψ(x) + ∆ζn(x) ≥ − 1

n
. (3.19)

Demostración. Notemos C(S1) el espacio de las funciones continuas so-
bre el ćırculo. Sea E el subespacio formado por las funciones que aparecen
como el laplaciano de alguna función de C(S1), y sea C+ el cono convexo
de las funciones no negativas. Debemos probar que si ψ satisface (3.18),
entonces su imagen por la proyección π : C(S1) → C(S1)/Ē está contenida
en π(C+). Supongamos que éste no sea el caso. En tal situación, el teo-
rema de separación de Hahn-Banach muestra la existencia de un funcional
lineal continuo Ī : C(S1)/Ē → R tal que Ī(π(ψ)) < 0 ≤ Ī(π(η)) para toda
η ∈ C+. Evidentemente, Ī induce un funcional continuo I : C(S1) → R
idénticamente nulo sobre E y tal que I(ψ) < 0 ≤ I(η) para toda η ∈ C+.
Afirmamos que existe una constante c∈R tal que I= c µ (estamos iden-
tificando las medidas de probabilidad a los funcionales lineales que ellas
definen sobre el espacio de las funciones continuas por integración). Para
probar esto comencemos observando que, como I es nulo sobre E, para toda
ζ ∈ C(S1) se tiene

〈DI, ζ〉 = 〈I, Dζ〉 = 〈I,∆ζ + ζ〉 = 〈I, ζ〉,
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es decir, I es invariante por (el operador dual a) la difusión. Suponga-
mos que la descomposición de Hahn de I pueda ser expresada de la forma
I = αν1 − βν2, donde ν1 y ν2 son medidas de probabilidad a soportes
disjuntos, α > 0 y β > 0. En tal caso la igualdad DI = I y la unicidad
de la descomposición de Hahn de DI muestran que ν1 y ν2 también son
invariantes por la difusión. En consecuencia, ν1 = ν2 = µ, lo cual con-
tradice el hecho que los soportes de ν1 y ν2 son disjuntos. El funcional I se
expresa entonces de la forma I = c ν para alguna medida de probabilidad
ν del ćırculo, y la igualdad I = DI implica que ν = µ.

Observemos ahora que, como

0 > I(ψ) = c µ(ψ) = c

∫

S1

ψ(x) dµ(x),

la hipótesis (3.18) implica que µ(ψ) > 0 y c < 0. Por otro lado, la función
constante e igual a 1 pertenece a C+, por lo que c = I(1) ≥ 0. Esta
contradicción concluye la demostración. ¤

Volviendo a la prueba de la proposición 3.30 comencemos observando
que, sumando una constante cn a cada ζn si es necesario, podemos suponer
que la integral de exp(ζn) es igual a 1 para todo n∈N. Consideremos las
medidas de probabilidad νn sobre el ćırculo definidas por

dνn(s)

ds
= exp

(
ζn(s)

)
,

y fijemos una subsucesión νni
que converja a una medida de probabilidad

ν sobre S1. Probaremos que esta medida ν es invariante por Γ.
Verifiquemos primeramente que ν es una medida estacionaria. Para ello,

notemos que si designamos por Jacn(g) la derivada de Radon-Nikodym de
g ∈ Γ respecto a νn, entonces la relación (3.19) implica, para todo x ∈ S1,
∫

Γ

log
(
Jacn(g)(x)

)
dp(g) =

∫

Γ

log
(
g′(x)

)
dp(g) +

∫

Γ

[
ζn(g(x))− ζn(x)

]
dp(g)

= ψ(x) + ∆ζn(x) ≥ − 1

n
.

Observemos ahora que, puesto que el (dual del) operador de difusión actúa
continuamente en el espacio de las medidas de probabilidad del ćırculo, la
sucesión de medidas Dνni

converge débilmente hacia la medida Dν. Ahora
bien, la difusión de νn es una medida absolutamente continua respecto a
νn cuya densidad se expresa de la forma

dDνn(x)

d νn(x)
=

∫

Γ

Jacn(g
−1)(x) dp(g) =

∫

Γ

Jacn(g)(x) dp(g).

Por la concavidad de la función logaritmo tenemos

dDνni
(x)

d νni
(x)

≥ exp

(∫

Γ

log
(
Jacni

(g)(x)
)
dp(g)

)
≥ exp(−1/ni),
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es decir,Dνni
≥ exp(−1/ni) νni

. Pasando al ĺımite obtenemos Dν ≥ ν, y
como ν y Dν tienen la misma masa total (finita), ellas son iguales: ν es
por lo tanto estacionaria.

Estamos ahora en condiciones de completar la prueba de la invariancia
de ν. Para ello, fijemos un intervalo J tal que ν(J) > 0 y consideremos
las funciones ψn,J : Γ →]0, 1] definidas por ψn,J (g) = νn

(
g(J)

)
. De las

igualdades

∆log(ψn,J )(id)=

∫

Γ

log
(νn(g(J))

νn(J)

)
dp(g)=

∫

Γ

log
(∫

J

Jacn(g)(x)
dνn(x)

νn(J)

)
dp(g)

se deduce que

∆ log(ψn,J )(id) ≥
∫

Γ

(∫

J

log
(
Jacn(g)(x)

) dνn(x)
νn(J)

)
dp(g)

=

∫

J

(∫

Γ

log
(
Jacn(g)(x)

)
dp(g)

) dνn(x)

νn(J)
≥ − 1

n
.

Notemos que esto es válido para todo intervalo J satisfaciendo ν(J) > 0.
Debido a las relaciones ψn,J (gf) = ψn,f(J)(g), esto implica que el lapla-
ciano de log(ψn,J ) está minorado por −1/n en todo elemento de Γ. Por
lo tanto, si ψJ es el ĺımite de la sucesión de funciones ψni,J , es decir,
ψJ (g) = ν

(
g(J)

)
, entonces la función log(ψJ ) es supra-armónica (i.e su

laplaciano es no negativo). Por otra parte, puesto que p es simétrica, ψJ

es armónica. En conclusión, para todo elemento f ∈ Γ las desigualdades
que figuran más abajo deben ser igualdades:

log(ψJ )(f) ≤
∫

Γ

log(ψJ )(gf) dp(g) ≤ log
(∫

Γ

ψJ (gf) dµ(g)
)
= log(ψJ )(f).

Lo anterior implica que la función ψJ es constante. Ahora bien, como el
intervalo verificando ν(J) > 0 era arbitrario, deducimos que la medida ν
es invariante por todos los elementos de Γ. La proposición 3.30 queda aśı
demostrada.

3 Primer teorema de Duminy: no existencia
de minimal excepcional

3.1 Presentación del resultado

Los subgrupos de un grupo no discreto generados por elementos cercanos
a la identidad tienden a tener una dinámica sencilla. Un resultado clásico
que ilustra este fenómeno es el lema de Zazenhäus, el cual estipula que en
todo grupo de Lie existe una vecindad de la identidad tal que todo grupo
discreto generado por elementos de dicha vecindad es nilpotente.
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Otro teorema bien conocido en la misma dirección es la desigualdad de
Jørgensen, según la cual si f y g son elementos de PSL(2,R) que generan
un grupo de segunda especie entonces

|tr2(f)− 4|+ |tr([f, g])− 2| > 1,

donde tr es la traza de la matriz respectiva [10, 109]. En esta misma
dirección, Marden [127] probó que existe una constante universal ε0 > 0
tal que para todo grupo fuchsiano no elemental Γ, todo sistema de ge-
neradores G de Γ y todo punto u del disco de Poincaré, existe g∈G satis-
faciendo dist(u, g(u)) ≥ ε0. Este resultado fue posteriormente extendido
por Margulis a los grupos discretos de isometŕıas de espacios hiperbólicos
de dimensión arbitraria (la desigualdad de Margulis continúa siendo válida
para el caso de espacios a curvatura negativa más generales: vea [8]).

Para el caso de grupos de difeomorfismos se dispone de una gama de
resultados análogos interesantes, especialmente en el caso real-anaĺıtico [15,
56, 76, 173, 174]. Una de las fuentes de inspiración para ellos es un hermoso
teorema obtenido por Duminy alrededor del año 1977, y cuya demostración
nunca fue publicada por dicho autor.

Teorema 3.33. Existe una constante universal V0 > 0 que verifica la
siguiente propiedad: si Γ es un subgrupo de Difeo1+va

+ (S1) generado por
un conjunto G (no necesariamente finito) de difeomorfismos tales que al
menos uno de ellos tenga un número finito de puntos periódicos, y tales
que V (g) < V0 para todo g ∈ G, entonces Γ no admite minimal excepcional.

Observe que la condición V (g) < V0 significa que las aplicaciones de G
están cercanas a rotaciones: la igualdad V (g) = 0 es verificada si y sólo si g
es una rotación. En cuanto a la hipótesis de existencia de un generador con
puntos periódicos aislados, señalemos al menos que ella es “genéricamente”
satisfecha [133]. Es muy probable que en realidad se trate sólo de una
hipótesis técnica y que el teorema siga siendo válido sin ella; esto ocurre
por ejemplo en el caso real-anaĺıtico (vea el ejercicio 3.39).

Recordemos que si f es un difeomorfismo de clase C1+va e I es un inter-
valo, entonces V (f ; I) designa la variación total del logaritmo de la derivada
de la restricción de f a I. Es importante insistir en que para todo f y g de
clase C1+va se tiene la desigualdad

V (f ◦ g; I) ≤ V (g; I) + V (f ; g(I)), (3.20)

aśı como la igualdad

V (f−1; I) = V (f ; f−1(I)). (3.21)

En particular, esta última relación implica V (g) = V (g−1). Por ello, no
hay pérdida de generalidad si para la prueba del teorema 3.33 se supone
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que G es simétrico (es decir, g−1 pertenece a G para todo g ∈ G). Por otra
parte, para todo par de intervalos I1 e I2 contenidos en I se tiene

|f(I2)|
|I2|

e−V (f ;I) ≤ |f(I1)|
|I1|

≤ |f(I2)|
|I2|

eV (f ;I). (3.22)

Observemos también que si f es un difeomorfismo del ćırculo entonces
existe necesariamente un punto p ∈ S1 tal que f ′(p) = 1, a partir de lo cual
se concluye fácilmente que

inf
x∈S1

f ′(x) ≥ e−V (f) y sup
x∈S1

f ′(x) ≤ eV (f). (3.23)

Notemos finalmente que de (3.1) y (3.23) se deduce que si g ∈Difeo2+(S
1)

satisface |g′′(x)| < δ para todo x ∈ S1 entonces V (g) < 2πδ exp(−δ). Esto
indica que la conclusión del teorema 3.33 se aplica para cierta constante
universal δ0 a los subgrupos de Difeo2+(S

1) generados por elementos g sa-
tisfaciendo |g′′(x)| ≤ δ0 para todo x ∈ S1 (al menos cuando uno de los
generadores tiene un número finito de puntos periódicos). De la misma
manera, el lector no debiese tener problemas en adaptar los argumentos
dados a continuación para grupos de homeomorfismos afines por partes del
ćırculo generados por elementos cercanos a rotaciones.

3.2 Una aplicación de primer retorno dilatante

La demostración del teorema de Duminy está basada en un trabajo de di-
cho autor sobre las órbitas semi-excepcionales de foliaciones de codimensión
1 que nosotros abordaremos más adelante. El lema que presentamos a con-
tinuación ha sido transcrito de un manuscrito no publicado de Duminy (vea
sin embargo [147]).

Lema 3.34. Sean a, b, b′, c puntos de la recta tales que a<c<b y a<b′<b.
Sean f : [a, c] → [a, b] y g : [c, b] → [a, b′] dos difeomorfismos de clase C1+va

tales que f(x) > x para todo x 6= a y g(x) < x para todo x (vea la figura
17). Supongamos que para ciertos m,n en N y [u, v] ⊂ [c, b] la aplicación
H̄ = g−n◦f−m está definida en todo [u, v]. Entonces se tiene la desigualdad

H̄(v)− H̄(u)

v − u
≤ H̄(v)− f−1(H̄(v))

v − f−1(v)

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)
eV (f ;[a,c])+V (g;[c,b]).

(3.24)

Demostración. Denotemos por comodidad f̄=f−1 y ḡ=g−1 (vea la figura
18). Recordemos que V (f̄ ; [a, b]) = V (f ; [a, c]) y V (ḡ; [a, b′]) = V (g; [c, b]).
Debemos entonces probar la desigualdad

H̄(v)− H̄(u)

v − u
≤ H̄(v)− f̄(H̄(v))

v − f̄(v)

(
1− inf

x∈[a,b]
f̄ ′(x)

)
eV (f̄ ;[a,b])+V (ḡ;[a,b′]).

(3.25)
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Para este efecto, notemos en primer lugar que

V
(
f̄m; [f̄(v), v]

)
≤

m−1∑

k=0

V
(
f̄ ; [f̄k−1(v), f̄k(v)]

)
≤ V

(
f̄ ; [a, b]

)
.

Como f̄(v) ≤ c ≤ u < v, tenemos

f̄m(v)− f̄m(u)

v − u
≤ f̄m(v)− f̄m+1(v)

v − f̄(v)
eV (f̄m;[f̄(v),v])

≤ f̄m(v)− f̄m+1(v)

v − f̄(v)
eV (f̄ ;[a,b]).

Además,

f̄m+1(v)− a = f̄(f̄m(v))− f̄(a) ≥ (f̄m(v)− a) · inf
x∈[a,b]

f̄ ′(x),

de donde se obtiene

f̄m(v)− f̄m+1(v) ≤ (f̄m(v)− a)

(
1− inf

x∈[a,b]
f̄ ′(x)

)
.

Se deduce entonces que

f̄m(v)− f̄m(u)

v − u
≤ f̄m(v)− a

v − f̄(v)

(
1− inf

x∈[a,b]
f̄ ′(x)

)
eV (f̄ ;[a,b]). (3.26)

Puesto que a ≤ f̄m(u) < f̄m(v) ≤ c = ḡ(a) y ḡn está definida en todo el
intervalo [f̄m(u), f̄m(v)], argumentos análogos muestran que

ḡn(f̄m(v))− ḡn(f̄m(u))

f̄m(v)− f̄m(u)
≤ ḡn(f̄m(v))− ḡn(a)

f̄m(v)− a
eV (ḡ;[a,b′]). (3.27)

De (3.26) y (3.27) se concluye que (H̄(v)− H̄(u))/(v−u) está acotado por

H̄(v)− f̄(H̄(v))

v − f̄(v)

H̄(v)− ḡ(a)

H̄(v)− f̄(H̄(v))

(
1− inf

x∈[a,b]
f̄ ′(x)

)
eV (f̄ ;[a,b])+V (ḡ;[a,b′]).

La desigualdad (3.25) se desprende inmediatamente de lo anterior, gracias
a que f̄(H̄(v)) ≤ c = ḡ(a). ¤

a bc
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g

Figura 17
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Dadas dos aplicaciones f, g como las del lema 3.34, para cada x ∈]c, b]
existe un entero positivo n = n(x) tal que gn−1(x) ∈]c, b] y gn(x) ∈]a, c].
Análogamente, para y∈]a, c] existe m = m(y) tal que fm−1(y) ∈]a, c] y
fm(y) ∈]c, b]. Definimos la aplicación de primer retorno H :]c, b] →]c, b]
por

H(x) = fm(gn(x)(x)) ◦ gn(x)(x).
Observe que el conjunto de los puntos de discontinuidad de esta aplicación
es {g−1(f−j(c)) : j ∈ N}. En particular, para todo ε > 0, la intersección
de este conjunto con [c+ ε, b] es finita. Por comodidad denotamos

C(f) =
supx∈[c,b](x− f̄(x))

infx∈[c,b](x− f̄(x))
. (3.28)

Proposición 3.35. Bajo las hipótesis del lema 3.34, suponga además que

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)
eV (f ;[a,c])+V (g;[c,b]) < 1. (3.29)

Entonces para todo κ>1 existe N ∈N tal que (HN )′(x)>κ para todo punto
x perteneciente al conjunto de puntos de diferenciabilidad de HN .

Demostración. Sea N ∈ N tal que

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)N

eN(V (f ;[a,c])+V (g;[c,b])) <
1

κ · C(f)
. (3.30)

Afirmamos que cada rama de la aplicación HN es κ-dilatante. Para probar
esto, sea x un punto de una de las componentes conexas del dominio de
diferenciabilidad de HN . Fijemos un intervalo [x− ε, x] contenido en esta
componente, hagamos [u0, v0] = [x − ε, x], y para j ∈ {1, . . . , N − 1} de-
notemos [uj , vj ]=Hj([u0, v0]). La desigualdad (3.24) aplicada a H̄=H−1

muestra que

vj − uj

vj+1 − uj+1
≤ vj − f−1(vj)

vj+1 − f−1(vj+1)

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)
eV (f ;[a,c])+V (g;[c,b]).

Tomando el producto desde j = 0 hasta j = N − 1 obtenemos

v0 − u0

vN − uN
≤ v0 − f−1(v0)

vN − f−1(vN )

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)N

eN(V (f ;[a,c])+V (g;[c,b])).

De (3.30) se concluye que (HN (x)−HN (x− ε))/ε > κ, y como esta des-
igualdad vale para todo ε > 0 pequeño, se deduce que (HN )′(x)>κ. ¤
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Proposición 3.36. Si f y g satisfacen las hipótesis de la proposición 3.35,
entonces todas las órbitas del pseudo-grupo generado por estas aplicaciones
son densas en ]a, b[.

Demostración. Supongamos lo contrario y consideremos una órbita del
pseudo-grupo que no sea densa en ]a, b[. Es fácil verificar entonces que los
puntos a, c y b pertenecen al cierre de dicha órbita. Luego, si escogemos
una componente conexa ]u, v[ del complemento de dicho cierre contenida en
]c, b[ y de longitud maximal, entonces la proposición precedente establece
que, para N suficientemente grande HN (]u, v[) posee una longitud aún
mayor, lo cual es absurdo. ¤

A primera vista, las estimaciones anteriores podŕıan parecer demasiado
técnicas. Para comprenderlas un poco mejor se puede considerar el caso
particular en que las aplicaciones f y g son afines, digamos f(x) = λx,
con λ > 1, y g(x) = η(x − 1/λ). En tal caso, para cada n ∈ N la res-
tricción de la aplicación de primer retorno H : [1/λ, 1] → [1/λ, 1] al inter-
valo g−1

(
[1/λn+1, 1/λn]

)
viene dada por H(x) = fn ◦ g(x). Puesto que

para todo x ∈ g−1
(
[1/λn+1, 1/λn]

)
se tiene

1

λn
≥ η

(
1− 1

λ

)
≥ 1

λn+1
,

se deduce que

H ′(x) = ηλn ≥ 1

λ− 1
=

1

λ(1− 1/λ)
. (3.31)

Notemos por otra parte que C(f) = λ. La desigualdad (3.31) puede en-
tonces ser escrita de la forma

H ′(x) ≥ 1

C(f)
(
1− 1

sup
x∈[0,1/λ]

f ′(x)

) .

Como los valores de V (f) y V (g) son nulos en el caso af́ın, la similitud
entre esta última desigualdad y aquéllas que han aparecido a lo largo de
esta sección es evidente.

Ejercicio 3.37. Enuncie y demuestre una proposición englobando el principio
siguiente: si la derivada de f está cercana a 1 y la variación V (f ; [a, c]) es pequeña,
entonces la constante C(f) definida por (3.28) está cercana a 1.

Ejercicio 3.38. Mediante variaciones del segundo ejemplo de la sección 1 (caṕıtu-
lo 2) muestre la “optimalidad” de la proposición 3.36 cuando se impone a priori la
condición V (g) = 0; verifique que en tal caso el parámetro ĺımite es (un múltiplo
entero de) log(2). Modifique luego este ejemplo para mostrar la optimalidad de
la misma proposición bajo la imposición V (f) = V (g); muestre que en este caso
el parámetro ĺımite es (un múltiplo entero de) el logaritmo del número de oro.
Para mayores detalles vea [147].
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3.3 Prueba del teorema

Para ilustrar la idea de la demostración del teorema 3.33, supongamos
que un grupo actúe sobre el ćırculo preservando un minimal excepcional Λ y
que dos generadores f y g estén relacionados como en la figura 17 sobre un
subintervalo [a, b] de S1 cuyo interior intersecta a Λ. En tal caso, razonando
como en la prueba del corolario 3.36 concluimos que debe satisfacerse la
desigualdad contraria a (3.29), es decir

(
1− 1

sup
x∈[a,c]

f ′(x)

)
eV (f ;[a,c])+V (g;[c,b]) ≥ 1. (3.32)

Por (3.23), esta desigualdad implica

(1− e−V (f)) eV (f ;[a,c])+V (g;[c,b]) ≥ 1.

Si V (f) < V0 y V (g) < V0 entonces (1− e−V0) e2V0 > 1, es decir,

e2V0 − eV0 − 1 > 0,

lo cual es imposible si V0 ≤ log
(
(
√
5 + 1)/2

)
(la aparición del número de

oro no es misteriosa, pues esta constante estaŕıa al parecer relacionada a la
constante optimal del teorema: compare con el ejercicio 3.38).

Lamentablemente, la prueba para el caso general presenta ciertos pro-
blemas técnicos, pues no existen necesariamente dos generadores para los
cuales el argumento anterior sea aplicable. Por ejemplo, hemos visto que el
grupo modular puede actuar sobre S1 admitiendo un minimal excepcional,
y los generadores de tal grupo son de orden finito... Es por esta razón
que la hipótesis de un generador con puntos periódicos aislados se nos hace
necesaria para nuestra demostración.

Demostración del teorema 3.33. Supongamos que Γ admita un mini-
mal excepcional Λ. Por el teorema de Denjoy, el conjunto de los puntos
periódicos de cada elemento de Γ es no vaćıo. Por hipótesis, existe un
generador g ∈ G cuyos puntos periódicos son aislados. Denotemos Per∗(g)
al conjunto de tales puntos, y definamos P(g) = Per∗(g) ∩ Λ. Observe
que el conjunto P(g) no es vaćıo. En efecto, si los puntos periódicos de g
son de orden k y p∗ ∈ Λ no es punto fijo de gk, entonces limj→∞ gjk(p∗)
y limj→∞ g−jk(p∗) son puntos fijos de gk contenidos en Λ... Definamos
G=gk ∈ Γ.

Afirmamos que existe un punto p ∈ P(g) y un elemento f ∈ G tales
que f(p) ∈ S1 \ P(g). En efecto, en caso contrario el conjunto P(g) seŕıa
invariante por Γ, contradiciendo la minimalidad de Λ.

Designemos por u y v los puntos periódicos de g a izquierda y derecha de
f(p) respectivemente. La aplicación F = f ◦ gk ◦ f−1 posee un punto fijo
en [u, v], a saber, f(p). Sean a el punto fijo de esta aplicación a izquierda
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de v, y q el punto fijo a derecha de a. Reemplazando G por G−1 y F por
F−1 si es necesario, podemos suponer que G(x) < x y F (x) > x para
todo x∈]a, v[ (vea la figura 19).

Afirmamos ahora que, si V0 es suficientemente pequeño, entonces el punto
b = F (G−1(a)) pertenece al intervalo ]a, v[. Para probar esto observamos
en primer lugar que

V
(
F−1; [a, q]

)
= V

(
F ; [a, q]

)
≤

k−1∑

j=0

V
(
f ◦ g ◦ f−1; f ◦ gj ◦ f−1([a, q])

)

≤ V (f ◦ g ◦ f−1) < 3V0.

De la misma manera se obtiene V
(
G−1; [u, v]

)
= V

(
G; [u, v]

)
< V0. Sean

x0∈]a, v[ e y0 ∈ (a, q) tales que

(F−1)′(x0) =
F−1(v)− a

v − a
y (F−1)′(y0) = 1.

Evidentemente tenemos
∣∣log(F−1)′(y0)− log(F−1)′(x0)

∣∣ ≤ V
(
F−1; [a, q]

)
,

y por lo tanto

F−1(v)− a > e−3V0(v − a). (3.33)

Por un argumento análogo se prueba que

v −G−1(a) > e−V0(v − a). (3.34)

Si b no estuviese en ]a, v[ entonces se tendŕıa F−1(v) ≤ G−1(a). Esto
implicaŕıa, por (3.33) y (3.34),

v − a ≥ (F−1(v)− a) + (v −G−1(a)) > (e−V0 + e−3V0) (v − a),

y por lo tanto e3V0 − e2V0 > 1, lo cual es imposible si V0 ≤ log(1.46557).
Los elementos F y G de Γ están entonces relacionados sobre el intervalo

[a, b] como en la figura 17. Obsérvese ahora que para todo x ∈ [a, q] se
tiene ∣∣log(F ′)(x)− log(F ′)(y0)

∣∣ ≤ V
(
F ; [a, q]

)
< 3V0,

por lo que

sup
x∈[a,c]

F ′(x) < e3V0 .

Para c = G−1(a), la desigualdad (3.32) applicada a F y G muestra que

3V0 +V0 > V
(
F ; [a, c]

)
+V

(
G; [c, b]

)
≥ log

( 1

1− 1
sup

x∈[a,c]
F ′(x)

)
> log

(
1

1− e−3V0

)
.

Luego, e4V0 − eV0 > 1, lo cual es imposible si V0 ≤ log(1.22074). ¤
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Ejercicio 3.39. Pruebe que para todo grupo Γ de homeomorfismos del ćırculo
que no es semiconjugado a un grupo de rotaciones y todo sistema de generadores
G existe un elemento en la bola BG(4) de radio 4 que no es semiconjugado a una
rotación. Usando esto concluya que el teorema de Duminy vale para grupos de
difeomorfismos anaĺıticos generados por elementos h satisfaciendo V (h) < V0, sin
importar si la hipótesis de existencia de un generador a puntos periódicos aislados
es o no satisfecha (vea [147] para mayores detalles).

Ejercicio 3.40. Pruebe que para todo g∈PSL(2,R) se tiene

V (g) = 4 dist(O, g(O)), (3.35)

donde O denota el origen (i.e., el punto (0, 0)) del disco de Poincaré. Concluya
que, para subgrupos de PSL(2,R), la afirmación del teorema de Duminy se deduce
del teorema de Marden o bien de la desigualdad de Margulis discutidos al inicio
de la sección 3.1.
Observación. Mediante aplicaciones sucesivas de la desigualdad de Jørgensen,
y utilizando algunos resultados de clasificación de grupos fuchsianos, Yamada
determinó el valor de la constante optimal para el teorema de Marden. Gracias
a la igualdad (3.35), una lectura atenta de [210] permite entonces verificar que
el valor optimal para la constante V0 del teorema de Duminy para subgrupos de
PSL(2,R) es 4 log(5/3), y que este valor es cŕıtico para las acciones de PSL(2,Z)
respecto a su sistema de generadores canónico.

4 Segundo teorema de Duminy: el espacio de
fines de órbitas semi-excepcionales

4.1 Presentación del resultado

El objetivo de esta sección es presentar otro resultado extraordinario de
Duminy sobre la estructura “al infinito” para ciertas órbitas de pseudo-
grupos de difeomorfismos en dimensión 1. Sin duda alguna, la versión más
conocida de este teorema es aquélla que concierne las foliaciones de codi-
mensión 1: si la regularidad transversa es al menos C1+lip, entonces toda
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hoja semi-excepcional posee una infinidad de fines. Una prueba de este re-
sultado aparece en [40]; nosotros daremos la prueba original (y lamentable-
mente no publicada) de Duminy con el objetivo de “rescatar del olvido”
tan notable demostración.

Comencemos recordando algunas nociones básicas. Si M es un espacio
topológico, el espacio de fines de M es el ĺımite inverso de los espacios de las
componentes conexas del complemento de las partes compactas (cada uno
dotado de la topoloǵıa discreta). Para espacios métricos localmente com-
pactos y separables, esta definición puede hacerse más concreta. Fijemos
una sucesión (Kn) de partes compactas de M tales que Kn ⊂Kn+1 para
todo n∈N y M = ∪n∈NKn, y consideremos una sucesión de componentes
conexas Cn de M \ Kn tales que Cn+1 ⊂ Cn para todo n ∈ N. Si (K ′

n)
y (C ′

n) verifican estas mismas propiedades, entonces decimos que (Cn) es
equivalente a (C ′

n) si para cada n ∈ N existe m ∈ N tal que Cn ⊂ C ′
m y

C ′
n ⊂ Cm. El espacio de fines de M se identifica entonces al conjunto de

clases de equivalencia de esta relación. Se trata de un espacio topológico
compacto y metrizable: fijada la sucesión (Kn), la distacia entre (los fines
determinados por) (C1

n) y (C2
n) es igual a exp(−k), donde k es el ı́nfimo de

los valores para el cual se tiene C1
k 6= C2

k .
Sea Γ un pseudo-grupo de transformaciones de un espacio y p un punto

en él. Fijemos un sistema de generadores (simétrico) G para Γ. El grafo
de Cayley (respecto a G) de la órbita Γ(p) es aquél cuyos vértices son los
puntos de dicha órbita, de modo que dos de estos vértices p′ y p′′ están
conectados por una arista (de longitud 1) si y sólo si existe g ∈ G tal
que g(p′) = p′′. Definimos el espacio de fines F(Γ(p)) de la órbita de p
como siendo el espacio de fines de dicho grafo CayG(Γ(p)). No es dif́ıcil
comprobar que si bien el grafo de Cayley depende de G, el espacio de fines
asociado es independiente de la elección del sistema (finito) de generadores.
Por simplicidad, en lo que sigue omitiremos la referencia a G cuando esto
no cause confusión, y para cada n ∈ N designaremos por B(n, p) la bola de
centro p y radio n en Cay(Γ(p)) (compare con la sección 2.5, caṕıtulo 2).

Una órbita de un pseudo-grupo de homeomorfismos unidimensionales es
dicha semi-excepcional si coincide con la órbita de un punto p perteneciente
a un minimal excepcional local Λ, de modo que p es una extremidad de una
de las componentes conexas del complemento Λc de Λ. El segundo teorema
de Duminy puede ser enunciado de la siguiente manera.

Teorema 3.41. Toda órbita semi-excepcional de un pseudo-grupo finita-
mente generado de difeomorfismos de clase C1+lip de una variedad unidi-
mensional compacta posee una infinidad de fines.

Se desconoce si este resultado es válido para todas las órbitas de un mini-
mal excepcional local Λ de clase C1+lip (se sabe sin embargo que esto ocurre
en el caso real-anaĺıtico, de acuerdo a un resultado debido a Hector). Para
el tratamiento de las órbitas semi-excepcionales la idea de base consiste en
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asociar, a cada punto de dicha órbita, la componente conexa de Λc que
tiene a este punto como una de sus extremidades. Para formalizar esta
idea denotemos G∗ = ∪k∈NGk, y a cada ĝ = (h1, . . . , hk) ∈ G∗ asociemos el
elemento g = hk · · ·h1. Si I es una componente conexa de Λc sobre la cual
g está definido, denotamos

S(ĝ; I) = |I|+
k∑

i=1

|hi · · ·h1(I)|.

Si p′ y p′′ pertenecen a una misma órbita semi-excepcional Γ(p) designamos
por G∗(p′, p′′) al conjunto de todos los ĝ ∈ G∗ tales que g(p′) = p′′. Con-
sideramos entonces la componente conexa I de Λc que tiene a p′ como
extremidad, y definimos

S(p′, p′′) = inf
ĝ ∈ G∗(p′, p′′),
I ⊂ dom(g)

S(ĝ; I).

En el caso en que para ningún ĝ ∈ G∗(p′, p′′) se tenga I ⊂ dom(g), hacemos
S(p′, p′′)=∞.

Lema 3.42. Si p′ y p′′ son puntos de una órbita semi-excepcional Γ(p) para
los que existe un elemento f∈Γ tal que f(p′) 6= p′ y f(p′′) 6= p′′, entonces
cada una de las sucesiones de puntos p′n=fn(p′) y p′′n=fn(p′′) determina
un fin de Γ(p), y dichos fines coinciden si y sólo si limn→∞ S(p′n, p

′′
n) = 0.

Demostración. Puesto que f(p′) 6= p′, los puntos fn(p′) son dos a dos
distintos. Luego, la sucesión (fn(p′)) escapa de todos los compactos de
Cay(Γ(p)), por lo que determina un fin de la órbita de p. Análogamente,
(fn(p′′)) determina un punto en F(Γ(p)).

Fijemos ahora una constante δ > 0 tal que si h ∈ G y x ∈ dom(h) ∩ Λ,
entonces la 2δ-vecindad de x está contenida en el dominio de h. Fijemos
también m0 ∈ N de modo que B(m0, p) contenga todos los puntos de Γ(p)
que son extremidades de componentes conexas de Λc de longitud mayor
o igual que δ. Para cada n ∈ N denotemos I ′n (resp. I ′′n) la componente
conexa de Λc cuyo cierre contiene a p′n (resp. p′′n). De las hipótesis f(p′) 6=p′

y f(p′′) 6=p′′ se deduce que los intervalos I ′n (resp. I ′′n) son dos a dos disjun-
tos, y que por lo tanto la suma de sus longitudes es finita (en particular,
|I ′n| y |I ′′n | tienden a 0 cuando n tiende al infinito). Como el espacio de fines
no depende del sistema (finito) de generadores, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que f pertenece a G.

Supongamos que, para todo n∈N suficientemente grande, cada camino ĝ
uniendo p′n con p′′n (i.e., tal que g(p′n) = p′′n) satisface In 6⊂ dom(g). En este
caso dichos caminos deben pasar por B(m0, p), de donde se deduce que los
fines determinados por (p′n) y (p′′n) son diferentes. Luego, de la definición
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se concluye de manera obvia que

lim
n→∞

S(p′n, p
′′
n) = ∞.

Supongamos en lo que sigue que para una infinidad de enteros n ∈ N
existe ĝ ∈ G∗(p′n, p

′′
n) tal que In ⊂ dom(g). Se comprueba entonces que lo

mismo es válido para todo n suficientemente grande. Aśı, un argumento
de concatenación nos da, para todo m ≥ n suficientemente grandes,

S(p′m, p′′m) ≤ S(p′n, p
′′
n) +

m∑

j=n

(
|I ′j |+ |I ′′j |

)
.

Esta desigualdad implica obviamente que la sucesión
(
S(p′n, p

′′
n)
)
es de

Cauchy, y que por lo tanto converge (a un ĺımite finito).
Fijemos ε > 0 arbitrario y notemos S la suma de las longitudes de las

componentes conexas de Λc. Obviamente, podemos escoger un conjunto
finito Iε de tales componentes cuya suma de longitudes sea mayor que
S−ε. Sea mε ∈ N tal que B(mε, p) contiene todos los puntos de Γ(p)
situados en el cierre de algún intervalo de Iε. Si los fines determinados por
(p′n) y (p′′n) coinciden, entonces para todo n suficientemente grande existe
un camino ĝ ∈ G∗ que une p′n con p′′n y que evita B(mε, p). Esto implica
evidentemente que σ(p′n, p

′′
n) ≤ σ(ĝ; I ′n) ≤ ε. Como ε > 0 era arbitrario,

concluimos que limn→∞ S(p′n, p
′′
n) = 0.

Si por el contrario los fines en cuestión son distintos, entonces existe un
entero m′

0 tal que, para todo n ∈ N suficientemente grande, cada camino
que une p′n con p′′n pasa por B(m′

0, p). Designando por ε0 la longitud
mı́nima entre las componentes conexas de Λc que tienen un vértice de
B(m′

0, p) como extremidad, concluimos que S(p′n, p
′′
n) > ε0 para todo n

suficientemente grande. Por lo tanto, limn→∞ S(p′n, p
′′
n) > 0. ¤

Para probar el teorema 3.41 razonaremos por contradicción. Suponiendo
que los fines determinados por dos sucesiones como las del lema precedente
coinciden, interpretaremos la condición equivalente limn→∞ S(p′n, p

′′
n)= 0

de manera dinámica: existen caminos ĝn uniendo p′n y p′′n con distorsión ar-
bitrariamente pequeña. Concluiremos entonces la demostración aplicando
el corolario 3.36 a f−1 y g−1

n . Consignamos sin embargo que, en el curso
de esta demostración, tendremos que soslayar dificultades técnicas no del
todo sencillas.

Observación 3.43. Las órbitas asociadas a una acción libre de Z (resp. Zd)
tienen evidentemente dos fines (resp. un fin). Es posible crear acciones libres
no minimales de Zd por difeomorfismos de clase C1+τ del ćırculo (para ciertos
valores positivos de τ : vea la sección 1.4 del caṕıtulo 4). Esto muestra que la
hipótesis de regularidad C1+lip es esencial para la validez del segundo teorema de
Duminy (para entender por qué aparecen sólo 1 ó 2 fines en los casos degenerados
el lector debiese consultar el brillante art́ıculo [75]). Ignoramos sin embargo si
el teorema es válido en clases de diferenciabilidad inferiores cuando se asume a
priori que no existe ninguna medida de probabilidad invariante.



Grupos de difeomorfismos del ćırculo 115

4.2 Un criterio para distinguir dos fines diferentes

Para retomar notaciones, en lo que sigue consideramos una órbita semi-
excepcional Γ(p) asociada a un pseudo-grupo finitamente generado Γ de
difeomorfismos de clase C1+lip. Denotamos Λ el minimal excepcional local,
fijamos un sistema (simétrico) de generadores G de Γ, y denotamos C una
constante de lipschitzianidad simultánea para el logaritmo de la derivada
de cada elemento h ∈ G sobre una δ-vecindad de Λ ∩ dom(h) (con δ > 0).

Por el teorema de Sacksteder, existe un elemento f ∈ Γ con un punto fijo
a ∈ Λ de modo que f ′(a) < 1. Puesto que la órbita de p intersecta a todo
intervalo abierto conteniendo puntos de Λ, podemos fijar ya sea b > a o
bien b<a de modo que Γ(p)∩]a, b[6= ∅ o Γ(p)∩]b, a[6= ∅ respectivamente.
En lo que sigue consideraremos sólo el primer caso, pues el segundo es
análogo. Podemos suponer que |b− a| es pequeño de tal suerte que

0 < inf
x∈[a,b]

f ′(x) = m(f) ≤ M(f) = sup
x∈[a,b]

f ′(x) < 1.

Dado ε > 0 podemos escoger bε∈]a, b[ suficientemente cercano al punto a
de modo que

C(bε − a)

1−M(f)
≤ ε

2
.

Para todo n∈N lo anterior implica

V
(
fn; [a, bε]

)
≤ C

n−1∑

k=0

∣∣fk([a, bε])
∣∣ ≤ C(bε − a)

n−1∑

k=0

M(f)k ≤ ε

2
. (3.36)

Proposición 3.44. Sea ε>0 tal que ε≤ 1
2 log

(
1

1−m(f)

)
. Supongamos que

existan dos componentes conexas ]x, y[ y ]u, v[ del complemento de Λ tales
que:

(i) a < x < y < u < v < f(bε),

(ii) {x, u} (resp. {y, v}) está contenido en Γ(p),

(iii) se tienen las desigualdades

f−1(u)− u

f−1(u)− x
exp(2ε) ≤ v − u

y − x
≤ u− a

x− a
exp(−2ε).

Entonces las sucesiones (fn(x)) y (fn(u)) (resp. (fn(y)) y (fn(v))) deter-
minan dos fines diferentes de Γ(p).

Para probar esta proposición necesitaremos refinar para el caso C1+lip

las estimaciones de Schwartz presentadas en la sección 2.1 de este caṕıtulo.
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Lema 3.45. Sean I una componente conexa del complemento de Λ y J un
intervalo que contiene a I. Supongamos que para ciertos λ > 1 y n ∈ N
existe ĝ = (h1, . . . , hn) ∈ Gn tal que

S(ĝ; I) ≤ inf
{ log(λ)

λC
,
δ

λ

}
y

|J |
|I| ≤ λ exp

(
− λCS(ĝ; I)

)
.

Entonces se cumple:

(i) J ⊂ dom(g),

(ii) V (g; J) ≤ λCS(ĝ; I),

(iii) |g(J)| ≤ λ|g(I)|.
Demostración. La prueba es por inducción. Para n=1 tenemos ĝ=g∈G
y S(ĝ; I) = |I|. La propiedad (i) resulta del hecho que J contiene a I y
|J |≤λ|I|=λS(ĝ; I) ≤ δ. Para (ii) observe que V (g; J)≤C|J |≤λCS(ĝ; I).
En cuanto a (iii) note que, por hipótesis y (3.22),

|g(J)|
|g(I)| ≤

|J |
|I| e

V (g;J) ≤ λ.

Supongamos ahora que la afirmación del lema sea válida al orden k y
consideremos ĝ = (h1, . . . , hk+1) en Gk+1 satisfaciendo las hipótesis. Si (i),
(ii) y (iii) valen para (h1, . . . , hk) ∈ Gk entonces:

– la propiedad (i) vale para ĝ, pues hk · · ·h1 está definido sobre J , el inter-
valo hk · · ·h1(J) intersecta a Λ y

|hk · · ·h1(J)| ≤ λ|hk · · ·h1(I)| < λS(ĝ; I) ≤ δ;

– la propiedad (ii) vale para ĝ, pues por la hipótesis inductiva tenemos

V (g; J) ≤ V
(
hk+1;hk · · ·h1(J)

)
+ V

(
hk · · ·h1; J

)

≤ C
∣∣hk · · ·h1(J)

∣∣+ λCS
(
(hk, . . . , h1); I

)
≤ λCS(ĝ; I);

– la propiedad (iii) vale para ĝ, pues del ı́tem precedente y de la hipótesis
del lema se deduce que

|g(J)|
|g(I)| ≤

|J |
|I| exp

(
V (g; J)

)
≤ λ. ¤

Observe que las hipótesis del lema precedente hacen intervenir de manera
simultánea los parámetros S(ĝ; I) y λ. En particular, si S(ĝ; I) es pequeño
entonces la afirmación del lema indica que la distorsión está controlada en
una vecindad de I cuyo tamaño relativo (respecto a |I|) es grande. Esta
lúcida observación debida a Duminy será fundamental en lo que sigue.

Demostración de la proposición 3.44. Daremos la prueba sólo para
el caso en que {x, u} está contenido en Γ(p), pues el otro caso es análogo.
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Supongamos por contradicción que los fines determinados por las sucesiones(
fn(x)

)
y
(
fn(u)

)
sean los mismos, y denotemos xn = fn(x), yn = fn(y),

un = fn(u) y vn = fn(v). Por el lema 3.42, Sn = S(xn, un) converge
a 0 cuando n tiende al infinito. Luego, por definición, para cada n ∈ N
existe ĝn ∈ G∗ tal que gn(xn) = un y S(ĝn; [xn, yn]) ≤ 2Sn. Haciendo
λn = 1/

√
Sn vemos que para n suficientemente grande se tiene λn > 1 y

2Sn ≤ min
{ log(λn)

λnC
,
δ

λn

}
.

Para tales enteros n hagamos

αn = λn exp(−2λnCSn), x′
n = xn−αn(yn−xn), y′n = yn+αn(yn−xn).

Observe que αn tiende al infinito junto con n. Por el lema 3.45, gn está
definido sobre todo el intervalo [x′

n, y
′
n], con

V
(
gn; [x

′
n, y

′
n]
)
≤ 2λnCSn. (3.37)

Afirmación (i): existe un entero N1 tal que si n ≥ N1 entonces [a, f−1(un)]
está contenido en [x′

n, y
′
n].

En efecto, por (3.36),

xn − a

yn − xn
=

fn(x)− fn(a)

fn(y)− fn(x)
≤ x− a

y − x
exp

(
V (fn; [a, bε])

)
≤ x− a

y − x
exp(ε/2).

Esto implica que si escogemos n de modo que αn ≥ eε/2(x − a)/(y − x)
entonces (xn − a)/(yn − xn) ≤ αn, es decir, x′

n ≤ a. Análogamente, si n
es tal que αn ≥ eε/2(f−1(u)− y)/(y − x), entonces la desigualdad

f−1(un)− yn
yn − xn

≤ f−1(u)− y

y − x
exp(ε/2)

implica y′n ≥ f−1(un).

Afirmación (ii): existe un entero N2 ≥ N1 tal que si n ≥ N2 entonces
gn(t) ≥ t para todo t ∈ [a, f−1(un)].

Para verificar esto notemos que de (3.36) y de la hipótesis (iii) de la
proposición se obtiene fácilmente

f−1(un)− un

f−1(un)− xn
exp(ε) ≤ vn − un

yn − xn
≤ un − a

xn − a
exp(−ε).

De (3.37) se concluye que V (gn; [x
′
n, y

′
n]) tiende a 0. Tomemos N2 ≥ N1

de modo que V
(
gn; [x

′
n, y

′
n]
)
≤ ε/2 para todo n ≥ N2. Para un tal n y todo

t ∈ [x′
n, y

′
n] tenemos

g′n(t) ≤
vn − un

yn − xn
exp(ε/2) <

un − a

xn − a
,
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g′n(t) ≥
vn − un

yn − xn
exp(−ε/2) >

f−1(un)− un

f−1(un)− xn
.

Por el teorema del valor medio, la primera de estas desigualdades implica
que gn(t) > t para todo t ∈ [a, xn], mientras que la segunda implica que
gn(t)> t para todo t ∈ [xn, f

−1(un)] (vea la figura 20).

Para concluir fijemos n ≥ N2. Observe que de gn(a) < gn(xn) < un se
deduce f−1gn(a)<f−1(un)<bε. Consideremos las restricciones de f y gn
al intervalo [a, f−1gn(a)]. Puesto que

V
(
f ; [a, f−1gn(a)]

)
+ V

(
gn; [a, g

−1
n f−1gn(a)]

)
≤ V

(
f ; [a, bε]

)
+ V

(
gn; [x

′
n, y

′
n]
)

≤ ε < log
( 1

1−m(f)

)
,

aplicando el corolario 3.36 a las restricciones de f−1 y g−1
n al intervalo

[a, f−1gn(a)] obtenemos una contradicción. ¤
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Figura 20

4.3 Fin de la demostración

Para completar la demostración del teorema 3.41 debemos hallar un
par de intervalos ]x, y[ y ]u, v[ satisfaciendo las hipótesis de la proposición
3.44. Advertimos al lector que esto no es del todo elemental, por lo que
resulta muy ilustrativo seguir las etapas finales (i.e., las afirmaciones (iii) y
(iv)) de la demostración presentada a continuación para el caso del pseudo-
grupo ilustrado en la figura 16. Continuaremos considerando una constante
positiva ε ≤ 1

2 log
(

1
1−m(f)

)
.

Afirmación (i): existen cε∈]a, f(bε)[ y gε ∈ Γ tales que [a, cε] ⊂ dom(gε),
gε(cε) = cε, gε(t) > t para todo t ∈ [a, cε[ y V (gε; [a, cε]) ≤ ε.
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En efecto, puesto que la órbita de a ∈ Λ intersecta al intervalo ]a, f(bε)[,
podemos escoger g ∈ Γ y c∈]a, f(bε)[ de modo que [g(a), g(c)] ⊂]a, f(bε)[
y V (g; [a, c]) ≤ ε/2. Para k suficientemente grande tenemos f kg(c) < c, y
puesto que fkg(a) > a, la aplicación gε = fkg posee puntos fijos en ]a, c[.
Si denotamos cε el primero de esos puntos fijos a la derecha de a, entonces
de (3.36) se deduce V (gε; [a, cε)] ≤ V

(
g; [a, cε]

)
+ V

(
fk; [a, bε]

)
≤ ε.

Afirmación (ii): se tiene la desigualdad f ′(a) + g′ε(cε) ≤ eε.

Para verificar esto, notemos primeramente que

V
(
f ; [a, cε]

)
+ V

(
gε; [a, cε]

)
≤ 3ε

2
< log

( 1

1−m(f)

)
.

Como las órbitas de Λ no son densas en Λ∩]a, cε[, aplicando el corolario 3.36
a f−1 y g−1

ε concluimos que f(cε)< gε(a), lo cual implica evidentemente
que m(f) +m(gε) < 1 (donde m(gε) = infx∈[a,cε] g

′
ε(x)). Deducimos aśı

que

f ′(a) + g′ε(cε) ≤ m(f) exp
(
V (f ; [a, cε])

)
+m(gε) exp

(
V (gε; [a, cε])

)

≤ eε
(
m(f) +m(gε)

)
< eε.

En lo que sigue denotaremos α = f ′(a) y β = g′ε(cε) (de modo que
α + β < 1), e impondremos a ε > 0 la condición suplementaria (válida si
ε > 0 es suficientemente pequeño)

1− αeε > (eε − α)2.

Afirmación (iii): para todo n∈N se puede elegir κ(ε, n) > 0 de modo que
limε→0 κ(ε, n) > 0 y, para todo i∈{1, . . . , n} y todo t∈ [a, cε],

fn−igεf
i(t)− fn−i+1gεf

i−1(t) ≥ (cε − a)κ(ε, n). (3.38)

En efecto, de αe−ε ≤ f ′(t) ≤ αeε y f(a) = a concluimos que, para
todo t ∈ [a, cε],

a+ αe−ε(t− a) ≤ f(t) ≤ a+ αeε(t− a).

Análogamente, de βe−εg′ε(t)≤βeε y gε(cε)=cε se deduce que

cε − βeε(cε − t) ≤ gε(t) ≤ cε − βe−ε(cε − t).

Luego,

gεf(t)−fgε(t) ≥ gε(a+ αe−ε(t− a))− (a+ αeε(gε(t)− a))

≥ cε−βeε(cε−a−αe−ε(t−a))−(a+αeε(cε−βe−ε(cε−t)−a))

= (cε − a)[1− β(eε − α)− αeε]

> (cε − a)[1− αeε − (eε − α)2].
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Haciendo κ(ε, n) = (αe−ε)n [1− αeε − (eε − α)2] > 0 concluimos entonces
que, para todo i∈{1, . . . , n} y todo t ∈ [a, cε],

fn−igεf
i(t)− fn−i+1gεf

i−1(t) ≥ (αe−ε)n−i[gεf(f i−1(t))− fgε(f
i−1(t))

]

> (αe−ε)n−i(αe−ε)n(cε − a)[1− αeε − (eε − α)2]

≥ (cε − a) κ(ε, n).

Observe finalmente que

lim
ε→0

κ(ε, n) = αn[1− α− (1− α)2] > 0.

Insistamos en que la construcción precedente puede ser llevada a cabo
para todo ε > 0 suficientemente pequeño. Fijemos entonces n∈N e impon-
gamos a ε > 0 las condiciones suplementarias

1 + κ(ε, n) ≥ e2(n+2)ε y 1− κ(ε, n) ≤ e−2(n+2)ε. (3.39)

Tomemos una componente conexa I de Λc contenida en ]a, cε[, y para cada
i∈{1, . . . , n} hagamos

Ii = fn−igεf
i(I).

Afirmación (iv): para todo i < j, los intervalos ]x, y[= Ii y ]u, v[= Ij satis-
facen las condiciones de la proposición 3.44.

Sólo la verificación de la condición (iii) representa una dificultad. Comen-
cemos entonces notando que, para todo k∈{1, . . . , n},

(αe−ε)nβe−ε ≤ |Ik|
|I| ≤ (αeε)nβeε,

por lo que

e−2(n+1)ε ≤ |Ii|
|Ij |

≤ e2(n+1)ε.

Luego, por (3.38) y (3.39),

u− a

x− a
· y − x

v − u
=

(u− x

x− a
+ 1

)y − x

v − u
≥

( (cε − a) κ(ε, n)

x− a
+ 1

)y − x

v − u

≥
(
1 + κ(ε, n)

)
2−2(n+1)ε ≥ e2ε,

es decir
u− a

x− a
exp(−2ε) ≥ v − u

y − x
.

Análogamente,

f−1(u)− u

f−1(u)− x
· y − x

v − u
=
(
1− u− x

f−1(u)− x

)y − x

v − u
≤
(
1− (cε − a) κ(ε, n)

f−1(u)− x

)y − x

v − u

≤
(
1− κ(ε, n)

)
e2(n+1)ε≤e−2ε,
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por lo que

f−1(u)− u

f−1(u)− x
exp(2ε) ≤ v − u

y − x
.

Esto concluye la verificación de la condición (iii) de la proposición 3.44, y
por lo tanto cierra la demostración del segundo teorema de Duminy.

Ejercicio 3.46. Verifique directamente que, para el pseudo-grupo generado por
las aplicaciones f y g de la figura 16, el grafo de Cayley asociado a las órbitas
semi-excepcionales es un árbol. Usando esto concluya directamente que el espacio
de órbitas correspondiente tiene infinitos fines. Para las órbitas contenidas en Λ
que no son semi-excepcionales muestre que, si bien ellas no tienen necesariamente
una estructura de árbol, también poseen infinitos fines.

5 Dos problemas abiertos

En la teoŕıa de grupos de difeomorfismos de clase C1+lip del ćırculo
subsisten aún dos importantes problemas. En lo que sigue daremos una
breve reseña de cada uno de ellos.

5.1 Acciones minimales

El primer problema concierne la ergodicidad de las acciones minimales.

Problema 1. Si Γ es un subgrupo finitamente generado de Difeo1+lip
+ (S1)

cuyas órbitas son densas, ¿es la acción de Γ sobre S1 ergódica respecto
a la medida de Lebesgue? (recordemos que una acción es ergódica si los
conjuntos medibles e invariantes tienen medida nula o total; en lo que
sigue, la ergodicidad será siempre considerada en relación a la medida de
Lebesgue).

En el contexto de grupos de gérmenes en el origen de difeomorfismos
holomorfos del plano complejo, una interrogante análoga tiene respuesta
afirmativa [82, 103]. Ésta es una de las razones que hacen presumir que la
respuesta a la pregunta anterior debiese también ser afirmativa. Tal es el
caso por ejemplo cuando Γ posee un elemento cuyo número de rotación es
irracional, de acuerdo al siguiente resultado obtenido independientemente
por Herman y Katok. Para la demostración retomaremos las notaciones
introducidas al final de la sección 2.1 del caṕıtulo 2 en el estudio de la
combinatoria de una rotación de ángulo irracional.

Teorema 3.47. Si un difeomorfismo g ∈ Difeo1+va
+ (S1) tiene número de

rotación irracional, entonces la acción del grupo generado por g sobre el
ćırculo es ergódica.
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Demostración. Antes de comenzar la prueba, recordemos que un punto
de densidad de un conjunto A ⊂ S1 es un punto p tal que

Leb
(
A ∩ [p− ε, p+ ε]

)

Leb
(
[p− ε, p+ ε]

)

tiende a 1 cuando ε tiende a cero. Un teorema clásico debido a Lebesgue
estipula que si Leb(A) > 0 entonces casi todo punto de A es de densidad.

Supongamos que g preserve un conjunto de medida positiva A. Probare-
mos que A tiene medida total. Para ello, fijemos un punto de densidad
x0 de A. Sea ϕ una conjugación de g a la rotación de ángulo θ = ρ(g)
tal que ϕ(x0) = 0. Como en la demostración del teorema de Denjoy, defi-
namos In(g) = ϕ−1(In) y Jn(g) = ϕ−1(Jn). Observe que x0 ∈ Jn(g) y que
|Jn(g)| converge a cero cuando n tiende al infinito. Además, los intervalos
gk

(
Jn(g)

)
, k ∈ {0, . . . , qn+1 − 1}, recubren el ćırculo, y cada punto de S1

está contenido en a lo más dos de ellos. Utilizando la desigualdad (3.22)
no es dif́ıcil concluir que, para todo k ∈ {0, . . . , qn+1 − 1},

Leb
(
gk(Jn(g) \A)

)

Leb
(
gk(Jn(g))

) ≤ exp
(
V (gk; Jn(g))

)
· Leb

(
Jn(g) \A

)

Leb
(
Jn(g)

)

≤ exp
(
2V (g)

)
· Leb

(
Jn(g) \A

)

Leb
(
Jn(g)

) .

Luego, por la invariancia de A,

Leb(S1 \A) ≤
qn+1−1∑

k=0

Leb
(
gk(Jn(g) \A)

)

≤ exp
(
2V (g)

)Leb
(
Jn(g) \A

)

Leb
(
Jn(g)

)
qn+1−1∑

k=0

Leb
(
gk(Jn(g))

)

≤ 2Leb(S1) exp
(
2V (g)

)Leb
(
Jn(g) \A

)

Leb
(
Jn(g)

) .

Siendo x0 un punto de densidad de A, el valor de Leb
(
Jn(g)\A

)
/Leb

(
Jn(g)

)

converge a 0 cuando n tiende al infinito, de donde se concluye inmediata-
mente que Leb(S1 \A) = 0. ¤

De acuerdo a la proposición 1.1, todo grupo de homeomorfismos del
ćırculo que actúa de manera minimal y preserva una medida de probabili-
dad es topológicamente conjugado a un grupo de rotaciones. Además, si
dicho grupo es finitamente generado, necesariamente (al menos) uno de
sus generadores tiene número de rotación irracional. Del teorema 3.47 se
deduce entonces lo siguiente.
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Corolario 3.48. Si Γ es un subgrupo finitamente generado de Difeo1+va
+ (S1)

con una medida de probabilidad invariante y órbitas densas, entonces la
acción de Γ es ergódica con respecto a la medida de Lebesgue.

La hipótesis de diferenciabilidad es necesaria para este resultado. En
efecto, en [158] se construyen ejemplos de difeomorfismos de clase C1 del
ćırculo de número de rotación irracional cuyas órbitas son densas pero que
no son ergódicos. Es muy posible que refinando el método de construcción
de [158] se puedan fabricar ejemplos análogos de clase C1+τ para todo
τ < 1.

Debido al teorema 3.47, para grupos de difeomorfismos de clase C1+lip

del ćırculo actuando de manera minimal el problema de la ergodicidad se
presenta cuando el número de rotación de cada elemento del grupo que
actúa es racional. Bajo esta hipótesis se desconoce la respuesta general al
problema. Sin embargo, como veremos a continuación, existe un caso muy
importante en el cual la ergodicidad de la acción está asegurada.

Definición 3.49. La acción de un subgrupo Γ de Difeo1+(S
1) es diferen-

ciablemente dilatante si para todo punto p ∈ S1 existe un elemento g ∈ Γ
tal que g′(p) > 1.

Una consecuencia directa del teorema 3.50 que probaremos más adelante
es el hecho que si la acción de un subgrupo finitamente generado Γ de
Difeo1+τ

+ (S1) es diferenciablemente dilatante y minimal, con τ >0, entonces
dicha acción es ergódica. Daremos sin embargo una versión más general
de este fenómeno debido a que, a priori, la condición de dilatación de la
definición no es invariante por conjugación diferenciable.

Para enunciar la versión general del principio mencionado más arriba,
consideremos un subgrupo finitamente generado Γ de Difeo1+(S

1) y fije-
mos un sistema (finito y) simétrico de generadores G. Para cada n ≥ 1
consideremos el conjunto

BG(n) = {h ∈ Γ : h = hm · · ·h1 para algún hi ∈ G y m ≤ n},

y para cada x ∈ S1 definamos

λ(x) = lim sup
n→∞

(
max

h∈BG(n)

log
(
h′(x)

)

n

)
.

Observe que este número siempre es finito, ya que está mayorado por

sup
h∈G,y∈S1

log
(
h′(y)

)
.

Para cada λ> 0 hagamos Eλ(Γ) = {x∈ S1 : λ(x)≥ λ}. El conjunto expo-
nencial de la acción E(Γ) es definido como la unión de los Eλ(Γ) con λ>0,
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mientras que su complemento S(Γ) es llamado conjunto subexponencial.
Observe que cada Eλ(Γ), aśı como E(Γ) y S(Γ), son conjuntos borelianos.
Por otro lado, es fácil verificar que la función x 7→ λ(x) es invariante por la
acción de Γ. Por lo tanto, los conjuntos Eλ(Γ), E(Γ) y S(Γ) son invariantes
por Γ. Finalmente, si Γ es diferenciablemente dilatante entonces λ(x) > 0
para todo x ∈ S1.

Teorema 3.50. Supongamos que Γ sea un subgrupo de Difeo1+τ
+ (S1) para

algún τ > 0. Si la acción de Γ es minimal y el conjunto exponencial posee
medida de Lebesgue positiva, entonces dicha acción es ergódica.

Obtendremos este teorema como una consecuencia casi directa de la
proposición siguiente.

Proposición 3.51. Sean τ >0 una constante y Γ un subgrupo finitamente
generado de Difeo1+τ

+ (S1). Si la acción de Γ es minimal y A es un conjunto
(medible) invariante por Γ tal que Leb(E(Γ) ∩ A) > 0, entonces A tiene
medida de Lebesgue total.

La demostración de esta proposición se basa en una versión “no uni-
formemente hiperbólica” de un argumento hoy clásico y debido en gran
parte a Sullivan (vea la sección 4 de [147]). La idea de este argumento
consiste en “hacer explotar una vecindad arbitrariamente pequeña” de un
punto de densidad x del conjunto invariante E(Γ) ∩ A mediante composi-
ciones sucesivas por elementos del grupo. El punto técnico esencial consiste
en controlar la distorsión de estas composiciones, de modo que en el ĺımite
dicha vecindad se transforme en un intervalo del ćırculo al cual se le ha
sustráıdo a lo más un conjunto de medida nula. Para lograr este control
las hipótesis λ(x) > 0 y τ > 0 serán esenciales. Técnicamente, la situación
es más simple en el caso diferenciablemente dilatante; para el caso general
recurriremos al siguiente lema combinatorio debido a Pliss [169].

Lema 3.52. Dados λ ∈ R, ε > 0 y A > 0, existe δ = δ(λ, ε,A) > 0
tal que para toda sucesión finita a1, . . . , aN de números reales satisfaciendo
|ak| ≤ A para todo k ∈ {1, . . . , N} y

N∑

k=1

ak ≤ Nλ,

existen ` ≥ Nδ y 1≤n1<. . .<n`≤N tales que, para todo k∈{0, . . . , ni−1}
y todo i∈{1, . . . , `}, se tiene

ni∑

j=k+1

ai ≤ (ni − k)(λ+ ε).
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Demostración. Para cada k∈{0, . . . , N−1} sea s(k)=∑N
j=k+1

(
aj−(λ+ε)

)
.

Consideremos el conjunto de (todos) los ı́ndices 0 = n0 < n1 < . . . < n`

para los cuales se satisface

s(k) ≤ s(ni) para todo k ∈ {0, . . . , ni − 1}. (3.40)

Para i ≥ 1 y k < ni se cumple

ni∑

j=k+1

aj = s(k)− s(ni) + (λ+ ε)(ni − k) ≤ (λ+ ε)(ni − k).

Resta entonces estimar el valor de `. Para ello, observe en primer lugar que
s(ni−1) ≥ s(ni−1), pues en caso contrario existiŕıa k ∈ {ni−1+1, . . . , ni−1}
tal que s(k) ≥ s(k′) para todo k′ ∈ {ni−1 + 1, . . . , ni − 1} (y por lo tanto
para todo k′ ∈ {0, . . . , ni − 1}), lo cual contradice la definición de ni. Se
tiene entonces

s(ni−1) ≥ s(ni) +
(
ani

− (λ+ ε)
)
≥ s(ni)− (A+ λ+ ε),

por lo que
s(n0) ≥ s(n`)− `(A+ λ+ ε). (3.41)

Puesto que

s(n0) = s(0) =
N∑

j=1

aj −N(λ+ ε) ≤ −Nε,

teniendo en cuenta que s(n`) ≥ s(N − 1) = aN − (λ + ε) (pues n` es el
mayor de los ı́ndices que satisface (3.40)), a partir de (3.41) deducimos

−Nε ≥ aN − (λ+ ε)− `(A+ λ+ ε) ≥ −(`+ 1)(A+ λ+ ε).

Por lo tanto, la afirmación del lema se verifica para δ ≥ ε/2(ε+ λ+A). ¤

Para probar la proposición 3.51 fijemos un punto de densidad x del con-
junto Eλ(Γ) ∩ A, el cual es invariante por Γ. Como x pertenece a Eλ(Γ),
para todo n∈N suficientemente grande podemos hallar una sucesión finita
hn,1, . . . , hn,n de elementos de G tales que para gn = hn,n · · ·hn,1 se tenga

log
(
g′n(x)

)
≥ λn

2
.

Para λn,j = log(h′
n,j)(hn,j−1 · · ·hn,1(x)) se cumple entonces

n∑

j=1

(
λ

2
− λn,j

)
≤ 0.

Por el lema de Pliss, existen δ > 0 y 1 ≤ n1 < . . . < n` ≤ n tales que
` ≥ δn y

ni∑

j=k+1

(
λ

2
− λni,j

)
≤ λ(ni − k)

3
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para todo k ∈ {0, . . . , ni − 1} y todo i ∈ {1, . . . , `}. En otras palabras,

ni∑

j=k+1

λni,j ≥ (ni − k)

(
λ

2
− λ

3

)
=

λ(ni − k)

6

para todo k∈{0, . . . , ni−1} y todo i∈{1, . . . , `}. Observemos que n` ≥ δn.
Un argumento sencillo de tipo diagonal de Cantor muestra la existencia de
una sucesión de elementos hj ∈ G tales que para la sucesión (fk) definida
por fk = hk · · ·h1 y f0 = id, el número de tiempos hiperbólicos es infinito.
De manera más precisa, existe una sucesión infinita n1 < n2 < . . . tal que
para todo i ∈ N y todo k ∈ {0, . . . , ni − 1},

ni∑

j=k+1

log(h′
k)(fk−1(x)) ≥

λ(ni − k)

6
. (3.42)

Fijemos uno de esos tiempos hiperbólicos m = ni. Sea ε0∈]0, 1/2[ una
constante tal que, para todo y, z satisfaciendo dist(y, z) ≤ ε0 y todo h ∈ G,

(h−1)′(z)
(h−1)′(y)

≤ exp

(
λ

12

)
. (3.43)

Sea C>0 una constante de τ -hölderianidad para el logaritmo de la derivada
de los elementos de G, i.e., para todo h ∈ G y todo y, z en S1,

∣∣ log(h′)(y)− log(h′)(z)
∣∣ ≤ C distτ (y, z).

Para cada k∈{0, . . . , n} denotemos xk = fk(x) e yk = h−1
k+1 · · ·h−1

m (x+ε0)

(de modo que ym = xm + ε0). Finalmente, sea D = Cετ0/(e
λτ
12 − 1).

Lema 3.53. Con las notaciones precedentes, para todo p, q en [x, y0] se
tiene

f ′
m(p)

f ′
m(q)

≤ eD. (3.44)

Además,
ε0

Df ′
m(x)

≤ dist(x, y0) ≤
Dε0
f ′
m(x)

. (3.45)

Demostración. Afirmamos en primer lugar que para todo k ∈{0, . . . ,m}
se tiene

dist(xk, yk) ≤ ε0 exp
(
− λ(m− k)/12

)
.

La verificación de esta afirmación es por inducción (descendente). Para
k = m ella resulta de la definición ym = xm + ε0. Supongamos que sea
válida para k + 1, . . . ,m. Puesto que [xk, yk] = h−1

k+1 · · ·h−1
m ([xm, ym]),

existe zm ∈ [xm, ym] tal que

(h−1
k+1 · · ·h−1

m )′(zm) =
|[xk, yk]|
|[xm, ym]| . (3.46)
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Haciendo zi = h−1
i+1 · · ·h−1

m (zm) para i ∈ {k+1, . . . ,m−1}, por la hipótesis
de inducción se tiene, para todo i ∈ {k + 1, . . . ,m},

dist(xi, zi) ≤ dist(xi, yi) ≤ ε0 exp(−λ(m− i)/12) ≤ ε0.

Observe que, debido a (3.43),

(h−1
i )′(zi) ≤ (h−1

i )′(x) exp(λ/12),

por lo que

(h−1
k+1 · · ·h−1

m )′(zm) = (h−1
k+1)

′(zk+1) · · · (h−1
m )′(zm)

≤ (h−1
k+1)

′(xk+1) · · · (h−1
m )′(xm) exp

(
λ(m− k)/12

)
.

Por (3.42) y (3.46) lo anterior implica que

|[xk, yk]|
|[xm, ym]| ≤ exp

(
−λ(m−k)/6

)
exp

(
λ(m−k)/12

)
= exp

(
−λ(m−k)/12

)
,

por lo que
|[xk, yk]| ≤ ε0 exp

(
− λ(m− k)/12

)
,

completando aśı la prueba de la afirmación.
Ahora bien, si p y q pertenecen a [x, y0] entonces fk(p) y fk(q) pertenecen

a [xk, yk] para todo k ∈{0, . . . ,m}. Por lo tanto,

∣∣∣∣log
(f ′

m(p)

f ′
m(q)

)∣∣∣∣ ≤
m−1∑

k=0

∣∣ log(h′
k+1)(fk(p))− log(h′

k+1)(fk(q))
∣∣

≤ C
m−1∑

k=0

distτ
(
fk(p), fk(q)

)

≤ C ετ0
∑

k≥0

(
e−λ(m−k)/12

)τ
= D,

lo cual prueba (3.44). Finalmente, existe ȳ ∈ [x, y0] tal que

f ′
m(ȳ0) =

|[xm, ym]|
|[x, y0]|

=
ε0

|[x, y0]|
,

por lo que (3.44) implica

ε0
dist(x, y0)

∈ [e−Df ′
m(x), eDf ′

m(x)],

lo cual prueba (3.45). ¤

Para completar la demostración de la proposición 3.51, consideremos nue-
vamente la sucesión (infinita) de tiempos hiperbólicos 1 ≤ n1 < n2 < . . .,
y para cada i ∈ N denotemos

x̄i = fni
(x), ȳi = x̄i + ε, yi0 = f−ni(ȳi).
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Por el lemma 3.53 y (3.42) tenemos

f ′
ni
(p)

f ′
ni
(q)

≤ eD para todo p, q en [x, yi0], (3.47)

y
ε0

Df ′
ni
(x)

≤ dist(x, yi0) ≤
Dε0
f ′
ni
(x)

≤ Dε0
eλni/6

.

Pasando a una subsucesión si es necesario, podemos asumir que fni
(x)

converge a un punto x̄ ∈ S1. Probaremos que

Leb
(
(S1 \A) ∩ [x̄, x̄+ ε0]

)
= 0.

Para ello, fijemos ε > 0. Puesto que yi0 tiende a x cuando i tiende al infinito
y x es un punto de densidad de A, para i suficientemente grande se tiene

Leb((S1 \A) ∩ [x, yi0])

Leb([x, yi0])
≤ ε

2ε0D
. (3.48)

Podemos suponer también que dist(x̄, x̄i) ≤ ε/2. Por (3.47),

Leb
(
(S1 \A) ∩ [x̄, x̄+ ε0]

)
≤ ε

2
+ ε0

Leb((S1 \A) ∩ [x̄i, x̄i + ε0])

Leb([x̄i, x̄i + ε0])

≤ ε

2
+ ε0 D

Leb((S1 \A) ∩ [x, yi0])

Leb([x, yi0])
,

por lo que (3.48) implica

Leb
(
(S1 \A) ∩ [x̄, x̄+ ε0]

)
≤ ε.

Puesto que esto vale para todo ε > 0, concluimos que

Leb
(
(S1 \A) ∩ [x̄, x̄+ ε0]

)
= 0.

Usando la minimalidad de la acción de Γ obtenemos Leb(S1 \ A) = 0, por
lo que Leb(A) = 1, lo cual cierra la prueba de la proposición 3.51.

Demostración del teorema 3.50. Si Leb(E(Γ)) > 0 entonces, para
A = E(Γ), la proposición 3.51 permite concluir que Leb

(
E(Γ)

)
= 1. De

hecho, por la invariancia de cada Eλ(Γ), existe un parámetro λ > 0 tal que
para casi todo punto x ∈ S1 se tiene λ(x) = λ.

Sea ahora A un conjunto medible e invariante por Γ tal que Leb(Γ) > 0.
Puesto que Leb(E(Γ)) = 1, tenemos

Leb
(
E(Γ) ∩A

)
= Leb(A) > 0.

Nuevamente, la proposición 3.51 implica que Leb(A) = 1, y esto demuestra
la ergodicidad de la acción. ¤
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Observación 3.54. La hipótesis τ > 0 es necesaria para la validez del teorema
3.50, pues existen subgrupos finitamente generados de Difeo1+(S

1) que actúan de
manera minimal pero no ergódica (y que además no preservan ninguna medida
de probabilidad). En efecto, en [171] se da un ejemplo de una aplicación dilatante
de clase C1 del ćırculo sobre śı mismo cuyo grado topológico es m≥10. Usando
la linearización de Müller y Tsuboi del ejercicio 5.11, podemos asumir que la
derivada de esta aplicación en el origen es igual a 1. Esto permite llevar a efecto
(una leve modificación de) la construcción de Ghys y Sergiescu de la sección 5.2
para aśı obtener un grupo de Thompson m-ádico de difeomorfismos de clase C1

del ćırculo cuya acción es minimal pero no ergódica (vea el ejercicio 2.12).

Para cerrar esta sección, utilizaremos el teorema 3.50 para probar que si
un subgrupo de Difeo1+lip

+ (S1) verifica las hipótesis del primer teorema de
Duminy y no posee órbitas finitas (de manera equivalente, actúa de manera
minimal), entonces su acción es ergódica.

Sea Γ un subgrupo de Difeo1+lip
+ (S1) cuyas órbitas son densas y que es

generado por una familia G de difeomorfismos que verifican V (f)<V0 para
todo f ∈G, y tales que un elemento g∈G posee un número finito de pun-
tos periódicos. Si denotamos Per(g) al conjunto de tales puntos, entonces
existen un punto p∈Per(g) y un elemento f ∈G tales que f(p) pertenece
al complemento de Per(g). En efecto, en caso contrario el conjunto Per(g)
seŕıa invariante por Γ, contradiciendo la hipótesis de minimalidad.

Usando los mismos argumentos de la parte central de la demostración del
teorema 3.33, a partir de f y g es posible fabricar dos elementos F,G en Γ
que están “enlazados” sobre un intervalo [a, b] de S1 como las aplicaciones
del lema 3.34, y tales que V (F ; [a, c]) y V (G; [c, b]) son pequeños, donde
c = G−1(a). Fijemos ε > 0 suficientemente pequeño y sean {I1, . . . , In}
una familia de intervalos que recubren al ćırculo y h1, . . . , hn elementos de
Γ tales que hi(x) ∈ [c + ε, b] para todo x ∈ Ii. Definamos la constante C
haciendo C−1 = inf{h′

i(x) : x ∈ I1 ∪ . . . ∪ In}, y escojamos un entero sufi-
cientemente grande N de modo que cada rama de la aplicación de retorno
HN inducida por F y G sea C-dilatante (vea la proposición 3.35). Para
gi = HNhi ∈ Γ se tiene g′i(x) > 1 para todo x ∈ Ii (observe que consi-
deramos la derivada a derecha de la aplicación HN ). Luego, la acción de Γ
es diferenciablemente dilatante. La ergodicidad resulta entonces como una
consecuencia del teorema 3.50.

Ejercicio 3.55. Pruebe que la acción minimal canónica de PSL(2,Z) sobre S1 no
es diferenciablemente dilatante. Demuestre que lo mismo vale para las acciones
suaves y minimales del grupo de Thompson G construidas en la sección 5.2 del
primer caṕıtulo.
Observación. Es posible probar que, para las acciones en cuestión, el conjunto
exponencial tiene medida nula. A pesar de esto, no es dif́ıcil modificar los ar-
gumentos de la demostración del teorema 3.50 para probar dichas acciones son
ergódicas. Para el caso particular de PSL(2,Z) consignemos además que la acción
de todo grupo fuchsiano cuyas órbitas son densas es ergódica (vea por ejemplo
[153]).
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Ejercicio 3.56. Enuncie de manera precisa y demuestre un resultado del si-
guiente tipo: si Γ admite una familia a un parámetro Φt de representaciones
en Difeo1+va

+ (S1) de modo que (todas) las órbitas de Φ0(Γ) son densas y para
t>0 cada Φt(Γ) admite un minimal excepcional, entonces la acción de Φ0(Γ) no
es diferenciablemente dilatante. Explique por qué esto permite redemostrar lo
pedido en el ejercicio precedente.

5.2 Acciones con un minimal excepcional

El segundo problema abierto dice relación con la medida de los minimales
excepcionales.

Problema 2. Si Γ es un subgrupo finitamente generado de Difeo1+lip
+ (S1)

que admite un minimal excepcional Λ, ¿es la medida de Lebesgue de Λ
necesariamente nula ?

Un problema estrechamente relacionado es el de la finitud del número
de clases para la relación de equivalencia que identifica dos componentes
conexas de S1 \Λ si una de ellas es la imagen de la otra por un elemento de
Γ (si esto fuese siempre válido, ello constituiŕıa una generalización del clási-
co teorema de finitud de Ahlfors [1]). Por otra parte, una conjetura de Di-
ppolito sugiere que la acción de Γ sobre Λ debiera ser topológicamente con-
jugada a la acción de un grupo de homeomorfismos afines por partes [55].
La nulidad de la medida de Lebesgue de minimales excepcionales es

válida para grupos fuchsianos [153], pero la demostración en este caso uti-
liza métodos muy particulares que dif́ıcilmente podŕıan generalizarse para el
caso general. En lo que sigue nos concentraremos en una clase particular de
dinámica, a saber, aquélla de los minimales excepcionales markovianos. En
términos sencillos, sobre dichos conjuntos subyace una dinámica conjugada
a un subdesplazamiento de tipo finito, lo cual simplifica significativamente
su estudio. Siguiendo [41] y [132], veremos que para este caso la respuesta
al problema 2 es positiva (lo mismo ocurre para el problema de finitud de
componentes conexas del complemento módulo la acción: vea [42]).

Sea P =
(
pij

)
una matriz de incidencia de orden k×k (i.e., una matriz con

entradas 0 y 1). Consideremos el espacio Ω = {1, . . . , k}N y el subespacio
Ω∗ de las sucesiones admisibles, es decir, de los elementos ω=(i1, i2, . . .)∈Ω
tales que pijij+1

= 1 para todo j ∈ N. Sobre este último espacio (provisto
de la topoloǵıa natural) podemos considerar la dinámica de la aplicación
desplazamiento σ.

Definición 3.57. Sea G={g1, . . . , gk} una familia finita de homeomorfis-
mos gi : dom(gi) → ran(gi) definidos sobre intervalos abiertos y acotados.
Si {I1, . . . , Ik} es una familia de intervalos cerrados tal que Ij ⊂ ran(gj)
para todo j ∈ {1, . . . , k}, entonces decimos que S = ({I1, . . . , Ik},G, P ) es
un sistema markoviano para el pseudo-grupo markoviano ΓS generado por
los gi si las siguientes propiedades son satisfechas:
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(i) ran(gi) ∩ ran(gj) = ∅ para todo i 6= j,

(ii) si pij = 1 (resp. pij = 0) entonces Ij ⊂ dom(gi) y gi(Ij) ⊂ Ii (resp.
Ij ∩ dom(gi) = ∅).

Para cada sucesión admisible ω= (i1, i2, . . .) y cada n ∈ N, la transfor-
mación h̄n(ω) = gi1 · · · gin está definida sobre el intervalo g−1

in
(Iin). De-

notemos entonces In(ω) = h̄n(ω)
(
g−1
in

(Iin)
)
y

ΛS = ∩n∈N ∪ω∈Ω∗ In(ω).

Observemos que si T : ∪k
i=1ran(gi) → ∪k

i=1dom(gi) es la aplicación cuya
restricción a cada conjunto ran(gi) coincide con g−1

i , entonces la restricción
de T a ΛS es naturalmente semiconjugada al desplazamiento σ : Ω∗→Ω∗.

Definición 3.58. Un conjunto Λ invariante por la acción de un pseudo-
grupo es dicho markoviano si existe un intervalo abierto L que intersecta a
Λ de modo que L∩Λ es igual a ΛS para un sistema markoviano S definido
sobre L. A dicho conjunto asociaremos la clase de diferenciabilidad del
sistema de generadores del pseudo-grupo subyacente en S.

Dentro de este caṕıtulo ya hemos estudiado un ejemplo de pseudo-grupo
markoviano: se trata de aquél ilustrado por la figura 16 (las propiedades
de la definición son satisfechas para g1 = f , g2 = g, I1 = [a, b] e I2 = [c, d],
considerando como dominio de definición para g1 y g2 un intervalo abierto
ligeramente más grande que [a, d]; se tiene además Ω∗ = Ω).

Teorema 3.59. Si Λ es un conjunto excepcional local para un pseudo-grupo
de difeomorfismos unidimensionales de clase C1+lip y de tipo markoviano,
entonces la medida de Lebesgue de Λ es nula.

En el caso en que las aplicaciones hi puedan ser escogidas uniformemente
diferenciablemente contractantes, el resultado precedente es aún válido en
clase C1+τ (compare con el teorema 3.62), pero no en clase C1 (vea el
ejemplo 3.63). Para el caso C1+τ contractante vale en realidad un resultado
mucho más fino: la dimensión de Hausdorff de Λ es inferior a 1 [163]. Sin
embargo, esto deja de ser válido en el caso markoviano no contractante,
incluso en el contexto real-anaĺıtico [71].

Daremos la demostración del teorema 3.59 sólo para el caso particular
del sistema markoviano discutido más arriba y representado por la figura
16. El lector no debiese tener problemas en adaptar los argumentos dados
a continuación para el caso general (módulo pequeños detalles de ı́ndole
combinatorio). Comenzamos con un lema de interés general similar al de
Schwartz (para una aplicación interesante, vea los ejercicios 3.67 y 3.68).
Por simplicidad, daremos una versión simplificada del lema (admitiendo
una hipótesis sobre los dominios de definición de los generadores) que será
suficiente para nuestros propósitos; sin embargo, el lector no debiese tener
problemas en dar argumentos que permitan suprimirla.
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Lema 3.60. Sea Γ un semigrupo de difeomorfismos de clase C1+lip de una
variedad unidimensional. Supongamos que Γ sea generado por una familia
finita G de elementos cuyos dominios de definición contienen un intervalo
compacto L tal que g(L)⊂L para todo g ∈ Γ. Supongamos además que para
un punto x0∈L se tenga

∑
g∈Γ g

′(x0)≤S<∞. Si C designa una constante
de lipschitzianidad para el logaritmo de la derivada de los elementos de G
sobre L, entonces para ` = log(2)/2CS se tiene que para todo g ∈ Γ y todo
punto x ∈ L en la `-vecindad de x0 se cumple

g′(x)/2 ≤ g′(x0) ≤ 2g′(x).

Demostración. Razonaremos por inducción sobre la longitud del elemento
g ∈ Γ (i.e., el número mı́nimo de factores en G necesarios para escribir g
como un producto; vea el apéndice para una discusión de esta noción en el
caso de grupos). La afirmación es evidente si long(g) = 0 (es decir, si g es
la identidad). Supongamos que ella sea válida para elementos de longitud
menor a n ∈ N, y sea g∈Γ tal que long(g) = n. Podemos entonces escribir
g = gn · · · g1, donde cada gi pertenece a G. Por la hipótesis de inducción
tenemos, para todo x ∈ I ∩ [x0 − `, x0 + `] y todo i ∈ {0, . . . , n− 1},
∣∣gi · · · g1(x)−gi · · · g1(x0)

∣∣≤ sup
y∈I

(gi · · · g1)′(y)|x−x0|≤(gi · · · g1)′(x0)
log(2)

CS
.

Luego,
∣∣∣∣log

( g′(x)
g′(x0)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣log
( g′n(gn−1 · · · g1(x)) · · · g′1(x)
g′n(gn−1 · · · g1(x0)) · · · g′1(x0)

)∣∣∣∣

≤
n−1∑

i=0

∣∣ log(g′i+1(gi · · · g1(x)))− log(g′i+1(gi · · · g1(x0)))
∣∣

≤
n−1∑

i=0

C
∣∣gi · · · g1(x)− gi · · · g1(x0)

∣∣

≤
n−1∑

i=0

(gi · · · g1)′(x0) log(2)

S

≤ log(2),

lo cual prueba la estimación deseada para g ∈ Γ. ¤

Estamos ahora en condiciones de proceder a la demostración del teorema
3.59 (al menos para el pseudo-grupo representado por la figura 16). Note-
mos primeramente que, para todo x ∈ I = [b, c] y todo g = gin · · · gi1 ∈ Γ
(donde cada gij pertenece a G = {g1=f, g2=g}) se tiene

∣∣log(g′(b))−log(g′(x))
∣∣≤C

n−1∑

j=0

∣∣gij · · · gi1(b)−gij · · · gi1(x)
∣∣≤C

n−1∑

j=0

∣∣g(I)
∣∣≤C(d−a).
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Escogiendo x∈I de modo que g′(x) = |g(I)|/|I|, de lo anterior deducimos
que g′(b) ≤ |g(I)| eC(d−a)/|I|, por lo que

∑

g∈Γ

g′(b) ≤ eC(d−a)

|I|
∑

g∈Γ

∣∣g(I)
∣∣ ≤ eC(d−a)(d− a)

|I| = S.

Haciendo ` = log(2)/2CS, del lema precedente se desprende que para todo
g, h en Γ y todo punto x ∈ [c, d] perteneciente a la `-vecindad de h(b) se
tiene g′(x)/2 ≤ g′(b) ≤ 2g′(x), y por lo tanto

∑

g∈Γ

∣∣g([h(b)− `, h(b) + `])
∣∣ ≤ 2`

∑

g∈Γ

sup
x∈[h(b)−`,h(b)+`]

g′(x) ≤ 4`S. (3.49)

Fijemos r∈N de modo que para todo (i1, . . . , ir)∈{1, 2}r se tenga
∣∣(gi1 · · · gir )([a, b])

∣∣ ≤ `.

Observe que los intervalos en cuestión cubren al minimal excepcional Λ,
por lo que para cada n ∈ N lo mismo ocurre para los intervalos de la
forma gi1 · · · ginh([a, d]), donde (i1, . . . , in) vaŕıa en {1, 2}n y h recorre los
elementos del tipo gi1 · · · gir , con (i1, . . . .ir) ∈ {1, 2}r. Luego,

Leb(Λ) ≤
∑

(i1,...,in)∈{1,2}n

∑

(h1,...,hr)∈{g1,g2}r

∣∣gi1 · · · ginh1 · · ·hr([a, d])
∣∣,

y como para cada (h1, . . . , hr) ∈ {g1, g2}r el punto h1 · · ·hr(b) pertenece a
h1 · · ·hr([a, d]), de lo anterior se deduce que

Leb(Λ) ≤
∑

(h1,...,hr)∈{g1,g2}r

∑

long(g)=n

∣∣g
(
[h1 · · ·hr(b)− `, h1 · · ·hr(b) + `]

)∣∣.

Haciendo tender n al infinito en esta última desigualdad, de la convergencia
dada por (3.49) se deduce fácilmente que Leb(Λ) = 0, lo cual cierra la
demostración.

Referimos a [40] y [105] para la realización de pseudo-grupos marko-
vianos como pseudo-grupos de holonomı́a de foliaciones de codimensión 1.
Señalemos en todo caso que no es dif́ıcil construir minimales excepcionales
inducidos por sistemas no markovianos; para más información en torno a
esto recomendamos la lectura de la última sección de [42].

Ejercicio 3.61. Completando el ejercicio 3.46, pruebe que si un minimal ex-
cepcional local es markoviano entonces todas las órbitas contenidas en él poseen
infinitos fines (vea [41] si tiene problemas con esto).

Para cerrar esta sección comentemos brevemente otro caso para el cual la
respuesta al problema 2 es positiva. El lector no debiera tener problemas en
adaptar la demostración del teorema 3.50 para probar el siguiente resultado
(alternativamente, vea [98]).
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Teorema 3.62. Sea Γ un subgrupo de Difeo1+τ
+ (S1) que admite un mini-

mal excepcional Λ. Si τ >0 entonces el conjunto Λ∩E(Γ) tiene medida de
Lebesgue nula.

La pertinencia de la hipótesis τ > 0 para este resultado queda de mani-
fiesto en el siguiente ejemplo debido a Bowen [17].

Ejemplo 3.63. El lector verificará sin dificultad que es posible construir dos
aplicaciones f y g que cumplen las propiedades topológicas ilustradas en la figura
16 y satisfacen además las condiciones siguientes (notemos nuevamente g1 = f ,
g2=g e I=[b, c] para aśı situarnos en el contexto markoviano, con a=0 y d=1):

(i) existe una sucesión de números `n (donde n ≥ 0) tal que

∑

n≥0

`n < 1 y lim
n→∞

`n+1

`n
= 1,

de modo que |I| = `0 y si para cada n ∈ N y cada (gi1 , . . . , gin) ∈ {g1, g2}n
denotamos Ii1,...,in = gi1 · · · gin(I), entonces se tiene |Ii1,...,in | = `n/2

n;

(ii) cada gi es diferenciable sobre I y sobre cada Ii1,...,in , su derivada en los
extremos de estos intervalos es igual a 1/2, y se tiene

lim
n→∞

max
(i1,...,in)

sup
x∈Ii1,...,in

∣∣∣g′i(x)−
1

2

∣∣∣ = 0;

(iii) cada gi es diferenciable sobre una vecindad de a = 0 y d = 1, con derivada
idénticamente igual a 1/2 a izquierda (resp. derecha) de a (resp. d).

Con estas condiciones no es dif́ıcil ver que g1 y g2 son de clase C1 sobre todo el
intervalo [a, d] = [0, 1] y que sus derivadas son idénticamente iguales a 1/2 sobre
el conjunto de Cantor markoviano Λ. En cuanto a la medida de Lebesgue de este
conjunto se tiene

Leb(Λ) = 1− |I| −
∑

n≥1

∑

(i1,...,in)

|Ii1,...,in | = 1−
∑

n≥0

`n > 0.

Observe que, por un método análogo al de la construcción del segundo ejemplo de
la sección 1 del caṕıtulo 2, sobre la base del ejemplo precedente es posible fabricar
un subgrupo a dos generadores de Difeo1+(S

1) que admite un minimal excepcional
de medida positiva completamente contenido en el conjunto exponencial de la
acción.

Ejercicio 3.64. Después de leer la sección 1.4 del caṕıtulo 4, pruebe que para
todo τ > 0 existen subgrupos abelianos y finitamente generados de Difeo1+τ

+ (S1)
que admiten un minimal excepcional de medida positiva. Demuestre directa-
mente (i.e., sin utilizar el teorema 3.62) que, para dichos ejemplos, el minimal
excepcional correspondiente está contenido (módulo un conjunto de medida nula)
en el conjunto subexponencial de la acción.

Ejemplo 3.65. Siguiendo una idea debida a Mañé, dado τ < 1 consideremos
un difeomorfismo de clase C1+τ del ćırculo con número de rotación irracional
y admitiendo un conjunto de Cantor invariante Λ0 de medida positiva (vea el
ejercicio anterior). Fijemos una componente conexa I del complemento de Λ0,
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y sea H̄ : S1 → S1 un difeomorfismo local de grado 2 que coincide con f fuera
de I (i.e., la aplicación H̄ “da una vuelta extra” sobre el ćırculo al recorrer I).
A partir de H̄ resulta fácil construir un pseudo-grupo a dos generadores con un
minimal excepcional Λ que contiene a Λ0. Como la medida de Lebesgue de Λ0

es positiva, lo mismo vale para Λ.

Ejercicio 3.66. Pruebe que si Γ es un grupo finitamente generado de difeomor-
fismos real-anaĺıticos del ćırculo que admite un minimal excepcional Λ, entonces
a excepción posible de una cantidad numerable de puntos, S1 \ Λ está contenido
en el conjunto subexponencial S(Γ) (señalemos que es muy probable que esto sea
válido en general para subgrupos de Difeo1+va

+ (S1)).
Sugerencia. Utilice la analiticidad para verificar que, salvo a lo más un conjunto
contable de puntos, si x ∈ S1 \ Λ entonces existe un intervalo abierto Ix conte-
niendo a x en su interior y tal que las imágenes de Ix por los elementos del grupo
son dos a dos disjuntas. De la desigualdad

1 ≥
∑

g∈Γ

|g(Ix)| =
∑

g∈Γ

∫

Ix

g′(y)dy =

∫

In

(∑

g∈Γ

g′(y)
)
dy

concluya que para casi todo y∈ Ix la serie
∑

g∈Γ g′(y) converge (un tal punto y
pertenece obviamente a S(Γ)). Finalmente, pruebe que esto es válido para todo
y∈Ix mediante un argumento de control de distorsión.

Ejercicio 3.67. Siguiendo las indicaciones dadas a continuación, pruebe que si
Γ es un grupo finitamente generado de difeomorfismos de clase C1+lip del ćırculo
cuya acción es minimal, entonces para todo y∈S1 la serie

∑
g∈Γ g′(y) diverge.

(i) Usando el lema 3.60 y la minimalidad de la acción, pruebe que si el conjunto∑
(Γ) de los puntos y ∈ Γ tales que la serie

∑
g∈Γ g′(y) converge no es vaćıo

entonces coincide con todo el ćırculo, y existe además una constante S tal que
S(y) ≤ S para todo y ∈ S1.

(ii) Escogiendo un elemento g ∈ Γ de orden infinito, y utilizando la igualdad

n−1∑

i=0

∫

S1

(gi)′(y) dy = n,

obtenga una contradicción para n > S.

Ejercicio 3.68. Usando el ejercicio precedente pruebe el siguiente resultado del
tipo recurrencia de Poincaré: si Γ es un grupo finitamente generado de difeo-
morfismos de clase C1+lip del ćırculo cuya acción es minimal, entonces para todo
subconjunto medible A de S1 de medida de Lebesgue positiva existe g 6= id tal
que Leb(A ∩ g(A)) > 0.
Sugerencia. En caso contrario, el conjunto

∑
(Γ) es no vaćıo.

6 Conjugación diferenciable entre grupos de
difeomorfismos

El problema de la diferenciabilidad de la conjugación entre grupos de
difeomorfismos del ćırculo es un tópico sorprendentemente extenso y com-
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plejo. Ya de una dificultad incréıble es el caso de grupos actuando libre-
mente, el cual sin embargo está en gran medida entendido gracias a trabajos
señeros de Siegel, Arnold, Herman, Moser, Yoccoz, Sinai, Khanin, Katznel-
son y Orstein, entre otros. En dichos trabajos el ingrediente esencial para
obtener la diferenciabilidad de la conjugación de un difeomorfismo f de
clase al menos C2 del ćırculo y número de rotación ρ(f) irracional respecto
a la rotación de ángulo ρ(f) es la naturaleza diofantina de ρ(f). En otros
términos, dicha conjugación es diferenciable cuando las aproximaciones de
ρ(f) por números racionales no son “demasiado rápidas” en relación al de-
nominador del racional considerado (i.e., ρ(f) es “mal aproximado” por
los racionales).

A continuación estudiaremos el caso esencialmente diferente de grupos
no conjugados a grupos de rotaciones. En este contexto no se dispone
de una teoŕıa unificada, y podŕıa decirse que los únicos resultados gene-
rales son el teorema 3.74, que estudiaremos en detalle en las dos secciones
a seguir, y la proposición 4.13 del próximo caṕıtulo. Notemos que es-
tos dos resultados son bastante más sencillos que aquéllos de la teoŕıa de
pequeños denominadores. Otros resultados un poco más finos son válidos
en casos particulares. Por ejemplo, Sullivan probó que toda conjugación
topológica y absolutamente continua entre grupos fuchsianos de primera
especie es real-anaĺıtica, obteniendo también resultados de regularidad so-
bre el minimal excepcional para conjugaciones entre grupos de segunda
especie [193, 194]. Por otra parte, sobre la base de resultados clásicos de
existencia y unicidad de medidas invariantes absolutamente continuas para
aplicaciones dilatantes del intervalo (vea por ejemplo [106]), el autor probó
en [147] que si dos grupos de difeomorfismos de clase Cr de S1, con r ≥ 2,
satisfacen las hipótesis del teorema de Duminy (i.e., son generados por
elementos cercanos a rotaciones), y si sus órbitas son densas, entonces toda
conjugación topológica y absolutamente continua entre ellos es de clase Cr

(vea [173, 174] para el caso real-anaĺıtico de este resultado).

6.1 Linearización de Sternberg y conjugaciones C1

Sean f y g dos difeomorfismos de clase Cr de una vecindad del origen de
la recta sobre sus imágenes respectivas. Si f y g fijan el origen decimos que
ellos son equivalentes si existe ε′′ > 0 tal que f |]−ε′′,ε′′[ = g|]−ε′′,ε′′[. Módulo
esta relación de equivalencia, la clase de g será denotada [g]. El conjunto
de clases constituye un grupo respecto a la operación de composición de
representantes, es decir, [f ][g] = [f ◦ g]. Dicho grupo, llamado grupo de
gérmenes de difeomorfismos de clase Cr de la recta que fijan el origen y
preservan orientación, será designado por Gr

+(R, 0).
Observe que la derivada g(i)(0) de orden i ≤ r en el origen está bien

definida para todo germen [g] ∈ Gr
+(R, 0). Diremos que este germen es

hiperbólico si g′(0) 6= 1. El siguiente lema es bien conocido.
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Lema 3.69. Si 1 ≤ r < ∞ y [g] ∈ Gr
+(R, 0) es hiperbólico, entonces existe

[h] ∈ Gr
+(R, 0) tal que h′(0) = 1 y (hgh−1)(i)(0) = 0 para todo 2 ≤ i ≤ r.

Demostración. Sea g(x) = ax + a2x
2 + . . . + arx

r + o(xr) el desarrollo
de Taylor de g en torno al origen. Escribamos formalmente

ĥ(x) = x+ b2x
2 + . . .+ brx

r + . . . ,

y tratemos de hallar los coeficientes bi de modo que

ĥ ◦ g = Ma ◦ ĥ, (3.50)

dondeMa denota la multiplicación por a=g′(0). Identificando los coeficien-
tes de x2 de ambos miembros de esta igualdad obtenemos a2+b2a

2=ab2,
y por lo tanto b2 = a2/(a − a2). En general, suponiendo b2, . . . , bi−1 ya
calculados (con i ≤ r), a partir de (3.50) se obtiene la igualdad

Qi(b1, . . . , bi−1, a1, . . . , ar) + bia
i = abi

para cierto polinomio Qi en (r + i− 1) variables, de donde

bi =
Qi(b1, . . . , bi−1, a1, . . . , ar)

a− ai
.

Sea ahora h un difeomorfismo de clase Cr de una vecindad del origen tal
que h(0) = 0, h′(0) = 1 y h(i)(0) = i! bi para todo 2 ≤ i ≤ r. Reinvirtiendo
los cálculos anteriores, es fácil ver que [h] ∈ Gr

+(R, 0) verifica las condiciones
pedidas. ¤

El siguiente resultado, debido esencialmente a Sternberg, ha sido trans-
crito de [211] (vea también [192]). Señalemos que un resultado análogo
subsiste para gérmenes de difeomorfismos real-anaĺıticos [44].

Teorema 3.70. Sea g ∈ Gr
+(R, 0) un germen hiperbólico, con 2≤ r≤∞.

Si denotamos a= g′(0), entonces existe un germen h ∈ Gr
+(R, 0) tal que

h′(0) = 1 y h(g(x)) = ah(x) para todo x cercano al origen. Además,
si [h1] ∈ G1

+(R, 0) verifica estas últimas dos propiedades, entonces [h1]
pertenece a Gr

+(R, 0) y [h1] = [h].

Demostración. Consideremos en primer lugar el caso r < ∞. Por el lema
anterior, para obtener la conjugación podemos suponer que g(i)(0) = 0 para
todo i ∈ {2, . . . , r}. Cambiando g por g−1 si es necesario, podemos suponer
además que g′(0) = a < 1. Sea 0 < δ < 1 tal que el dominio de definición
de g contenga al intervalo [−δ, δ]. Definamos

C(δ) = sup{|g(r)(t)| : t ∈ [−δ, δ]}.

Una aplicación simple del teorema del valor medio muestra que para todo
t ∈ [−δ, δ] y todo i ∈ {2, . . . , r} se tiene |g(i)(t)| ≤ C(δ) y |g′(t)| ≤ a+C(δ).
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Sea Eδ el espacio de las funciones ψ de clase Cr de [−δ, δ] en R tales que
ψ(0)=ψ′(0)= . . .=ψ(r)(0)=0. Dotado de la norma

‖ψ‖ = sup{|ψ(r)(t)| : t ∈ [−δ, δ]},

el espacio Eδ es de Banach. Para ψ ∈ Eδ, t ∈ [−δ, δ] e i ∈ {0, . . . , r} se
tiene

|ψ(i)(t)| ≤ tr−i

(r − i)!
‖ψ‖.

Consideremos el operador Sδ : Eδ → Eδ definido por Sδ(ψ) = (ψ ◦ g)/a.
Afirmamos que si δ > 0 es suficientemente pequeño entonces Sδ es una
contracción (es decir, ‖Sδ‖ < 1). En efecto, es fácil verificar que

(ψ ◦ g)(r) =
r∑

i=1

(
ψ(i) ◦ g

)
·Qi

(
g′, . . . , g(r−i+1)

)
,

donde Qi es un polinomio a coeficientes positivos en (r + 1 - i) variables y
Qr(x) = xr. Se deduce aśı que

∣∣(ψ ◦ g)(r)(t)
∣∣ ≤ K(δ) ‖ψ‖

para todo t ∈ [−δ, δ], donde

K(δ) =
(
a+ C(δ)

)r
+

r−1∑

i=1

δr−i

(r − i)!
Qi

(
a+ C(δ), . . . , a+ C(δ)

)
.

Notemos que K(δ) tiende hacia ar cuando δ tiende a cero. De las desigual-
dades ‖Sδ‖ ≤ K(δ)/a, a < 1 y r ≥ 2, se deduce que el valor de ‖Sδ‖ es
menor que 1 para δ suficientemente pequeño.

Fijemos ahora δ > 0 tal que ‖Sδ‖ < 1. Observe que la restricción de la
aplicación x 7→ g(x)− ax al intervalo [−δ, δ] define un elemento ψ1 de Eδ.
Como Sδ es una contracción, la ecuación (en la variable ψ)

Sδ(ψ) + a−1ψ1 = ψ

posee una única solución ψ0 ∈ Eδ. Para h = Id+ ψ0 tenemos

h(g(x)) = g(x) + ψ0 ◦ g(x) = ψ1(x) + ax+ ψ0 ◦ g(x)
= ψ1(x) + ax+ aSδ(ψ0)(x) = aψ0(x) + ax = ah(x).

Puesto que ψ0∈Eδ, se tiene h(0)=0 y h′(0)=1. Luego, si r<∞ entonces
[h] es un germen en Gr

+(R, 0) que satisface las dos condiciones requeridas.
Si h1 ∈ G1

+(R, 0) verifica estas mismas condiciones entonces

ahh−1
1 (t) = h ◦ g ◦ h−1

1 (t) = hh−1
1 (at)
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para todo t próximo al origen. De esto se deduce que

hh−1
1 (t) = lim

n→∞
hh−1

1 (ant)

an
= t(hh−1

1 )′(0) = t,

lo cual demuestra la unicidad.
Finalmente, el caso r = ∞ se obtiene fácilmente por inducción en r ≥ 2

gracias a la unicidad obtenida anteriormente. ¤

Una consecuencia casi directa del teorema precedente es el resultado
siguiente.

Corolario 3.71. Sean g1 y g2 elementos de Gr
+(R, 0), con 2 ≤ r ≤ ∞.

Supongamos que [ϕ] ∈ G1
+(R, 0) conjuga g1 y g2, es decir, sobre una vecin-

dad del origen se tiene ϕ ◦ g1 = g2 ◦ ϕ. Si g1 es hiperbólico entonces [ϕ] es
un elemento de Gr

+(R, 0).

Demostración. Notemos en primer lugar que [g2] también es hiperbólico,
pues g′2(0) = g′1(0). Si h es un germen de Gr

+(R, 0) que conjuga g2 a su parte
lineal, entonces h ◦ϕ conjuga g1 a su parte lineal. Si b = (hϕ)′(0) entonces
M1/bhϕ conjuga aún g1 a su parte lineal y verifica además (M1/bhϕ)

′(0)=1.
Por la unicidad de tal conjugación obtenemos que [M1/bhϕ] ∈ Gr

+(R, 0), y
por lo tanto [ϕ] ∈ Gr

+(R, 0). ¤

Ejemplo 3.72. El teorema de linearización de Sternberg sigue siendo
válido en clase C1+τ para todo τ > 0 (la demostración consiste en una
variación de los argumentos dados anteriormente; vea también [46]). Sin
embargo, el teorema deja de ser válido en clase C1, como lo ilustra el si-
guiente ejemplo debido al propio Sternberg.

Consideremos la aplicación g definida sobre un intervalo abierto en torno
al origen por g(0) = 0 y g(x) = ax(1 − 1/ log(x)) para x 6= 0, donde
0 < a < 1. Es fácil ver que [g] es un germen de difeomorfismo de clase
C1 satisfaciendo g′(0) = a. Pese a ello, [g] no es conjugado al germen de
la aplicación lineal Ma por ningún germen de homeomorfismo lipschitziano
(en particular, [g] no es C1 conjugado a [Ma]). Para verificar esto, fijemos
una constante ā ∈]0, 1[ de modo que g′(x) ≥ ā para todo x suficientemente
cercano al origen, y escojamos un homeomorfismo local h fijando 0 y tal
que para tales puntos x se tenga g(x) = hMah

−1(x). Para todo k ∈ N se
cumple entonces gk(x) = h

(
akh−1(x)

)
, por lo que

gk(x)

ak
=

h(akh−1(x))

ak
. (3.51)

Ahora bien, si h fuese lipschitziano con constante de Lipschitz C̄, entonces
el miembro a derecha en la igualdad anterior estaŕıa acotado (independien-
temente de k) por C = C̄ h−1(x). Por otro lado, a partir de la definición
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de g se verifica rápidamente que

gk(x)

ak
= x

k−1∏

i=0

(
1− 1

log
(
gi(x)

)
)
.

Puesto que gi(x) ≥ āix, existe un entero i0 ≥ 1 tal que para cierta
constante positiva c y todo i ≥ i0 se tiene

log
(
gi(x)

)
≥ i log(ā) + log(x) ≥ − i

c
.

De esto se deduce que

k−1∏

i=i0

(
1− 1

log
(
gi(x)

)
)

≥
k−1∏

i=i0

(
1 +

c

i

)
.

Como este último producto diverge cuando k tiene al infinito (debido a la
divergencia de la serie armónica), concluimos que el miembro a derecha de
(3.51) no es acotado, lo cual nos da una contradicción.

Ejercicio 3.73. Verifique que el germen al origen del ejemplo 3.63 es
(hiperbólico y) no linearizable por un germen de clase C1.

Como una aplicación del teorema de linearización y del corolario 3.19,
probaremos el siguiente resultado de [79].

Teorema 3.74. Sean Φ1 y Φ2 dos representaciones de un grupo Γ en
Difeor+(S

1), con 2 ≤ r ≤ ∞. Supongamos que las órbitas de ellas son den-
sas y que Φ1(Γ) no es topológicamente conjugado a un grupo de rotaciones.
Si un difeomorfismo ϕ de clase C1 de S1 conjuga Φ1 y Φ2, entonces ϕ es
un difeomorfismo de clase Cr.

Demostración. Por el corolario 3.19, existen un elemento g ∈ Γ y un
punto x∈S1 tales que Φ1(g)(x)=x y Φ1(g)

′(x) 6=1. En coordenadas locales
obtenemos un germen hiperbólico de un difeomorfismo que fija el origen.
El punto ϕ(x)∈S1 es un punto fijo por Φ2(g)=ϕ◦Φ1(g)◦ϕ−1 ∈ Γ2. Luego,
ϕ induce una conjugación de gérmenes de difeomorfismos hiperbólicos. El
corolario 3.71 implica entonces que ϕ es de clase Cr en una vecindad de x.
De la hipótesis de conjugación, a saber, ϕ ◦ Φ1(h) = Φ2(h) ◦ ϕ para todo
h ∈ Γ, se concluye que el conjunto de puntos en torno a los cuales ϕ es de
clase Cr es Φ1(Γ)-invariante. Puesto que las órbitas de Φ1(Γ) son densas,
ϕ es de clase Cr en todo el ćırculo. Para probar que ϕ−1 es de clase Cr en
todo S1 basta invertir los roles de Φ1 y Φ2. ¤

Observación 3.75. El teorema precedente sigue siendo válido para conjuga-
ciones bilipschitzianas, al menos si se asume a priori que la acción es ergódica
(vea el teorema 3.77). Por otra parte, el teorema permanece también válido para
conjugaciones entre grupos de difeomorfismos de clase C1+τ del ćırculo (que son
no abelianos y actúan minimalmente).
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Ejercicio 3.76. Pruebe que el teorema 3.74 vale también (ya sea en clase C2 o
C1+τ ) para grupos que admiten un minimal excepcional (y no son semiconjugados
a grupos de rotaciones).
Sugerencia. Aplique el mismo argumento recordando que toda órbita se acumula
sobre el conjunto de Cantor minimal.
Observación. Este último resultado no se generaliza para conjugaciones bilips-
chitzianas: vea el teorema 3.81.

6.2 El caso de las conjugaciones bilipschitzianas

El primer objetivo de esta sección consiste en extender el teorema 3.74
para conjugaciones bilipschitzianas bajo una hipótesis de ergodicidad (la
cual de acuerdo a lo discutido en la sección 5.1 de este caṕıtulo pareciera
siempre ser satisfecha).

Teorema 3.77. Sean Φ1 y Φ2 dos representaciones de un grupo finita-
mente generado Γ en Difeor+(S

1), con 2 ≤ r ≤ ∞. Supongamos que sus
órbitas sean densas y que la acción de Φ1(Γ) sea ergódica. Si un homeo-
morfismo bilipschitziano de S1 conjuga Φ1 y Φ2, entonces ϕ es un difeo-
morfismo de clase C1. Además, si Φ1(Γ) no es topológicamente conjugado
a un grupo de rotaciones, entonces ϕ es un difeomorfismo de clase Cr.

La demostración de este resultado utiliza una versión equivariante de
un clásico lema de ı́ndole cohomológico debido a Gottschalk y Hedlund.
Para formular esta versión consideremos un espacio métrico M y un grupo
Γ actuando sobre M por homeomorfismos. Un cociclo asociado a esta
acción (compare con la sección 2.1 del último caṕıtulo) es una función
c : Γ×X → R tal que para todo elemento f ∈ Γ la función x 7→ c(f, x) es
continua, y tal que para todo f, g en Γ y todo x ∈ X se tiene

c(fg, x) = c(g, x) + c(f, g(x)). (3.52)

Con estas definiciones el lema de Gottschalk-Hedlund equivariante se enun-
cia de la siguiente manera.

Lema 3.78. Si Γ es finitamente generado y su acción sobre M es minimal,
entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
(i) existen x0 ∈ M y C > 0 tales que |c(f, x0)| ≤ C para todo f ∈ Γ,
(ii) existe una función continua φ : X → R tal que c(f, x) = φ(f(x))−φ(x)
para todo f ∈ Γ y todo x ∈ X.

Demostración. Si la segunda condición es satisfecha entonces

|c(f, x0)| ≤ |φ(f(x0))|+ |φ(x0)| ≤ 2‖φ‖C(M),

lo cual prueba la validez de la condición (i).
Supongamos ahora que la primera condición se satisfaga, y para cada

elemento f ∈ Γ consideremos el homeomorfismo f̂ de M×R definido por
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f̂(x, t)=(f(x), t+c(f, x)). Se verifica rápidamente que la relación de cociclo
(3.52) implica que esta asignación define una acción del grupo Γ sobre

M×R, en el sentido que para todo f, g en Γ se tiene f̂ ĝ = f̂g. Además,
la condición (i) implica que la órbita del punto (x0, 0) bajo esta acción es
acotada; en particular, su clausura es un conjunto (no vaćıo e) invariante
por Γ. Valiéndose del lema de Zorn se deduce entonces la existencia de un
subconjunto Λ de M que es compacto, no vaćıo, invariante por Γ, y minimal
para estas propiedades.

Afirmamos ahora que el conjunto Λ es el gráfico de una función (real
y) continua definida en M. Para verificar esto notemos en primer lugar
que, como la acción de Γ sobre M es minimal, la proyección de Λ sobre M
coincide con todo el espacio. Por otro lado, si (x̄, t1) y (x̄, t2) pertenecieran
a Λ para algún x̄ ∈ M y dos reales distintos t1 y t2, entonces esto implicaŕıa
que Λ ∩ Λt 6= ∅, donde t = t2 − t1 6= 0 y Λt = {(x, s + t) : (x, s) ∈ Λ}.
Ahora bien, como la acción de Γ sobre M × R conmuta con la aplicación
(x, s) 7→ (x, s + t), el conjunto Λt también seŕıa invariante, y como Λ es
minimal esto implicaŕıa que Λ = Λt. Se tendŕıa entonces

Λ = Λt = Λ2t = Λ3t = . . . ,

lo cual es imposible dada la compacidad de Λ. Concluimos aśı que para
cada x ∈ M el conjunto Λ contiene exactamente un punto de la forma (x, t).
Haciendo φ(x) = t obtenemos entonces una función de M en R cuyo gráfico
coincide con Λ. El que esta función sea continua se desprende del hecho de
que su gráfico es compacto.

Para concluir la demostración notemos que, como el gráfico de φ es
invariante por la acción de Γ, para cada f ∈ Γ y cada x ∈ M el punto
f̂(x, φ(x)) = (f(x), φ(x) + c(f, x)) debe ser de la forma (f(x), φ(f(x))), lo
cual implica que c(f, x) = φ(f(x))− φ(x). ¤

Para probar el teorema 3.77 necesitaremos la siguiente “versión medible”
del lema anterior.

Lema 3.79. Sean M un espacio métrico compacto y Γ un grupo finita-
mente generado actuando sobre él por homeomorfismos. Supongamos que
la acción sea minimal y ergódica respecto a alguna medida de probabilidad
µ sobre los borelianos de M, y sea c un cociclo asociado a esta acción. Si
φ es una función de L∞

R (M, µ) tal que para todo f ∈ Γ y µ-casi todo x ∈ M
se tiene

c(f, x) = φ(f(x))− φ(x), (3.53)

entonces existe una función continua φ̃ : M → R que coincide en µ-casi
todo punto con φ y tal que para todo f ∈ Γ y todo x ∈ M se tiene

c(f, x) = φ̃(f(x))− φ̃(x). (3.54)
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Demostración. Sea M0 el conjunto de los puntos en los cuales la igualdad
(3.53) no es verificada para algún f ∈ Γ. Como Γ es finitamente genera-
do, µ(M0) = 0. Sea M′

1 el complemento del soporte esencial de φ, y sea
M1 = ∪f∈Γf(M

′
1). Fijemos un punto x0 en el conjunto de medida total

M \ (M0 ∪M1). La igualdad (3.53) implica que |c(f, x0)| ≤ 2‖φ‖L∞ para
todo f ∈Γ. Por el lema precedente, existe una función continua φ̄ : M → R
tal que, para todo x y todo f ,

c(f, x) = φ̄(f(x))− φ̄(x).

Esto implica que en µ-casi todo punto se tiene

φ̄ ◦ f − φ̄ = φ ◦ f − φ,

es decir,
φ̄− φ = (φ̄− φ) ◦ f.

Como asumimos que la acción de Γ es ergódica respecto a µ, existe C ∈ R
tal que la diferencia φ̄ − φ es igual a C en µ-casi todo punto (pues los
conjuntos de nivel (φ̄ − φ)−1(c) son invariantes por Γ). Para finalizar la
demostración basta definir φ̃ = φ̄− C. ¤

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema 3.77. Para ello note-
mos que si ϕ es un homeomorfismo bilipschitziano de S1 entonces ϕ y ϕ−1

son diferenciables en casi todo punto, y las derivadas correspondientes son
funciones pertenecientes a L∞

R (S1, Leb). Por lo tanto, φ=− log(ϕ′) también
pertenece a L∞

R (S1, Leb). Si ϕ conjuga Φ1 y Φ2 entonces de la igualdad
Φ1(f)=ϕ−1 ◦ Φ2(f) ◦ ϕ se deduce que en casi todo punto se tiene

log(Φ1(f)
′(x)) = log(ϕ′(x))− log(ϕ′(Φ1(f)(x))) + log(Φ2(f)

′(ϕ(x))).

Haciendo c(f, x) = log(Φ1(f)
′(x)) − log(Φ2(f)

′(ϕ(x))) esto implica que,
para todo f ∈ Γ y casi todo x ∈ S1,

c(f, x) = φ(Φ1(f)(x))− φ(x).

Dejamos a cargo del lector la tarea de verificar la relación de cociclo

c(fg, x) = c(g, x) + c(f,Φ1(g)(x)).

Como estamos suponiendo que la acción Φ1 es ergódica, el lema 3.79 nos
brinda la existencia de una función continua φ̃ que coincide casi ciertamente
con φ (y para la cual la relación (3.54) es satisfecha para todo x ∈ S1 y todo
f ∈ Γ). Por simple integración se concluye que la derivada de ϕ está bien
definida en todo punto y coincide con la función exp(−φ̃). En particular, ϕ
es diferenciable (con derivada continua), e invirtiendo los roles de Φ1 y Φ2

se deduce que ϕ es un difeomorfismo de clase C1. Finalmente, para probar
que ϕ es un difeomorfismo de clase Cr en el caso de acciones no conjugadas
a acciones por rotaciones, basta con aplicar el teorema 3.74.
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Ejercicio 3.80. Sean Γ un grupo de difeomorfismos de clase C1 del ćırculo y
ϕ un homeomorfismo bilipschitziano de S1. Suponga que para todo f ∈Γ y casi
todo x ∈ S1 se cumple la igualdad

log(f ′(x))− log(f ′(ϕ(x))) = log(ϕ′(x))− log(ϕ′(f(x))).

Pruebe que ϕ centraliza a Γ, es decir, todos los elementos de Γ conmutan con ϕ.

Notemos que una conjugación de una acción consigo misma corresponde
a una aplicación (invertible y regular) que centraliza a la acción, es de-
cir, que conmuta con todos los elementos del grupo en cuestión. Además,
si Φ1 y Φ2 son dos acciones por difeomorfismos de clase Cr del ćırculo
que son conjugadas por algún difeomorfismo ϕ0 de clase Cr, y si ϕ es
otro homeomorfismo bilipschitziano que las conjuga, entonces el homeo-
morfismo (bilipschitziano) ϕ−1

0 ϕ centraliza la acción Φ1. Ésta es la razón
por la cual resulta tan importante el estudio de los centralizadores previo al
tratamiento general de las conjugaciones (vea sin embargo el ejercicio 3.82).
En este contexto puede probarse que el teorema 3.77 dista much́ısimo de
ser verdad para acciones no minimales.

Teorema 3.81. Sea Γ un grupo finitamente generado de difeomorfismos de
clase C1+lip del ćırculo cuya acción no es minimal. Si los estabilizadores de
puntos son triviales o bien ćıclicos infinitos, entonces existen homeomor-
fismos bilipschitzianos que no son de clase C1 y que conmutan con todos
los elementos de Γ. Además, tales homeomorfismos pueden ser escogidos
siendo no diferenciables sobre todo abierto no vaćıo de S1.

El teorema 3.81 se basa en una sencilla construcción relacionada con las
técnicas del caṕıtulo siguiente; es por ello que no daremos la demostración
hasta la sección 1.1 de dicho caṕıtulo. Por lo pronto, limitémosnos a comen-
tar que la hipótesis sobre los estabilizadores no es muy fuerte. Por ejemplo,
ella siempre es satisfecha en el caso real-anaĺıtico (este resultado, debido a
Hector, aparece desarrollado en el apéndice de [144]); por supuesto, ella es
verificada por muchas otras acciones no anaĺıticas interesantes. No es dif́ıcil
ver que, sin una hipótesis de este tipo, en muchos casos las conjugaciones
bilipschitzianas son necesariamente diferenciables.

Ejercicio 3.82. Dé ejemplos de grupos (finitamente generados) de difeomor-
fismos de clase C∞ del ćırculo que sean conjugados por algún homeomorfismo
bilipschitziano pero para los cuales no exista ninguna conjugación diferenciable.
Observación. Los ejemplos pedidos pueden ser construidos tanto con órbitas fini-
tas como con un minimal excepcional. Ignoramos sin embargo si existen ejemplos
de grupos de difeomorfismos real-anaĺıticos de S1 verificando la propiedad exigida.



Caṕıtulo 4

Estructura Algebraica y
Rigidez: Métodos
Dinámicos

1 Grupos abelianos de difeomorfismos

1.1 El lema de Kopell

Para un grupo de homeomorfismos de un intervalo, del ćırculo o de la
recta, diremos que ]a, b[ es una componente irreducible para la acción si
es invariante y no contiene (estrictamente) ningún subintervalo invariante.
Denotemos por Difeo1+va

+ ([0, 1[) al grupo de los difeomorfismos de clase
C1+va del intervalo [0, 1[, es decir, al grupo de los difeomorfismos f de clase
C1 de [0, 1[ tales que la variación del logaritmo de su derivada es finita sobre
cada subintervalo compacto [a, b] ⊂ [0, 1[. Recordemos que esta variación
es denotada V (f ; [a, b]), es decir,

V
(
f ; [a, b]

)
= sup

a=a0<a1<···<an=b

n∑

i=1

∣∣ log(f ′)(ai)− log(f ′)(ai−1)
∣∣.

De manera análoga se define el grupo Difeo1+va
+ (]0, 1]). Observe que todo

elemento f de Difeo2+([0, 1]) pertenece a Difeo1+va
+ ([0, 1[). En efecto, para

0 ≤ a < b < 1 se tiene

V
(
f ; [a, b]

)
=

∫ b

a

∣∣(log(f ′))′(s)
∣∣ds =

∫ b

a

∣∣∣∣
f ′′(s)
f ′(s)

∣∣∣∣ ds.

Enunciamos el important́ısimo resultado siguiente como un teorema, a pe-
sar de que es ampliamente conocido (y a veces nos referiremos a él) como el
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“lema de Kopell” por tratarse del primer lema de la tesis de Kopell [118].
La demostración que presentamos es sin embargo bastante más sencilla que
la que aparece en [118].

Teorema 4.1. Sean f y g dos difeomorfismos del intervalo [0, 1[ o de ]0, 1]
que conmutan, es decir, tales que f ◦ g = g ◦ f . Supongamos que f sea de
clase C1+va y g de clase C1. Si f no posee puntos fijos en ]0, 1[ y g tiene
(al menos) un punto fijo en ]0, 1[, entonces g es la identidad.

Demostración. Daremos la prueba sólo para el caso del intervalo [0, 1[,
pues el caso del intervalo ]0, 1] es análogo. Reemplazando f por f−1 si es
necesario, podemos suponer que f(x) < x para todo x∈]0, 1[. Sea b∈]0, 1[
uno de los puntos fijos de g. Para cada n ∈ Z denotemos bn = fn(b), y
denotemos a = b1 = f(b). Puesto que g fija cada intervalo [bn+1, bn], para
cada n ∈ N existe un punto cn ∈ [bn, bn+1] tal que g′(cn) = 1. Como cn
tiende al origen y g es de clase C1, se tiene necesariamente g′(0) = 1. Sea
δ = V (f ; [0, b]). Si u y v pertenecen a [a, b] entonces

∣∣∣∣log
( (fn)′(v)
(fn)′(u)

)∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣ log(f ′)(f i−1(v))− log(f ′)(f i−1(u))
∣∣∣ ≤ δ.

Haciendo u=x∈ [a, b] y v=f−ngfn(x)=g(x)∈ [a, b], utilizando la igualdad

g′(x) =
(fn)′(x)

(fn)′(f−ngfn(x))
g′(fn(x)) =

(fn)′(x)
(fn)′(g(x))

g′(fn(x)),

y pasando al ĺımite cuando n tiende al infinito, obtenemos la desigualdad
supx∈[a,b] g

′(x) ≤ eδ. Notemos sin embargo que lo anterior permanece

válido al reemplazar g por gj , cualquiera sea j ∈ N (esto se debe a que la
constante δ depende solamente de f). Se tiene entonces

sup
x∈[a,b]

(gj)′(x) ≤ eδ.

Puesto que g fija a y b, esto no es posible a menos que la restricción de g a
[a, b] sea la identidad. Finalmente, como f y g conmutan, se concluye que
g es la identidad sobre todo el intervalo [0, 1[. ¤

El teorema precedente permite concluir que para todo f ∈Difeo1+va
+ ([0,1[)

sin punto fijo sobre ]0, 1[, su centralizador en Difeo1+([0, 1[) actúa libremente
sobre ]0, 1[. El teorema de Hölder implica entonces que dicho centralizador
es semiconjugado a un grupo de traslaciones. De hecho, si dicho grupo de
traslaciones es denso entonces la semiconjugación es en realidad una con-
jugación topológica, tal como queda estipulado en la proposición siguiente.

Proposición 4.2. Sea Γ un subgrupo de Difeo1+([0, 1[) semiconjugado a un
subgrupo denso del grupo de las traslaciones. Si Γ contiene un elemento de
clase C1+va sin punto fijo sobre ]0, 1[, entonces la semiconjugación es una
conjugación topológica.
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Demostración. Supongamos que Γ sea un subgrupo de Difeo1+([0, 1[) que
es semiconjugado a un subgrupo denso del grupo de traslaciones sin serle
conjugado. Fijemos el elemento f ∈ Γ dado por la hipótesis. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que f es enviado sobre la traslación T−1 : x 7→x−1
por el homomorfismo inducido por la semiconjugación. En particular, se
tiene f(x) < x para todo x∈]0, 1[. Fijemos un intervalo [a, b] no reducido
a un punto que sea enviado sobre un único punto por la semiconjugación,
y que sea maximal para esta propiedad. Dada la definición de [a, b], existe
una sucesión creciente (ni) de enteros positivos tal que para todo i ∈ N
existe f̄i ∈ Γ verificando, para todo n ∈ N,

f̄ni
i (fn(a)) ≥ fn+1(a), f̄ni+1

i (fn(a)) < fn+1(a),

f̄ni
i (fn(b)) ≥ fn+1(b), f̄ni+1

i (fn(b)) < fn+1(b).

Denotemos an = fn(a) y bn = fn(b). Pasando al ĺımite cuando n tiende al
infinito en las desigualdades

f̄ni+1
i (an)

an
<

f(an)

an
≤ f̄ni

i (an)

an

obtenemos
(f̄ ′

i(0))
ni+1 ≤ f ′(0) ≤ (f̄ ′

i(0))
ni . (4.1)

Para n ≥ 0 los intervalos fn(]f̄i(a), b[) son dos a dos disjuntos. Si denota-
mos δ = V (f ; [0, b]), entonces para todo u y v pertenecientes a ]f̄i(a), b[ se
verifica

∣∣∣∣log
( (fn)′(v)
(fn)′(u)

)∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣ log(f ′)(f i−1(v))− log(f ′)(f i−1(u))
∣∣∣ ≤ δ. (4.2)

Pasando al ĺımite cuando n tiende al infinito en la desigualdad

|f̄i(a, b)| = |f−nf̄if
n([a, b])| ≥

infu∈[f̄i(a),b]
(fn)′(u)

supv∈[f̄i(a),b]
(fn)′(v)

· inf
x∈[fn(a),fn(b)]

f̄ ′
i(x) · |[a, b]|,

y utilizando las estimaciones (4.1) y (4.2) obtenemos, para cierta constante
positiva C y todo i ∈ N,

|f̄i([a, b])| ≥ e−δ(f ′(0))1/ni · |[a, b]| ≥ C.

Sin embargo, esta última desigualdad es absurda, pues |f̄i([a, b])| converge
evidentemente a cero cuando i tiende al infinito. ¤

Ejercicio 4.3. Usando el teorema de Denjoy, pruebe que la proposición prece-
dente vale para subgrupos finitamente generados de Difeo1+va

+ (]0, 1[) conteniendo
un elemento central sin puntos fijos.

De la proposición precedente se deduce inmediatamente lo siguiente.
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Corolario 4.4. Si f es un elemento de Difeo1+va
+ ([0, 1[) sin puntos fijos

en ]0, 1[, entonces su centralizador Cent(f) en Difeo1+([0, 1[) es topológica-
mente conjugado a un grupo de traslaciones de la recta.

Ejercicio 4.5. Pruebe la “versión fuerte” del lema de Kopell (en clase C1+lip)
dada por la siguiente proposición (si tiene problemas para esto vea [57]).

Proposición 4.6. Sea f : [0, 1[→ [0, 1[ un difeomorfismo de clase C1+lip tal que
f(x)<x para todo x∈]0, 1[. Fijemos un punto a∈]0, 1[, y para cada n∈N con-
sideremos un difeomorfismo gn: [f(a), a]→ [f(a), a] tangente a la identidad en los
extremos. Si g :]0, 1]→]0, 1] es tal que su restricción a [fn+1(a), fn(a)] coincide
con fngnf

−n para todo n∈Z, entonces g se extiende a un difeomorfismo de clase
C1 de [0, 1[ si y sólo si (gn) converge a la identidad respecto a la topoloǵıa C1.

Ejercicio 4.7. Pruebe la siguiente “versión real-anaĺıtica” del lema de Kopell:
si f y g son difeomorfismos real-anaĺıticos de una vecindad del origen que se
escriben de la forma f(x) = x+ aix

i + · · · y g(x) = x+ bjx
j + · · · para |x| ≤ ε,

con j > i y f(x) < x para todo x positivo y suficientemente pequeño, entonces la
sucesión f−ngfn converge uniformemente a la identidad sobre un intervalo [0, ε′]
(vea [144] para aplicaciones de esta afirmación).

Para cerrar esta sección nos concentraremos en el teorema 3.81 del caṕıtu-
lo precedente. Comencemos considerando un difeomorfismo f de clase
C1+va de un intervalo I = [a, b] tal que fn(x) converge hacia a cuando n
tiende al infinito para todo x∈ [a, b[. Fijemos un punto arbitrario c∈]a, b[,
y consideremos cualquier homeomorfismo bilipschitziano h de [f(c), c] en śı
mismo. Extendiendo h a todo ]a, b[ de modo que conmute con f , y luego
haciendo h(a)=a y h(b)=b, obtenemos un homeomorfismo (uńıvocamente
definido) de [a, b] (al que también denotaremos por h). Afirmamos que si C
es una constante de bilipschitzianidad para h en [f(c), c], entonces CeV es
una constante de bilipschitzianidad para h en [a, b], donde V =V (f ; [a, b]).
Para verificar esto consideremos por ejemplo un punto x perteneciente a
fn([f(c), c]) para cierto n ≥ 0, y tal que h sea derivable en f−n(x) ∈ [f(c), c]
con derivada menor o igual a C (observe que éste es el caso para casi todo
punto x ∈ [fn+1(c), fn(c)]). Debido la relación h = fnhf−n se tiene la
desigualdad

h′(x) = h′(f−n(x)) · (f
n)′(hf−n(x))

(fn)′(f−n)(x)
≤ C · (f

n)′(hf−n(x))

(fn)′(f−n)(x)
. (4.3)

Haciendo y = f−n(x) ∈ [f(c), c] y z = h(y) ∈ [f(c), c], y razonando como
en la demostración del lema de Kopell, obtenemos

∣∣∣∣log
( (fn)′(z)
(fn)′(y)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣log
(∏n−1

i=0 f ′(f i(z))
∏n−1

i=0 f ′(f i(y))

)∣∣∣∣∣

≤
n−1∑

i=0

∣∣∣ log(f ′(f i(z)))− log(f ′(f i(y)))
∣∣∣ ≤ V.
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Introduciendo esta última desigualdad en (4.3) deducimos que h′(x)≤CeV .
Como x era un punto genérico, esto muestra que la constante de Lipschitz
de h está acotada por CeV . Obviamente, un argumento análogo muestra
que la misma cota vale para la constante de Lipschitz de h−1.

Para la demostración del teorema 3.81 usaremos una construcción simi-
lar. Para simplificar la exposición, probaremos sólo la primera de las afir-
maciones de dicho teorema, dejando a cargo del lector la prueba de la
segunda afirmación concerniente a la existencia de centralizadores bilips-
chitzianos no diferenciables sobre ningún abierto.

Comencemos recordando que si Γ es un grupo de difeomorfismos de clase
C1+lip del ćırculo que preserva un minimal excepcional, entonces el estabi-
lizador de toda componente conexa ]a, b[ del complemento de dicho minimal
es no trivial (vea el ejercicio 3.20). Por la hipótesis del teorema, dicho es-
tabilizador es ćıclico infinito, digamos generado por un elemento f . Si la
restricción de f a I es trivial definimos h como siendo cualquier homeo-
morfismo bilipschitziano y no diferenciable de I. En caso contrario, fijemos
[ā, b̄] ⊂ [a, b] tal que fn(x) 6= x para todo x ∈]ā, b̄[, y tal que f(ā) = ā y
f(b̄) = b̄. Cambiando f por f−1 si es necesario, podemos asumir que fn(x)
converge a ā cuando n tiende al infinito para todo x ∈ [ā, b̄[. Procediendo
como lo hicimos anteriormente, fijamos un punto c̄ ∈]ā, b̄[ y consideramos
cualquier homeomorfismo bilipschitziano y no diferenciable h de [f(c̄), c̄].
Este homeomorfismo se extiende de manera única a un homeomorfismo
de [a, b] que conmuta con la restricción de f a [ā, b̄] y que coincide con la
identidad en I \ [ā, b̄].

Dada la hipótesis sobre los estabilizadores, no es dif́ıcil comprobar que
existe una única extensión de h a un homeomorfismo de S1 (a la que también
denotaremos por h) que conmuta con (cada elemento de) Γ y que coincide
con la identidad en el complemento de ∪g∈Γ g(]a, b[). Afirmamos que esta
extensión es bilipschitziana; de manera más precisa, si fijamos un sistema
finito G = {g1, . . . , gk} de generadores para Γ, entonces denotando por V
al máximo sobre los gi de la variación del logaritmo de la derivada, y por
C a la constante de bilipschitzianidad de h en [a, b], el homeomorfismo h
globalmente definido tiene constante de bilipschitzianidad menor o igual a
CekV . La prueba de esta afirmación es similar a la dada anteriormente
para el caso del intervalo. Fijemos por ejemplo x ∈ ∪g∈Γ (g(I) \ I), y
tratemos de estimar el valor de h′(x). Para esto, consideremos el mı́nimo
n ∈ N para el cual existe un elemento g = gin . . . gi1 ∈ Γ con cada gij en
G y tal que g(x) ∈ I. La minimalidad de n implica que los intervalos
I, g−1

in
(I), g−1

in−1
g−1
in

(I), . . . , g−1
i1

· · · g−1
in

(I) tienen interiores disjuntos. Usan-

do la relación h = g−1hg obtenemos, para cada x∈g−1(I) genérico,

h′(x) = h′(g(x)) · g′(x)
g′(h(x))

≤ C · g
′(x)
g′(y)

, (4.4)

donde y = h(x) ∈ g−1(I). Usando ahora sólo el hecho que la variación total
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del logaritmo de la derivada de cada gi está mayorado por V obtenemos

∣∣∣∣log
(g′(x)
g′(y)

)∣∣∣∣ ≤
n−1∑

j=0

∣∣ log(g′ij+1
(gij · · · gi1)(x))− log(g′ij+1

(gij · · · gi1)(y))
∣∣

≤
k∑

i=1

V
(
log(g′i); S

1
)
≤ kV.

De (4.4) concluimos que h′(x) ≤ CekV , tal como queŕıamos verificar.

Para terminar consideremos el caso en que Γ admite órbitas finitas. Si Γ
es finito entonces consideramos cualquier homeomorfismo bilipschitziano y
no diferenciable que conmute con su generador. Si Γ es infinito, el teorema
de Hölder implica que la acción no puede ser libre. Fijemos un elemento
no trivial f ∈ Γ que posea puntos fijos, y sea I una componente conexa
del complemento de la unión de las órbitas finitas. Observe que f debe
fijar todos los puntos de dichas órbitas. Por lo tanto, si procedemos como
lo hicimos anteriormente con I y f , podemos construir un homeomorfismo
bilipschitziano no diferenciable que centraliza a Γ.

1.2 El teorema de Szekeres

En clase C2, el homomorfismo dado por el corolario 4.4 es necesaria-
mente sobreyectivo. Esto se desprende del resultado a seguir, debido a
Szekeres [196] (vea también [211]). Dados un intervalo no vaćıo [a, b[ y

2 ≤ r ≤ ω, denotemos por Difeor,∆+ ([a, b[) al subconjunto de Difeor+([a, b[)
formado por los elementos f tales que f(x) 6= x para todo x∈]a, b[. Con-
vengamos además en que ∞−1 = ∞ y ω − 1 = ω.

Teorema 4.8. Para todo f ∈ Difeor,∆+ ([0, 1[) existe un único campo de
vectores Xf sobre [0, 1[ sin singularidades en ]0, 1[ y que verifica:

(i) el campo Xf es de clase Cr−1 sobre ]0, 1[ y de clase C1 sobre [0, 1[;

(ii) si fR={f t: t ∈ R} es el flujo asociado a dicho campo, entonces f 1=f ;

(iii) el centralizador de f en Difeo1+([0, 1[) es igual a fR.

Este teorema es de particular interés si el germen de f en el origen no es
hiperbólico. En caso contrario podemos apelar al teorema de linearización
de Sternberg; de hecho, para este caso la afirmación inicial del ejemplo 3.72
permite extender el teorema 4.8 a la clase C1+τ para todo τ >0.

Ejercicio 4.9. Dado λ < 0 considere un campo de vectores X=% ∂/∂x de clase
C1 definido sobre [0, 1] y tal que para todo x suficientemente pequeño se tenga
%(x) = λx

(
1− 1/ log(x)

)
. Pruebe que X no es C1 linearizable, en el sentido que

no existe ningún difeomorfismo de clase C1 que conjugue X a su parte lineal
λx ∂

∂x
.
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Sugerencia. Usando el método de separación de variables verifique que, si f desig-
na el tiempo 1 del flujo asociado a X, entonces

f(x) = eλ x

(
1− log(x)

1− log(f(x))

)

para todo x suficientemente cercano al origen. Usando esto pruebe que f no es
conjugado a su parte lineal por ningún homeomorfismo bilipschitziano.

Daremos la demostración del teorema 4.8 sólo para el caso r=2. Notemos
en primer lugar que podemos suponer que f(x) > x para todo x ∈]0, 1[:
el campo asociado a un difeomorfismo topológicamente contractante en el
origen se obtiene cambiando el signo del campo asociado a su inverso.

Lema 4.10. Sean a∈]0, 1[ y f : [0, 1[→ [0, 1[ un difeomorfismo de clase C2

sin otro punto fijo que el origen, el cual es topológicamente dilatante. Si
X(x) = %(x)∂/∂x es un campo de vectores de clase C1 sobre [0, 1[, entonces
X está asociado a f si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) la función % es estrictamente positiva sobre ]0, 1[,

(ii) para todo x ∈ [0, 1[ se tiene %(f(x)) = f ′(x)%(x),

(iii) se verifica la igualdad
∫ f(a)

a
ds
%(s) = 1.

Demostración. Las dos primeras condiciones son evidentemente necesa-
rias. Con respecto a la tercera, observe que si X está asociado a f entonces

d

dt

∫ ft(a)

a

ds

%(s)
=

df t(a)

dt
· 1

%(f t(a))
= 1

para todo t ≥ 0. De esto se desprende que

∫ ft(a)

a

ds

%(s)
= t,

lo cual implica (iii) para t = 1. Rećıprocamente, si la condición (ii) es
satisfecha, se verifica fácilmente que para todo x ∈]0, 1[ la derivada de la

función x 7→
∫ f(x)

x
ds
%(s) es idénticamente nula. Luego, para todo x∈]0, 1[,

∫ f(x)

x

ds

%(s)
=

∫ f(a)

a

ds

%(s)
= 1.

Por lo tanto, si denotamos por f̂ al difeomorfismo obtenido al integrar X
en tiempo 1, entonces f̂(0)=f(0)=0, y para todo x∈]0, 1[ se tiene

1 =

∫ f̂(x)

x

ds

%(s)
=

∫ f(x)

x

ds

%(s)
.

De lo anterior se deduce fácilmente que f̂=f , i.e., X está asociado a f . ¤
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Para construir el campo X, comenzamos considerando la “diferencia dis-
creta” ∆ = ∆f definida por ∆(x) = f(x)−x. Si bien ∆(f(x)) y ∆(x)f ′(x)
no son necesariamente iguales, el “error” cometido tiene una expresión
agradable (y es fácilmente controlable). En efecto, si definimos

Θ(x) = Θf (x) = log(f ′(x))− log

[∫ 1

0

f ′(x+ t∆(x))dt

]
, (4.5)

entonces se tiene

∆(f(x)) exp(Θ(x)) = ∆(x)f ′(x). (4.6)

Esta igualdad se deduce inmediatamente de

f2(x) = f(x) + ∆(x)

∫ 1

0

f ′(x+ t∆(x))dt.

Para estimaciones futuras será necesario también el desarrollo de Taylor

f2(x) = f(x) + ∆(x)f ′(x) + ∆(x)2
∫ 1

0

(1− t)f ′′(x+ t∆(x))dt,

el cual permite verificar la igualdad

Θ(x) = log

(
1− ∆(x)2

∆(f(x))

∫ 1

0

(1− t)f ′′(x+ t∆(x))dt

)
. (4.7)

La función % correspondiente a X será obtenida multiplicando ∆ por
la suma de los errores sucesivos bajo iteración, módulo una normalización
apropiada. Para ser más precisos, definamos (por el momento formalmente)

Σ(x) =
∑

n>0

Θ(f−n(x)), x∈]0, 1[, Σ(0) = 0.

Esta función satisface la igualdad formal

Σ(f(x)) = Σ(x) + Θ(x). (4.8)

Luego, si definimos el campo Y (x) = ∆(x) exp(Σ(x))∂/∂x, a partir de
(4.6) y (4.8) se concluye que Y (f(x)) es igual a

∆(f(x)) exp
(
Σ(f(x))

) ∂

∂x
=

∆(x)f ′(x)

exp(Θ(x))
exp(Θ(x) + Σ(x))

∂

∂x
= f ′(x)Y (x).

El campo X será entonces de la forma X = cY para cierta constante de
normalización c = c(f) para la cual se tenga

∫ f(a)

a

ds

X(s)
= 1.
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Observe que la condición impuesta por esta igualdad corresponde a

c =

∫ f(a)

a

dx

∆(x) exp(Σ(x))
. (4.9)

Supongamos que f ′(0) > 1 y denotemos λ = f ′(0). Cuando a ∼ 0 se tiene
Σ(x) ∼ 0 para x ≤ f(a), mientras que

∆(x) = x

(
f(x)

x
− 1

)
∼ x(λ− 1).

Luego, de acuerdo a (4.9), debe satisfacerse

c =

∫ f(a)

a

dx

∆(x) exp(Σ(x))
∼

∫ f(a)

a

dx

x(λ− 1)
=

log(f(a)/a)

λ− 1
∼ log(λ)

λ− 1
,

por lo que la elección apropiada es c(f) = log(λ)/(λ−1). Cuando λ tiende
a 1 esta última expresión converge a 1, por lo que en el caso f ′(0) = 1
la constante de normalización a considerar es c(f) = 1. A continuación
verificaremos que la definición que acabamos de esbozar es pertinente y
origina un campo asociado a f .

Proposición 4.11. Sea f un difeomorfismo satisfaciendo las hipótesis del
lema 4.10. Si definimos X = %∂/∂x por %(x) = c(f)∆(x) exp(Σ(x)), en-
tonces X es un campo de clase C1 asociado a f .

Demostración. Debemos verificar sucesivamente tres afirmaciones: el
campo X está bien definido (en el sentido de que la serie correspondiente
a la definición de la función Σ converge), X es de clase C1 (sobre [0, 1[) y
f es el tiempo 1 del flujo asociado a él.

Primera parte: la convergencia de Σ(x).

Puesto que f es de clase C1, para cada x∈]0, 1[ existe y = y(x) ∈ [x, f(x)]
tal que ∫ 1

0

f ′(x+ t∆(x))dt = f ′(y).

De esta igualdad y de (4.5) se deduce que

∣∣Θ(x)| = | log(f ′(x))− log(f ′(y))
∣∣ ≤ C|y − x| ≤ C∆(x),

donde C es la constante de Lipschitz de la función log(f ′) sobre [x, f(x)]
(la cual es igual al supremo de la función |f ′′|/|f ′| sobre dicho intervalo).
Se deduce entonces que la serie correspondiente a Σ(x) es convergente para
todo x∈]0, 1[, con |Σ(x)| ≤ Cx. Además, la función Σ se extiende conti-
nuamente a [0, 1[ haciendo Σ(0) = 0.

Segunda parte: la diferenciabilidad de %.
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Para verificar que % es derivable en el origen basta observar que

lim
t→0

%(t)

t
= c lim

t→0
exp

(
Σ(t)

)
lim
t→0

∆(t)

t
= c∆′(0) = log(λ).

La verificación de la diferenciabilidad al interior es indirecta. Denotando
LX la derivada de Lie según el campoX, de la relación %

(
f(x)

)
= %(x)f ′(x)

se desprende la igualdad LX(Θ ◦ f−1) = (LXΘ) ◦ f−1. Ahora bien, de
(4.7) se concluye que, para cierta constante C > 0,

%(x) Θ′(x) ≤ C ∆(x).

Luego, la serie
∑

n>0(LXΘ)◦f−n converge, y su valor es igual a LX(Σ)(x).
Esto prueba que Σ –y por lo tanto X– es de clase C1 sobre ]0, 1[. Observe
que lo anterior puede ser reformulado mediante la igualdad (válida para
todo x ∈]0, 1[)

%′(x) = %(x)
∆′(x)
∆(x)

+
∑

n>0

LX(%) ◦ f−n(x).

Haciendo tender x al origen se deduce rápidamente de esta relación que
%′(x) tiende a c ∆′(0) = log(λ), lo cual muestra que X es de clase C1 sobre
todo el intervalo [0, 1[.

Tercera parte: el tiempo 1 del flujo.

Debemos verificar la validez de la condición (iii) para todo x∈]0, 1[. Sin
embargo, ya observamos anteriormente que la igualdad %(f(x)) = %(x)f ′(x)

implica que la función x 7→
∫ f(x)

x
ds
%(s) es constante.

Supongamos primeramente que f sea tangente a la identidad en el origen,
es decir, λ = 1. En tal caso se tiene ∆′(0) = 0, por lo que para todo ε > 0
existe δ > 0 tal que si a < δ y t ∈ [a, f(a)] entonces

|∆(t)−∆(a)| < ε(t− a) y 1− ε <
1

exp(Σ(t))
< 1 + ε.

La primera de estas desigualdades implica |∆(t)− (f(a)− a)| < ε(b− a),
mientras que la segunda nos da

∣∣∣∣
∆(t)

%(t)
− 1

∣∣∣∣ < ε.

Se obtiene aśı, para a < δ,

∫ f(a)

a

du

%(u)
> (1− ε)

∫ f(a)

a

du

∆(u)
>

1− ε

1 + ε
,

∫ f(a)

a

du

%(u)
< (1 + ε)

∫ f(a)

a

du

∆(u)
<

1 + ε

1− ε
.
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Sin embargo, como la función x 7→
∫ f(x)

x
ds
%(s) es constante, haciendo tender

el punto a hacia el origen en conjunto con ε hacia cero se deduce que dicha
constante es igual a 1.

Supongamos ahora que λ > 1. En este caso ∆′(0) = c − 1, por lo que
para t pequeño se tiene

|∆(t)− t(c− 1)| < εt y

∣∣∣∣
λ∆(t)

%(f)(t)
− 1

∣∣∣∣ < ε.

De esto se desprende que

∫ f(a)

a

ds

%(s)
< (1 + ε)

∫ f(a)

a

ds

λ∆(s)
=

1 + ε

λ

∫ f(a)

a

ds

∆(s)
<

1 + ε

λ

∫ f(a)

a

ds

(c− 1− ε)s

=
1 + ε

λ(c− 1− ε)
log

(
f(a)

a

)
=

1 + ε

λ(c− 1− ε)
log

(
1 +

∆(a)

a

)

<
1 + ε

λ
· log(c+ ε)

c− 1− ε
= (1 + ε)

log(c+ ε)

log(c)
· c− 1

c− 1− ε
,

y pasando al ĺımite obtenemos

∫ f(a)

a

ds

%(s)
≤ 1.

Un argumento análogo permite probar la desigualdad opuesta, comple-
tando aśı la demostración. ¤

Ejercicio 4.12. Verifique que si el difeomorfismo original es de clase C1+lip,
entonces la construcción precedente origina un campo lipschitziano asociado a él.

Dejamos al lector la tarea de verificar que si el difeomorfismo original es
de clase Cr para algún r ≥ 2, entonces el campo asociado X es de clase
Cr−1 sobre ]0, 1[. Sin embargo, el campo puede no ser dos veces diferencia-
ble en el origen. Por otra parte, si f es un difeomorfismo del intervalo [0, 1],
el campo X definido sobre [0, 1[ se extiende continuamente al intervalo ce-
rrado haciendo X(1) = 0, pero esta extensión no es diferenciable en “la
mayoŕıa” de los casos (para profundizar en torno a estos temas recomen-
damos la lectura de los caṕıtulos IV y V de [211] y de las referencias alĺı
indicadas). En todo caso, la diferenciabilidad Cr sobre ]0, 1[ del campo aso-
ciado y la unicidad de éste implican directamente un resultado interesante
de regularidad para conjugaciones entre difeomorfismos.

Proposición 4.13. Si r ≥ 2 y f1, f2 son dos difeomorfismos de clase Cr

de un intervalo cerrado (al menos por un lado) y sin punto fijo al interior,
entonces la restricción al interior de todo difeomorfismo C1 que conjuga
dichos difeomorfismos es de clase Cr.
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1.3 La clasificación

Podemos dar ahora la descripción de los grupos abelianos de difeomorfis-
mos de clase C1+va de variedades unidimensionales. El caso del intervalo es
muy simple. En efecto, debido al corolario 4.4, la restricción de un grupo
tal a cada componente irreducible es conjugada a un grupo de traslaciones.
Para el caso del ćırculo tendremos necesidad del siguiente lema de interés
general (compare con la sección 3.1, caṕıtulo 2).

Lema 4.14. Si Γ es un subgrupo promediable de Homeo+(S
1), entonces

o bien Γ es semiconjugado a un grupo de rotaciones, o bien contiene un
subgrupo de ı́ndice finito que admite puntos fijos.

Demostración. Como Γ es promediable, necesariamente preserva una
medida de probabilidad µ sobre el ćırculo. Si las órbitas por Γ son densas,
entonces el soporte de µ es total, y mediante una reparametrización se
constata que Γ es topológicamente conjugado a un grupo de rotaciones. Si
existe un conjunto de Cantor invariante y minimal, entonces el soporte de
µ coincide con dicho conjunto, y esto permite semiconjugar Γ a un grupo
de rotaciones. Finalmente, si hay una órbita finita, entonces los elementos
de Γ preservan el orden ćıclico de los puntos de esta órbita, por lo que el
estabilizador de dichos puntos es un subgrupo de ı́ndice finito de Γ que
posse puntos fijos. ¤

Del lema precedente se desprende que si Γ es un subgrupo abeliano de
Difeo1+va

+ (S1), entonces o bien es semiconjugado a un grupo de rotaciones, o
bien es una extensión central finita de un subgrupo de un producto (a lo más
numerable) de grupos abelianos que actúan sobre intervalos disjuntos. Por
el corolario 4.4, estos últimos son conjugados a grupos de traslaciones sobre
cada componente irreducible. Recuerde que para subgrupos finitamente
generados de Difeo1+va

+ (S1), toda semiconjugación a un grupo de rotaciones
es necesariamente una conjugación; sin embargo, esto no es necesariamente
válido para grupos no finitamente generados (vea el ejemplo 3.7).

Ejercicio 4.15. Pruebe que todo grupo virtualmente abeliano de difeomorfismos
de clase C1+va del intervalo o del ćırculo es abeliano.

Ejercicio 4.16. Pruebe que todo subgrupo abeliano de Difeo1+va
+ (R) preserva

una medida de Radon sobre los borelianos de la recta (vea la proposición 2.56 y
los comentarios previos a ella).

1.4 Contra-ejemplos de Denjoy

La clase de diferenciabilidad C1+lip (o bien C1+va) resulta esencial para
los resultados dinámicos del caṕıtulo precedente, aśı como para algunos re-
sultados algebraicos del presente caṕıtulo. Antes de pasar a la construcción
de “contra-ejemplos” (llamados de esta forma por abuso de lenguaje) ha-
gamos una breve revisión de la noción de módulo de continuidad.
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Definición 4.17. Dado un homeomorfismo ω : [0, 1]→ [0, ω(1)], decimos
que una función ψ : [0, 1]→R es ω-continua si existe C ∈ R tal que, para
todo x 6= y en [0, 1], ∣∣∣∣

ψ(x)− ψ(y)

ω(|x− y|)

∣∣∣∣ ≤ C.

Denotemos por ‖ψ‖ω el supremo de la expresión a izquierda, y llamémoslo
la Cω-norma de ψ. El interés en la noción de ω-continuidad se debe al he-
cho (evidente) de que si (ψn) es una sucesión de funciones definidas en [0, 1]
tal que

sup
n∈N

‖ψn‖ω < ∞,

entonces (ψn) es una sucesión equicontinua.

Ejemplo 4.18. Para ω(s) = sτ , con 0<τ < 1, las nociones de ω-continuidad y
τ -hölderianidad coinciden.

Ejemplo 4.19. Para ω(s) = s, la noción de ω-continuidad coincide con la de
lipschitzianidad.

Ejemplo 4.20. Dado ε≥0, suponga que ω=ωε es tal que ωε(s)=s[log(1/s)]1+ε

para s pequeño. Si una aplicación es ωε-continua, entonces ella es τ -continua
para todo 0 < τ < 1. De hecho, es fácil verificar que

s log

(
1

s

)1+ε

≤ Cε,τs
τ , donde Cε,τ =

1

e1+ε

(
1 + ε

1− τ

)1+ε

.

Observe que la aplicación s 7→ s log(1/s)1+ε no es lipschitziana. Por lo tanto, la
ωε-continuidad para una función no implica que dicha función sea lipschitziana.

Ejemplo 4.21. Un módulo de continuidad ω satisfaciendo ω(s) = 1/ log(1/s)
para todo s suficientemente pequeño es más débil que cualquier módulo Hölder
s 7→ sτ , donde τ > 0.

Para nuestra construcción, uno de los problemas centrales consistirá
en controlar el módulo de continuidad de la derivada de una aplicación
obtenida al “pegar” infinitos difeomorfismos definidos parcialmente sobre
subintervalos. Para esto, el lema elemental presentado a continuación será
primordial.

Lema 4.22. Sea {In : n ∈ N} una familia de subintervalos cerrados de [0, 1]
(resp. S1) con interiores disjuntos y tales que el complemento de su unión
tiene medida de Lebesgue nula. Supongamos que ϕ sea un homeomorfismo
de [0, 1] tal que sus restricciones a cada intervalo In sean difeomorfismos de
clase C1+ω tangentes a la identidad en los extremos. Supongamos además
que las Cω-normas de las derivadas de estas restricciones estén uniforme-
mente acotadas por una constante C > 0. Entonces ϕ es un difeomorfismo
de clase C1+ω de [0, 1] (resp. de S1), y la Cω-norma de su derivada es
menor o igual que 2C.
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Demostración. Consideraremos sólo el caso del intervalo, pues el caso del
ćırculo es análogo. Sean x<y dos puntos de ∪n∈NIn. Si ellos pertenecen a
un mismo intervalo In entonces, por hipótesis,

∣∣∣∣
ϕ′(y)− ϕ′(x)
ω(y − x)

∣∣∣∣ ≤ C.

Supongamos ahora que x ∈ Ii = [xi, yi] e y ∈ Ij = [xj , yj ], con yi ≤ xj .
En este caso,
∣∣∣∣
ϕ′(y)−ϕ′(x)

ω(y − x)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
(ϕ′(y)−1) + (1−ϕ′(x))

ω(y − x)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
ϕ′(y)−ϕ′(xj)

ω(y − x)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
ϕ′(yi)−ϕ′(x)

ω(y − x)

∣∣∣∣ ,

y esta última expresión está mayorada por

C

[
ω(y − xj)

ω(y − x)
+

ω(yi − x)

ω(y − x)

]
≤ 2C.

La aplicación x 7→ ϕ′(x) es por lo tanto uniformemente continua sobre el
conjunto denso ∪n∈NIn, por lo que se extiende a una función continua
definida en [0, 1] y cuya derivada posee Cω-norma acotada por 2C. Siendo
nula la medida de I \ ∪n∈NIn, el teorema fundamental del cálculo de
Lebesgue implica que esta función continua coincide (en todo punto) con
la derivada de ϕ. ¤

Dado lo anterior, será útil disponer de una buena familia de difeomorfis-
mos entre intervalos que sean tangentes a la identidad en los extremos.

Definición 4.23. Una familia {ϕa,b : [0, a]→ [0, b]; a>0, b>0} de homeo-
morfismos es equivariante si ϕb,c ◦ϕa,b = ϕa,c para todo a>0, b>0 y c>0.

Dadas una familia equivariante y dos intervalos I=[x1, x2] y J=[y1, y2],
denotaremos por ϕ(I, J) : I→J al homeomorfismo definido por

ϕ(I, J)(x) = ϕx2−x1,y2−y1
(x− x1) + y1.

Observe que ϕ(I, I) coincide necesariamente con la aplicación identidad.
La familia equivariante más simple es aquélla de las aplicaciones afines

ϕa,b(x) = bx/a. Sin embargo, resulta evidente que esta familia no es
adecuada si se busca “pegar diferenciablemente” aplicaciones definidas en
subintervalos. Para soslayar este problema, introduzcamos el siguiente pro-
cedimiento: dada una familia de homeomorfismos {ϕa : ]0, a[→ R; a > 0},
definamos ϕa,b = ϕ−1

b ◦ ϕa : ]0, a[→]0, b[; de la igualdad

ϕb,c ◦ ϕa,b = (ϕ−1
c ◦ ϕb) ◦ (ϕ−1

b ◦ ϕa) = ϕ−1
c ◦ ϕa = ϕa,c

se deduce que, al extender continuamente ϕa,b a todo el intervalo [0, a], se
obtiene una familia equivariante. Para nosostros serán fundamentales las
aplicaciones ϕa : ]0, a[→ R definidas por

ϕa(x) = −1

a
ctg

(πx
a

)
. (4.10)
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La familia equivariante asociada fue introducida por Yoccoz; sus elementos
poseen propiedades notables de regularidad que pasamos a discutir.

Utilizando la notación u = ϕa(x) tenemos

ϕ′
a,b(x) = (ϕ−1

b )′(ϕa(x)) · ϕ′
a(x) =

(ϕ−1
b )′(u)

(ϕ−1
a )′(u)

=
u2 + 1/a2

u2 + 1/b2
.

Observe que si x→ 0 (resp. x→ a), entonces u→−∞ (resp. u→+∞) y
ϕ′
a,b(x)→1. Por lo tanto, la aplicación ϕa,b se extiende a un difeomorfismo

de clase C1 de [0, a] sobre [0, b] tangente a la identidad en los extremos.

Además, para a≥ b (resp. a≤ b), la función u 7→ u2+1/a2

u2+1/b2 alcanza su valor

mı́nimo (resp. máximo) en u=0, y siendo este valor igual a b2/a2, tenemos

sup
x∈[0,a]

|ϕ′
a,b(x)− 1| =

∣∣∣∣
b2

a2
− 1

∣∣∣∣ .

Para la segunda derivada de ϕa,b tenemos

ϕ′′
a,b(x) =

dϕ′
a,b(x)

du
· du
dx

=
2u(u2 + 1/b2)− 2u(u2 + 1/a2)

(u2 + 1/b2)2
π(u2 + 1/a2)

= π
u2 + 1/a2

(u2 + 1/b2)2

[
2u

( 1

b2
− 1

a2

)]
,

por lo que

|ϕ′′
a,b(x)| = π

u2 + 1/a2

u2 + 1/b2
· |2u(1/b

2 − 1/a2)|
u2 + 1/b2

.

De esto se desprende que ϕa,b es un difeomorfismo de clase C2 satisfaciendo

ϕ′′
a,b(0) = ϕ′′

a,b(a) = 0. La desigualdad 2|u|
u2+t2 ≤ 1

t aplicada a t = 1/b nos da

∣∣ϕ′′
a,b(x)

∣∣ ≤ π
u2 + 1/a2

u2 + 1/b2

∣∣∣∣
1

b2
− 1

a2

∣∣∣∣ b.

Para a ≤ b, lo anterior implica que

∣∣ϕ′′
a,b(x)

∣∣ ≤ π
b2

a2

(
b2 − a2

a2b2

)
b =

πb

a2

(
b2

a2
− 1

)
.

Luego, si a ≤ b ≤ 2a entonces

∣∣ϕ′′
a,b(x)

∣∣ ≤ 6π

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣
1

a
.

Análogamente, si 2b ≥ a ≥ b entonces

∣∣ϕ′′
a,b(x)

∣∣ ≤ π

b

(
1− b2

a2

)
≤ 2π

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣
1

b
≤ 4π

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣
1

a
.
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Por lo tanto, en ambos casos se tiene

∣∣ϕ′′
a,b(x)

∣∣ ≤ 6π

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣
1

a
. (4.11)

Esta última desigualdad y el ejercicio a continuación muestran que la fa-
milia de aplicaciones ϕa,b es en cierto sentido optimal.

Ejercicio 4.24. Pruebe que si ϕ : [0, a] → [0, b] es un difeomorfismo de clase C2

tal que ϕ′(0) = ϕ′(a) = 1, entonces existe un punto s∈]0, a[ tal que

|ϕ′′(s)| ≥ 2

a

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣ .

Con excepción del ejercicio 4.29, en lo que sigue la notación ϕa,b se-
rá utilizada exclusivamente para denotar las aplicaciones de la familia de
Yoccoz. Sin pérdida de generalidad, supondremos que la función s 7→ω(s)/s
es decreciente. Observe que los módulos considerados en los ejemplos 4.18,
4.20 y 4.21 pueden ser modificados (lejos de 0) con el fin de satisfacer esta
condición. Bajo esta suposición se verifica lo siguiente.

Lema 4.25. Si a > 0 y b > 0 son tales que a/b ≤ 2, b/a ≤ 2 y

∣∣∣∣
b

a
− 1

∣∣∣∣
1

ω(a)
≤ C,

entonces la Cω-norma de ϕ′
a,b es menor o igual a 6πC.

Demostración. En virtud de (4.11), para todo x ∈ [0, a] se tiene

|ϕ′′
a,b(x)| ≤

6πCω(a)

a
.

Si y < z pertenecen a [0, a] entonces existe un punto x ∈ [y, z] satisfa-
ciendo ϕ′

a,b(z)− ϕ′(y) = ϕ′′
a,b(x)(z − y). Como s 7→ ω(s)/s es una función

decreciente y z−y ≤ a, esto implica que

∣∣∣∣
ϕ′
a,b(z)− ϕ′

a,b(y)

ω(z − y)

∣∣∣∣ = |ϕ′′
a,b(x)|

∣∣∣∣
z − y

ω(z − y)

∣∣∣∣ ≤ |ϕ′′
a,b(x)|

∣∣∣∣
a

ω(a)

∣∣∣∣ ≤ 6πC,

lo cual prueba nuestra afirmación. ¤

Sobre la base de lo discutido anteriormente podemos –de manera relati-
vamente conceptual– dar la construcción de los llamados contra-ejemplos
de Denjoy (i.e., dar una prueba del teorema 3.2). El método empleado
será reutilizado más adelante para suavizar diversas acciones de grupos.

Demostración del teorema 3.2. De manera más general, para todo
ε > 0, todo ángulo irracional θ y todo k ∈ N, exhibiremos un difeomorfismo
de clase C1+ωε del ćırculo con número de rotación θ y cuya derivada tiene
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Cωε -norma acotada por 2/[log(k)]ε/2. Para ello retomemos la construcción
de los ejemplos de Denjoy: fijemos x0∈S1 y para cada n∈Z reemplacemos
cada punto xn = Rn

θ (x0) de su órbita por un intervalo In de longitud

`n =
1

(|n|+ k)[log(|n|+ k)]1+ε/2
.

La rotación original Rθ induce un nuevo homeomorfismo R̄θ de un ćırculo
de longitud ¯̀

k =
∑

n∈Z `n haciendo R̄θ(x) = ϕ(In, In+1)(x) para x∈ In y
extendiendo continuamente a todo S1. Verificaremos a continuación que
R̄θ es un difeomorfismo que satisface las propiedades pedidas. Para ello,
debemos estimar el valor de expresiones del tipo

∣∣∣∣
`n+1

`n
− 1

∣∣∣∣
1

ωε(`n)
. (4.12)

Haremos las estimaciones para el caso n > 0, dejando el caso n ≤ 0 a cargo
del lector. La expresión considerada (4.12) es igual a

∣∣∣∣
(n+ k)[log(n+ k)]1+ε/2

(n+ k + 1)[log(n+ k + 1)]1+ε/2
− 1

∣∣∣∣
(n+ k)[log(n+ k)]1+ε/2

[log(n+ k) + (1 + ε/2) log log(n+ k)]1+ε
,

que es evidentemente menor o igual a

∣∣∣∣
(n+ k)[log(n+ k)]1+ε/2

(n+ k + 1)[log(n+ k + 1)]1+ε/2
− 1

∣∣∣∣
n+ k

[log(n+ k)]ε/2
.

El teorema del valor medio aplicado a la función s 7→ s[log(s)]1+ε/2 implica
que esta última expresión está mayorada por

[log(n+ k + 1)]1+ε/2 + (1 + ε/2)[log(n+ k + 1)]ε/2

[log(n+ k + 1)]1+ε/2 [log(n+ k)]ε/2
≤ 2

[log(n+ k)]ε/2
.

Ahora bien, el difeomorfismo obtenido h actúa sobre un ćırculo de longitud
¯̀
k ∼ 2/ε[log(k)]ε/2. Por lo tanto, para obtener un difeomorfismo genuino
del ćırculo (normalizado) debemos conjugar por una aplicación af́ın ϕ. Sin
embargo, este proceso no aumenta la Cωε -norma para la derivada; en efecto,
de la igualdad R̄′

θ = (ϕ ◦ h ◦ ϕ−1)′ = ¯̀−1
k · (h′ ◦ ϕ−1) · Lk se deduce que

|R̄′
θ(x)− R̄′

θ(y)|
ωε(|x− y|) =

|(ϕ ◦ h ◦ ϕ−1)′(x)− (ϕ ◦ h ◦ ϕ−1)′(y)|
ωε(|ϕ−1(x)− ϕ−1(y)|) · ωε(|ϕ−1(x)− ϕ−1(y)|

ωε(|x− y|)

≤ |h′(ϕ−1(x))− h′(ϕ−1(y))|
ωε(|ϕ−1(x)− ϕ−1(y)|) ≤ 2

[log(k)]ε/2
,

donde la penúltima desigualdad se justifica por el hecho que ωε es una
función creciente y ¯̀

k < 1. ¤

La construcción anterior podŕıa inducir erróneamente a pensar que exis-
ten contra-ejemplos de Denjoy para cualquier módulo de continuidad más
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débil que C2. Sin embargo, existen obstrucciones ligadas a la naturaleza
diofantina del número de rotación, y que hasta hoy no han sido del todo
dilucidadas. Recomendamos al respecto la lectura de la sección 4 del
caṕıtulo X de [94].

Ejercicio 4.26. Respecto a la notación del ejemplo 4.20, pruebe que no exis-
ten contra-ejemplos de Denjoy de clase C1+ω0 cuya derivada sea idénticamente
igual a 1 sobre el conjunto de Cantor invariante minimal (compare con el lema
3.3 y el argumento que le precede).
Observación. Se desconoce si la afirmación anterior sigue siendo válida si se
suprime la hipótesis sobre la derivada en el conjunto de Cantor invariante.

Quisiéramos ahora aplicar la técnica precedente para construir acciones
suaves de grupos abelianos de rango superior admitiendo un minimal excep-
cional. Sin embargo, la proposición 3.3 sugiere que debiésemos encontrar
obstrucciones en clases de diferenciabilidad bastante más pequeñas que
C1+lip. Éste será el tema central a tratar en la sección siguiente, donde
probaremos en particular que, para todo d ≥ 2 y todo ε > 0, toda acción
libre de Zd por difeomorfismos de clase C1+1/d+ε del ćırculo es minimal1. De
acuerdo a [199] (vea también [200]), la hipótesis ε>0 debiese ser superflua
para este último resultado; de manera aún más general, el teorema debiese
ser aún válido para difeomorfismos cuya derivada tiene d-variación acotada
(vea el ejercicio 4.32). Por el momento nos contentaremos con mostrar que,
en regularidad inferior a C1+1/d, el resultado deja de ser válido.

Proposición 4.27. Para todo ε > 0 y todo entero positivo d existen ac-
ciones libres de Zd por difeomorfismos de clase C1+1/d−ε del ćırculo admi-
tiendo un minimal excepcional.

Demostración. Observe que el caso d = 1 corresponde al teorema 3.2.
La construcción abarca sin embargo de manera global todos los casos,
generando ejemplos de grupos de difeomorfismos clase C1+ω respecto al
módulo de continuidad ω(s) = s1/d[log(1/s)]1/d+ε.

Comencemos fijando un subgrupo de rango d de SO(2,R), y notemos
θ1, . . . , θd los ángulos de las rotaciones que lo generan. Fijemos un entero
m ≥ d− 1 y un punto p ∈ S1, y para cada (i1, . . . , id) ∈ Zd reemplacemos
el punto pi1,...,id = Ri1

θ1
· · ·Rid

θd
(p) por un intervalo Ii1,...,id de longitud

`(i1,...,id) =
1

(
|i1|+ · · ·+ |id|+m

)d [
log(|i1|+ · · ·+ |id|+m)

]1+ε
.

Este proceso origina un nuevo ćırculo (cuya longitud ¯̀
m está mayorada por

2d/ε[log(m)]ε(d−1)!), sobre el cual las rotaciones Rθj inducen homeomor-
fismos fj verificando, para todo x ∈ Ii1,...,ij ,...,id ,

fj(x) = ϕ(Ii1,...,ij ,...,id , Ii1,...,1+ij ,...,id)(x).

1De hecho, vale un resultado más fuerte: toda acción libre por difeomorfismos del
ćırculo del grupo Zd con generadores fi, i ∈ {1, . . . , d}, respectivamente de clase C1+τi ,
es necesariamente minimal si τ1 + · · ·+ τd > 1 (vea [114]).
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En virtud de las propiedades de equivarianza de las ϕ(I, J), estos homeo-
morfismos fj conmutan entre ellos. La verificación de que cada fi es de
clase C1+ω es análoga a la de la prueba del teorema 3.2, y la dejamos a
cargo del lector. Observe finalmente que, renormalizando la longitud de
S1 y haciendo tender m al infinito, cada aplicación converge (en topoloǵıa
C1+ω) a la rotación Rθi respectiva. ¤

Es posible fabricar contra-ejemplos al lema de Kopell análogos a los
construidos precedentemente para el teorema de Denjoy. De manera aún
más general, para cada entero d ≥ 2 y cada ε > 0 existen difeomorfis-
mos f1, . . . , fd de clase C1+1/(d−1)−ε de [0, 1] e intervalos abiertos disjuntos
In1,...,nd

dispuestos sobre ]0, 1[ respetando su orden lexicográfico de modo
que, para todo (n1, . . . , nd)∈Zd y todo j∈{1, . . . , d},

fj(In1,...,nj ,...,nd
) = In1,...,nj−1,...,nd

.

Para construir tales ejemplos el procedimiento natural seŕıa el siguiente.
Fijado un entero m ≥ d− 1, para cada (i1, . . . , id) ∈ Zd hagamos

`i1,...,id =
1

(
|i1|+ · · ·+ |id|+m

)d [
log(|i1|+ · · ·+ |id|+m)

]1+ε
.

Por inducción en j definamos `i1,...,ij−1
=

∑
ij∈Z `i1,...,ij−1,ij . Notemos

[xi1,...,ij ,...,id , yi1,...,ij ,...,id ] el intervalo de extremos

xi1,...,ij ,...,id =
∑

i′1<i1

`i′1 +
∑

i′2<i2

`i1,i′2 + . . .+
∑

i′d<id

`i1,...,id,i′d ,

yi1,...,ij ,...,id = xi1,...,ij ,...,id + `i1,...,id .

Sea entonces fj el difeomorfismo de [0, 1] cuya restricción a cada intervalo
[xi1,...,ij ,...,id , yi1,...,ij ,...,id ] coincide con

ϕ
(
[xi1,...,ij ,...,id , yi1,...,ij ,...,id ], [xi1,...,ij−1,...,id , yi1,...,ij−1,...,id ]

)
.

Utilizando las estimaciones de esta sección se verifica rápidamente que los
fj aśı obtenidos son de clase C1+ω respecto al módulo de continuidad
ω(s) = s1/d[log(1/s)]1/d+ε; en particular, se trata de difeomorfismos de
clase C1+1/d−ε. Sin embargo, de acuerdo a lo afirmado anteriormente, la
regularidad alcanzada por este método no es optimal. Además, una apli-
cación directa de la proposición 3.3 muestra que mediante este método no se
podrá alcanzar jamás la clase C1+1/d. Para alcanzar la regularidad optimal
C1+1/(d−1)−ε es necesario “suprimir” las tangencias a la identidad “excesi-
vas” de los difeomorfismos construidos. Para ello utilizaremos la técnica
original de Pixton [164] siguiendo la brillante presentación de Tsuboi [199].

Sea X = % ∂/∂x un campo de vectores de clase C∞ en [0, 1] tal que
|%′(x)| ≤ 1 para todo x ∈ [0, 1], y de modo que %(x) = x para todo
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x∈ [0, 1/5] y %(x) = 0 para todo x∈ [1/2, 1]. Sea ϕt(x) el flujo asociado
a X, es decir, la solución de la ecuación diferencial

dϕt(x)

dt
(x) = %

(
ϕt(x)

)
, ϕ0(x) = x.

Para cada a y b positivos y cada t ≥ 0, el difeomorfismo x 7→ b ϕt(x/a)
env́ıa el intervalo [0, a] sobre [0, b], con derivada igual a b/a en [a/2, a] e
igual a bet/a en el origen. Dados a′ < 0 < a y b′ < 0 < b denotemos

ϕa′,a
b′,b : [0, a] → [0, b] el difeomorfismo definido por

ϕa′,a
b′,b (x) = b ϕlog(b′a/a′b)

(x
a

)
.

Observe que para todo c′ < 0 < c se satisface la propiedad de equivarianza

ϕb′,b
c′,c ◦ ϕa′,a

b′,b = ϕa′,a
c′,c . (4.13)

Esta propiedad es análoga a aquélla de la definición 4.23. Sin embargo, el

hecho de que en la familia {ϕa′,a
b′,b } estén involucrados cuatro parámetros en

lugar de dos permitirá obtener un mejor control del módulo de continuidad
para las derivadas.

Proposición 4.28. Si C = supy∈[0,1] %
′′(y) entonces para todo x ∈ [0, a]

se tiene la desigualdad

∣∣∣∣∣
∂

∂x
log

(∂ϕa′,a
b′,b

∂x

)
(x)

∣∣∣∣∣ ≤
C

a

∣∣∣b
′a
a′b

− 1
∣∣∣. (4.14)

Demostración. De dϕt(x)/dt = %
(
ϕt(x)

)
se concluye que

d

dt

∂ϕt

∂x
(x) =

∂

∂x
%
(
ϕt(x)

)
=

∂%

∂x

(
ϕt(x)

)
· ∂ϕ

t

∂x
(x),

por lo que
d

dt
log

(∂ϕt

∂x

)
(x) =

∂%

∂x

(
ϕt(x)

)
. (4.15)

Por otro lado, de |%′(x)| ≤ 1 se desprende que
∣∣∣∣log

(∂ϕt

∂x

)
(x)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫ t

0

d

ds
log
(∂ϕs

∂x

)
(x) ds

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
∫ t

0

∂%

∂x

(
ϕs(x)

)
ds

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0

ds= t,

y por lo tanto
∂ϕt

∂x
(x) ≤ et. (4.16)

Puesto que

log
(∂ϕa′,a

b′,b

∂x

)
(x) = log

( b

a

)
+ log

( ∂

∂x
ϕlog(b′a/a′b)

)(x
a

)
,
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usando (4.15) y (4.16) obtenemos

∣∣∣∣∣
∂

∂x
log

(∂ϕa′,a
b′,b

∂x

)
(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂

∂x
log

( ∂

∂x
ϕlog(b′a/a′b)

)(x
a

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫ log(b′a/a′b)

0

d

dt

( ∂

∂x
log

(∂ϕt

∂x

)(x
a

))
dt

∣∣∣∣∣

=
1

a

∣∣∣∣∣

∫ log(b′a/a′b)

0

∂

∂x

d

dt
log

(∂ϕt

∂x

)(x
a

)
· dϕ

t

dx

(x
a

)
dt

∣∣∣∣∣

=
1

a

∣∣∣∣∣

∫ log(b′a/a′b)

0

∂

∂x

∂%

∂x

(
ϕt

(x
a

))
· dϕ

t

dx

(x
a

)
dt

∣∣∣∣∣

≤ C

a

∣∣∣∣∣

∫ log(b′a/a′b)

0

etdt

∣∣∣∣∣ =
C

a

∣∣∣∣
b′a
a′b

− 1

∣∣∣∣ . ¤

Observe que

∂ϕa′,a
b′,b

∂x
(0) =

b

a
· ∂

∂x
ϕlog(b′a/a′b)(0) =

b

a
· exp

(
log
( b′a
a′b

))
=

b′

a′ ,
∂ϕa′,a

b′,b

∂x
(a) =

b

a
.

(4.17)

Por lo tanto, los difeomorfismos ϕa′,a
b′,b no son en general tangentes a la iden-

tidad en los extremos. Gracias a esto podremos “pegarlos” sin la necesidad
de “imponer” esta condición de tangencia, y una elección conveniente de
los parámetros a′< 0 y b′< 0 permitirá incrementar la regularidad global.
En lo que sigue daremos sólo un esbozo de la construcción de dos difeo-
morfismos conmutantes del intervalo que constituyan un contra-ejemplo de
clase C2−ε al lema de Kopell. Para el caso general de acciones de Zd sobre
el intervalo el lector puede consultar el interesant́ısimo trabajo [199]. Ad-
vertimos sin embargo que la elección de las longitudes de los intervalos en
dicho trabajo es ligeramente diferente a la que haremos a continuación.
Fijemos k ∈ N y ε > 0, y para cada par de enteros m,n hagamos

`m,n = 1/
(
|m| + |n| + k

)2+ε
. Sea {Im,n = [xm,n, ym,n]} una familia de

intervalos dispuestos sobre un intervalo I respetando su orden lexicográfico
y de modo que su unión sea densa en I, con |Im,n| = `m,n. Definimos los
homeomorfismos f y g de I sobre śı mismo haciendo, para todo x ∈ Im,n,

f(x) = ϕ
`m,n−1,`m,n

`m−1,n−1,`m−1,n
(x− xm,n) + xm−1,n,

g(x) = ϕ
`m,n−1,`m,n

`m,n−2,`m,n−1
(x− xm,n) + xm,n−1.

Las propiedades (4.13) y (4.17) implican inmediatamente que tanto f como
g son difeomorfismos conmutantes y de clase C1 del intervalo. Dejamos al
lector la tarea de verificar, a partir de la desigualdad (4.14), que f y g son
en realidad de clase C2−ε′ , donde ε′ > 0 depende sólo de ε > 0 y tiende
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a cero conjuntamente con ε (señalemos que esto no es una tarea del todo
sencilla, debido en gran medida a la carencia de un análogo del lema 4.22
en la presente situación; vea [199] para mayores detalles).

Ejercicio 4.29. Permitámosnos un pequeño abuso de notación y definamos
ϕa,b : [0, a] → [0, b] haciendo ϕa,b(x) = ϕ

−1,a/2

−1,b/2 (x) y ϕa,b(x) = b−ϕ
−1,a/2

−1,b/2 (x)

para x ∈ [a/2, a] y x ∈ [0, a/2] respectivamente. Verifique que {ϕa,b} es una fa-
milia equivariante de difeomorfismos tangentes a la identidad en los extremos
satisfaciendo la desigualdad (a ser comparada con (4.11))

∣∣∣∣
∂

∂x
log
(∂ϕa,b

∂x

)
(x)

∣∣∣∣ ≤
2C

a

∣∣∣a
b
− 1

∣∣∣ .

1.5 Rigidez en regularidad intermedia

El resultado a continuación, discutido parcialmente en la sección prece-
dente, aparece en [54]. Ignoramos si bajo las mismas hipótesis las acciones
correspondientes son ergódicas (compare con la proposición 3.47).

Teorema 4.30. Para todo entero d ≥ 2 y todo ε>0, toda acción libre de
Zd por difeomorfismos de clase C1+1/d+ε del ćırculo es minimal.

Antes de comenzar la demostración de este resultado quisiéramos dar la
idea esencial, la cual se inspira en el famoso principio de Erdös e ilustra
nuevamente el interés de la introducción de métodos probabiĺısticos en la
teoŕıa. Supongamos por contradicción que I sea un intervalo errante para
la dinámica de dos difeomorfismos g1 y g2 del ćırculo de clase C1+τ y que
conmutan entre ellos. Notemos que el conjunto

{gm1 gn2 (I) : (m,n) ∈ N0 × N0,m+ n ≤ k}
contiene exactamente (k+1)(k+2)/2 intervalos. Puesto que ellos son dos a
dos disjuntos, su “longitud t́ıpica” es del orden de 1/k2. Por lo tanto, para
una sucesión aleatoria “genérica” I, h1(I), h2(I) . . ., donde hn+1 = g1hn ó
hn+1 = g2hn, debiésemos esperar que, para τ > 1/2,

∑

k≥1

|hk(I)|τ ≤ C
∑

k≥1

1

k2τ
< ∞.

Ahora bien, la serie que aparece a izquierda es precisamente aquélla cuya
convergencia permite controlar la distorsión de la sucesión de composi-
ciones. De manera más precisa, si dicha suma es finita entonces el lema
3.16 debiese permitir hallar elementos que poseen puntos fijos hiperbólicos,
contradiciendo aśı la libertad de la acción.

Para “modelar” esta demostración debemos formalizar el sentido en el
que entenderemos las sucesiones t́ıpicas. Para ello, consideremos el proceso
de Markov sobre N0 × N0 con probabilidades de transición

p
(
(m,n) → (m+ 1, n)

)
=

m+ 1

m+ n+ 2
, p

(
(m,n) → (m,n+ 1)

)
=

n+ 1

m+ n+ 2
.

(4.18)
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Este proceso markoviano induce una medida de probabilidad P en el espacio
de caminos correspondiente Ω. Se comprueba fácilmente que, partiendo
desde el origen, la probabilidad de llegar en k pasos al punto (m,n) es
igual a 1/(k + 1) (resp. 0) si m+ n = k (resp. m+ n 6= k).
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Para probar el teorema 4.30 en el caso d = 2 procedemos por con-
tradicción. Sean g1 y g2 dos difeomorfismos del ćırculo de clase C1+τ que
conmutan. El semigrupo Γ+ generado por g1 y g2 se identifica a N0×N0; por
lo tanto, el proceso de Markov descrito anteriormente induce una “cami-
nata aleatoria” sobre Γ+. En lo que sigue identificaremos Ω al espacio de
caminos sobre Γ+ correspondiente. Para cada ω ∈ Ω y n ∈ N, denotemos
hn(ω) ∈ Γ+ el producto de las n primeras coordenadas de ω. En otras
palabras, para ω = (gi1 , gi2 , . . .) ∈ Ω hagamos hn(ω) = gin · · · gi1 (donde
los cada gij puede ser igual a g1 o a g2), y convengamos en que h0(ω) = id.

Si la acción del grupo Γ = 〈g1, g2〉 ∼ Z2 es libre entonces los números
de rotación ρ(g1) y ρ(g2) de g1 y g2 respectivamente son independientes
sobre los racionales, en el sentido que para todo (r0, r1, r2) ∈ Q3 distinto
de (0, 0, 0) se tiene r1ρ(g1) + r2ρ(g2) 6= r0. En efecto, en caso contrario
se podŕıan hallar elementos no triviales (y por lo tanto de orden infinito)
con número de rotación racional; tales elementos poseeŕıan entonces puntos
periódicos, violando aśı la hipótesis de libertad para la acción.

Si la acción de Γ es (libre y) no minimal, entonces existe un conjunto
de Cantor invariante y minimal. Además, toda componente conexa I del
complemento de este conjunto es errante por la dinámica (en el sentido que
sus imágenes por elementos distintos del grupo son disjuntas).
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Lema 4.31. Si τ > 1/2 entonces la serie
∑

n≥0 |hn(ω)(I)|τ converge para
P-casi todo ω ∈ Ω.

Demostración. Para cada ω ∈ Ω definamos `τ (ω) =
∑

k≥0 |hk(ω)(I)|τ .
Probaremos que, si τ > 1/2, entonces la esperanza (respecto a P) de la
función `τ es finita, lo cual implica evidentemente la afirmación del lema.
Notemos en primer lugar que, como las probabilidades de llegada en k pasos
están equidistribuidas sobre los puntos a distancia simplicial k del origen,

E(`τ )= E
(∑

k≥0

|hk(ω)(I)|τ
)
=
∑

k≥0

E
(
|hk(ω)(I)|τ

)
=
∑

k≥0

∑

m+n=k

|gm1 gn2 (I)|τ
k + 1

.

Ahora bien, la desigualdad de Hölder implica

∑

m+n=k

|gm1 gn2 (I)|τ
k + 1

≤
( ∑

m+n=k

|gm1 gn2 (I)|
)τ (

(k + 1) · 1

(k + 1)1/(1−τ)

)1−τ

,

y por lo tanto

E(`τ ) ≤
∑

k≥0

(∑
m+n=k |gm1 gn2 (I)|

)τ

(k + 1)τ
.

Aplicando nuevamente la desigualdad de Hölder obtenemos

E(`τ ) ≤


 ∑

(m,n)∈N0×N0

|gm1 gn2 (I)|



τ 
∑

k≥1

(
1

kτ

) 1
1−τ



1−τ

.

Puesto que τ > 1/2, la serie

∑

k≥1

(
1

kτ

) 1
1−τ

=
∑

k≥1

1

kτ/(1−τ)

converge, y puesto que los intervalos del tipo gm1 gn2 (I) son dos a dos dis-
juntos, esto muestra la finitud de E(`τ ). ¤
Ejercicio 4.32. Dado α>0, una función ψ posee α-variación acotada si el valor
de

sup
a0<a1<...<an

n∑

i=1

∣∣ψ(ai)− ψ(ai−1)
∣∣α

es finito. Suponga que g1 y g2 sean difeomorfismos conmutantes del ćırculo que
generan un grupo abeliano de rango 2 actuando de manera libre y no minimal,
y fije x e y en una componente conexa del complemento del conjunto de Cantor
invariante. Suponiendo que g′1 y g′2 poseen α-variación acotada para algún α < 2,
muestre la finitud de la esperanza de la función Vx,y : Ω → R definida por

Vx,y(ω) =
∑

k≥0

∣∣g′ik+1
(hk(ω)(x))− g′ik+1

(hk(ω)(y))
∣∣.
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Del lema precedente se deduce que si S > 0 es suficientemente grande,
entonces la probabilidad del conjunto Ω(S)=

{
ω ∈ Ω : `τ (ω) ≤ S

}
es posi-

tiva (de hecho, P[Ω(S)] converge a 1 cuando S tiende al infinito). Fijemos
una constante tal S, y sea ` = `(τ, S, |I|; {g1, g2}) la constante del lema
3.16. Consideremos finalmente el intervalo abierto L′ de longitud |L′| = `
que es adyacente por la derecha a I. Afirmamos que

P
[
ω ∈ Ω : hn(ω)(I) 6⊂ L′ para todo n ∈ N

]
= 0. (4.19)

Para probar esta igualdad notemos en primer lugar que la acción del
grupo generado por g1 y g2 es semiconjugada a una acción por rotaciones.
Por lo tanto, si “colapsamos” cada componente conexa del complemento
del conjunto de Cantor invariante y minimal Λ, entonces obtenemos un
ćırculo topológico S1

Λ sobre el cual g1 y g2 inducen dos homeomorfismos a
órbitas densas. Por otra parte, el intervalo L′ se transforma en un intervalo
U de interior no vaćıo en S1

Λ. Como los números de rotación de g1 y g2
son irracionales, existe N ∈ N tal que, tras colapsar, g−1

1 (U), . . . , g−N
1 (U)

recubren el ćırculo topológico S1
Λ, al igual que g−1

2 (U), . . . , g−N
2 (U). Sobre

el ćırculo original S1 esto se traduce en el hecho que, para toda componente
conexa I0 de S1 \ Λ, existen n1 y n2 en {1, . . . , N} tales que gn1

1 (I0) ⊂ L′

y gn2
2 (I0) ⊂ L′.

De la definición de N se desprende inmediatamente que, para todo entero
k ≥ 0, la probabilidad condicional del evento

[
gi1hk(ω)(I) 6⊂ L′ y gi2hk(ω)(I) 6⊂ L′ para todo i ∈ {1, . . . , N}

]

dado que hj(ω)(I) 6⊂ L′ para todo j ∈ {1, . . . , k} es nula. Remarque-
mos ahora la propiedad elemental siguiente que se deduce directamente
de (4.18): las probabilidades de salto hacia la derecha (resp. hacia arriba)
del proceso markoviano considerado son mayores o iguales que 1/2 bajo
(resp. sobre) la diagonal (vea la figura 21). En conjunto con lo anterior,
esto implica que

P
[
hk+i(ω)(I) 6⊂ L′, i∈{1, . . . , N}

∣∣hj(ω)(I) 6⊂ L′, j∈{1, . . . , k}
]
≤ 1− 1

2N
.

(4.20)
En consecuencia, para todo r ∈ N,

P
[
hn(ω)(I) 6⊂ L′, n∈N

]
≤ P

[
hn(ω)(I) 6⊂ L′, i∈{1, . . . , rN}

]
≤

(
1− 1

2N

)r

,

de donde se deduce (4.19) haciendo tender r hacia el infinito.

Para concluir la prueba del teorema 4.30 (en el caso d = 2) notemos que,
si ω∈Ω(S) y n∈N satisfacen hn(ω)(I)⊂L′, entonces el lema 3.16 permite
encontrar un punto fijo hiperbólico para hn(ω) ∈ Γ+, lo cual contradice la
hipótesis de libertad de la acción.
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La demostración del teorema 4.30 para d > 2 es análoga: asumiendo la
existencia de un intervalo errante, se considera el proceso markoviano sobre
Nd

0 a probabilidades de transición

p
(
(n1, . . . , ni, . . . , nd) −→ (n1, . . . , 1 + ni, . . . , nd)

)
=

1 + ni

n1 + · · ·+ nd + d
.

Las probabilidades de llegada en k pasos se equidistribuyen sobre los puntos
a distancia simplicial k del origen. Esto permite nuevamente controlar la
distorsión de casi toda sucesión aleatoria (es decir, un análogo del lema 4.31
es válido para τ >1/d). Nuevamente se verifica que cada (n1, . . . , nd) ∈ Nd

0

es el punto de partida de al menos una semirecta tal que las probabilidades
de salto entre dos vértices consecutivos es mayor o igual que 1/d (basta
seguir la dirección de la coordenada i-ésima para la cual ni toma el valor
máximo). Esto permite obtener una desigualdad análoga a (4.20) (cuyo
miembro a derecha será igual a 1−1/dN para cierto entero N suficiente-
mente grande). Esta desigualdad implica la validez de la propiedad (4.19),
la cual gracias al control de distorsión permite utilizar el lema 3.16 para
hallar elementos con puntos fijos hiperbólicos, violando aśı la hipótesis de
libertad de la acción.

Ejercicio 4.33. Pruebe la siguiente generalización del teorema 4.30: si τ >1/d
para cierto d ∈ N y si Γ es un subgrupo de Difeo1+τ

+ (S1) semiconjugado a un
grupo de rotaciones que contiene d elementos con números de rotación indepen-
dientes sobre los racionales, entonces la semiconjugación es una conjugación. En
particular, si f es un contra-ejemplo de Denjoy de clase C1+τ , entonces su cen-
tralizador en Difeo1+τ

+ (S1) no puede contener elementos f1, . . . , fd−1 tales que
ρ(f1), . . . , ρ(fd−1) y ρ(f) sean independientes sobre los racionales.
Sugerencia. Examine atentamente la demostración del teorema 4.30 y note que,
a lo largo de ella, la conmutatividad es “esencial” sólo sobre el eventual conjunto
de Cantor invariante y minimal.

Al igual que el teorema de Denjoy, el lema de Kopell admite versiones
más finas para grupos abelianos de difeomorfismos del intervalo de clase de
diferenciabilidad intermedia.

Teorema 4.34. Sean d≥2 un entero, ε>0, y f1, . . . , fd+1 difeomorfismos
de clase C1 del intervalo [0, 1[ que conmutan entre ellos. Supongamos que
existan intervalos abiertos disjuntos In1,...,nd

dispuestos sobre ]0, 1[ respe-
tando su orden lexicográfico y tales que fi(In1,...,ni,...,nd

) = In1,...,ni−1,...,nd
y

fd+1(In1,...,nd
) = In1,...,nd

para todo (n1, . . . , nd)∈Zd y todo i∈{1, . . . , d}.
Si f1, . . . , fd son de clase C1+1/d+ε, entonces la acción de fd+1 sobre la
unión de los In1,...,nd

es trivial.

Demostración. Trataremos sólo el caso d = 2, dejando al lector la tarea de
adaptar los argumentos al caso general. Hagamos τ = 1/2+ε, identifique-
mos el semigrupo Γ+ generado por los elementos f1 y f2 de Difeo1+τ

+ ([0, 1])
con N0 × N0, y consideremos el proceso markoviano utilizado precedente-
mente. Si fijamos el intervalo I = I0,0=]a, b[ y para cada ω ∈ Ω definimos
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`τ (ω) =
∑

i≥0 |hi(ω)(I)|τ , entonces el argumento de la prueba del lema
4.31 permite verificar que, como ε > 0, la función `τ : Ω → R es casi
ciertamente finita (y que de hecho su esperanza es finita).
Sea C una constante de τ -hölderianidad para log(f ′

1) y log(f ′
2) sobre

[0, b]. Para cada ω = (fj1 , fj2 , . . .) en Ω, cada n, k en N y cada x ∈ I, la
igualdad fn

3 =hk(ω)
−1 ◦fn

3 ◦hk(ω) implica que log
(
(fn

3 )
′(x)

)
coincide con

log
(
(fn

3 )
′(hk(ω)(x))

)
+

k∑

i=1

[
log

(
f ′
ji(hi−1(ω)(x))

)
−log

(
f ′
ji(f

n
3 ◦hi−1(ω)(x))

)]
,

por lo que

∣∣ log((fn
3 )

′(x))
∣∣ ≤

∣∣ log
(
(fn

3 )
′(hk(ω)(x))

)∣∣+ C

k∑

i=1

∣∣hi−1(ω)(x)− fn
3 ◦ hi−1(ω)(x)

∣∣τ

≤
∣∣ log

(
(fn

3 )
′(hk(ω)(x))

)∣∣+ C
k∑

i=1

|hi−1(ω)(I)|τ .

Escogiendo ω ∈ Ω tal que `τ (ω) = S sea finito, lo anterior implica que
∣∣ log

(
(fn

3 )
′(x)

)∣∣ ≤
∣∣ log

(
(fn

3 )
′(hk(ω)(x))

)∣∣+ CS.

Observe que la sucesión de los hk(ω)(x) converge necesariamente a un punto
fijo (parabólico) de f3 (de hecho, para casi todo ω ∈ Ω dicha sucesión
converge hacia el origen). Haciendo tender k al infinito deducimos que∣∣ log

(
(fn

3 )
′(x)

)∣∣ ≤ CS. Por lo tanto, (fn
3 )

′(x) ≤ exp(CS) para todo x ∈ I
y todo n ∈ N, lo cual implica evidentemente que la restricción de f3 al
intervalo I es la identidad. Por conmutatividad, esto es válido para todos
los intervalos In1,n2

, lo cual concluye la demostración. ¤

Ejercicio 4.35. Pruebe que el teorema 4.34 vale aún si f1, . . . , fd son difeomor-
fismos conmutantes de clase C1 del intervalo y la (d−ε)-variación de la derivada
de f1, . . . , fd−1 y fd es acotada para algún ε > 0 (vea el ejercicio 4.32).

Ejercicio 4.36. Análogamente al ejercicio 4.33, pruebe que si d≥ 2 es un en-
tero, ε> 0, y f1, . . . , fd+1 son difeomorfismos de clase C1 del intervalo [0, 1[ (no
necesariamente conmutantes entre ellos) para los cuales existen intervalos abier-
tos disjuntos In1,...,nd+1 dispuestos sobre ]0, 1[ respetando el orden lexicográfico

y tales que, para cada (n1, . . . , nd+1)∈Zd+1,

fi(In1,...,ni,...,nd+1) = In1,...,ni−1,...,nd+1 para todo i∈{1, . . . , d+ 1},

entonces f1, . . . , fd no pueden ser simultáneamente de clase C1+1/d+ε.
Sugerencia. Retome los argumentos de la demostración de dicho teorema: una vez
establecido el control (genérico) para la distorsión, aplique un argumento similar
al de la prueba del lema 4.51 para concluir.

El lector podŕıa sentirse incomodado por la hipótesis combinatoria del
teorema 4.34. Sin embargo, de acuerdo a [201], las acciones de Zd+1 so-
bre [0, 1] que verifican esta hipótesis son las “más interesantes” desde el
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punto de vista cohomológico. Por otra parte, no es dif́ıcil construir ac-
ciones de Zd+1 por difeomorfismos de clase C2−ε del intervalo sin punto
fijo global en el interior. Para ello, consideremos por ejemplo d difeomorfis-
mos f2, . . . , fd+1 de un intervalo [a, b]⊂]0, 1[ cuyos soportes sean disjuntos,
y sea f1 un difeomorfismo de [0, 1] sin punto fijo al interior y que env́ıa
]a, b[ sobre un intervalo disjunto. Extendiendo f2, . . . , fd+1 a todo el inter-
valo [0, 1] de modo que conmuten con f1 se obtiene una acción (efectiva) de
Zd+1 por homeomorfismos del intervalo y sin punto fijo global en ]0, 1[. Evi-
dentemente, los métodos de la sección 1.4 del caṕıtulo 4 permiten suavizar
esta acción de manera de tornarla de clase C2−ε para todo ε > 0.

Otro fenómeno interesante a señalar es la existencia de acciones por
difeomorfismos del intervalo que al interior son libres y no conjugadas a
acciones por traslaciones. De acuerdo a la proposición 4.2, dicho fenómeno
no puede producirse en clase C1+va. Sin embargo, usando nuevamente los
métodos de la sección 1.4 del caṕıtulo 4, es posible construir ejemplos de
acciones de Z2 por difeomorfismos de clase C3/2−ε de [0, 1] que son libres
sobre ]0, 1[ pero que admiten intervalos errantes. Nuevamente, la clase de
diferenciabilidad C3/2−ε es optimal para la existencia de tales ejemplos.
El resultado siguiente debiese ser comparado con el corolario 4.4 o con el
teorema de Szekeres ya tratado en la sección 1.2 de este caṕıtulo.

Teorema 4.37. Sea Γ un subgrupo de Difeo1+τ
+ ([0, 1[) isomorfo a Zd, con

τ > 1/d y d ≥ 2. Si la restricción a ]0, 1[ de la acción de Γ es libre,
entonces ella es minimal y topológicamente conjugada a la acción de un
grupo de traslaciones.

Demostración. Una vez más, daremos la prueba completa sólo para el
caso d = 2. Sean f1 y f2 los generadores de un grupo Γ∼Z2 de difeomor-
fismos de clase C1+τ de [0, 1[ que actúa libremente sobre ]0, 1[. Cambiando
dichos elementos por sus inversos si es necesario, podemos suponer que con-
tractan topológicamente hacia el origen. Supongamos que la acción de Γ
sobre ]0, 1[ no sea conjugada a una acción por traslaciones. En tal caso, un
argumento simple de control de distorsión hiperbólica muestra que todos
los elementos de Γ son tangentes a la identidad en el origen. En efecto,
supongamos por contradicción que existan intervalo errantes y un elemento
f ∈ Γ tal que f ′(0) < 1. Fijemos λ < 1 y c∈]0, 1[ tales que f ′(x) ≤ λ para
todo x ∈ [0, c[, y fijemos un intervalo errante abierto y maximal I=]a, b[
contenido en ]0, c[. Si designamos por L el intervalo [f(b), b] entonces

∑

n≥0

|fn(L)|τ ≤ |L|τ
∑

n≥0

λnτ =
|L|τ

1− λτ
= S̄.

En consecuencia, (fn)′(x)/(fn)′(y) ≤ exp(CS̄) para todo x, y en L, donde
C > 0 es una constante de τ -hölderianidad para log(f ′) sobre [0, c]. Esta
última estimación permite aplicar los argumentos de la prueba de la proposi-
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ción 4.2, llegando aśı a una contradicción2.
Identifiquemos ahora el semigrupo Γ+ generado por f1 y f2 a N0×N0, y

consideremos una vez más nuestro proceso markoviano sobre él. Si τ > 1/2
entonces la prueba del lema 4.31 muestra la finitud de la esperanza de la
función

ω 7→ `τ (ω) =
∑

k≥0

|hk(ω)(I)|τ .

Escojamos una constante S > 0 lo suficientemente grande de modo que
el conjunto Ω(S) = {ω ∈ Ω : `τ (ω) ≤ S} tenga probabilidad positiva,
y hagamos ¯̀ = |I|/ exp(2τCS). La primera parte de la prueba del lema
3.16 muestra que si I ′′ designa al intervalo adyacente por la izquierda a I
de longitud ¯̀, entonces para todo x e y pertenecientes a J = Ī ′′ ∪ Ī, todo
ω ∈ Ω(S) y todo n ∈ N,

hn(ω)
′(x)

hn(ω)′(y)
≤ exp(2τCS). (4.21)

Como el intervalo I no está contenido en ningún otro intervalo abierto y
errante, existe h∈Γ tal que h(I) ⊂ I ′′ y |h(I)| < |I| exp(−2τCS). Fijemos
un punto arbitrario y de I. Puesto que h′(0) = 1 y que hn(ω)(y) tiende al
origen para todo ω ∈ Ω(S), a partir de la igualdad

h′(y) =
hn(ω)

′(y)
hn(ω)′(h(y))

h′(hn(ω)(y)
)

y de (4.21) se deduce que h′(y) ≥ exp(−2τCS). Integrando esta última des-
igualdad obtenemos |h(I)| ≥ |I| exp(−2τCS), lo cual está en contradicción
con la elección de h. ¤

Observación 4.38. Sean f1, . . . , fd los generadores de un grupo Γ∼Zd actuando
libremente por homeomorfismos de ]0, 1[ de modo que la acción no es conjugada
a una acción por traslaciones. Tras identificar los puntos de las órbitas de f1,
las transformaciones f2, . . . , fd devienen los generadores de un grupo abeliano de
rango d−1 que actúa libremente por homeomorfismos del ćırculo y que no es
conjugado a un grupo de rotaciones: el teorema 4.30 implica entonces que los fi
no pueden ser todos de clase C1/(d−1)+ε. Notemos que este argumento sólo utiliza
la regularidad de los fi al interior; en tal contexto, la obstrucción aparece sólo en
clase C1/(d−1)+ε. Sin embargo, de acuerdo al teorema 4.37, para difeomorfismos
del intervalo [0, 1[ la obstrucción ya aparace en clase C1/d+ε. Obviamente, la dife-
rencia radica en la diferenciabilidad de las transformaciones en el origen, la cual
de hecho juega un rol primordial a lo largo de la demostración de dicho teorema.

Ejercicio 4.39. Extienda el teorema 4.37 para subgrupos de Difeo1+τ
+ ([0, 1[)

que son semiconjugados (sobre ]0, 1[) a grupos de traslaciones pero no actúan
libremente en el interior (compare con los ejercicios 4.33 y 4.36).

2Observemos que en esta parte de la prueba sólo hemos utilizado la hipótesis τ > 0.
Para explicar esto recordemos que el teorema de linearización de Sternberg sigue siendo
válido en clase C1+τ (vea la observación 3.75). Ahora bien, como el centralizador de un
germen lineal no trivial es el grupo a un parámetro de gérmenes lineales, esto impide la
existencia de intervalos errantes para la dinámica en consideración.



174 Andrés Navas

2 Grupos nilpotentes de difeomorfismos

2.1 Los teoremas de Plante y Thurston

Dado un grupo nilpotente Γ, denotemos

{id} = Γnil
k C Γnil

k−1 C . . . C Γnil
1 C Γnil

0 = Γ

la serie central de Γ, es decir, Γnil
i+1 = [Γ,Γnil

i ] y Γnil
k−1 6= {id}. Notemos

que Γnil
k−1 es un subgrupo normal contenido en el centro de Γ. El resultado

siguiente corresponde a (una versión muy particular de) un teorema debido
a Plante y Thurston [167, 168].

Teorema 4.40. Todo subgrupo nilpotente de Difeo1+va
+ ([0, 1[) es abeliano.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ]0, 1[
es una componente irreducible para la acción de Γ. Probaremos que la
restricción de Γ a ]0, 1[ es libre, lo cual permite concluir la demostración
gracias al teorema de Hölder. Supongamos por contradicción que existe
f en Γ cuyo conjunto de puntos fijos tiene frontera no vaćıa en ]0, 1[, y
denotemos por x0 ∈]0, 1[ a uno de los puntos de dicha frontera. Fijemos
un elemento no trivial g perteneciente al centro de Γ. Afirmamos que
g(x0) = x0. En efecto, en caso contrario, módulo reemplazar g por su
inversa se tiene g(x0) < x0. Definamos

a′ = lim
n→+∞

gn(x0), b′ = lim
n→−∞

gn(x0).

Observemos que [a′, b′[⊂ [0, 1[. Además, la restricción de g al intervalo
]a′, b′[ no posee puntos fijos. Como f y g conmutan, cada gn(x0) es un punto
fijo de f , por lo que f fija a′ y b′. Obtenemos entonces una contradicción
al aplicar el lema de Kopell a las restricciones de f y g al intervalo [a′, b′[,
Luego, g(x0) = x0.

Como g era no trivial y g(x0) = x0, la frontera en ]0, 1[ del conjunto de los
puntos fijos de g es no vaćıa. Fijemos un punto x1∈]0, 1[ en dicha frontera.
Sea h un elemento arbitrario en Γ. Puesto que g(x1) = x1 y gh = hg, el
mismo argumento utilizado anteriormente prueba que h(x1) = x1. Por lo
tanto, los intervalos [a′, x1[ y [x1, b

′[ son invariantes por Γ, y esto contradice
el hecho que ]0, 1[ es una componente irreducible. ¤

Ejercicio 4.41. Pruebe que el teorema 4.40 vale también para grupos nilpotentes
de gérmenes de difeomorfismos unidimensionales de clase C1+va.

Consideremos ahora el caso del ćırculo. Si Γ es un subgrupo nilpotente
de Difeo1+va

+ (S1) entonces, por ser promediable, preserva una medida de
probabilidad µ sobre S1. La función número de rotación g 7→ ρ(g) es en
tal caso un homomorfismo de grupos entre Γ y T1 (vea la sección 2.2 del
caṕıtulo 2). Si el número de rotación de un elemento g de Γ es irracional,
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entonces µ es conjugada a la medida de Lebesgue. El grupo Γ es por lo
tanto conjugado a un grupo de rotaciones; en particular, Γ es abeliano.

Supongamos ahora que el número de rotación de cada elemento g de Γ
sea racional. En tal caso, el soporte de µ está contenido en la intersección
del conjunto de los puntos periódicos de dichos elementos. Si Γ no fuese
abeliano entonces es fácil verificar la existencia de elementos f y g en Γ
tales que h = [f, g] es un elemento no trivial del centro de Γ. Notemos que
ρ(h) = 0, por lo que h possee puntos fijos. De la igualdad fgf−1g−1 = h
se obtiene fgf−1 = hg, por lo que fngf−n = hng para todo n ∈ N. Se
tiene entonces gf−ng−1 = f−nhn, y conjugando sucesivamente por g se
comprueba que gmf−ng−m = f−nhmn para todo m ∈ N. A partir de esto
se concluye que

hmn = fngmf−ng−m. (4.22)

Sean x0 un punto del soporte de µ y m,n enteros positivos tales que
fm(x0) = gn(x0) = x0. Notemos que h(x0) = x0. Consideremos la res-
tricción al intervalo [x0, x0 + 1[ del grupo generado por fn, gm y h. Como
este grupo es nilpotente, dicha restricción debe ser abeliana, por lo que de
(4.22) se concluye que hmn es la identidad sobre [x0, x0 + 1[. Se concluye
aśı que h es la identidad, lo cual es una contradicción. Hemos probado
entonces el resultado siguiente.

Teorema 4.42. Todo subgrupo nilpotente de Difeo1+va
+ (S1) es abeliano.

Finalmente, para el caso de la recta vale el siguiente resultado (recuerde
que un grupo Γ es metabeliano si su primer grupo derivado Γ′=[Γ,Γ] es
abeliano).

Teorema 4.43. Todo subgrupo nilpotente de Difeo1+va
+ (R) es metabeliano.

Este teorema es una consecuencia directa del corolario 2.49 y de la
proposición siguiente.

Proposición 4.44. Sea Γ un subgrupo nilpotente de Difeo1+va
+ (R). Si cada

elemento de Γ fija al menos un punto de la recta, entonces Γ es abeliano.

Demostración. Fijemos un elemento no trivial g del centro de Γ, y sea b
un punto de la frontera del conjunto de los puntos fijos de g. Afirmamos que
b es fijo por todo elemento de Γ. En efecto, supongamos por contradicción
que f ∈ Γ es tal que f(b) 6= b. Reemplazando f por f−1 si es necesario,
podemos suponer que f(b) < b. Al menos una de las sucesiones

(
fn(b)

)
o(

f−n(b)
)
converge a un punto fijo a∈R de f . Siendo ambos casos análogos,

supongamos el primero de ellos. Observe que fn(b) es un punto fijo de g
para todo n ∈ N, por lo que g(a) = a. Por otra parte, es fácil ver que f
no posee puntos fijos en ]a, b[. Si hacemos a′ = limn→∞ f−n(b), entonces
obtenemos una contradicción al aplicar el lema de Kopell a f y g sobre el
intervalo [a, a′[.
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Por lo anterior, cada elemento f ∈ Γ fija ]−∞, b] y [b,∞[. La conclusión
de la proposición se obtiene entonces utilizando el teorema 4.40. ¤

Es importante señalar que el teorema 4.43 no significa que el orden de
nilpotencia de todo subgrupo nilpotente de Difeo1+va

+ (R) sea menor o igual
que 2. De hecho, Difeo∞+ (R) contiene subgrupos nilpotentes de longitud de
nilpotencia arbitraria. En la construcción del siguiente ejemplo (tomado
de [63]) se utilizan ideas similares a las de un ejemplo contenido en [166].

Ejemplo 4.45. Consideremos un difeomorfismo g : [0, 1] → [0, 1] de clase C∞

que fije los extremos del intervalo y sea infinitamente tangente a la identidad
en dichos puntos. En otras palabras, g′(0) = g′(1) = 1 y todas las derivadas
de orden superior en 0 y 1 son nulas. Sea f la traslación de la recta dada por
f(x) = x − 1. Comencemos definiendo el difeomorfismo h0 de la recta haciendo
h0(x) = g(x−m)+m para x ∈ [m,m+1[. Consideremos ahora para cada entero
n≥1 una sucesión (k(n,m))m∈Z satisfaciendo:
(i) k(1,m) = m para todo m ∈ Z,
(ii) k(n, 0) = 0 para todo n≥2,
(iii) k(n,m)− k(n,m− 1) = k(n− 1,m).
Es fácil ver que estas propiedades determinan uńıvocamente el valor de k(n,m).
Por ejemplo, si m ≥ 0 entonces k(2,m) = m(m + 1)/2. Definamos ahora el
difeomorfismo hn de la recta haciendo

hn(x) = gk(n,m)(x−m) +m para x∈ [m,m+ 1[.

Dejamos al lector la tarea de verificar que los hn conmutan entre ellos. Además,
la propiedad (iii) implica que [f, hn] = f−1h−1

n fhn = hn−1 para todo n ≥ 1,
mientras que [f, h0] = Id. A partir de ello se deduce fácilmente que el grupo Γn

generado por f y h0, . . . , hn es nilpotente de grado de nilpotencia igual a n+1.

Ejercicio 4.46. Usando el teorema 4.43, pruebe directamente la siguiente versión
débil del teorema 2.32: para n ≥ 4, toda acción de un subgrupo de ı́ndice finito
de SL(n,Z) por difeomorfismos y de clase C1+va de la recta es trivial.

2.2 Crecimiento de grupos de difeomorfismos

Un enfoque más moderno del teorema de Plante y Thurston es aquél cen-
trado en la noción de crecimiento de un grupo. Recuerde que dado un grupo
provisto de un sistema finito de generadores, la función de crecimiento es
aquélla que asigna, a cada entero positivo n, el número de elementos del
grupo que pueden ser escritos como producto de no más de n generadores
o sus inversos. Se dice que el grupo tiene crecimiento polinomial, expo-
nencial o intermedio, si su función de crecimiento tiene el comportamiento
asintótico correspondiente. Estas nociones no dependen de la elección del
sistema (finito) de generadores.

Ejercicio 4.47. Pruebe que si un grupo contiene un semigrupo libre a dos gene-
radores, entonces dicho grupo tiene crecimiento exponencial.
Observación. Existen grupos de crecimiento exponencial sin semigrupos libres a
dos generadores: vea por ejemplo [159].
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Ejemplo 4.48. La construcción de grupos de crecimiento intermedio es un tópico
apasionante que dista mucho de ser sencillo. Los primeros ejemplos fueron in-
troducidos por Grigorchuk en [84]. Uno de ellos (a saber, el primer grupo de
Grigorchuk Ĥ) puede ser pensado ya sea como un grupo de automorfismos del
árbol binario enraizado T2, o equivalentemente como un grupo de isometŕıas del
conjunto de Cantor {0, 1}N (observe que el borde al infinito de T2 se identifica
con {0, 1}N). Para referencia futura, presentamos la definición a continuación;
para mayores detalles, recomendamos la lectura del último caṕıtulo de [90].

Conveniendo en que (x1, (x2, x3, . . .)) = (x1, x2, x3, . . .) para xi ∈ {0, 1}, los
generadores de Ĥ son elementos â, b̂, ĉ y d̂ cuya acción sobre {0, 1}N viene definida
inductivamente por â(x1, x2, x3, . . .) = (1− x1, x2, x3, . . .) y

b̂(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, â(x2, x3, . . .)), x1 = 0,
(x1, ĉ(x2, x3, . . .)), x1 = 1,

ĉ(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, â(x2, x3, . . .)), x1 = 0,

(x1, d̂(x2, x3, . . .)), x1 = 1,

d̂(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, x2, x3, . . .), x1 = 0,

(x1, b̂(x2, x3, . . .)), x1 = 1.

De esta forma, la acción sobre T2 del elemento â ∈ Ĥ consiste en permutar las dos
primeras aristas (conjuntamente con los árboles enraizados en los vértices finales
de ellos). Los elementos b̂, ĉ y d̂ fijan estas dos primeras aristas, y sus acciones
sobre los niveles superiores de T2 quedan ilustrados en la siguiente figura.
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â ĉy y

ĉ
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Un célebre teorema de Gromov estipula que un grupo es virtualmente
nilpotente si y sólo si su crecimiento es polinomial. Debido a esto y al
ejercicio 4.15, el teorema de Plante y Thurston puede ser reformulado di-
ciendo que todo subgrupo de crecimiento polinomial de Difeo1+va

+ ([0, 1[)
es abeliano (ésta era de hecho la versión original del teorema, demostrada
previamente a la aparición del trabajo de Gromov; vea el ejercicio 4.54).
Siguiendo [142], en lo que sigue extenderemos este hecho para grupos de
crecimiento subexponencial, y de manera más general para grupos sin semi-
grupos libres a dos generadores.

Teorema 4.49. Todo subgrupo finitamente generado de Difeo1+va
+ ([0, 1[)

sin semigrupos libres a dos generadores es abeliano.
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Ejemplo 4.50. El producto en corona Γ = Z o Z = Z n ⊕ZZ actúa de manera
natural sobre el intervalo: basta identificar uno de los generadores canónicos de
Γ con un homeomorfismo f de [0, 1] satisfaciendo f(x) < x para todo x∈]0, 1[,
y el otro generador con un homeomorfismo g satisfaciendo g(x) 6= x para todo
x ∈]f(a), a[ y g(x) = x para todo x ∈ [0, 1] \ [f(a), a], donde a es un punto de
]0, 1[. Esta acción puede ser suavizada hasta alcanzar la clase C∞ (vea el ejemplo
4.65 para mayores detalles sobre esta construcción). Observe que Γ es un grupo
metabeliano que no es virtualmente nilpotente. De acuerdo a un resultado clásico
de Rosenblatt [178] (el cual generaliza resultados previos de Milnor [134] y Wolf
[209]; vea también [18]), todo grupo soluble que no es virtualmente nilpotente
contiene semigrupos libres a dos generadores. Por lo tanto, Γ contiene tales
semigrupos. El lector debiera tratar de probar que de hecho f y g generan un
semigrupo libre analizando su acción sobre el intervalo.

Para probar el teorema 4.49 necesitaremos una versión del lema de Kopell
que no utilice la conmutatividad de las aplicaciones de manera muy fuerte.
Esta versión será también esencial para el estudio de los grupos solubles
de difeomorfismos del intervalo de la sección 3 de este caṕıtulo. La de-
mostración que nosotros presentamos ha sido tomada de [39].

Lema 4.51. Sean h1 y h2 dos difeomorfismos del intervalo [0, 1[ sobre sus
imágenes que fijan el origen. Supongamos que h1 sea de clase C1+va y
h2 de clase C1. Supongamos también que h1(x) < x para todo x ∈]0, 1[,
que h2(x0) = x0 para cierto x0 ∈]0, 1[, y que para cada n ∈ N el punto
xn = hn

1 (x0) sea fijo por h2. Supongamos finalmente que h2(y) ≥ z > y
(resp. h2(y) ≤ z < y) para ciertos y, z en ]x1, x0[. Entonces existe N ∈ N
tal que h2(h

n
1 (y)) < hn

1 (z) (resp. h2(h
n
1 (y)) > hn

1 (z)) para todo n ≥ N .

Demostración. Observemos que la sucesión (xn) tiende a cero cuando
n ∈ N tiende al infinito. Sea δ = V (h1; [0, x0]). Para todo u, v en [x1, x0] y
todo n ∈ N se tiene (compare con la desigualdad (4.2))

∣∣∣∣log
( (hn

1 )
′(u)

(hn
1 )

′(v)

)∣∣∣∣ ≤ δ. (4.23)

Puesto que h2 fija cada punto xn, se tiene necesariamente h′
2(0) = 1.

Supongamos que la afirmación del lema no sea satisfecha para ciertos y, z
en ]x1, x0[, y sea κ una constante tal que

1 < κ < 1 +
z − y

eδ(y − x1)
.

Fijemos N0 ∈ N suficientemente grande de manera que

h′
2(w) ≤ κ y (h−1

2 )′(w) ≤ κ para todo w ∈ [xN+1, xN ]. (4.24)

Para cierto n ≥ N0 tenemos h2(h
n
1 (y)) ≥ hn

1 (z) o bien h2(h
n
1 (z)) ≤ hn

1 (y).
Consideraremos sólo el primer caso, pues el segundo puede ser reducido a
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éste cambiando h2 por h−1
2 . Definamos yn = hn

1 (y) y zn = hn
1 (z). Por el

teorema del valor medio, existen puntos u, v en [x1, x0] tales que

h2(yn)− yn
yn − xn+1

≥ zn − yn
yn − xn+1

=
(hn

1 )
′(u) · (z − y)

(hn
1 )

′(v) · (y − x1)
.

De la desigualdad (4.23) se concluye

h2(yn)− yn
yn − xn+1

≥ z − y

eδ(y − x1)
> κ− 1.

Se deduce aśı que, para cierto w ∈ [xn+1, yn],

h′
2(w) =

h2(yn)− h2(xn+1)

yn − xn+1
=

h2(yn)− xn+1

yn − xn+1
> κ,

lo cual contradice (4.24). ¤

En la sección 2.5 del caṕıtulo 2 ya introdujimos un criterio simple (dado
por el lema 2.53) para detectar semigrupos libres de grupos de homeomor-
fismos del intervalo. Presentamos ahora otro criterio para obtener semigru-
pos libres de Difeo1+va

+ ([0, 1[), el cual utiliza de manera esencial la hipótesis
de diferenciabilidad y será fundamental para la demostración del teorema
4.49. El ejemplo 4.50 permite entender la naturalidad del lema a seguir.

Lema 4.52. Sean f y g elementos de Homeo+([0, 1[) tales que f(x) < x
para todo x∈]0, 1[. Supongamos que exista un intervalo [a, b] contenido en
]0, 1[ tal que g(x) < x para todo x∈]a, b[, g(a) = a, g(b) = b y f(b) ≤ a.
Sea [y, z] ⊂]a, b[ un intervalo tal que g(y) ≥ z o bien g(z) ≤ y. Supongamos
que g fije todos los intervalos fn([a, b]), y que exista N0 ∈ N tal que g posee
puntos fijos dentro de fn(]a, b[) para todo n ≥ N0. Si el grupo generado
por f y g no tiene elementos entrecruzados, entonces el semigrupo generado
por dichos elementos es libre.

Demostración. Cambiando [a, b] por alguna de sus imágenes bajo un ite-
rado positivo de f , podemos asumir que g no tiene puntos fijos en ]a, b[,
pero que śı los posee sobre cada intervalo fn(]a, b[) para n ≥ 1. Con-
sideremos dos palabras distintas en potencias positivas de f y g, y tra-
temos de verificar que ellas representan homeomorfismos diferentes. Mó-
dulo conjugación, podemos suponer que dichas palabras son de la forma
P1 = fngmrfnr · · · gm1fn1 y P2 = gqfpsgqs · · · fp1gq1 , donde mj , nj ,
pj , qj son enteros positivos, n ≥ 0 y q ≥ 0 (con n > 0 si r = 0, y con
p > 0 si s = 0). Como el grupo generado por f y g no posee elementos
entrecruzados, de acuerdo al teorema 2.54 dicho grupo debe preservar una
medida de Radon v sobre ]0, 1[. Notemos ahora que

τv(P1) = (n1 + . . .+ nr + n) τv(f) y τv(P2) = (p1 + . . .+ ps) τv(f).
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Como τv(f) 6= 0, si los valores de (n1 + . . .+ nr + n) y (p1 + . . .+ ps) son
diferentes entonces P1 6= P2. Asumamos ahora que dichos valores coinciden
con algún N ∈ N. Tenemos entonces

f−NP1 = f−Nfngmrfnr · · · gm1fn1

= f−Nfngmrfnr · · · gm2fn1+n2
(
f−n1gm1fn1

)

= f−Nfngmrfnr · · · gm3fn1+n2+n3
(
f−(n1+n2)gm2fn1+n2

)(
f−n1gm1fn1

)

...

=
(
f−(N−n)gmrfN−n)· · ·

(
f−(n1+n2)gm2fn1+n2

)(
f−n1gm1fn1

)

y

f−NP2 = f−Ngqfpsgqs · · · fp1gq1

= f−Ngqfpsgqs · · · fp3gq3fp1+p2
(
f−p1gq2fp1

)
gq1

...

=
(
f−NgqfN) · · ·

(
f−p1gq2fp1

)
gq1 .

Como el grupo generado por f y g no posee elementos entrecruzados,
y como cada aplicación

(
f−(N−n)gmrfN−n

)
, . . . ,

(
f−(n1+n2)gm2fn1+n2

)
,(

f−n1gm1fn1
)

y
(
f−NgqfN

)
, . . . ,

(
f−p1gq2fp1

)
tiene puntos fijos dentro

de ]a, b[, ellas deben fijar ]a, b[. Por otro lado, gq1 fija el intervalo ]a, b[,
pero carece de puntos fijos en su interior. Por lo tanto, si v̄ es una me-
dida de Radon sobre ]a, b[ que es invariante por el grupo generado por (las
restricciones a ]a, b[ de) todas estas aplicaciones (incluyendo a gq1), en-
tonces τv̄(f

−NP1) = 0 y τv̄(f
−NP2) = τv̄(g

q1) 6= 0, lo cual muestra que
f−NP1 6= f−NP2, y por lo tanto P1 6= P2. ¤

Podemos abordar ahora la demostración del teorema 4.49. Sea enton-
ces Γ un subgrupo finitamente generado de Difeo1+va

+ ([0, 1[) sin semigrupos
libres a dos generadores. Para probar que Γ es abeliano, sin perder en ge-
neralidad podemos suponer que Γ no admite punto fijo global en ]0, 1[. Por
el teorema 2.54, Γ preserva una medida de Radon v sobre ]0, 1[; además, la
prueba de dicho teorema nos da la existencia de un elemento f ∈Γ tal que
f(x)<x para todo x∈R. Sea Λ el conjunto de los puntos de ]0, 1[ que son
globalmente fijos por la acción del grupo derivado Γ′=[Γ,Γ]. El conjunto Λ
es no vaćıo, pues contiene al soporte de v. Si Λ coincide con ]0, 1[ entonces
Γ es abeliano. Supongamos ahora que Λ esté estrictamente contenido en
]0, 1[ y que la restricción de Γ′ a cada una de las componentes conexas de
]0, 1[\Λ sea libre. Por el teorema de Hölder, la restricción de Γ′ a cada una
de esas componentes conexas es abeliana, por lo que Γ es metabeliano. Por
el teorema de Rosenblatt [18, 178], Γ es virtualmente nilpotente, y por el
teorema de Plante y Thurston, Γ es virtualmente abeliano. Finalmente,
del ejercicio 4.15 se concluye que, en este caso, Γ es abeliano.

Resta el caso en que la acción de Γ′ sobre alguna componente conexa
I del complemento de Λ no es libre. La demostración del teorema 4.49
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quedará concluida al verificar que, bajo estas condiciones, Γ contiene semi-
grupos libres a dos generadores. Para ello fijemos un elemento h ∈ Γ′ y un
intervalo ]y, z[ estrictamente contenido en I de modo que h fije ]y, z[ pero
ningún punto dentro de ]y, z[ sea fijo por h. Afirmamos que debe existir
un elemento g ∈ Γ′ que env́ıa ]y, z[ en un intervalo disjunto (contenido en
I). En efecto, si éste no fuera el caso entonces, como Γ no tiene elementos
entrecruzados, todo elemento de Γ′ tendŕıa que fijar ]y, z[, por lo que los
puntos y y z estaŕıan contenidos en Λ, contradiciendo el hecho que ]y, z[
está estrictamente contenido en la componente conexa I de ]0, 1[\Λ.

El elemento g ∈ Γ′ fija la componente conexa fn(I) de ]0, 1[\Λ para todo
n ≥ 0. Además, como Γ no posee elementos entrecruzados, para cada n ≥ 0
los intervalos fn(]y, z[) y gfn(]y, z[) coinciden o son disjuntos. El lema
4.51 (aplicado a h1 = f , h2 = g, con x0 siendo la extremidad derecha de I)
implica entonces la existencia de un entero N0 ∈ N tal que g fija el intervalo
fn(]y, z[) para todo n ≥ N0 (vea la figura 23). Definiendo el intervalo ]a, b[
como la clausura convexa (abierta) de la unión ∪n∈Zgn(]y, z[), del lema
4.52 se deduce rápidamente que el semigrupo generado por f y g es libre,
lo cual concluye la demostración del teorema 4.49.

Ejercicio 4.53. Generalizando los teoremas 4.42 y 4.43, pruebe que todo sub-
grupo de Difeo1+va

+ (S1) (resp. de Difeo1+va
+ (R)) sin semigrupos libres a dos gene-

radores es abeliano (resp. metabeliano).

w zfN0(w) fN0(z)

( () )
IfN0(I)

( () )

0 1

( )
g(u) g(v)u vfN0 (u) fN0 (v)

( (( )))

.............................................
...............................................................................

..........................................................................................................................................................................................................

..................
...............................

........................................................................................
......................

................................................ gg

fN0

•

•

• ........................

.....................................

............ ...........

Figura 23

Ejercicio 4.54. A lo largo de este ejercicio, Γ será siempre un grupo finitamente
generado de crecimiento polinomial de grado k.
(i) Pruebe que todo subgrupo finitamente generado de Γ tiene crecimiento poli-
nomial de grado inferior o igual a k.
(ii) Demuestre que si Γn ⊂ Γn−1 ⊂ . . . ⊂ Γ0 = Γ es una cadena de subgrupos
tal que para todo i ∈ {0, . . . , n − 1} existe un homomorfismo φi : Γi → (R,+)
satisfaciendo φi(Γi+1) = {0}, entonces n ≤ k.
Sugerencia. Para cada i ∈ {0, . . . , n − 1} escoja un elemento gi ∈ Γi tal que
φi(gi) 6= 0 y considere las palabras de la forma P = gm1

1 gm2
2 · · · gmn

n .
(iii) Suponga que Γ sea un subgrupo de Homeo+([0, 1]). Usando (ii) y el homo-
morfismo número de traslación, pruebe que Γ es soluble de orden de solubilidad
menor o igual a k. Aplicando el teorema de Milnor y Wolf [134, 209], deduzca
que Γ es virtualmente nilpotente.
(iv) Suponga ahora que Γ sea un subgrupo de Difeo1+va

+ ([0, 1[). Usando el teorema
4.40 y el ejercicio 4.15, concluya que Γ es abeliano.
(v) Pruebe que (iv) vale aún cuando Γ es un subgrupo de G1+va

+ (R, 0).
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Sugerencia. En lugar del homomorfismo número de traslación use aquél otorgado
por el teorema de estabilidad de Thurston (vea la sección 1 del último caṕıtulo).

Ejercicio 4.55. La afirmación del ı́tem (ii) a continuación puede también ser
demostrada usando el lema del ping-pong positivo (vea [18]).

(i) Bajo las hipótesis del lema 4.52, pruebe que el grupo generado por la familia
de elementos {fngf−n : n ∈ Z} no es finitamente generado.

(ii) Pruebe que si f y g son los generadores de un grupo Γ de modo que el
subgrupo generado por {fngf−n : n ∈ Z} no es finitamente generado, entonces
el semigrupo generado por f y gfg−1 es libre.

Sugerencia. Suponga que existen dos palabras diferentes en potencias positivas
de f y gfg−1, y verifique que esto permite hallar un número finito de generadores
para el grupo generado por {fngf−n : n ∈ Z}.
(iii) Use (ii) para dar una demostración alternativa del teorema 4.49.

Observación 4.56. Ignoramos si el teorema 4.49 se extiende (al menos en el
caso de crecimiento subexponencial) para grupos de gérmenes de difeomorfismos
de clase C1+va (compare con el ejercicio 4.41).

2.3 Nilpotencia, crecimiento y regularidad intermedia

Tal como sucede para el teorema de Denjoy y el lema de Kopell, los
teoremas de las dos secciones precedentes dejan de ser válidos para grupos
de difeomorfismos de regularidad inferior a C1+lip. En efecto, utilizando la
primera de las técnicas de la sección 1.4 de este caṕıtulo, Farb y Franks
probaron en [63] que para todo n ∈ N el grupo Nn introducido en el ejercicio
2.34 se incrusta en Difeo1+([0, 1]) (observe que Nn es nilpotente para todo
n y no abeliano para n ≥ 3). Por otra parte, de acuerdo a un importante
resultado de Malcev (vea [172]), todo grupo nilpotente finitamente generado
y sin torsión se incrusta en algún Nn. Todo esto muestra la existencia de
una gran variedad de contra-ejemplos de clase C1 al teorema de Plante y
Thurston. De hecho, usando los métodos introducidos al final de la sección
anteriormente referida, es posible probar que la acción canónica de Nn

sobre el intervalo puede realizarse con cuaquier clase de diferenciabilidad
inferior a C1+1/(n−2). Por otro lado, el teorema 4.34 muestra que esta
inclusión no puede alcanzar ninguna regularidad superior a C1+1/(n−2).
Seŕıa interesante dar una versión de este fenómeno que sea independiente
del modelo topológico impuesto a la acción. De manera más precisa, es
muy probable que un enunciado del siguiente tipo sea cierto: para cada
grupo Γ nilpotente, finitamente generado y sin torsión, existe una constante
τ(Γ)∈]0, 1] tal que si Φ : Γ→Difeo1+τ

+ (S1) es una representación efectiva
y sin punto fijo global al interior, entonces τ < τ(Γ) (y tal que para todo
τ < τ(Γ) existen representaciones efectivas para las cuales ]0, 1[ es una
componente irreducible). Seŕıa aún más interesante si el valor de dicha
constante pudiese ser explicitado (es probable que éste sea igual a 1/(k−1),
donde k es el grado de nilpotencia del grupo en cuestión).
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Observación 4.57. Para cada par de enteros positivos m < n, el grupo nilpo-
tente Nm se incrusta canónicamente en Nn. Si denotamos por N a la reunión
correspondiente, entonces se comprueba fácilmente que N es un grupo ordenable,
numerable y no finitamente generado. Además, N contiene a todos los grupos
nilpotentes finitamente generados y sin torsión. Seŕıa muy interesante verificar si
los métodos de la sección 1.4 de este caṕıtulo permiten probar que N es isomorfo
a un grupo de difeomorfismos de clase C1 del intervalo.

Resumiendo lo anterior, todo grupo nilpotente finitamente generado y
sin torsión puede ser incrustado en Difeo1+τ

+ ([0, 1]) para algún τ < 1 sufi-
cientemente pequeño. Resulta natural preguntarse si otros grupos de cre-
cimiento subexponencial pueden aparecer como grupos de difeomorfismos
de clase C1+τ del intervalo. De acuerdo al ejercicio 4.47, el resultado pre-
sentado a continuación, el cual fue obtenido por el autor en [142], da una
respuesta negativa a esta interrogante.

Teorema 4.58. Para todo τ > 0, todo grupo de difeomorfismos de clase
C1+τ del intervalo [0, 1[ que sea finitamente generado y que no contenga
semigrupos libres a dos generadores es virtualmente nilpotente.

Observación 4.59. Un enorme interés ha suscitado recientemente una noción
más fina de crecimiento para grupos, a saber, la del crecimiento exponencial
uniforme. Se dice que un grupo finitamente generado Γ tieme crecimiento expo-
nencial uniforme si existe una constante λ > 1 tal que para todo sistema finito (y
simétrico) de generadores G de Γ, el número LG(n) de elementos de Γ que pueden
ser expresados como producto de a lo más n elementos de G satisface

lim
n→∞

log
(
LG(n)

)

n
≥ λ.

Si bien en muchas situaciones los grupos de crecimiento exponencial tienen auto-
máticamente crecimiento uniformemente exponencial (vea por ejemplo [18, 62,
161]), existen grupos que no comparten ambas propiedades [206]. Ignoramos si
esto puede suceder para un grupo de difeomorfismos de clase C1+τ de [0, 1].

Una observación análoga puede hacerse en torno a la alternativa de Tits. Un
grupo satisface una alternativa de Tits uniforme si todo subgrupo no virtual-
mente soluble contiene elementos que generan un grupo libre y que pueden ser
expresados como un producto de a lo más N generadores del subgrupo, donde
N es una constante que sólo depende del grupo original y no del subgrupo en
consideración ni del sistema de generadores alĺı elegido. Por ejemplo, los gru-
pos “lineales” satisfacen la altenativa de Tits uniforme [20]. Ignoramos a este
respecto si puede darse una versión uniforme del resultado de la sección 3.1 del
caṕıtulo 2. El tratamiento espećıfico de este problema para el caso real-anaĺıtico
o para el grupo de Thompson G reviste desde ya un interés no despreciable.

La condición de positividad de τ para el teorema 4.58 es esencial. Para
ilustrar este aspecto, a continuación esbozaremos la construcción de un
subgrupo de Difeo1+([0, 1]) de crecimiento intermedio. Este subgrupo está

relacionado con el grupo de crecimiento intermedio Ĥ presentado en el
ejemplo 4.48. En efecto, si bien no es dif́ıcil verificar que Ĥ es un grupo
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de torsión para el cual el orden de cada elemento es una potencia de
2 (vea el último caṕıtulo de [90]), es posible generar a partir de él un
grupo sin torsión y de crecimiento intermedio. Este grupo fue intro-
ducido en [83]. Geométricamente, la idea consiste en reemplazar T2 por
un árbol enraizado cuyos vértices tienen valencia infinita (numerable). En
términos más precisos, consideramos el grupo H̄ actuando en el espacio
Ω = ZN generado por los elementos ā, b̄, c̄ y d̄ definidos inductivamente por
ā(x1, x2, x3, . . .) = (1 + x1, x2, x3, . . .) y

b̄(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, ā(x2, x3, . . .)), x1 par,
(x1, c̄(x2, x3, . . .)), x1 impar,

c̄(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, ā(x2, x3, . . .)), x1 par,
(x1, d̄(x2, x3, . . .)), x1 impar,

d̄(x1, x2, x3, . . .) =

{
(x1, x2, x3, . . .), x1 par,
(x1, b̄(x2, x3, . . .)), x1 impar.

El grupo H̄ preserva el orden lexicográfico en Ω, de donde se concluye
que es ordenable, por lo que puede ser visto como un grupo de homeomor-
fismos del intervalo (compare con [85]). Para clarificar este punto, daremos
a continuación una realización elemental de H̄ como un grupo de homeo-
morfismos bilipschitzianos de [0, 1] (compare con la proposición 2.87).

Ejemplo 4.60. Fijemos una sucesión (`i)i∈Z de reales positivos tales que

∑
`i=1 y max

{
`i+1

`i
,

`i
`i+1

}
≤ C < ∞ para todo i ∈ Z.

Denotemos por Ii al intervalo ]
∑

j<i `j ,
∑

j≤i `j [. Sea f : [0, 1] → [0, 1] el homeo-
morfismo que lleva cada intervalo Ii sobre Ii+1 de manera af́ın. Designemos por g
al homeomorfismo af́ın que lleva [0, 1] sobre Ī0, y por λ = 1/`0 al valor (constante)
de su derivada. Consideremos las aplicaciones a, b, c y d definidas inductivamente
en un subconjunto denso de [0, 1] por a(x) = f(x) y, para x ∈ Ii,

b(x) =

{
f igag−1f−i(x), i par,
f igcg−1f−i(x), i impar,

c(x) =

{
f igag−1f−i(x), i par,
f igdg−1f−i(x), i impar,

d(x) =

{
x, i par,
f igbg−1f−i(x), i impar.

Afirmamos que a, b, c y d son homeomorfismos bilipschitzianos con constante de
Lipschitz mayorada por C (note que C puede ser tomada tan cercana a 1 como
se quiera). En efecto, esto es evidente para a, mientras que para b, c y d, esto es
verificable por inducción. Por ejemplo, si x ∈ Ii para un entero impar i, entonces

b′(x) =
(f i)′(gag−1f−i(x))

(f i)′(f−i(x))
· g

′(ag−1f−i(x))

g′(g−1f−i(x))
· a′(g−1f−i(x)),

y como g′|[0,1]≡λ y (f i)′|I0 ≡`i/`0, tenemos b′(x)=a′(g−1f−i(x))≤C. Resulta
geométricamente claro que el grupo generado por a, b, c y d es isomorfo a H̄.
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Ejercicio 4.61. Dé ejemplos de grupos (finitamente generados) de homeomor-
fismos del intervalo y del ćırculo para los cuales exista un sistema finito de ge-
neradores y una constante δ > 0 de modo que, para toda conjugación topológica
a un grupo de homeomorfismos lipschitzianos, al menos uno de estos generadores
(o su inverso) tiene constante de Lipschitz mayor a 1 + δ.

La idea precedente es inapropiada si se busca obtener una incrustación
de H̄ en Difeo1+([0, 1]), pues aparecen discontinuidades para las derivadas
en cada “nivel” de la acción de H. Daremos entonces otra realización, a lo
largo de la cual será esencial el “renormalizar” la geometŕıa en cada paso.
Comencemos por fijar cualquier familia equivariante de homeomorfismos
{ϕ([0, u], [0, v]) : [0, u] → [0, v];u > 0, v > 0}. Para cada n ∈ N y cada
(x1, . . . , xn) ∈ Zn, consideremos un intervalo cerrado (no reducido a un
punto) Ix1,...,xn

= [ux1,...,xn
, wx1,...,xn

] y un intervalo (posiblemente dege-
nerado) Jx1,...,xn

=[vx1,...,xn
, wx1,...,xn

], ambos contenidos en algún intervalo
[0, T ]. Supongamos cumplidas las siguientes condiciones (vea la figura 24):

(i)
∑

x1∈Z |Ix1
| = T ,

(ii) ux1,...,xn
< vx1,...,xn

≤ wx1,...,xn
(y por lo tanto Jx1,...,xn

⊂ Ix1,...,xn
),

(iii) wx1,...,xn−1,xn
= ux1,...,xn−1,1+xn

,

(iv) limxn→−∞ ux1,...,xn−1,xn
= ux1,...,xn−1

,

(v) limxn→∞ ux1,...,xn−1,xn
= vx1,...,xn−1

,

(vi) limn→∞ sup(x1,...,xn)∈Zn |Ix1,...,xn
| = 0.

Jx1,...,xn

Ix1,...,xn,xn+1

ux1,...,xn,xn+1
wx1,...,xn,xn+1

| |

| |
ux1,...,xn

wx1,...,xn

| |
vx1,...,xn

|

Ix1,...,xn

Figura 24

Observe que

|Jx1,...,xn
|+

∑

xn+1∈Z
|Ix1,...,xn,xn+1

| = |Ix1,...,xn
|. (4.25)

Denotemos por H̄n el estabilizador en del nivel n del árbol T∞. Para cada
n ∈ N definiremos homeomorfismos an, bn, cn y dn que generen un grupo
isomorfo a H̄/H̄n. Para esto, consideremos los homomorfismos φ0 y φ1 del
subgrupo de H̄ generado por b̄, c̄ y d̄ hacia H̄ definidos por φ0(b̄) = ā,
φ0(c̄) = ā, φ0(d̄) = id, y φ1(b̄) = c̄, φ1(c̄) = d̄, φ1(d̄) = b̄.

Definición de an:

– Si p ∈ Jx1,...,xi
para algún i<n, sea an(p)=ϕ(Jx1,x2,...,xi

, J1+x1,x2,...,xi
)(p).

– Si p ∈ IIx1,...,xn
, sea an(p) = ϕ(Ix1,x2,...,xn

, I1+x1,x2,...,xn
)(p).
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Definición de bn:

Supongamos que p∈]0, 1[ pertenezca al intervalo Ix1,...,xn
, y denotemos

por (x̄1, . . . , x̄n) ∈ {0, 1}n la sucesión obtenida al reducir módulo 2.

– Si φx̄1
(b̄), φx̄2

φx̄1
(b̄), . . ., φx̄n

. . . φx̄2
φx̄1

(b̄) están bien definidos, hagamos
bn(p) = p.

– En caso contrario, denotemos por i = i(p) ≤ n al menor entero tal que
φx̄i

. . . φx̄2
φx̄1

(b̄) no esté definido y hagamos

bn(p) =





p, p∈Jx1,...,xj
, j < i,

ϕ(Jx1,...,xi,...,xj
, Jx1,...,1+xi,...,xj

)(p), p∈Jx1,...,xi,...,xj
, i≤j<n,

ϕ(Ix1,...,xi,...,xn
, Ix1,...,1+xi,...,xn

)(p), p∈Ix1,...,xn
.

Las definiciones de cn y dn son similares a la de bn. Claramente, las
aplicaciones an, bn, cn y dn se extienden en homeomorfismos de [0, T ]. El
hecho que ellos generan un grupo isomorfo a H̄/H̄n se desprende de las
propiedades de equivarianza de las aplicaciones ϕ(I, J) (dejamos la veri-
ficación a cargo del lector). La condición (vi) implica además que las suce-
siones de aplicaciones an, bn, cn y dn convergen a homeomorfismos a, b, c y
d respectivamente, los cuales generan un grupo isomorfo a H̄.

Ejemplo 4.62. Dada una sucesión (`i)i∈Z de reales positivos tales que
∑

`i = 1,
definamos |Ix1,...,xn | y |Jx1,...,xn | por

|Jx1,...,xn | = 0 y |Ix1,...,xn | = `x1 . . . `xn .

Si efectuamos la construcción precedente (para T =1) usando la familia equiva-
riante de las aplicaciones afines ϕ([0, u], [0, v])(x) = vx/u, entonces reobtenemos
la inclusión de H̄ en el grupo de los homeomorfismos bilipschitzianos del intervalo
del ejemplo 4.60 (manteniendo siempre las hipótesis `i+1/`i ≤ C y `i/`i+1 ≤ C
para todo i ∈ Z).

La verificación de los detalles del resto de la construcción quedará a cargo
del lector (referimos a [142] en caso de dificultades). Sea ω un módulo de
continuidad satisfaciendo ω(s) = 1/ log(1/s) para s ≤ 1/e, y tal que la
aplicación s 7→ ω(s)/s sea decreciente. Fijemos una constante C > 0 y
para cada k ∈ N definamos Tk =

∑
i∈Z

1
(|i|+k)2 . Consideremos una sucesión

creciente (kn) de enteros positivos, y para n∈N y (x1, . . . , xn)∈Zn hagamos

|Ix1,...,xn
| = 1

(|x1|+ . . . |xn|+ kn)2n
.

Valiéndose de la familia equivariante inducida por (4.10), nuestro método
general origina subgrupos de Difeo1+([0, Tk1

]) isomorfos a H̄/H̄n generados
por elementos an, bn, cn y dn. El objetivo consiste entonces en controlar
la norma Cω para la derivada de estos difeomorfismos. Ahora bien, si la
sucesión (kn) satisface ciertas “condiciones de crecimiento rápido” (que de-
penden de C), no es dif́ıcil verificar que dichas normas están acotadas supe-
riormente por C para todo n ∈ N (y que lo mismo ocurre para las derivadas
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de los inversos de dichos difeomorfismos). Las sucesiones correspondientes
son por lo tanto equicontinuas, y es fácil ver que ellas convergen a apli-
caciones ω-continuas con Cω-norma acotada superiormente por C. Estas
aplicaciones corresponden a las derivadas de difeomorfismos a, b, c, d (y sus
inversos) de clase C1+ω, quienes generan un grupo isomorfo a H̄. Como
este grupo actúa sobre el intervalo [0, Tk1

], para obtener una acción sobre
[0, 1] debemos conjugar por la aplicación af́ın g : [0, 1] → [0, Tk1

]. Puesto
que para k1 suficientemente grande se tiene Tk1

≤ 1, este procedimiento
de conjugación no aumenta la Cω-norma para las derivadas. Observe final-
mente que, como para todo difeomorfismo f de [0, 1] existe un punto con
derivada 1, si la Cω-norma de f ′ está acotada por C entonces

sup
x∈[0,1]

|f ′(x)− 1| ≤ Cω(1).

En consecuencia, para C pequeño la realización precedente de H̄ tiene a
sus generadores cercanos a la identidad respecto a la topoloǵıa C1+ω.

Ejercicio 4.63. Dentro del grupo de Grigorchuk-Maki H̄ existen “muchos” ele-
mentos que conmutan. De manera más precisa, para cada d ∈ N pueden ser
escogidos d+1 elementos de H̄ satisfaciendo una condición combinatoria del tipo
semejante a la del teorema 4.34 (considere por ejemplo f1 = ā−2, f2 = b̄−2,
f3 = ā−1b̄−2ā, etc). De esta forma, para verificar que la acción canónica de
H̄ no es semiconjugada a una acción por difeomorfismos de clase C1+τ basta
con aplicar el lema de Kopell generalizado (i.e., el teorema 4.34) para d > 1/τ .
Los ı́temes a continuación permiten probar la misma afirmación usando métodos
“elementales” (vea [142] para mayores detalles).

(i) Pruebe que si h es un difeomorfismo de clase C1+τ de un intervalo cerrado
[u, v], y si C denota la constante de hölderianidad correspondiente para h′, en-
tonces para todo x ∈ [u, v] se tiene |h(x)− x| ≤ C|v − u|1+τ .

(ii) Usando (i) pruebe directamente (i.e., sin usar ningún argumento proba-
biĺıstico) que el teorema (4.34) es válido para d ≥ d(α), donde d(α) es el mı́nimo
entero mayor o igual a 2 para el cual se verifica la desigualdad α(1 + τ)d−2 ≥ 1.

(iii) Usando (ii) concluya que la acción canónica de H̄ no es semiconjugada a una
acción por difeomorfismos de clase C1+τ para ningún τ > 0.

Para cerrar esta sección resulta interesante observar una vez más que el
elemento ā2 pertenece al centro de H̄. Teniendo en mente la realización
de H̄ como un grupo de difeomorfismos de clase C1, el estudio de los
centralizadores en Difeo1+([0, 1]) de difeomorfismos (u homeomorfismos)
del intervalo se torna natural. La siguiente sencilla pero interesant́ısima
proposición, debida a Bonatti, Crovisier y Wilkinson, podŕıa resultar fun-
damental para este estudio.

Proposición 4.64. Si h es un homeomorfismo de [0, 1[ sin puntos fijos
en ]0, 1[, entonces el grupo de los difeomorfismos de clase C1 de [0, 1[ que
conmutan con h no contiene elementos entrecruzados.
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Demostración. Supongamos por contradicción que f y g sean difeo-
morfismos de clase C1 de [0, 1[ que conmutan con h, y que ellos estén
entrecruzados sobre cierto intervalo [x, y] ⊂ [0, 1]. Como en el curso de
la prueba del lema 2.53, podemos restringirnos al caso en que f(x) = x,
f(y)∈]x, y[, g(x)∈]x, y[ y g(y) = y. Además, cambiando f y g por alguno
de sus iterados, podemos suponer que g(x) > f(y). Todas estas condi-
ciones son preservadas por conjugación topológica, lo que es equivalente
a decir que f y g satisfacen f(hn(x)) = hn(x), f(hn(y)) ∈]hn(x), hn(y)[,
g(hn(x)) ∈]hn(x), hn(y)[, g(hn(y)) = hn(y) y g(hn(x)) > f(hn(y)) para
todo n ∈ Z. Si h(z) < z (resp. si h(z) > z) para todo z∈]0, 1[, entonces
las sucesiones (hn(x)) y (hn(y)) (resp. (h−n(x)) y (h−n(y))) convergen al
origen. Como f y g son de clase C1, esto implica que f ′(0) = g′(0) = 1.
Sin embargo, puesto que g(hn(x)) > f(hn(y)), debe existir una sucesión
de puntos zn ∈]xn, yn[ tal que para cada n ∈ N se tiene f ′(zn) < 1/2 ó
g′(zn) < 1/2, y esto está en contradicción con la continuidad de la derivada
de f y g en el origen. ¤

3 Grupos solubles de difeomorfismos

3.1 Ejemplos y formulación de resultados

A diferencia del caso nilpotente, dentro del grupo de los difeomorfismos
de clase C2 del intervalo existe una gran variedad de subgrupos solubles.
Notemos en primer lugar que el grupo af́ın es conjugado a un subgrupo
de Difeo∞+ ([0, 1]). Para comprobar esto nos valdremos de la linearización
introducida en el ejercicio 5.11. Fijemos una constante 0 < ε < 1/2 y
consideremos dos difeomorfismos ϕ1: ]0, 1[→ R y ϕ2: ]0, 1[→]0, 1[ de clase
C∞ tales que

ϕ1(x) = − 1

x
y ϕ2(x) = exp

(
− 1

x

)
para x∈]0, ε],

ϕ1(x) =
1

1− x
y ϕ2(x) = 1− exp

(
1

x− 1

)
para x ∈ [1− ε, 1[.

Consideremos ahora los campos de vectores sobre la recta Y1 = ∂
∂x e

Y2 = x ∂
∂x , los cuales generan el álgebra de Lie del grupo af́ın. Se verifica

fácilmente que los campos Xj = ϕ∗(Yj), donde j ∈ {1, 2} y ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2
2,

se extienden a campos de clase C∞ de [0, 1] que son nulos e infinitamente
planos en los extremos. Por esta razón, para cada g∈Af+(R) se tiene que
ϕ◦g ◦ϕ−1 es un difeomorfismo de clase C∞ de [0, 1] infinitamente tangente
a la identidad en los extremos.

De la construcción anterior surgen inmediatamente algunas preguntas:
¿todo subgrupo soluble y finitamente generado de Difeo1+va

+ ([0, 1[) que no
posee puntos fijos globales en ]0, 1[ es semiconjugado a un subgrupo del



Grupos de difeomorfismos del ćırculo 189

grupo af́ın?; ¿todo subgrupo soluble de Difeo1+va
+ ([0, 1[) tiene orden de

solubilidad inferior o igual a 2? Los ejemplos a continuación (inspirados
del caṕıtulo V de [80]) muestran sin embargo que es posible fabricar grupos
solubles de difeomorfismos del intervalo de orden de solubilidad arbitrario
y dinámica muy diferente a la del grupo af́ın. Para ello, basta tomar
extensiones sucesivas por Z de manera apropiada.

Ejemplo 4.65. Sea f: [0, 1] → [0, 1] un difeomorfismo de clase C∞ sin otro punto
fijo que 0 y 1, y que es topológicamente contractante en 0. Supongamos que f
sea el tiempo 1 del flujo asociado a un campo de vectores de clase C∞ de [0, 1]
que es infinitamente plano en 0 y 1. Fijemos a∈]0, 1[ y consideremos un campo
de vectores X sobre [f(a), a] cuyas únicas singularidades sean f(a) y a, siendo
X infinitamente plano en dichos puntos. Extendamos esta definición haciendo
X(x) = 0 para x ∈ [0, 1]\ [f(a), a]. Obtenemos aśı un campo de vectores de clase
C∞ sobre [0, 1] que es infinitamente plano en 0 y 1.

Sea g el difeomorfismo de clase C∞ obtenido al integrar el campo X (en tiempo
1), y sea Γ el grupo generado por f y g. Evidentemente, la restricción de Γ a
]0, 1[ no es semiconjugada a un subgrupo del grupo af́ın, y Γ no posee punto fijo
sobre ]0, 1[. Afirmamos sin embargo que Γ es soluble de orden de solubilidad
igual a 2. En efecto, sea Γ∗ el subgrupo abeliano de Γ formado por los elementos
que fijan los puntos fn(a) (con n ∈ Z), de modo que sus restricciones a cada
intervalo [fn+1(a), fn(a)] estén contenidas en el grupo generado por la restricción
del elemento fngf−n a dicho intervalo. Evidentemente, Γ∗ es un subgrupo normal
de Γ que contiene al grupo derivado Γ′. Además, el cuociente Γ/Γ∗ se identifica
a (Z,+). A partir de esto se concluye fácilmente la afirmación.

A continuación aplicaremos sucesivamente la idea precedente para obtener,
para cada k ≥ 2, ejemplos de grupos solubles Γ̄k de difeomorfismos de clase C∞

del intervalo [2 − k, k − 1] con orden de solubilidad igual a k y generados por
elementos f1,k, . . . , fk,k que son cada uno el tiempo 1 del flujo asociado a un
campo de vectores de clase C∞ e infinitamente plano en 2 − k y k − 1. Para
ello razonamos por inducción. Para k = 2 hacemos Γ̄2 = Γ, donde f1,2 = g y
f2,2= f . Supongamos ahora que ya ha sido construido el grupo Γk, y considere-
mos los campos de vectores Xi,k : [2− k, k − 1] → R correspondientes a los fi,k.
Consideremos un campo Xk+1,k+1 definido sobre [1 − k, k] que sea de la forma
%∂/∂x para cierta función % : [1− k, k] → R de clase C∞, negativa en el interior
e infinitamente plana en los extremos. Multiplicando este campo por un factor
constante si es necesario, podemos suponer que el tiempo 1 del flujo asociado es
un difeomorfismo fk+1,k+1 de [1− k, k] que verifica fk+1,k+1(k − 1) = 2− k.

Para i ∈ {1, . . . , k} extendemos el campo Xi,k en un campo Xi,k+1 haciendo
Xi,k+1(x) = 0 para todo punto x ∈ [1 − k, k] \ [2 − k, k − 1]. Los campos aśı
obtenidos son de clase C∞ sobre [1 − k, k] e infinitamente planos en 1 − k y k.
Sean fi,k+1, i ∈ {1, . . . , k}, los tiempos 1 de los flujos asociados. Afirmamos que
el grupo Γ̄k+1 generado por los fi,k+1, i ∈ {1, . . . , k + 1}, es soluble de orden de
solubilidad igual a k + 1. En efecto, el estabilizador en Γ de [2− k, k − 1] es un
subgrupo normal Γ̄∗ que se identifica a una suma directa de grupos isomorfos
a Γ̄k, y por la hipótesis de inducción este último grupo es soluble de orden de
solubilidad k. Por otra parte, Γ̄k+1/Γ̄

∗ se identifica a (Z,+), y el grupo derivado
de Γ está contenido en Γ̄∗. A partir de esto se concluye fácilmente la afirmación.
Notemos de paso que Γ̄k+1 no posee punto fijo al interior de [1− k, k].
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Ejemplo 4.66. Mejoraremos ahora el primer paso del ejemplo precedente uti-
lizando la construcción del inicio de esta sección; obtendremos de esta manera una
familia dinámicamente más interesante de subgrupos solubles de Difeo∞

+ ([0, 1]) de
orden de solubilidad igual a 3. Consideremos para ello dos campos de vectores X1

y X2 definidos sobre el intervalo [1/3, 2/3], que sean de clase C∞, infinitamente
planos en los extremos, y cuyos flujos originen un grupo conjugado al grupo af́ın.
Denotemos por g y h los difeomorfismos de clase C∞ obtenidos al integrar en
tiempo 1 dichos campos X1 y X2 respectivamente.

Fijemos un difeomorfismo f : [0, 1] → [0, 1] de clase C∞, sin punto fijo en
el interior, y que verifique f(2/3) = 1/3. Notemos a = 2/3, consideremos una
sucesión (a ser fijada) de reales positivos (tn)n∈Z, y extendamos inductivamente
la definición de los campos Xj haciendo

Xj(x) = tnXj(f
−1(x))/(f−1)′(x), x ∈ [fn+1(a), fn(a)], n ≥ 1,

Xj(x) = tnXj(f(x))/f
′(x), x ∈ [fn+1(a), fn(a)], n ≤ −1.

Supongamos que Πn
i=1ti→0 cuando n→+∞, que Π0

i=nti→0 cuando n→−∞, y
que estas convergencias sean suficientemente rápidas (para fijar ideas, suponga-
mos que la rapidez de convergencia sea supra-exponencial). En tal caso, no es
dif́ıcil verificar que los Xj se extienden a campos de vectores de clase C∞ en [0, 1]
que en los extremos son nulos e infinitamente planos. Sea Γ el grupo generado por
f , g y h. Evidentemente, la restricción de Γ al interior de [0, 1] no es semiconju-
gada a un subgrupo del grupo af́ın, y Γ no posee puntos fijos en ]0, 1[. Afirmamos
sin embargo que Γ es soluble de orden de solubilidad igual a 3. En efecto, sea Γ∗

el subgrupo metabeliano y no conmutativo de Γ formado por los elementos que
fijan los puntos fn(a), de manera que sus restricciones al interior de cada inter-
valo [fn+1(a), fn(a)] estén contenidas en el conjugado del grupo af́ın generado
por X1 y X2. Si designamos respectivamente por gt[fn+1(a),fn(a)] y ht

[fn+1(a),fn(a)]

los flujos asociados a las restricciones de X1 y X2 a [fn+1(a), fn(a)] (con t ∈ R),
entonces para todo n ∈ N se tiene

f−1g[fn+1(a),fn(a)]f=gtn
[fn(a),fn−1(a)]

, f−1h[fn+1(a),fn(a)]f=htn
[fn(a),fn−1(a)]

.

El grupo Γ∗ es por lo tanto un subgrupo normal de Γ. Además, el grupo cuociente
Γ/Γ∗ se identifica a (Z,+), y Γ∗ contiene al grupo derivado de Γ. A partir de
todo esto se concluye fácilmente lo afirmado.

Al igual que en ejemplo precedente, para cada entero k ≥ 2 pueden hacer-
se extensiones sucesivas de Γ por (Z,+) para construir subgrupos solubles de
Difeo∞+ ([1− k, k]) de orden de solubilidad k + 2...

Ejercicio 4.67. Pruebe que las convergencias Πn
i=1ti → 0 y Π0

i=nti → 0 exigidas
para el segundo de los ejemplo precedentes son necesarias, incluso para obtener
grupos de difeomorfismos de clase C2. De manera más precisa, pruebe la validez
de la siguiente proposición.

Proposición 4.68. Sean g : [0, 1[→ [0, g(1)[ un difeomorfismo de clase C2, y
a < b dos puntos fijos de g en ]0, 1[ tales que g no posee puntos fijos en ]a, b[. Sea
f : [0, b[→ [0, f(b)[ un difeomorfismo de clase C2 sin otro punto fijo sobre [0, b]
que 0, y tal que f(b) ≤ a. Supongamos que exista una sucesión (tn)n∈N de reales
positivos tal que para todo n ∈ N se tiene f−1◦g[fn(a),fn(b)[◦f = gtn

[fn−1(a),fn−1(b)[
.

Entonces el valor de Πn
i=1ti converge a cero cuando n tiende al infinito.
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Los ejemplos 4.65 y 4.66 son fundamentales, en el sentido que en ellos
se utiliza el que es básicamente el único método de fabricación de grupos
solubles de difeomorfismos del intervalo. Comencemos por dar una versión
precisa de esto para el caso metabeliano.

Teorema 4.69. Si Γ es un subgrupo metabeliano de Difeo1+va
+ ([0, 1[) sin

punto fijo sobre ]0, 1[, entonces Γ es o bien conjugado a un subgrupo del
grupo af́ın, o bien un producto semidirecto entre (Z,+) y un subgrupo de
un producto (a lo más numerable) de grupos conjugados a grupos de trasla-
ciones.

Daremos la demostración de este teorema en la sección siguiente. Con-
signemos inmediatamente que una clasificación completa de los subgru-
pos solubles de Difeo1+va

+ ([0, 1[) puede ser dada usando las mismas ideas
valiéndose de un (engorroso) argumento de inducción [148]. Para formular
el teorema en el caso general, denotemos por r(1) la familia de los grupos
conjugados a grupos de traslaciones, y por r(2) la familia de los grupos
que son conjugados a subgrupos no abelianos del grupo af́ın, o bien un
producto semidirecto entre (Z,+) y un subgrupo de un producto (a lo más
numerable) de grupos conjugados a grupos (no triviales) de traslaciones.
Para k > 2 definimos por inducción la familia r(k) de los grupos que son
un producto semidirecto entre (Z,+) y un subgrupo de un producto (a lo
más numerable) de grupos en R(k − 1) = r(1)∪ . . .∪r(k − 1), de manera
que al menos uno de los factores no pertenece a R(k − 2).

Teorema 4.70. Sea Γ un subgrupo soluble de Difeo1+va
+ ([0, 1[) sin punto

fijo en ]0, 1[. Si el orden de solubilidad de Γ es igual a k ≥ 2, entonces Γ
pertenece a la familia r(k).

La clasificación precedente permite obtener interesantes resultados de
rigidez. Por ejemplo, el normalizador de un grupo soluble de difeomorfis-
mos del intervalo tiende a parecerse mucho al grupo original, como queda
consignado en el siguiente teorema [146].

Teorema 4.71. Sea Γ un subgrupo soluble de Difeo1+va
+ ([0, 1[) de orden de

solubilidad igual a k ≥ 1 y sin punto fijo sobre ]0, 1[. Si N (Γ) designa su
normalizador en Difeo1+([0, 1[), entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:
(i) si k > 1 entonces N (Γ) es soluble de orden de solubilidad igual a k;
(ii) si k = 1 y Γ no es ćıclico infinito, entonces N (Γ) es topológicamente
conjugado a un subgrupo (eventualmente no abeliano) del grupo af́ın;
(iii) si k = 1 y Γ es ćıclico infinito, entonces N (Γ) es topológicamente
conjugado a un subgrupo del grupo de las traslaciones.

La clasificación de los grupos solubles de difeomorfismos del S1 se redu-
ce, gracias al lema 4.14, a aquélla dada para el caso del intervalo. La veri-
ficación del resultado siguiente a partir del teorema 4.70 es dejada al lector.
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Teorema 4.72. Sea Γ un subgrupo soluble de Difeo1+va
+ (S1). Si la longitud

de solubilidad de Γ es igual a k+1, entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:
(i) Γ es topológicamente semiconjugado a un grupo de rotaciones;
(ii) existe un subconjunto finito no vaćıo F de S1 invariante por Γ tal que
el grupo derivado Γ′ fija cada punto de F , y la restricción de Γ′ a cada una
de las componentes conexas de S1 \ F pertenece a la familia R(k).

El caso de la recta presenta complicaciones adicionales. Sin embargo,
gracias a los resultados parciales de la sección 2.5 del caṕıtulo 2, se puede
llegar a la descripción dada por el teorema enunciado a continuación.

Teorema 4.73. Sea Γ un subgrupo soluble de Difeo1+va
+ (R). Si su orden

de solubilidad es igual a k ≥ 1, entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:
(i) Γ es topológicamente semiconjugado a un subgrupo del grupo af́ın;
(ii) Γ es un subgrupo de un producto (a lo más numerable) de grupos de
la familia R(k), de modo que al menos uno de los factores no pertenece a
R(k − 1);
(iii) Γ pertenece a r(k) o bien a r(k + 1).

Observemos que si Γ es soluble y semiconjugado a un grupo de transfor-
maciones afines sin serle conjugado, entonces el segundo grupo derivado Γ′′

actúa fijando una familia numerable de intervalos abiertos y disjuntos cuya
unión es densa. Los teoremas 4.69 y 4.70 permiten entonces describir la
dinámica de Γ′′. Por otra parte, el que Γ pueda pertenecer a r(k+1) siendo
de orden de solubilidad k es muy natural, pues contrariamente al caso del
intervalo, sobre la recta es posible hacer extensiones centrales de grupos no
triviales, sin que por ello la clase de diferenciabilidad se vea necesariamente
afectada.

3.2 El caso metabeliano

El siguiente lema elemental será fundamental en lo que sigue.

Lema 4.74. El normalizador en Homeo+(R) de todo subgrupo denso del
grupo de traslaciones está contenido en el grupo af́ın.

Demostración. Módulo un factor multiplicativo, la única medida de
Radon sobre la recta invariante por un grupo denso de traslaciones es la
de Lebesgue. El normalizador de tal grupo deja entonces quasi-invariante
esta medida, por lo que el lema se deduce de la proposición 1.4. ¤

El lema siguiente es una versión mejorada del anterior en clase C1+va.

Lema 4.75. Si Γ es un subgrupo abeliano de Difeo1+va
+ ([0, 1[) sin punto

fijo en ]0, 1[, entonces su normalizador en Difeo1+([0, 1[) es conjugado a un
subgrupo del grupo af́ın.
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Demostración. Observemos que la hipótesis de ausencia de punto fijo en
]0, 1[ equivale, por el corolario 4.4, a que Γ está contenido en un grupo a
un parámetro (topológicamente conjugado al interior a un grupo de trasla-
ciones). Fijemos un elemento no trivial g de Γ.
Si {t ∈ R : gt ∈ Γ} es denso en R entonces por conjugación podemos

transformar Γ en un subgrupo denso de (R,+). La imagen por esta conju-
gación del normalizadorN de Γ en Difeo1+([0, 1[) está por lo tanto contenida
en el normalizador en Homeo+(R) de dicho grupo denso de traslaciones.
El lema 4.74 implica entonces que esta imagen está contenida en el grupo
af́ın.

Supongamos ahora que {t ∈ R : gt ∈ Γ} sea ćıclico infinito. Afirmamos
que el normalizador N de Γ en Difeo1+([0, 1[) es igual a gR. En efecto, si k es

un entero positivo tal que g1/k es el generador de {t ∈ R : gt ∈ Γ}, entonces
para todo h ∈ N existen enteros positivos n,m tales que hg1/kh−1=(g1/k)n

y h−1g1/kh=(g1/k)m. Se tiene entonces

(g1/k)mn = ((g1/k)m)n = (h−1g1/kh)n = h−1(g1/k)nh = g1/k,

de donde se obtiene m = n = 1. Esto implica que los elementos de N
conmutan con g1/k, por lo que N está contenido en gR. Puesto que gR

normaliza a Γ, obtenemos finalmente N = gR. ¤

Pasamos ahora a la demostración del teorema 4.69. Por el corolario
4.4, si Γ es un subgrupo conmutativo de Difeo1+va

+ ([0, 1[) entonces Γ es
un subgrupo de un producto a lo más numerable de grupos conjugados
a grupos de traslaciones. Fijemos ahora un subgrupo metabeliano y no
conmutativo Γ de Difeo1+va

+ ([0, 1[) sin punto fijo en ]0, 1[. Si existe g ∈ Γ′

tal que las órbitas por g se acumulan hacia 0 y 1, entonces el grupo abeliano
Γ′ está contenido en un flujo topológico asociado a g. Por ello, Γ′ actúa sin
punto fijo en ]0, 1[. El lema precedente implica que Γ es conjugado a un
subgrupo (no conmutativo) del grupo af́ın.

Supongamos en lo que sigue que todo g ∈ Γ′ fija puntos de ]0, 1[. Usando
el lema de Kopell, se verifica fácilmente la existencia de puntos fijos por Γ′

en ]0, 1[. Sea ]a, b[ una componente irreducible de Γ′. Notemos que, para
todo h ∈ Γ, el intervalo h(]a, b[) también es una componente irreducible de
Γ′. En particular, si h(]a, b[) 6=]a, b[ entonces h(]a, b[)∩]a, b[= ∅.

Si a = 0 ó b = 1 entonces todo f ∈ Γ fija ]a, b[, lo cual contradice la
hipótesis de ausencia de punto fijo en ]0, 1[. Las componentes irreducibles
de Γ′ están por lo tanto contenidas en subintervalos compactos de ]0, 1[. Si
f ∈ Γ fija una de estas componentes ]a, b[, entonces el lema 4.75 muestra
que la restricción de f a ]a, b[ es af́ın en las coordenadas inducidas por Γ′.
El caso de los elementos que no fijan ]a, b[ es más interesante.

Afirmación (i): si f es un elemento cualquiera de Γ que no fija ]a, b[ y u y v
son los puntos fijos de f a izquierda y a derecha de ]a, b[ respectivamente,
entonces el intervalo ]u, v[ es una componente irreducible de Γ (es decir,
u = 0 y v = 1).
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Supongamos lo contrario y sea f̄ ∈ Γ un elemento que no fija ]u, v[.
Reemplazando f por f−1 si es necesario, podemos suponer que f(x) > x
para todo x∈]u, v[. Se tiene entonces f(a) ≥ b. Para n ∈ N, el elemento
f−1f̄−nff̄n pertenece a Γ′, por lo que fija los puntos a y u. Luego,

ff̄n(u) = f̄nf(u) = f̄n(u), f f̄n(a) = f̄nf(a) ≥ f̄n(b), n ∈ N.
(4.26)

Se tiene f̄f f̄−1 = fḡ para cierto ḡ ∈ Γ′. Por otra parte, fḡ no posee puntos
fijos en ]u, v[, y fija u y v. Luego, f no posee puntos fijos en ]f̄(u), f̄(v)[, y
fija f̄(u) y f̄(v). Esto muestra que ]f̄(u), f̄(v)[∩]u, v[= ∅. Reemplacemos f̄
por f̄−1 si es necesario de manera que f̄(u) < u. Notemos que la sucesión
(f̄n(u)) tiende hacia un punto fijo de f̄ . Se verifica entonces fácilmente
que las relaciones (4.26) contradicen el lema 4.51 (aplicado a los elementos
h1 = f̄ y h2 = f relativamente a los puntos x0= f̄−1(u), y=a, z=b≤f(a)).
Esto concluye la demostración de la afirmación.

Designemos por Γ∗
1 al subgrupo normal de Γ constituido por los elemen-

tos que fijan las componentes irreducibles de Γ′. Como la afirmación (i)
es válida para toda componente irreducible ]a, b[ de Γ′, un elemento de Γ
pertenece a Γ∗

1 si y solamente si dicho elemento fija al menos una compo-
nente irreducible de Γ′. La restricción de Γ∗

1 a toda componente irreducible
de Γ′ es af́ın en las coordenadas inducidas. Remarquemos que Γ∗

1 puede
admitir componentes irreducibles contenidas en el complemento de la unión
de las componentes irreducibles de Γ′. Sin embargo, la restricción de Γ∗

1 a
una componente tal es abeliana, y por lo tanto conjugada a un subgrupo
del grupo de traslaciones. Concluimos aśı que Γ∗

1 es un subgrupo de un
producto (a lo más numerable) de grupos conjugados a grupos de transfor-
maciones afines. Además, el grupo cuociente Γ/Γ∗

1 actúa de manera libre
sobre el conjunto Fix(Γ′). Fijemos una componente irreducible ]a, b[ de Γ′,
y definamos una relación de orden ≺ sobre Γ/Γ∗

1 por f1Γ
∗
1 ≺ f2Γ

∗
1 cuando

f1(]a, b[) está a izquierda de f2(]a, b[). Esta relación es total, bi-invariante
y arquimediana. El argumento de la demostración del teorema de Hölder
muestra entonces la existencia de una secuencia exacta

0 −→ Γ∗
1 −→ Γ −→ H ⊂ (R,+) −→ 0.

Notemos que la imagen H es no trivial, pues Γ no fija ]a, b[. La proposición
4.2 implica entonces la validez de la afirmación siguiente.

Afirmación (ii): el grupo H es ćıclico infinito.

De lo que precede concluimos la existencia de una sucesión exacta

0 −→ Γ∗
1 −→ Γ −→ (Z,+) −→ 0.

La demostración del teorema 4.69 se completa con la siguiente afirmación.

Afirmación (iii): el grupo Γ∗
1 es en realidad un subgrupo de un producto de

grupos conjugados a grupos de traslaciones.
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Para verificar esto, fijemos un elemento g ∈ Γ′ cuya restricción a una
componente irreducible ]a, b[ de Γ′ no sea trivial. Debemos mostrar que no
existe ningún elemento h∈Γ que fije ]a, b[ y tal que las restricciones de g
y h a dicho intervalo generen un grupo no conmutativo. Supongamos lo
contrario y sea f ∈Γ un elemento cuya imagen en Γ/Γ∗

1 genere (Z,+). Cam-
biando f por f−1 si es necesario, podemos suponer que f(b)≤ a. Puesto
que Γ es metabeliano, para todo n∈N existe tn∈R tal que las restricciones
de f−nhfn y hgtn al intervalo ]a, b[ coinciden. Para δ= V (f ; [0, b])> 0 la
desigualdad (4.2) permite probar que para todo x∈]a, b[ se tiene

(hgtn)′(x)=(f−nhfn)′(x) ≤ (fn)′(x)

(fn)′(f−nhfn(x))
sup

y∈]0,fn(b)[

h′(y) ≤ eδ sup
y∈]0,fn(b)[

h′(y),

(4.27)

aśı como
(hgtn)′(x) ≥ e−δ · inf

y∈]0,fn(b)[
h′(y). (4.28)

De (4.27) se concluye que

sup
y∈]a,b[

(gtn)′(x) ≤ eδ ·
supy∈]0,b[ h

′(y)

infy∈]a,b[ h′(y)
.

Esto implica de manera evidente que (tn) es una sucesión acotada. Tomemos
una subsucesión (tnk

) que converja a un ĺımite T ∈ R. Puesto que h fija
cada intervalo [fn(a), fn(b)], se tiene h′(0) = 1. Integrando (4.27) y (4.28)
obtenemos, para todo k suficientemente grande y todo x∈]a, b[,

(x− a)/2eδ ≤ hgtnk (x)− a ≤ 2eδ(x− a),

y pasando al ĺımite cuando k tiende al infinito se concluye que

(x− a)/2eδ ≤ hgT (x)− a ≤ 2eδ(x− a).

Ahora bien, el argumento precedente sigue siendo válido cuando se reem-
plaza h por hj , cualquiera sea j ∈ N (ya que la constante δ depende sólo
de f). Se obtiene aśı, para todo x∈]a, b[ y todo j ∈ N,

(x− a)/2eδ ≤ (hgT )j(x)− a ≤ 2eδ(x− a),

lo cual es evidentemente imposible. Esto concluye la demostración de la
afirmación (iii), y por lo tanto aquélla del teorema 4.69.

Es interesante notar que si un subgrupo soluble de Difeo1+va
+ ([0, 1[) tiene

orden de solubilidad superior a 2 entonces posee elementos no triviales con
infinitos puntos fijos en cualquier vecindad de 0. Por esta razón, dichos ele-
mentos no pueden ser difeomorfismos real-anaĺıticos. De hecho, todo grupo
soluble de difeomorfismos real-anaĺıticos del intervalo es topológicamente
conjugado a un subgrupo del grupo af́ın. El lector encontrará, además
de éste, otros resultados interesantes al respecto en [140] (vea también
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[32, 148]). Finalizamos esta sección observando que los resultados descritos
para subgrupos solubles de Difeo1+va

+ ([0, 1[) continúan siendo válidos (y de
hecho pueden ser refinados) en el contexto de los subgrupos del grupo
AfP+([0, 1[) de los homeomorfismos afines por partes del intervalo.

Ejercicio 4.76. Pruebe que si Γ es un subgrupo no trivial de AfP+([0, 1[) que
actúa libremente sobre ]0, 1[, entonces Γ es ćıclico infinito. Usando esto, pruebe
que todo subgrupo metabeliano y finitamente generado de AfP+([0, 1]) es iso-
morfo a un producto semidirecto entre (Z,+) y una suma directa (a lo más
numerable) de grupos isomorfos a (Z,+) y que actúan sobre intervalos dos a dos
disjuntos. Enuncie y pruebe un resultado de clasificación general para los subgru-
pos solubles y finitamente generados de AfP+([0, 1]) (vea [146] para más detalles;
vea también el caṕıtulo 3 de [13] para un resultado interesante sobre los subgru-
pos no solubles de AfP+([0, 1]), aśı como [27] y [157] para otros desenvolvimientos
en la misma dirección).

Ejercicio 4.77. Pruebe que todo grupo soluble de gérmenes de homeomorfismos
afines por partes del intervalo es abeliano.

3.3 El caso de la recta

Si Γ es un grupo soluble de orden de solubilidad k, denotemos por
{id} = Γsol

k C . . . C Γsol
0 = Γ su serie derivada, es decir, Γsol

i = [Γsol
i−1,Γ

sol
i−1]

para todo i∈{1, . . . , k}. El resultado a seguir debe ser comparado con el
teorema 2.61.

Proposición 4.78. Sea Γ un subgrupo soluble de Homeo+(R) de orden
de solubilidad k. Si existe un ı́ndice i ≤ k para el cual Γsol

i preserva una
medida de Radon vi tal que τvi

(Γsol
i ) 6= {0}, entonces existe una medida de

Radon sobre la recta que es quasi-invariante por Γ.

Demostración. Sea j < k el mı́nimo de los ı́ndices para los cuales Γsol
j

preserva una medida de Radon, y designemos por vj esta medida. Usando
la hipótesis y (2.7), no es dif́ıcil verificar que τvj

(Γsol
j ) 6= {0}. Por el lema

2.58 se tiene κ(Γsol
j−1) 6= {1}, y por el lema 2.59 esto implica que vj es

quasi-invariante por Γsol
j−1. El lema 2.60 permite probar por inducción que

vj es quasi-invariante por Γsol
j−2, Γ

sol
j−3, etc. Se concluye aśı que vj es quasi-

invariante por Γ. ¤

Daremos a continuación la demostración del teorema 4.73 (asumiendo
el teorema 4.70). Fijemos un subgrupo soluble Γ de Difeo1+va

+ (R) con
orden de solubilidad k≥ 2. Si Γ possee puntos fijos globales, entonces los
teoremas 4.69 y 4.70 implican que Γ es un subgrupo de un producto (a lo
más numerable) de grupos de la familia R(k) de modo que al menos uno de
los factores no pertenece a R(k−1). Supongamos en lo que sigue que Γ no
posea puntos fijos. Comenzamos con la siguiente proposición, la que debe
ser comparada con los resultados del final de la sección 2.5 del caṕıtulo 2.
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Proposición 4.79. Todo subgrupo soluble de Difeo1+va
+ (R) deja quasi-

invariante una medida de Radon sobre la recta.

Demostración. Consideremos el ı́ndice j para el cual Γsol
j possee puntos

fijos sin que Γsol
j−1 posea tales puntos. Pueden presentarse dos casos.

Primer caso: el ı́ndice j es igual a k.

Afirmamos que Γsol
k−1 preserva una medida de Radon tal que la función

número de traslación respecto a ella no es idénticamente nula. En efecto,
como Γsol

k−1 es conmutativo, del lema de Kopell se concluye fácilmente la

existencia de elementos de Γsol
k−1 sin puntos fijos, por lo que la proposición

2.56 implica la existencia de una medida de Radon invariante por Γk−1 (y
tal que el número de traslación asociado es un homomorfismo no trivial). La
existencia de una medida de Radon v sobre la recta que sea quasi-invariante
por Γ se desprende entonces de la proposición 4.78.

Segundo caso: el ı́ndice j es menor a k.

Notemos que, en virtud de la hipótesis de ausencia de punto fijo global
para la acción de Γ, este ı́ndice j positivo. Fijemos una componente irre-
ducible cualquiera ]pj , qj [ de Γsol

j .

Afirmación (i): si f̄1 y f̄2 son elementos de Γsol
j−1 que poseen puntos fijos y

que no fijan ]pj , qj [, entonces los puntos fijos en R ∪ {−∞,+∞} de dichos
elementos (inmediatamente) a izquierda y a derecha de ]pj , qj [ coinciden.

Para probar esto, sean p y q los puntos fijos de f̄1 a izquierda y a derecha
de [pj , qj ] respectivamente. Supongamos que f̄2 no fije [p, q]. Para cada
n ∈ Z existe ḡ ∈ Γsol

j tal que f̄n
2 f̄1f̄

−n
2 = f̄1ḡ. Como f̄1ḡ no posee puntos

fijos en ]p, q[ y fija p y q, el elemento f̄1 fija el intervalo f̄n
2 (]p, q[) y no

posee puntos fijos al interior de él. Se deduce entonces que los intervalos
f̄n
2 (]p, q[) (con n ∈ Z) son dos a dos disjuntos. Cambiando f̄2 por su inverso
si es necesario, podemos suponer que f̄n

2 (pj) tiende a un punto fijo de f̄2
cuando n tiende al infinito. Obtenemos aśı una contradicción al aplicar
los argumentos de la prueba de la afirmación (i) de la sección 3.2 de este
caṕıtulo.

Definamos el intervalo [p∗j−1, q
∗
j−1] como siendo igual a [pj , qj ] si todo

elemento de Γsol
j−1 que no fija [pj , qj ] no posee punto fijo; en caso contrario,

escojamos fj ∈ Γsol
j−1 que posea puntos fijos y que no fije [pj , qj ], y definamos

p∗j−1 y q∗j−1 como siendo los puntos fijos de fj a izquierda y a derecha de
[pj , qj ] respectivamente. Denotemos finalmente por Γ∗

j−1 al estabilizador
de [p∗j−1, q

∗
j−1] en Γj−1. Se trata de un subgrupo normal de Γj−1 formado

por los elementos de Γj−1 que poseen puntos fijos sobre la recta.

Afirmación (ii): el grupo Γsol
j−1 preserva una medida de Radon y no posee

puntos fijos.

En efecto, como la afirmación (i) es válida para toda componente irreduci-
ble de Γj , la acción de Γsol

j−1/Γ
∗
j−1 sobre Fix(Γ∗

j−1) es libre. El argumento
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de la prueba del teorema de Hölder permite entonces demostrar que Γsol
j−1

fija una medida de Radon cuyo soporte está contenido en Fix(Γ∗
j−1). El

que Γsol
j−1 no posea puntos fijos se desprende de la definición de j.

Finalmente, como la función número de traslación respecto a la medida
de Radon invariante por Γsol

j−1 no es idénticamente nula, la proposición 4.78
permite concluir la prueba de la proposición para el segundo caso. ¤

Estamos ahora en condiciones de concluir la demostración del teorema
4.73. Para ello, fijemos una medida de Radon v que sea quasi-invariante por
Γ, y consideremos la relación de equivalencia ∼ que identifica dos puntos si
ellos pertenecen a la clausura de una misma componente conexa del com-
plemento del soporte de v. El espacio cuociente R/∼ es topológicamente
una recta sobre la cual el grupo Γ actúa de manera natural por homeomor-
fismos. Si la medida v no posee átomos, entonces ella induce una medida
de Radon v sobre R/∼ cuyo soporte es total, que no posee átomos, y
que es quasi-invariante por la acción de Γ. La proposición 1.4 implica que
esta última acción es topológicamente conjugada a aquélla de un grupo de
transformaciones afines. La acción original de Γ sobre la recta es por lo
tanto semiconjugada a una acción por transformaciones afines.

Resta el caso en que v posee átomos. Observemos primeramente que Γ′

actúa preservando v, por lo que el segundo grupo derivado Γ′′ fija cada
átomo de v. Este argumento prueba en particular que el ı́ndice j conside-
rado en la demostración de la proposición 4.79 es (en el caso presente) igual
a 1 ó a 2. Veremos a continuación que es necesariamente igual a 1.

Denotemos por Γv al subgrupo de Γ formado por los elementos que fijan
v, y designemos por Γ′

v su grupo derivado. Los elementos de Γ′
v fijan los

átomos de v. Denotemos por Γ∗
v al subgrupo normal de Γ formado por los

elementos que fijan las componentes irreducibles de Γ′
v. Los argumentos

de las demostraciones de las afirmaciones (i) y (ii) de la proposición 4.79
prueban que Γv/Γ

∗
v es isomorfo a un subgrupo no trivial H de (R,+). Este

subgrupo H no puede ser denso. En efecto, en caso contrario habŕıan
átomos de v de la misma masa acumulándose sobre ciertos puntos de la
recta, contradiciendo el hecho que v es una medida de Radon.

El grupo H es por lo tanto infinito ćıclico, y como Γ actúa por auto-
morfismos de H, sus elementos deben preservar necesariamente v. Por lo
tanto, se tiene la igualdad Γ = Γv (esto prueba que j = 1). Se deduce
entonces que Γ es una extensión por (Z,+) de un subgrupo soluble de un
producto de grupos de difeomorfismos de intervalos cerrados. Se cumple
aśı lo estipulado en la afirmación (iii) del enunciado del teorema, con lo
que la prueba del teorema 4.73 está concluida.



Grupos de difeomorfismos del ćırculo 199

4 Un paréntesis en la clasificación

Sobre la base de las secciones precedentes, seŕıa natural continuar la
clasificación de los grupos de difeomorfismos del intervalo (y del ćırculo)
tratando de describir de manera satisfactoria la dinámica de los grupos
promediables. Sin embargo, este problema parece ser muy complejo, y no
se dispone de ningún resultado realmente significativo en tal dirección. Para
corroborar este punto señalemos que, de acuerdo a la sección 5.2 del primer
caṕıtulo, el grupo de Thompson F se incrusta en Difeo∞+ ([0, 1]). Por otro
lado, el problema de saber si F es o no promediable se ha mantenido abierto
por casi 30 años. A modo sólo de completitud presentaremos a continuación
algunos resultados parciales en torno al problema de la clasificación de
cierta familia particular de subgrupos promediables de Difeo2+([0, 1]).

Recuerde que la promediabilidad es estable por operaciones elementales,
es decir, ella se preserva al pasar a un subgrupo, a un cuociente, al realizar
una extensión o tomar una reunión (vea el ejercicio 5.67). Siguiendo [162],
denotemos por SP la familia más pequeña de grupos promediables que es
cerrada respecto a estas operaciones elementales y que contiene a los grupos
de crecimiento subexponencial (vea el ejercicio 5.69). Los elementos de
SP no pueden aparecer como grupos de difeomorfismos real-anaĺıticos del
intervalo, salvo en casos muy particulares. La demostración (elemental)
del resultado a seguir puede ser hallada en [148].

Teorema 4.80. Si un subgrupo de Difeow+([0, 1[) pertenece a la familia SP,
entonces dicho grupo es metabeliano.

Dentro de Difeo∞+ ([0, 1]) pueden sin embargo aparecer grupos de la fa-
milia SP de cierto interés algebraico. La siguiente construcción debiese ser
comparada con la de un ejemplo que aparece en [166].

Ejemplo 4.81. Dados cuatro puntos a<c<d<b en ]0, 1[, sea f un difeomorfismo
de clase C∞ de [a, b] infinitamente tangente a la identidad en los extremos y tal
que f(c) = d. Extendamos f a [0, 1] haciendo f(x) = x para x /∈]a, b[. Sea g un
difeomorfismo de clase C∞ de [0, 1] infinitamente tangente a la identidad en los
extremos, con un único punto fijo en el interior, y tal que g(c) = a y g(d) = b.

Denotemos por Γ al subgrupo de Difeo∞+ ([0, 1]) generado por f y g. Para cada
n ∈ N, el subgrupo Γn de Γ generado por {fi = g−ifgi : |i| ≤ n} es soluble de
orden de solubilidad 2n+1. Además, el subgrupo Γ∗ =∪n∈NΓn es normal en Γ,
y el cuociente Γ/Γ∗ es isomorfo a (Z,+) (su generador es gΓ∗). El grupo Γ es
por lo tanto finitamente generado y no soluble, y pertenece a la familia SP. Este
grupo puede ser presentado algebraicamente como una extensión HNN de una
reunión de productos en corona. Visto de esa manera, su geometŕıa resulta ser
muy especial: vea [61] por un fenómeno interesante relacionado con sus sucesiones
de Følner.

Pese a lo anterior, los subgrupos de Difeo1+va
+ ([0, 1[) que pertenecen a la

familia SP pueden ser parcialmente clasificados. Para esto definamos por
inducción transfinita las siguientes subfamilias SPα de SP:
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(i) SP1 es la familia de los grupos contables cuyos subgrupos finitamente
generados tienen crecimiento subexponencial;

(ii) si α no es un ordinal ĺımite, SPα es la familia de los grupos obtenidos
como cuociente o subgrupo de un grupo de SPα−1, o por una extensión

0 −→ G −→ Γ −→ H −→ 0,

donde G ∈ SPα−1 y Γ/G ∼ H ∈ SPα−1;

(iii) si α es un ordinal ĺımite, entonces SPα es la familia de los grupos
obtenidos como reunión de grupos en ∪{SPβ : β < α}.

Un grupo Γ pertenece a SP si y sólo si pertenece a SGα para algún
ordinal α [162]. Por ejemplo, el grupo del ejemplo 4.81 pertenece a SGα+1,
donde α es el primer ordinal infinito. La demostración del resultado a
seguir, basada sobre los resultados de la sección 3 de este caṕıtulo, puede
ser hallada en [146] (vea también [23] para una discusión más detallada del
caso af́ın por partes).

Teorema 4.82. Todo subgrupo Γ de Difeo1+va
+ ([0, 1[) perteneciente a SPα

para algún α ∈ N es soluble con orden de solubilidad menor o igual a α.

Los teoremas 4.80 y 4.82 se aplican a familias especiales de grupos pro-
mediables. En efecto, de [9] se desprende que la familia SP es más pequeña
que la de los grupos promediables. Se produce por lo tanto un quiebre
en la clasificación algebraica de los subgrupos de Difeo1+va

+ (S1). Es por
ello que en el caṕıtulo siguiente trabajaremos en una “dirección contraria”
considerando acciones de grupos que, dadas sus propiedades cohomológicas,
no pueden ser promediables salvo en el caso en que esas acciones sean
“triviales”.



Caṕıtulo 5

EstructuraAlgebraicay
Rigidez:Métodos
Cohomológicos

1 El teorema de estabilidad de Thurston

El resultado presentado a continuación corresponde a una versión parcial
de un famoso teorema debido a Thurston. Para una versión más general
(relacionada con el célebre teorema de estabilidad de Reeb para foliaciones)
se puede consultar la referencia original [198], aśı como [39]. Recomen-
damos en todo caso al lector tratar de resolver el ejercicio 5.10.

Diremos que un grupo topológico Γ es compactamente generado si existe
una vecindad relativamente compacta V de id ∈ Γ tal que todo elemento
de Γ puede ser expresado como un producto de elementos de V .

Teorema 5.1. Sea Γ un grupo topológico compactamente generado. Si Γ
no admite ningún homomorfismo continuo no trivial sobre (R,+), entonces
toda representación Φ : Γ → Difeo1+([0, 1]) es trivial.

Para la demostración de este teorema la noción de (B, ε)-homomorfismo
será esencial. Dados B ⊂ Γ y ε ≥ 0, un (B, ε)-homomorfismo (sobre
(R,+)) es una función continua φ : B → R satisfaciendo la desigualdad∣∣φ(g) + φ(h) − φ(gh)

∣∣ ≤ ε para todo g, h en B tales que gh ∈ B. Fije-
mos una vecindad compacta y simétrica G de la identidad que genere a Γ.
Diremos que φ está normalizado si maxg∈G |φ(g)| = 1. Por simplicidad,
utilizaremos la notación ∇φ(g, h) = φ(g) + φ(h)− φ(gh). Observe que una
aplicación continua φ : Γ → R es un (Γ, 0)-homomorfismo si y sólo si ∇φ
es idénticamente nula, lo que es equivalente a que φ sea un homomorfismo
(continuo) sobre (R,+). Recordemos que BG(k) designa al conjunto de los
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elementos de Γ que pueden ser expresados como producto de (a lo más) k
elementos de G.

Lema 5.2. Sea Γ un grupo generado por una vecindad compacta de id∈Γ.
Si para cada k ∈ N existe un

(
BG(k), 1/k

)
-homomorfismo normalizado,

entonces existe un homomorfismo continuo no trivial de Γ en (R,+).

Demostración. Para cada k ∈N sea φk un
(
BG(k), 1/k

)
-homomorfismo

normalizado. Es fácil probar por inducción que |φk(g)| ≤ k(1+ε) para todo
g ∈ BG(k). En particular, por la compacidad de G, existe una subsucesión
(φ1

k) de φk tal que φ1
k|BG(1) converge (puntualmente) a una función normali-

zada de BG(1) en R (a priori, no necesariamente continua). Procediendo
inductivamente, para cada i ∈ N podemos hallar una subsucesión (φi+1

k )k∈N
de (φi

k)k∈N tal que φi+1
k |BG(i+1) converge a una función normalizada de

BG(i+ 1) en R.
La sucesión (φk

k) converge (puntualmente) a una función φ: Γ→R. Por
construcción, φ es un homomorfismo sobre (R,+); además, este homomor-
fismo es no trivial, pues está normalizado. Resta entonces probar que φ
es continuo. Para ello, observe que para cada n ∈ N existe una vecindad
compacta V del elemento neutro id en Γ tal que V n ⊂ G. En particular,
|nφ(g)| = |φ(gn)| ≤ 1 para todo g ∈ V. En otras palabras, si g pertenece a
V entonces |φ(g)| ≤ 1/n, lo cual demuestra la continuidad de φ en id ∈ Γ.
Puesto que φ es un homomorfismo, la continuidad en un punto nos da la
continuidad global. ¤

Sea Φ : Γ → Difeo1+([0, 1]) una representación continua no trivial, y sea
x∈ [0, 1[ un punto de la frontera del conjunto de puntos fijos por G (equi-
valentemente, por Γ). Para cada y∈ [0, 1[ que no es fijo por G consideramos
la función

φy(g) =
1

C(y)

[
Φ(g)(y)− y

]
,

donde C(y) = supg∈G
∣∣Φ(g)(y)− y

∣∣.

Lema 5.3. Aparte de las condiciones anteriores, suponga además que
Φ(g)′(x)=1 para todo g∈Γ. Entonces para cada n∈N y cada ε>0 existe
δ>0 tal que si |x−y|<δ entonces φy|BG(n) es un

(
BG(n), ε

)
-homomorfismo

normalizado.

Demostración. La idea de la demostración consiste en hacer notar que,
para y cercano a x y no fijo por G, la aplicación φy se comporta infinitesi-
malmente como un homomorfismo de Γ en (R,+).

Para k ∈ N y ε′ > 0 definimos inductivamente

λ0(0, ε
′) = 0, λ0(k + 1, ε′) = 1 + λ0(k, ε

′)(1 + ε′).

Sea ε′ > 0 suficientemente pequeño de manera que ε′λ0(n, ε
′) ≤ ε, y sea

δ′>0 tal que |Φ(g)′(y)−1| ≤ ε′ para todo g ∈ BG(n) y todo punto y∈ [0, 1]
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que verifica |x − y| ≤ δ′. Finalmente, sea δ ∈]0, δ′[ tal que, si |x − y| ≤ δ,
entonces |Φ(g)(y) − x| ≤ δ′ para todo g ∈ BG(n). Afirmamos que este
parámetro δ verifica la afirmación del lema.

Probemos en primer lugar que, para todo k ≤ n y todo g ∈ BG(k),

|φy(g)| ≤ λ0(k, ε
′). (5.1)

En efecto, esta desigualdad es evidente para k = 0 ó k = 1. Asumámosla
para k = i. Si g es un elemento de BG(i+1) entonces g = h1h2 para ciertos
h1 ∈ G y h2 ∈ BG(i). Luego,

|φy(g)|=
1

C(y)

∣∣Φ(g)(y)− y
∣∣ ≤ 1

C(y)

∣∣Φ(h1)Φ(h2)(y)−Φ(h2)(y)
∣∣+ |φy(h2)|.

(5.2)
Por otra parte, de la igualdad

Φ(h1)Φ(h2)(y)− Φ(h2)(y)=

∫ Φ(h2)(y)

y

[
Φ(h1)

′(s)− 1
]
ds+

[
Φ(h1)(y)− y

]

se deduce

1

C(y)

∣∣Φ(h1)Φ(h2)(y)−Φ(h2)(y)
∣∣ ≤ max

|s−x|≤δ′

∣∣Φ(h1)
′(s)−1

∣∣· 1

C(y)

∣∣Φ(h2)(y)−y
∣∣+1.

De (5.2) y de la hipótesis de inducción concluimos que

|φy(g)| ≤ ε′λ0(i, ε
′) + 1 + λ0(i, ε

′) = λ0(i+ 1, ε′),

lo cual cierra la demostración de (5.1).
Estimemos ahora el valor de ∇φy. Para h1, h2 en BG(n) tales que h1h2

pertenece a BG(n) tenemos la igualdad

∇φy(h1, h2) =
1

C(y)

[
Φ(h1)(y)− y +Φ(h2)(y)− y − Φ(h1h2)(y) + y

]
,

es decir

∇φy(h1, h2) = − 1

C(y)

[
Φ(h1)Φ(h2)(y)− Φ(h2)(y)− (Φ(h1)(y)− y)

]

= − 1

C(y)

∫ Φ(h2)(y)

y

[
Φ(h1)

′(s)− 1
]
ds,

por lo que

|∇φy(h1, h2)|≤
∣∣∣ 1

C(y)
[Φ(h2)(y)−y]

∣∣∣ · sup
|s−x|≤δ′

|Φ(h1)
′(s)−1|≤λ0(n, ε

′)ε′≤ε.

Luego, φy|BG(n) es un
(
BG(n), ε

)
-homomorfismo normalizado. ¤
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Demostración del teorema 5.1. Supongamos que Φ: Γ→Difeo1+([0, 1])
sea una representación continua no trivial, y sea x ∈ [0, 1[ un punto de
la frontera del conjunto de los puntos fijos por Γ. La acción inducida
de Γ sobre el espacio tangente (unidimensional) Tx(S

1) origina de manera
natural un homomorfismo (continuo) de Γ en (R,+). Por hipótesis, este
homomorfismo debe ser trivial, por lo que estamos bajo las condiciones
del lema 5.3. La conclusión de dicho lema y del anterior a él nos indican
que Γ admite un homomorfismo continuo no trivial sobre (R,+), lo cual
contradice nuestra hipótesis. Luego, Φ debe ser trivial. ¤

Observe que no hemos utilizado la hipótesis de estar considerando una
acción sobre el intervalo de manera esencial. En efecto, es fácil ver que
el teorema de Thurston es aún válido (con la misma demostración) para
subgrupos del grupo de gérmenes de difeomorfismos G1

+(R, 0).
Ejercicio 5.4. Pruebe directamente el teorema de Thurston para grupos no nece-
sariamente finitamente generados de gérmenes de difeomorfismos real-anaĺıticos
analizando los coeficientes correspondientes a los desarrollos en serie de los gérme-
nes en torno al origen.

Finalizaremos esta sección con un ejemplo expĺıcito que muestra que el
teorema de estabilidad de Thurston no se extiende a acciones por homeo-
morfismos (vea también la observación 5.7). Sea Ḡ el grupo de presentación
Ḡ = 〈f, g, h : f2 = g3 = h7 = fgh〉. Dejamos al lector la tarea de veri-
ficar que todo homomorfismo de Ḡ sobre (R,+) es trivial. Esto no es
extraño, pues Ḡ es el grupo fundamental de una “esfera homológica”, es
decir, de una variedad compacta de dimensión tres con homoloǵıa nula y
no homeomorfa a la esfera (vea [198]).

Para construir una acción no trivial de Ḡ sobre S1 con un punto fijo, con-
sideremos el “embaldosado” del disco de Poincaré por triángulos hiperbó-
licos de ángulos π/2, π/3 y π/7. La imagen en P̃SL(2,R) del subgrupo
de PSL(2,R) que preserva este embaldosado es un grupo isomorfo a Ḡ.

Como P̃SL(2,R) actúa sobre S̃1 = R, añadiendo un punto en el infinito a
R obtenemos una acción efectiva de G por homeomorfismos lipschitzianos
de S1 que fija globalmente dicho punto. Observe que, por el teorema de
Thurston, ésta no es una acción por difeomorfismos: existe una obstrucción
a la diferenciabilidad en el punto del ćırculo que corresponde al punto del
infinito de la recta.

Ejercicio 5.5. Valiéndose del hecho que el elemento fgh pertenece al centro de
Ḡ, y utilizando el teorema 2.54 y la proposición 4.64, pruebe que toda acción de
Ḡ por difeomorfismos de clase C1 del intervalo [0, 1[ es trivial sin hacer uso del
teorema de estabilidad de Thurston.

Ejercicio 5.6. Siguiendo [34], considere el grupo Ĝ con presentación

〈f1,g1,h1,f2,g2,h2 : f
2
1 =g31=h7

1=f1g1h1, f
−1
2 f1f2=f

2
1 , g

−1
2 g1g2=g21 , h

−2
2 h1h2=h2

1〉.
Observe que Ĝ contiene una copia de Ḡ. Pruebe que Ĝ actúa (de manera efectiva)
por homeomorfismos del ćırculo, pero que Ĝ no se incruta en Difeo1+(S

1).
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Observación 5.7. La familia de los grupos finitamente generados de homeomor-
fismos de la recta conteniendo subgrupos finitamente generados que no admiten
homomorfismos no triviales sobre (R,+) es bastante grande. En efecto, un resul-
tado clásico de la teoŕıa de grupos ordenables (vea [141] para una demostración
relativamente elemental) estipula que un grupo (de cardinalidad arbitraria) Γ es
localmente indicable (i.e., todos sus subgrupos finitamente generados admiten ho-
momorfismos no triviales sobre (R,+)) si y sólo si Γ es C-ordenable (vea la sección
2.6). Por lo tanto, si bien todos los grupos finitamente generados de homeomor-
fismos del intervalo son topológicamente conjugados a grupos de homeomorfis-
mos lipschitzianos de [0, 1] (vea la proposición 2.87), muchos no se incrustan en
Difeo1+([0, 1]).

Ejercicio 5.8. Pruebe que el teorema de estabilidad de Thurston no es válido
para grupos numerables no finitamente generados de difeomorfismos del intervalo.
Sugerencia. Considere el grupo derivado del grupo de Thompson F y su acción
por difeomorfismos de [0, 1] (recuerde que dicho grupo derivado es simple [37]).

Observación 5.9. El teorema 5.1 puede ser usado para estudiar acciones de gru-
pos en dimensión mayor que 1. Por ejemplo, usando la idea de su demostración,
en [35] se prueba el interesant́ısimo hecho que el grupo de los difeomorfismos de
clase C1 del disco cerrado que fijan todos los puntos del borde es ordenable a
izquierda.

Ejercicio 5.10. El objetivo de este ejercicio es dar una demostración alterna-
tiva del teorema de estabilidad de Thurston siguiendo la técnica de [175] y [181].
Consideremos un subgrupo finitamente generado Γ de Difeo1+([0, 1]), y para sim-
plificar supongamos que Γ no posee puntos fijos al interior de ]0, 1[ y que todos sus
elementos son tangentes a la identidad en el origen (como vimos anteriormente,
el caso general se reduce rápidamente a éste). Sea G= {h1, . . . , hk} una familia
finita de generadores de Γ. Para cada f ∈ Γ definamos la función desplazamiento
∆f por ∆f (x) = f(x)− x. Observe que (∆f )

′(0) = 0 para todo f ∈ Γ.
(i) Pruebe que para todo x ≥ 0 y todo f, g en Γ existen y, z (cercanos al origen
si x está cerca de 0) tales que

∆fg(x) = ∆f (x) + ∆g(x) + (∆f )
′(y) ∆g(x),

∆f−1(x) = −∆f (x)− (∆f )
′(z) ∆f−1(x).

(ii) Fijada una sucesión (estrictamente) decreciente de puntos no globalmente fijos
xn convergiendo al origen, para cada n ∈ N escojamos in∈{1, . . . , k} de modo que
|∆hin

(xn)| ≥ |∆hj (xn)| para todo j∈{1, . . . , k}. Pasando a una subsucesión si es
necesario, podemos asumir que in es constante (digamos igual a 1 tras reordenar
los ı́ndices), y que cada una de las k sucesiones (∆hi(xn)/∆h1(xn)) converge a
un ĺımite φi (menor o igual que 1) cuando n tiende al infinito. A partir de las
igualdades del ı́tem (i) verifique que la asignación hi 7−→ φi se extiende a un
homomorfismo (normalizado) de Γ en (R,+).

Ejercicio 5.11. Siguiendo [139] y [203], considere un difeomorfismo ϕ de ]0, 1[ en
śı mismo tal que ϕ(s) = exp(−1/s) para s > 0 suficientemente pequeño. Pruebe
que si k ≥ 0 y f : [0, 1[→ [0, 1[ es un difeomorfismo de clase Ck, entonces (la
extensión a [0, 1[ de) ϕ−1 ◦ f ◦ϕ (resp. ϕ−2 ◦ f ◦ϕ2) es un difeomorfismo de clase
Ck con derivada 1 (resp. tangente a la identidad hasta el orden k) en el origen.
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2 Rigidez para grupos de Kazhdan

2.1 La propiedad (T) de Kazhdan

Sean Γ un grupo numerable y Ψ : Γ → U(H) una representación de Γ
por transformaciones (lineales) unitarias de un espacio de Hilbert H (real o
complejo). Decimos que c : Γ → H es un cociclo respecto a Ψ si para todo
g1, g2 en Γ se tiene c(g1g2) = c(g1)+Ψ(g1)c(g2). Decimos que un cociclo c
es un coborde si existe K ∈ H tal que c(g) = K −Ψ(g)K para todo g ∈ Γ.
Denotamos Z1(Γ,Ψ) el espacio de los cociclos y B1(Γ,Ψ) el subespacio de
los cobordes. El espacio cuociente Z1(Γ,Ψ)/B1(G,Ψ) es llamado el primer
espacio de cohomoloǵıa de Γ (a valores en Ψ) y designado por H1(Γ,Ψ).

Definición 5.12. Un grupo numerable Γ posee la propiedad de Kazhdan
(o propiedad (T)) si para toda representación unitaria Ψ de Γ el espacio
H1(G,Ψ) es trivial.

Para entender geométricamente la definición, recordemos que una isome-
tŕıa A de un espacio de Hilbert H es una aplicación A : H→H que verifica
‖A(K1)−A(K2)‖ = ‖K1−K2‖ para todo K1,K2 en H. Es bien sabido que
que toda isometŕıa se escribe como la composición de una transformación
unitaria y una traslación. En términos algebraicos, esto equivale a que el
grupo de las isometŕıas de H es el producto semidirecto entre U(H) y H.

Consideremos ahora una representación unitaria Ψ : Γ → U(H) y una
aplicación c : Γ→H cualquiera. Si para cada g ∈Γ definimos la isometŕıa
A(g)=Ψ(g) + c(g), entonces es fácil verificar que para todo g1, g2 en Γ se
tiene la igualdad A(g1)A(g2)=A(g1g2) si y sólo si c es un cociclo asociado
a Ψ. En tal caso, la correspondencia g 7→ A(g) define una acción por
isometŕıas.

Supongamos ahora que K ∈H sea un punto fijo de la acción por isome-
tŕıas asociada a un cociclo c : Γ→H. Para todo g∈Γ tenemos entonces

Ψ(g)K + c(g) = A(g)K = K.

Por lo tanto, c(g) = K−Ψ(g)K, es decir, c es un coborde. Rećıprocamente,
es fácil verificar que si c es un coborde entonces existe un vector invariante
para la acción por isometŕıas asociada. Tenemos aśı la siguiente reinter-
pretación geométrica de la definición 5.12: un grupo Γ posee la propiedad
de Kazhdan si y sólo si toda acción por isometŕıas de Γ en un espacio de
Hilbert posee un vector invariante.

Ejemplo 5.13. Todo grupo finito posee la propiedad de Kazhdan. Para probar
esto, basta observar que el promedio a lo largo de una órbita de una acción por
isometŕıas sobre un espacio de Hilbert es un vector invariante por dicha acción.

Ejercicio 5.14. Un vector KC ∈ H es el centro (geométrico) de un subconjunto
C de H si KC minimiza la función K 7→ supK̄∈C ‖K − K̄‖. Pruebe que si C
es acotado, entonces C posee un único centro. Deduzca que si C es invariante
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por una acción isométrica, entonces su centro permanece fijo por dicha acción.
Concluya la validez del lema del centro de Tits: una acción isométrica posee (al
menos) un punto fijo si y sólo si (todas) sus órbitas son acotadas. En particular,
un grupo posee la propiedad (T) si y sólo si las órbitas asociadas a sus acciones
isométricas sobre espacios de Hilbert son acotadas.
Observación. El mismo argumento se aplica sobre espacios en los que la función
distancia satisface una propiedad de “convexidad”, como por ejemplo los árboles
simpliciales o más generalmente los espacios a curvatura no positiva [22].

Es importante señalar que todo grupo que verifica la propiedad (T) es
finitamente generado, de acuerdo a un resultado del propio Kazhdan. Una
demostración directa de esto puede ser hallada en el caṕıtulo 7 de [214].
Nosotros lo probaremos indirectamente siguiendo una idea de Serre y uti-
lizando un resultado a ser demostrado en el ejemplo 5.22.
Sean Γ un grupo contable y Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ . . . ⊂ Γn ⊂ . . . una sucesión de

subgrupos finitamente generados tales que la reunión de los Γn es todo Γ.
Consideremos el árbol T cuyos vértices son las clases laterales en Γ de los
distintos Γn. Entre dos vértices [g] en Γ/Γn y [h] en Γ/Γn+1 tracemos una
arista (orientada de [g] a [h]) si g ∈ [h]. Es fácil ver que T es un árbol
simplicial orientado sobre el cual el grupo Γ actúa de manera natural por
isometŕıas que preservan la orientación de las aristas. Por el ejemplo 5.22,
si Γ posee la propiedad (T) entonces existe un vértice [g] que permanece fijo
bajo esta acción. Si n ∈ N es tal que [g] representa la clase de g respecto a
Γn, lo anterior implica que Γ = Γn. Luego, Γ es finitamente generado.

Ejemplo 5.15. Si Γ posee la propiedad (T) y es promediable entonces es finito
(vea el apéndice para la noción de promediabilidad y algunas notaciones). En
particular, los únicos grupos abelianos que satisfacen la propiedad de Kazhdan
son los grupos finitos. En efecto, veremos a continuación que todo grupo prome-
diable satisface la propiedad de Haagerup, es decir, actúa por isometŕıas de un
espacio de Hilbert de manera geométricamente propia (en el sentido que ‖c(g)‖H
tiende al infinito si long(g) tiende al infinito). El lector interesado encontrará en
[47] más ejemplos de grupos que verifican esta propiedad, aśı como una discusión
de la misma.

Fijemos un sistema de generadores G del grupo promediable Γ junto con una
sucesión de Følner (An) asociada a G tal que

card(∂An)

card(An)
≤ 1

2n
. (5.3)

Consideremos ahora el espacio de Hilbert H = ⊕n≥1 n`2R(Γ) definido por

H =
{
K = (K1, . . . ,Kn, . . .), Kn ∈ `2R(Γ),

∑

n≥1

n2‖Kn‖2`2R(Γ) < ∞
}
.

Para g, h en Γ definimos Ψn(g)Kn(h) = Kn(gh), y luego consideramos la re-
presentación regular Ψ : Γ→U(H) dada por Ψ(g)K = (Ψ1(g)K1,Ψ2(g)K2, . . .).
Además, para cada g ∈ Γ consideramos el vector c(g) = (c(g)1, c(g)2, . . .) definido
por

c(g)n =
1√

card(An)

(
XAn −Xg(An)

)
,
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donde X denota la función caracteŕıstica del conjunto respectivo. Para todo
g ∈ G tenemos, gracias a (5.3),

‖c(g)‖2H =
∑

n≥1

n2
∥∥∥XAn −Xg(An)√

card(An)

∥∥∥
2

`2R(Γ)
≤
∑

n≥1

n2

(
card(∂An)

card(An)

)
≤
∑

n≥1

n2

2n
< ∞.

La relación de cociclo c(g1g2) = c(g1) + Ψ(g1)c(g2) es fácilmente verificable.
Afirmamos finalmente que c : Γ → H es una aplicación geométricamente propia.
Para probarlo, fijemos un entero k mayor o igual al diámetro de An. Si un
elemento g ∈ Γ pertenece a BG(k) \BG(k− 1) entonces g(An)∩An = ∅, y por lo
tanto ∥∥∥XAn −Xg(An)√

card(An)

∥∥∥
2

`2R(Γ)
≥ 2.

Luego, ‖c(g)‖2H ≥ 2n2, y esto prueba nuestra afirmación.

Ejercicio 5.16. Pruebe que la imagen de un grupo de Kazhdan por un homo-
morfismo posee también la propiedad (T), y que lo mismo ocurre para extensiones
finitas de grupos de Kazhdan.

Como consecuencia del ejercicio precedente, todo grupo de Kazhdan veri-
fica la hipótesis del teorema de estabilidad de Thurston. En efecto, la
imagen de un grupo de Kazhdan por un homomorfismo sobre (R,+) es
abeliana y posee la propiedad (T), por lo que debe necesariamente ser
finita, y por lo tanto trivial.

Ejercicio 5.17. Pruebe directamente que todo subgrupo finitamente generado
de Difeo1+τ

+ ([0, 1]) que satisface la propiedad (T) es trivial, cualquiera sea τ > 0.
Sugerencia. Pasando a un cuociente si es necesario, se puede suponer que el
grupo en cuestión Γ no tiene punto fijo en ]0, 1[. Considere la medida de Radon
µ sobre ]0, 1[ definida por dµ = dx/x, y sea Ψ la representación regular de Γ
sobre H = L2

R([0, 1], µ), es decir

Ψ(g)K(x) = K(g−1(x))
[dg−1

dµ
(x)
]1/2

.

Para cada g ∈ Γ considere la función

c(g−1) = 1−
[ dg
dµ

(x)
]1/2

. (5.4)

Verifique que se satisface la relación de cociclo c(gh) = c(g) + Ψ(g)c(h) (observe
que c es el coborde formal de la función constante igual a 1, la cual no pertenece
a H). Verifique además que c(g) pertenece a H (es aqúı donde se usa la hipótesis
τ > 0). Pruebe que si c es cohomológicamente trivial, entonces existe K ∈ H tal
que la medida ν sobre ]0, 1[ de función de densidad (respecto a dµ) es el cuadrado
de x 7→ 1 − K(x) es invariante por Γ. Concluya la demostración utilizando los
resultados de la sección 2.5, caṕıtulo 2.

Ejercicio 5.18. Pruebe directamente que ningún subgrupo no trivial Γ de (R,+)
posee la propiedad (T). Para ello, considere la representación de Γ por trasla-
ciones de L2

R(R, Leb) y el cociclo asociado dado por c(g) = X[0,∞[ − X[g(0),∞[,
donde X denota la función caracteŕıstica del intervalo en cuestión y g ∈ Γ. Pruebe
que este cociclo no puede ser un coborde.
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Los ejemplos no triviales de grupos de Kazhdan son las redes de los gru-
pos de Lie simples de rango real mayor o igual que 2. Recuerde que el rango
real de un grupo de Lie es la dimensión de la mayor sub-álgebra abeliana
de su álgebra de Lie sobre la cual la aplicación adjunta es diagonalizable
sobre R, y que un subgrupo discreto de un grupo topológico localmente
compacto es una red si el espacio cuociente tiene volumen finito (respecto
a la medida de Haar). Por ejemplo, SL(3,Z) posee la propiedad (T), pues
el rango de SL(3,R) es 2 y SL(3,Z) es una red en SL(3,R). Para la de-
mostración de todo esto vea [91], y alternativamente vea el notable trabajo
[186].

Numerosos otros ejemplos interesantes de grupos con la propiedad (T)
han sido construidos por diversos autores. Vale destacar al respecto el
extraordinario trabajo de Gromov sobre grupos aleatorios [86], donde se
prueba que “genéricamente” todo grupo de presentación finita posee la
propiedad de Kazhdan (vea también [215]). Por lo tanto, un teorema que
es válido para grupos de Kazhdan es válido para “casi todo grupo”.
Para finalizar esta sección, probaremos dos resultados sencillos de obs-

trucción a la propiedad (T) válidos para grupos relacionados con nuestra
discusión, a saber, los grupos de Thompson y de Neretin. El lector deseoso
de avanzar rápidamente hacia el caso de los grupos de difeomorfismos del
ćırculo puede pasar directamente a la sección siguiente.

Proposición 5.19. El grupo de Thompson G no posee la propiedad de
Kazhdan.

Demostración. Daremos una prueba elemental utilizando una elegante
construcción debida a Farley [64], quien demuestra que G admite una repre-
sentación geométricamente propia por isometŕıas de un espacio de Hilbert.
La presentación está inspirada de [150].

Denotemos por G0 al subgrupo de G formado por aquellos elementos
cuya restricción al subintervalo [0, 1/2] de S1 es la identidad. Consideremos
el espacio de Hilbert H = `2R(G/G0). Claramente, el grupo G actúa por
isometŕıas deH (considere las traslaciones a izquierda). Para cada intervalo
diádico I escojamos un elemento gI de G tal que gI env́ıe [0, 1/2] sobre I
de manera af́ın, y denotemos por [gI ] la clase de gI módulo G0. Para cada
g ∈ G consideremos la función c(g) ∈ H definida por

c(g) =
∑

I

(
δ[gI ] − δg[gI ]

)
,

donde la suma se extiende sobre el conjunto de los intervalos diádicos I y
δ denota la delta de Dirac (es decir, δ[gI ] es la función caracteŕıstica del
conjunto {[gI ]}). Cada función c(g) es de soporte finito, pues para todo
elemento g ∈ Γ se tiene que g[gI ] = [ggI ] si |I| es suficientemente pequeño
(la restricción de g a intervalos diádicos suficientemente pequeños es af́ın).
Luego, c(g) pertenece a H. Por otra parte, no es dif́ıcil ver que c satisface
la igualdad de cociclo (respecto a la representación por traslaciones en H).
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El cálculo de ‖c(g)‖ es simple. En efecto, de la definición se obtiene que
‖c(g)‖2 es igual a dos veces el número de intervalos diádicos I tales que o
bien la restricción de g a I no es af́ın, o bien la imagen de I por g no es un
intervalo diádico. El que ‖c(g)‖ tiende al infinito cuando long(g) tiende al
infinito se deduce fácilmente de esto. ¤

Designemos ahora por T p al árbol simplicial homogéneo de valencia p+1
en cada vértice. Fijemos un vértice σ de T p, al cual llamaremos el origen.
Un sub-árbol de T p es completo si es conexo, compacto, y cada vez que dos
de sus aristas tienen un vértice en común, todas las aristas que contienen
dicho vértice están incluidas en él. Observe que el complemento de un sub-
árbol completo es la unión de una cantidad finita de árboles enraizados.
Si A,B son sub-árboles completos de T p, denotamos por N p(A,B) al

conjunto de las transformaciones biyectivas de T p \ A sobre T p \ B que
env́ıan cada componente conexa de T p \ A de manera isométrica sobre una
componente conexa de T p \ B. Si g pertenece aN p(A,B) entonces g induce
un homeomorfismo de ∂T p, al que también denotaremos por g. Observe
que ∂T p aparece dotado de manera natural de una métrica: la distancia
entre dos puntos x, y de ∂T p viene dada por ∂ist(x, y) = p−n, donde n es
la distancia dist (sobre T p) entre σ y la geodésica que une x e y.

Definición 5.20. El grupo de Neretin N p es el grupo de los homeomorfis-
mos de ∂T p inducidos por elementos de algún conjunto del tipo N p(A,B).

Intuitivamente, N p es el grupo de los “gérmenes al infinito” de isometŕıas
de ∂T p. Es importante notar que si g1∈N p(A,B) y g2∈N p(A′,B′) repre-
sentan al mismo elemento de N p entonces coinciden sobre la intersección de
sus dominios de definición. Un representante g̃∈N p(A,B) de g ∈ N p será
dicho maximal si su dominio contiene al de cualquier otro representante
de g. No es dif́ıcil convencerse de la existencia de un único representante
maximal para cada elemento de N p. Para g∈N p designemos por Ag (resp.
Bg) al cierre del complemento del dominio de definición de g̃ (resp. de g̃−1).
Notemos que Ag =Bg−1 . El grupo Isom(T p) de las (extensiones al borde
de las) isometŕıas de T p es un subgrupo de N p. Un elemento g de N p está
contenido en Isom(T p) si y sólo si Ag =Bg=∅. Observe finalmente que el
grupo de Thompson G puede ser visto como un subgrupo de N 2.

La introducción del grupo de Neretin (también llamado grupo de los
esferomorfismos) no es artificial: su aparición resulta natural en el contexto
p-ádico. En efecto, si p es primo, entonces el grupo de los difeomorfismos
de la recta proyectiva de Qp (es decir, del “ćırculo p-ádico”) se incrusta en
N p. Para mayor información al respecto recomendamos la lectura de [151].
Nosotros nos contentaremos con demostrar el resultado siguiente.

Proposición 5.21. Sea Γ un subgrupo del grupo de Neretin N p. Si Γ
posee la propiedad (T) de Kazhdan, entonces existe un subgrupo de ı́ndice
finito de Γ que fija una cantidad finita de bolas del borde del árbol, actuando
isométricamente sobre cada una de ellas.
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Demostración. Para cada vértice a 6= σ designemos por Aa al árbol en-
raizado en a que “apunta hacia el infinito”. Fijemos uno de los p + 1
sub-árboles de T p enraizados sobre el origen, y (abusando de la notación)
designémoslo por Aσ. Consideremos el grupoN p

σ formado por los elementos
g ∈ N p que fijan el borde al infinito ∂Aσ de Aσ, actuando isométricamente
(respecto a la métrica ∂ist) sobre él. El grupo N p actúa unitariamente
sobre el espacio de Hilbert H = `2R(N p/N p

σ ) por traslaciones a izquierda.
A cada vértice a de T p asociemos el elemento φa ∈ N p/N p

σ dado por
φa = [h], donde h∈N p es un elemento cuyo representante maximal env́ıa
Aσ sobre Aa isométricamente (respecto a la métrica dist), y [h] es su clase
en N p/N p

σ . Para g∈N p definamos “formalmente” c(g)∈H haciendo

c1(g) =
∑

g(δ
φa
)−

∑
δ
φb
,

donde δ designa la delta de Dirac (i.e., δ
φa

es la función caracteŕıstica
del conjunto {φa}). La expresión “formalemente” se debe al hecho que
los términos coincidentes en la definición de c(g) deben simplificarse, tras
lo cual “sobrevive” sólo una cantidad finita de términos (esto prueba que
la función c(g) pertenece a H). Por otra parte, c(g) es el cociclo formal
asociado a la función K =

∑
δ
φa

(la cual no pertenece a H), lo cual prueba
que c es un cociclo (respecto a la representación por traslaciones Ψ).

Para g ∈ Γ \ Isom(T p) sea d = d(g) la distancia entre σ y Ag. Con-
sideremos el segmento geodésico γ que une a σ con el vértice de Ag más
alejado de σ, y sean a1, a2, . . . , ad−1 los vértices del interior de γ. Se veri-
fica fácilmente que para todo vértice b de T p y todo i ∈ {1, . . . , d − 1} se
tiene g(δ

φai
) 6= δ

b
, de donde se deduce que ||c(g)||2 ≥ d − 1. Sea ahora

g ∈ Γ ∩ Isom(T p). Notemos d′ = d′(g) la distancia entre σ y g̃(σ), y con-
sideremos el segmento geodésico γ que une dichos puntos. Denotemos por
a1, . . . , ad′−1 los vértices del interior de g̃−1(γ). Es fácil ver que para todo
i ∈ {1, . . . , d′ − 1} y todo vértice b de T p se tiene g(δ

φai
) 6= δ

b
(pues Ag̃(ai)

no es la imagen de Aai
por g̃). Se concluye aśı que ||c(g)||2 ≥ d′ − 1.

Si Γ posee la propiedad (T) entonces la función g 7→ ||c(g)|| debe estar
uniformemente acotada sobre Γ. Existe por lo tanto un entero N > 0
tal que para todo g ∈ Γ \ Isom(T p) se tiene dist(σ,Ag) ≤ N

(
y por lo

tanto dist(σ,Bg) ≤ N para todo g ∈ Γ \ Isom(T p)
)
, y tal que para todo

g ∈ Γ ∩ Isom(T p) se tiene dist(σ, g̃(σ)) ≤ N . La proposición se obtiene
fácilmente como consecuencia de esto. ¤

2.2 Enunciado del resultado

Se tiene la impresión general de que los grupos que tienen la propiedad
(T) no pueden actuar de manera no trivial sobre espacios dotados de una
estructura unidimensional razonable. Por ejemplo, veremos a continuación
que para toda acción por isometŕıas de un grupo de Kazhdan sobre un
árbol simplicial existe un punto fijo global. La prueba que presentaremos es
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debida esencialmente a Haglund, Paulin y Valette. Una modificación simple
de ella permite probar el mismo resultado para acciones por isometŕıas
sobre árboles reales. En dicha generalidad, el teorema es ya clásico y fue
originalmente obtenido por Alperin y Watatani [2, 205].

Ejemplo 5.22. Sea T un árbol simplicial, es decir, un árbol cuyas aristas (abier-
tas) son isométricas al intervalo ]0, 1[ (no supondremos que la valencia de cada
arista sea finita). Denotemos por −→ar(T ) al conjunto de las aristas (abiertas) orien-
tadas de T . Para cada arista ~Υ ∈ −→ar(T ) denotemos por ver(~Υ) al conjunto de los
vértices de T que son conectados a ~Υ por una geodésica cuyo segmento inicial es
~Υ (con la orientación respectiva). Para cada vértice v de T denotemos por −→ar(v)
al conjunto de las aristas orientadas ~Υ tales que v ∈ ver(~Υ).

Consideremos el espacio de Hilbert H = `2R(
−→ar(T )). Un elemento de H es una

función K que a cada arista orientada de T asocia un número real, de manera
que el valor de la siguiente suma es finito:

∑

~Υ∈−→ar(T )

K(~Υ)2.

Sea Γ un subgrupo del grupo de isometŕıas de T . Fijemos un vértice σ de T y
definamos una representación unitaria Ψ de Γ sobre H por Ψ(g)K(~Υ) = K(g(~Υ)).
Para cada g ∈ Γ consideremos la función c(g) : −→ar(T ) → R dada por

c(g) = X−→ar(σ) −X−→ar(g(σ)),

donde X denota la función caracteŕıstica del conjunto respectivo. Es fácil ver
que c(g) es una función de soporte finito, y por lo tanto pertenece a H. Además,
la correspondencia g 7→ c(g) es un cociclo, pues es el coborde formal asociado a
la función ~Υ 7→ X−→ar(σ)(~Υ).

Si Γ posee la propiedad de Kazhdan entonces el cociclo c es un coborde. En
otras palabras, existe una función K ∈ H tal que para todo g ∈ Γ se tiene
c(g) = K − Ψ(g)K. Esta igualdad implica que ‖c(g)‖2 ≤ 2 ‖K‖2. Por otra
parte, es fácil ver que ‖c(g)‖2 = 2 dist(σ, g(σ)). Se deduce entonces que la
órbita de σ por la acción de Γ permanece dentro de un subconjunto compacto
de T . Dejamos al lector la tarea de probar que esto implica la existencia de al
menos un punto fijo por la acción (compare con el ejercicio 5.14), lo cual a su vez
implica que un vértice o el punto medio de una arista es un punto fijo. Observe
que si el árbol está dotado de una orientación coherente entre las distintas aristas
y la acción de Γ preserva esta orientación, entonces necesariamente el punto fijo
es un vértice. Si tiene dificultades para probar todo esto, vea [91, 185].

En la sección 2.3 del segundo caṕıtulo vimos que ningún subgrupo de
ı́ndice finito de SL(3,Z) puede actuar por homeomorfismos de la recta de
manera no trivial. De acuerdo con [208] (vea también [120]), esto es cierto
también para muchas redes de grupos de Lie que poseen la propiedad (T),
pero se desconoce si es válido en general para grupos de Kazhdan.

Para el caso del ćırculo se dispone de resultados más precisos. En par-
ticular, un teorema de Ghys (vea [73] y también [30, 208]) estipula que si
Φ: Γ→Difeo1+(S

1) es una representación de una red Γ de un grupo de Lie
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simple de rango real mayor o igual que 2, entonces la imagen Φ(Γ) es finita.
Nosotros no expondremos la prueba de este resultado, pero recomendamos
la lectura de la demostración dada en [73] para el caso de redes en SL(3,R).

Ejercicio 5.23. La parte esencial de la prueba del teorema de Ghys consiste en
demostrar que, para toda acción por homeomorfismos del ćırculo de una red Γ de
un grupo de Lie simple de rango real mayor o igual que 2, existe una medida de
probabilidad invariante. Demuestre que, a partir de este hecho, puede concluirse
dicho teorema.
Sugerencia. Si existe una medida de probabilidad invariante entonces la función
número de rotación es un homomorfismo de Γ en el grupo T1. Como Γ verifica la
propiedad de Kazhdan, la imagen por este homomorfismo es finita. Concluya que
la órbita de todo punto del soporte de la medida invariante es finita. Finalmente,
aplique el teorema de estabilidad de Thurston.

Observación 5.24. No es dif́ıcil extender el teorema 2.32 y concluir que toda
acción de un subgrupo de ı́ndice finito de SL(3,Z) por homeomorfismos del ćırculo
es trivial. Este resultado, debido también a Witte, puede ser obtenido combi-
nando la afirmación del comienzo del ejercicio precedente con el teorema 2.32,
aunque originalmente fue probado valiéndose del célebre teorema de los subgru-
pos normales de Margulis [129]. Consignemos que la demostración es particular-
mente rápida en clase C2. En efecto, las redes involucradas contienen subgrupos
nilpotentes no virtualmente abelianos, por lo que, de acuerdo al teorema 4.40
de Plante y Thurston, todas sus acciones por difeomorfismos de clase C2 de S1

tienen un núcleo infinito; por el teorema de los subgrupos normales de Margulis,
dichas acciones deben tener imagen finita.

En lo que sigue nos proponemos demostrar una versión del teorema discu-
tido anteriormente en clase C1+τ para grupos de Kazhdan (cuando τ >1/2).
El resultado siguiente fue obtenido por el autor en [149].

Teorema 5.25. Sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) una representación de un grupo

numerable, con τ > 1/2. Si Γ posee la propiedad de Kazhdan, entonces Φ(Γ)
es finito.

La propiedad de Kazhdan se considera también para grupos no discre-
tos localmente compactos (en tal caso, las representaciones y los cociclos
involucrados en la definición deben ser continuos). El lector observará que
la técnica que emplearemos para la demostración del teorema 5.25 puede
aún ser aplicada. Un nuevo grupo de Kazhdan puede aparecer entonces, a
saber, SO(2,R). Esto no es de extrañar, de acuerdo al esbozo que hemos
hecho en la sección 4 (caṕıtulo 1) de la clasificación de las acciones de
grupos localmente compactos no discretos en S1.

Observe que el teorema 5.25 muestra una vez más que el grupo G de
Thompson no posee la propiedad (T) (vea la proposición 5.19). En efecto,
de acuerdo a la última sección del primer caṕıtulo, G puede ser realizado
como un grupo de difeomorfismos de clase C∞ del ćırculo (en realidad,
basta considerar la realización de G en clase C1+lip de la sección 5.1 de
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dicho caṕıtulo para concluir). Señalemos por otra parte que, contraria-
mente a la mayoŕıa de los resultados que hemos estudiado hasta ahora,
se ignora si la hipótesis de diferenciabilidad del teorema 5.25 es necesaria
(por ejemplo, utilizando uno de los resultados de [4] es posible extender el

enunciado para representaciones de grupos de Kazhdan en Difeo
3/2
+ (S1)).

Un problema parcial pero desde ya muy interesante consiste en determinar
si existen grupos de Kazhdan no triviales admitiendo una relación de orden
total e invariante a izquierda (vea la sección 2.3, caṕıtulo 2). Otro problema
parcial igualmente interesante es el de saber si el grupo de los homeomorfis-
mos afines por partes del ćırculo contiene subgrupos numerables e infinitos
satisfaciendo la propiedad (T).

2.3 Demostración del teorema

Por simplicidad, denotaremos por ḡ al difeomorfismo Φ(g−1) (conside-
ramos la inversa de g para obtener más adelante una representación a
izquierda). Recuerde que la medida de Liouville sobre S1 × S1 es aquélla
cuya función densidad es (r, s) 7→ 1/4 sen2

(
(r − s)/2

)
(vea la sección 3.2

de este caṕıtulo). Sea H = L2,∆
R (S1 × S1, Lv) el subespacio (cerrado) de

L2
R(S

1 × S1, Lv) de las funciones K que para casi todo (x, y) ∈ S1 × S1

verifican la igualdad K(x, y) = K(y, x). Consideremos la acción Ψ de Γ
sobre H dada por

Ψ(g)K(r, s) = K(ḡ(r), ḡ(s)) · [Jac(ḡ)(r, s)] 12 ,

donde Jac(ḡ)(r, s) es el jacobiano (respecto a Lv) de la transformación
(r, s) 7→ (ḡ(r), ḡ(s)), es decir

Jac(ḡ)(r, s) =
sen2

(
r−s
2

)

sen2
(

ḡ(r)−ḡ(s)
2

) · [ḡ′(r)ḡ′(s)].

Es fácil ver que Ψ es una representación unitaria.
Para cada g ∈ Γ consideremos la función (compare con (1.4))

c(g)(r, s) = 1− [Jac(ḡ)(r, s)]
1
2 . (5.5)

Se verifica fácilmente la relación de cociclo c(g1g2) = Ψ(g1)c(g2) + c(g1)
(compare con (1.3)). En efecto, este cociclo de Liouville c es formalmente
el coborde de la función constante igual a 1, la cual no pertenece al espacio
de Hilbert H=L2,∆

R (S1 × S1, Lv). Sin embargo, si Φ es una representación
a valores en Difeo1+τ

+ (S1) para algún τ >1/2 entonces c(g) pertenece a H,
es decir, c(g) es un cociclo genuino a valores en H. Tal es la afirmación de la
proposición siguiente, debida esencialmente a Segal y Reznikov [170, 177].

Proposición 5.26. Si τ > 1/2 entonces para todo g ∈ Γ la función c(g)

pertenece a L2,∆
R (S1 × S1, Lv)
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Demostración. En primer lugar, notemos que existe una función continua
K1 : [0, 2π]× [0, 2π] → R tal que

1∣∣sen
(
r−s
2

)∣∣ = 2

[
1

|r − s| +K1(r, s)

]
.

Luego, para probar que c(g) ∈ L2,∆
R (S1 × S1, Lv) debemos verificar que la

función

(r, s) 7→
[
[ḡ′(r)ḡ′(s)]

1
2

|ḡ(r)− ḡ(s)| −
1

r − s

]

pertenece a L2,∆
R (S1 × S1, Leb). Para r, s en S1 tales que |r − s| < π existe

un punto t en el segmento más pequeño del ćırculo que los une tal que
|ḡ(r)− ḡ(s)| = ḡ′(t)|r − s|. Esto nos da
∣∣∣∣∣
[ḡ′(r)ḡ′(s)]

1
2

|ḡ(r)−ḡ(s)| − 1

|r−s|

∣∣∣∣∣ ≤
1

|r − s|ḡ′(t) ·
∣∣∣[ḡ′(r)ḡ′(s)]

1
2 − ḡ′(t)

∣∣∣

=
1

|r − s|ḡ′(t) · |ḡ′(r)ḡ′(s)− ḡ′(t)2|
[ḡ′(r)ḡ′(s)]

1
2 + ḡ′(t)

.

≤ 1

2 inf(ḡ′)2|r−s|
[
|ḡ′(r)−ḡ′(t)|ḡ′(s) + ḡ′(t)|ḡ′(s)−ḡ′(t)|

]
.

Como ḡ′ es τ -Hölder continua, tenemos
∣∣∣∣∣
[ḡ′(r)ḡ′(s)]

1
2

ḡ(r)− ḡ(s)
− 1

r − s

∣∣∣∣∣ ≤ |ḡ′|τ sup(ḡ′)
2|r − s| inf(ḡ′)2

[
|r − t|τ + |s− t|τ

]

≤ C|r − s|τ−1.

Puesto que τ >1/2, la función (r, s) 7→ |r − s|τ−1 está en L2
R(S

1 × S1, Leb),

lo cual prueba que c(g) pertenece a L2,∆
R (S1 × S1, Lv). ¤

Si el grupo Γ verifica la propiedad de Kazhdan y τ > 1/2, entonces el
cociclo (5.5) es un coborde. En otras palabras, existe una función K en

L2,∆
R (S1 × S1, Lv) tal que para todo g ∈ Γ se tiene (en casi todo punto) la

igualdad

1− [Jac(ḡ)(r, s)]
1
2 = K(r, s)−K(ḡ(r), ḡ(s)) · [Jac(ḡ)(r, s)] 12 ,

es decir,

[1−K(ḡ(r), ḡ(s))]2 · Jac(ḡ)(r, s) = [1−K(r, s)]2.

Tenemos aśı la proposición siguiente.

Proposición 5.27. Sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) una representación, con

τ > 1/2. Si Γ tiene la propiedad (T), entonces existe K ∈ L2,∆
R (S1×S1, Lv)

tal que Γ preserva la corriente geodésica LK dada por

d LK

d Lv
= [1−K(r, s)]2.
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Puesto que LK es una medida absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue sobre S1 × S1 \∆, la propiedad siguiente es evidente:

LK([a, a]× [b, c]) = 0 para todo a < b ≤ c < a. (5.6)

Por otra parte, el hecho que K sea una función de cuadrado integrable
tiene por consecuencia la siguiente propiedad de LK :

LK ([a, b[×]b, c]) = ∞ para todo a < b < c < a. (5.7)

Para demostrar esta igualdad notemos que

LK([a, x]×[y, c])
1
2 =

(∫ x

a

∫ c

y

[1−K(r, s)]2 dLv

) 1
2

≥
(∫ x

a

∫ c

y

dr ds

4 sen2( r−s
2

)

) 1
2

−‖K‖2.

Puesto que

∫ x

a

∫ c

y

dr ds

4 sen2( r−s
2 )

= log
(
[eia, eix, eiy, eic]

)
,

y puesto que el valor de la razón cruzada [eia, eix, eiy, eic] tiende a ∞
cuando x e y tienden hacia b (con a < x < b < y < c), la igualdad (5.7)
resulta inmediatamente.

Diremos que una corriente geodésica es estable si verifica las propiedades
(5.6) y (5.7). La proposición 5.27 implica directamente la siguiente.

Proposición 5.28. Sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) una representación, donde

τ >1/2. Si Γ posee la propiedad (T) entonces existe una corriente geodésica
estable invariante por Γ.

El soporte de la medida LK puede ser no total, es decir, puede haber
intervalos [a, b] y [c, d] no reducidos a un punto tales que

LK([a, b]× [c, d]) = 0.

Esto induce a pensar que los homeomorfismos de S1 que preservan la co-
rriente geodésica LK no son necesariamente ŕıgidos, en el sentido que un
homeomorfismo tal podŕıa fijar tres puntos sin ser la identidad. Sin em-
bargo, veremos que las propiedades de estabilidad de LK permiten probar
que esto no ocurre.

Lema 5.29. El único homeomorfismo del ćırculo que preserva una corrien-
te geodésica estable y fija al menos tres puntos es la identidad.

Demostración. Supongamos que un homeomorfismo f 6=Id fije al menos
tres puntos y preserve una corriente geodésica estable L, y sea I=]a, b[ una
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componente conexa del complemento del conjunto de los puntos fijos de
f . Observe que a y b son puntos fijos de f ; sea c∈]b, a[ otro punto fijo de
f . Como f no fija ningún punto en ]a, b[, para cada x ∈]a, b[ la sucesión
(f i(x)) converge ya sea a b o al punto a. Siendo ambos casos análogos,
consideremos sólo el primero. Tenemos entonces limi→−∞ f i(x)= a, por
lo que

L
(
[a, x]× [b, c]

)
= L

(
[a, f(x)]× [b, c]

)
,

y por lo tanto L
(
[x, f(x)]× [b, c]

)
=0. Como x∈]a, b[ es arbitrario,

L
(
]a, b[×[b, c]

)
=

∑

i∈Z
L
(
[f i(x), f i+1(x)]× [b, c]

)
= 0,

lo cual contradice (5.7). ¤

La proposición a continuación se deduce directamente de lo que precede
(en lo que sigue retomamos la notación Φ(g) en lugar de ḡ por razones que
serán evidentes en la demostración de la proposición 5.31).

Proposición 5.30. Sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) una representación, con

τ > 1/2. Si Γ posee la propiedad (T) y g ∈ Γ es tal que Φ(g) fija tres
puntos del ćırculo, entonces Φ(g) es la identidad.

La ingeniosa idea de la prueba presentada a continuación fue gentilmente
comunicada al autor por Witte.

Proposición 5.31. Sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) una representación, con

τ > 1/2. Si Γ posee la propiedad (T) y g ∈ Γ es tal que Φ(g) fija un punto
del ćırculo, entonces Φ(g) es la identidad.

Demostración. Consideremos el recubrimiento a tres hojas Ŝ1 de S1.
Sobre este recubrimiento actúa (por difeomorfismos de clase C1+τ ) una
extensión central Γ̂ de Γ de la forma 0 −→ Z/3Z −→ Γ̂ −→ Γ −→ 0.
Puesto que Γ posee la propiedad (T) y Z/3Z es finito, Γ̂ también posee la
propiedad (T). Si g ∈ Γ es tal que Φ(g) fija un punto del ćırculo inicial,
entonces una de sus preimágenes en Γ̂ fija tres puntos de Ŝ1 por la acción
inducida. Como Ŝ1 se identifica a un ćırculo, utilizando la proposición
precedente se deduce fácilmente que Φ(g) es la identidad. ¤

Es fácil completar ahora la prueba del teorema 5.25. En efecto, por la
proposición anterior, la acción del grupo Φ(Γ) sobre S1 es libre, por lo que
el teorema de Hölder implica que dicho grupo es abeliano. Sin embargo,
Φ(Γ) verifica aún la propiedad de Kazhdan, por lo que debe ser finito.

Observación 5.32. Por el ejercicio 1.16, todo grupo de homeomorfismos de S1

que preserva una corriente geodésica estable es conjugado a un subgrupo del grupo
de Möbius. Luego, si τ >1/2 y Φ: Γ → Difeo1+τ

+ (S1) es una representación cuyo
cociclo asociado (5.5) es un coborde, entonces la imagen Φ(Γ) es topológicamente
conjugada a un subgrupo de PSL(2,R).
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Esta observación permite finalizar de una manera diferente la prueba del teo-
rema 5.25. En efecto, en el caṕıtulo 6 de [91] se prueba que si un grupo de
Kazhdan Γ actúa por isometŕıas de un espacio hiperbólico real, entonces existe
un punto fijo para dicha acción. Conjugando con un elemento de PSL(2,R),
podemos suponer que dicho punto fijo es el origen. Obtenemos aśı que Γ es con-
jugado a un subgrupo de SO(2,R). En particular, Γ es abeliano, y como verifica
la propiedad (T), debe ser finito.

Observación 5.33. Una combinación del teorema 5.25 con la versión bidimen-
sional del teorema de estabilidad de Thurston [198] permite probar que, para
τ > 1/2, todo grupo numerable de difeomorfismos de clase C1+τ del disco o del
anillo cerrados que satisface la propiedad (T) es finito. Se ignora si esto también
es válido para el disco o el anillo abiertos, o bien para superficies compactas de
caracteŕıstica de Euler no positiva.

Ejercicio 5.34. Pruebe que para toda función K ∈ L2,∆
R (S1 × S1, Lv), el grupo

ΓLK de los homeomorfismos de S1 que preservan la corriente geodésica LK es
uniformemente quasi-simétrico (vea el ejercicio 1.15; compare también con el
ejercicio 1.16).

Ejercicio 5.35. Siguiendo [94], denotemos D∞ = Difeo∞+ (S1) \ int(ρ−1(Q/Z)),
donde ρ designa la función número de rotación. El espacio D∞ es por definición
un cerrado de Difeo∞+ (S1); en particular, se trata de un espacio de Baire. Pruebe
que para elementos genéricos g ∈ D∞, el grupo ćıclico infinito {gn : n ∈ Z} no es
uniformemente quasi-simétrico, y que en particular el conjunto {‖c(gn)‖ : n ∈ Z}
no es acotado (recuerde que una propiedad atribuible a los puntos de un espacio
topológico es de tipo Gδ si ella es satisfecha sobre un conjunto Gδ de puntos del
espacio, y es genérica si ella se cumple sobre un conjunto Gδ denso; recuerde
además que, para espacios de Baire, la intersección numerable de conjuntos Gδ

densos es aún un Gδ denso).
Sugerencia. La propiedad sup[a,b,c,d]=2 supn∈N [gn(a), gn(b), gn(c), gn(d)] = ∞
es de tipo Gδ. Verifique que ella es satisfecha por todo homeomorfismo del ćırculo
con número de rotación racional que posee al menos tres puntos periódicos y que
no es conjugado a una rotación. Concluya observando que dichos homeomorfis-
mos son densos en D∞.
Observación. De acuerdo a la observación 3.10, para todo g ∈ D∞ se tiene la
convergencia (en topoloǵıa C1) de gqn hacia la identidad, donde pn/qn es la
n-ésima aproximación racional de ρ(g). Ahora bien, si k ≥ 2 entonces para
un subconjunto genérico de elementos g de D∞ existe una sucesión creciente de
enteros ni tal que g

ni converge a la identidad en topoloǵıa Ck. Esto último resulta
del hecho que si denotamos por distk una distancia induciendo la topoloǵıa Ck

en Difeok+(S
1), entonces la propiedad

lim inf
n>0

distk(g
n, Id)=0

es de tipo Gδ en D∞, la cual es satisfecha cuando ρ(g) verifica una condición
diofantina [94, 110, 211]. Se concluye aśı que, para g ∈ D∞ genérico, la sucesión
(‖c(gn)‖) es no acotada y contiene a cero en su adherencia. Además, las órbitas
de la isometŕıa correspondiente A(g) = Ψ(g)+c(g) son no acotadas y recurrentes,
en el sentido que ellas coinciden con su conjunto derivado. Vea [50] para más
información sobre acciones isométricas no acotadas y recurrentes.
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Ejercicio 5.36. Pruebe la validez del lema de Kopell para difeomorfismos de
clase C1+lip del intervalo utilizando el cociclo de Liouville. De manera más pre-
cisa, suponga que f y g sean difeomorfismos conmutantes de [0, 1[ de clase C1+lip.
Considere la “medida de Liouville” Lv sobre [0, 1[×[0, 1[ cuya densidad respecto
a la medida de Lebesgue es la función (r, s) 7→ 1/(r − s)2.
(i) Verifique que las funciones c(f) y c(g) definidas por

c(f)(r, s) = 1− [Jac(f̄)(r, s)]
1
2 y c(g)(r, s) = 1− [Jac(ḡ)(r, s)]

1
2

son de cuadrado integrable sobre los compactos de [0, 1[×[0, 1[. Observe que c es
un “cociclo” respecto a la “representación regular” Ψ correspondiente.
(ii) Verifique que para todo a ∈]0, 1[ existe una constante C = C(a, f) tal que
para todo intervalo [b, c] contenido en [0, a] se tiene

∫ c

b

∫ c

b

‖c(f)‖2 ≤ C|c− b|2.

(iii) Suponga que g fija un punto a ∈]0, 1[ y que f(x) < x para todo x ∈]0, 1[.
Utilizando la desigualdad precedente y la relación

c(gk) = c(f−ngkfn) = c(f−n) + Ψ(f−n)c(gk) + Ψ(f−ng)c(fn),

concluya que el valor de ∫ a

f2(a)

∫ a

f2(a)

‖c(gk)‖2

está uniformemente acotado (independientemente de k ∈ N).
(iv) Mediante un argumento similar al de la proposición 5.30, pruebe que la
restricción de g a [f2(a), a] (y por lo tanto a todo el intervalo [0, 1[) es la identidad.

Ejercicio 5.37. El borde de T p soporta una medida natural µ de masa finita, a
saber, aquélla que otorga masa p−n a toda bola de radio p−n, donde n ≥ 1. Dado
un homeomorfismo g de ∂T p, denotaremos por g′ la derivada de Radon-Nikodym
de g respecto a µ (si ella está bien definida). La medida de Liouville Lv sobre
∂T p×∂T p viene dada en este caso por

dLv(x, y) =
dµ(x)× dµ(y)

∂ist(x, y)2
.

Sea H = L2,∆
R (∂T p×∂T p, Lv) el espacio de Hilbert formado por las funciones

K ∈L2
R(∂T p×∂T p, Lv) satisfaciendo K(x, y) = K(y, x) para casi todo (x, y) en

∂T p×∂T p. Considere la representación unitaria Ψ de N p sobre H dada por

Ψ(g)K(x, y) = K(g−1(x), g−1(y)) · [Jac(g−1)(x, y)]1/2,

donde Jac(g−1)(x, y) designa el jacobiano (respecto a la medida de Liouville) de
la aplicación (x, y) 7→ (g−1(x), g−1(y)).
(i) Pruebe que la extensión al borde de cualquier isometŕıa f de T p verifica
∂ist(x, y)f ′(x)f ′(y)=∂ist(f(x), f(y)) para todo par de puntos x, y de ∂T p.
(ii) Concluya que para todo g∈N p la función c(g) : ∂T p×∂T p → R dada por

c(g)(x, y) = 1− [Jac(g−1)(x, y)]1/2

pertenece a H.
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(iii) Verifique que la aplicación c satisface la relación de cociclo respecto a Ψ.
(iv) Pruebe que si Γ es un subgrupo de N p que satisface la propiedad (T), en-
tonces existe K ∈ H tal que Γ preserva la corriente geodésica

LK =
[
1−K(x, y)

]2
dLv.

(v) Concluya que existe un subconjunto compacto C = C(K) de T p tal que para
todo elemento g ∈ Γ \ Isom(T p) se cumple Ag ∩ C 6= ∅ o bien Bg ∩ C 6= ∅.
Observación. Ignoramos si a través del método introducido en este ejercicio es
posible redemostrar la proposición 5.21.

2.4 Propiedad (T) relativa y propiedad de Haagerup

Una interrogante que se plantea de manera natural tras la lectura de las
secciones precedentes consiste en saber si los subgrupos finitamente gene-
rados de Difeo1+τ

+ (S1) verifican necesariamente la propiedad de Haagerup
cuando τ > 1/2. (vea el ejemplo 5.15). Tal es el caso de los subgrupos
no finitos de PSL(2,R) (vea [47]) y de los grupos de Thompson (vea la
prueba de la proposición 5.19). Una de las dificultades de esta pregunta
consiste en que se conocen pocos ejemplos de grupos que no verifican ni la
propiedad de Haagerup ni la de Kazhdan simultáneamente. De hecho, una
de las pocas obstrucciones conocidas a la propiedad de Haagerup es una
forma débil de la propiedad (T), a saber, la propiedad (T) relativa.

Definición 5.38. Si Γ es un grupo localemente compacto y Γ0 un subgrupo
de Γ, entonces el par (Γ,Γ0) posee la propiedad (T) relativa si para toda
representación isométrica de Γ sobre un espacio de Hilbert, existe un vector
invariante por Γ0.

Un ejemplo no trivial de un par que satisface la propiedad (T) relativa
es (Z2 o SL(2,Z),Z2). El lector hallará más ejemplos, aśı como referencias
sobre el tema, en [47] y [91]. Señalemos que en la mayoŕıa de los ejemplos
conocidos, si tanto Γ como Γ0 no poseen la propiedad (T), entonces Γ0

(contiene un subgrupo cocompacto que) es normal en Γ (vea sin embargo el
reciente trabajo [49]). Bajo una hipótesis de este tipo el resultado siguiente
puede ser considerado como una pequeña generalización del teorema 5.25.

Teorema 5.39. Sea Γ un subgrupo de Difeo1+τ
+ (S1), con τ > 1/2. Supon-

gamos que Γ posea un subgrupo normal Γ0 tal que el par (Γ,Γ0) satisface
la propiedad (T) relativa. Entonces Γ es topológicamente conjugado a un
grupo de rotaciones, o bien Γ0 es finito.

Demostración. Retomemos la técnica de demostración de la sección
precedente. El cociclo de Liouville induce una representación isométrica
de Γ sobre L2,∆

R (S1 × S1, Lv). Si (Γ,Γ0) posee la propiedad (T) relativa,
entonces esta representación admite un vector invariante por Γ0, y los ar-
gumentos de la sección precedente (vea la observación 5.32) prueban que
Γ0 es topológicamente conjugado a un subgrupo del grupo de Möbius.
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La propiedad (T) relativa también es estable por extensiones centrales
finitas. Gracias a esto, y mediante el argumento de paso a un recubri-
miento a tres hojas de la demostración de la proposición 5.31, se verifica
que Γ0 es en realidad topológicamente conjugado a un subgrupo del grupo
de rotaciones (vea la observación 5.32).

Si el grupo Γ0 no es finito entonces él es topológicamente conjugado
a un grupo denso de rotaciones. Ahora bien, es fácil comprobar que el
normalizador en Homeo+(S

1) de todo subgrupo denso de SO(2,R) coincide
con el grupo de rotaciones. Por lo tanto, Γ es topológicamente conjugado
a un subgrupo de SO(2,R), lo cual termina la demostración. ¤

3 Supra-rigidez para redes de rango superior

3.1 Presentación del resultado

En [76], Ghys no sólo prueba el teorema de rigidez para acciones de redes
de grupos de Lie simples de rango superior por difeomorfismos del ćırculo,
sino que también considera el caso de redes en grupos de Lie semisim-
ples. El resultado a seguir se encuentra en dicho art́ıculo; otros resultados
relacionados debidos a Burger y Monod pueden ser hallados en [29, 30].
Recordemos que una red Γ de un grupo de Lie G es dicha irreducible si
es imposible hallar dos subgrupos normales G1 y G2 que engendren G de
modo que G1 ∩ G2 esté contenido en el centro de G (al que supondremos
finito) y tales que (Γ ∩G1) · (Γ ∩G2) sea de ı́ndice finito en Γ.

Teorema 5.40. Sean G un grupo de Lie semisimple conexo de rango real
superior o igual a 2 y Γ una red irreducible de G. Si Φ es un homomorfismo
de Γ hacia el grupo de los difeomorfismos de clase C1 del ćırculo, entonces
Φ tiene imagen finita, o bien Φ es semiconjugado a un recubrimiento finito
de un homomorfismo obtenido como composición de las operaciones si-
guientes:
– la inclusión de Γ en G,
– un homomorfismo sobreyectivo de G en PSL(2,R),
– la acción proyectiva de PSL(2,R) sobre el ćırculo.

Para la demostración de este resultado, Ghys comienza por examinar
el caso de las redes de grupos de Lie semisimples “clásicos” (SL(n,R),
Sp(2r,R), SO(2, q), SU(2, q) y PSL(2,R)×PSL(2,R)), para luego finalizar
la prueba utilizando algunos aspectos de la teoŕıa de clasificación de los
grupos de Lie semisimples [115]. Observemos que los cuatro primeros ca-
sos corresponden a grupos de Lie simples de rango real superior o igual
a 2 (las redes correspondientes satisfacen por lo tanto la propiedad (T)
de Kazhdan...). Para el último caso (que dinámicamente es el más in-
teresante), Ghys demuestra que todo homomorfismo Φ : Γ → Difeo1+(S

1)
transita, módulo semiconjugación topológica y recubrimiento finito, por la
proyección de Γ sobre uno de los factores, y luego por la acción proyectiva de
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dicho factor sobre el ćırculo. Para entender mejor este último punto, se debe
tener en mente como ejemplo fundamental la incrustación de PSL(2,Z(

√
2))

como red en PSL(2,R)× PSL(2,R) a través de la aplicación

(
a1+b1

√
2 a2+b2

√
2

a3+b3
√
2 a4+b4

√
2

)
7−→

((
a1+b1

√
2 a2+b2

√
2

a3+b3
√
2 a4+b4

√
2

)
,

(
a1−b1

√
2 a2−b2

√
2

a3−b3
√
2 a4−b4

√
2

))
.

Para generalizar el teorema 5.40, se debe hacer frente al problema de
definir la noción de rango real para un grupo arbitrario. Si bien muchas
tentativas han sido hechas en tal dirección (vea por ejemplo [7]), nosotros
hemos preferido seguir una idea bastante simple qua ha sido introducida
por Shalom en [187]. Lo esencial de su punto de vista consiste en uti-
lizar la conmutatividad de los factores del grupo ambiente, vista como una
hipótesis de rango superior. Aśı, el “cuadro general” que consideraremos
(y que coincide con aquél de [187]) es el siguiente:

– G = G1 × · · · × Gk es un grupo topológico compactamente generado,
con k ≥ 2, y Γ es una red finitamente generada y uniforme (es decir, un
subgrupo discreto y cocompacto) de G;

– las proyecciones de Γ sobre cada factor Gi son densas (denotaremos por
pri la proyección de G sobre Gi);

– en el caso en que cada Gi sea un grupo algebraico lineal sobre un cuerpo
local [129], aceptaremos también la posibilidad de que Γ sea una red no
cocompacta en G.

Notemos que en el último caso, la red Γ es siempre finitamente generada.
Esto se desprende de importantes resultados debidos a Kazhdan y Margulis
[129]. Por otra parte, la segunda condición corresponde a una hipótesis de
irreducibilidad análoga a aquélla verificada por las redes consideradas en
el teorema de Ghys.

En la introducción de [187] el lector podrá hallar otras motivaciones
–además de referencias significativas– en torno al cuadro general conside-
rado. Mencionemos en todo caso que algunos ejempos de redes “no lineales”
satisfaciendo las dos primeras propiedades han sido construidos en [12, 31,
176]. Para tales redes, aśı como para las redes irreducibles lineales (i.e.,
que se incrustan en GL(n,K) para algún cuerpo K), el siguiente resultado
de supra-rigidez fue obtenido por el autor en [145] (vea también [143]).

Teorema 5.41. En el contexto precedente, sea Φ : Γ → Difeo1+τ
+ (S1) un

homomorfismo tal que τ > 1/2. Si Φ(Γ) no preserva ninguna medida de
probabilidad sobre el ćırculo, entonces Φ(Γ) es topológicamente conjugado
a un subgrupo de PSL(2,R), o bien Φ es semiconjugado a un recubrimiento
finito de un homomorfismo obtenido al componer las siguientes operaciones:

– la inclusión de Γ en G,

– la proyección de G sobre uno de los factores Gi,

– una acción Φ de Gi por homeomorfismos del ćırculo.
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La hipótesis según la cual Φ(Γ) no fija ninguna medida de probabilidad
sobre S1 puede ser suprimida cuando el primer espacio de cohomoloǵıa a
valores reales de todo subgrupo normal y de ı́ndice finito de Γ es trivial.
Notemos que por [187], esta última condición se verifica cuando H1(G,R)
est trivial (tal es el caso por ejemplo si los Gi son grupos lineales algebraicos
semisimples sobre cuerpos locales [129]).

Corolario 5.42. Sean Γ una red satisfaciendo las hipótesis del cuadro
general y Φ : Γ → Difeo1+τ

+ (S1) un homomorfismo, con τ > 1/2. Si
H1(Γ0,R) = {0} para todo subgrupo Γ0 normal y de ı́ndice finito en Γ,
entonces se verifica la conclusión del teorema 5.41.

Dado lo anterior, para entender las acciones de redes irreducibles de rango
superior por difeomorfismos del ćırculo podemos valernos de la clasificación
dada en la sección 4 del primer caṕıtulo. Obtenemos aśı una versión refi-
nada de los resultados anteriores bajo cualquiera de las hipótesis siguientes:

(i) el núcleo de Φ es finito y las órbitas de Φ(Γ) son densas,

(ii) el núcleo de Φ es finito y Φ toma valores en el grupo Difeow+(S
1) de los

difeomorfismos real-anaĺıticos del ćırculo,

(iii) los subgrupos normales de Γ son finitos o de ı́ndice finito (es decir, Γ
satisface el teorema de los subgrupos normales de Margulis [129]).

Teorema 5.43. Supongamos que las hipótesis del corolario sean satis-
fechas, que cada grupo Gi sea no discreto, y que al menos una de las
hipótesis anteriores (i), (ii) o (iii) se cumpla. Si la imagen Φ(Γ) no es
finita entonces, módulo una semiconjugación topológica y un recubrimiento
finito, Φ(Γ) es un subgrupo no metabeliano de PSL(2,R).

Asumimos al menos una de las hipótesis (i), (ii) o (iii) para evitar el caso
degenerado de un grupo de Lie con infinitas componentes conexas cuya
acción sobre el ćırculo transite, módulo semiconjugación topológica, por el
cuociente respecto a la componente conexa de la identidad. Señalemos que
la hipótesis (iii) es satisfecha por las redes de grupos algebraicos, aśı como
por las construidas en [31] (vea [6] para una versión general de este hecho).

Las demostraciones de los resultados precedentes utilizarán como herra-
mienta esencial un teorema de supra-rigidez para acciones isométricas sobre
espacios de Hilbert debido a Shalom, el cual será discutido en la sección
siguiente. Señalemos que este teorema ha sido recientemente generalizado
en [4] para acciones sobre espacios Lp. Esto permite obtener versiones en
clase C1+τ de los resultados precedentes para todo τ >0. Sin embargo, para
no oscurecer nuestra presentación, no ahondaremos más en este punto.

Observación 5.44. Algunos de los resultados presentados en esta sección han
sido recientemente generalizados (para acciones por homeomorfismos) por Bader,
Furman y Shaker en [5] mediante métodos ligados a la “teoŕıa de bordes”.
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3.2 Supra-rigidez cohomológica

Consideramos nuevamente una representación unitaria Ψ de Γ sobre un
espacio de Hilbert H. El grupo Γ puede ahora ser no discreto, pero es
supuesto localmente compacto y generado por un subconjunto compacto.

Definición 5.45. La representación unitaria Ψ casi posee vectores inva-
riantes si existe una sucesión de vectores unitarios Kn ∈ H tal que, para
todo subconjunto compacto C de Γ, el valor de supg∈C ‖Kn − Ψ(g)Kn‖
converge a cero cuando n tiende al infinito.

Definición 5.46. Un cociclo c : Γ → H asociado a Ψ es un casi coborde
(o es casi cohomológicamente trivial) si existe una sucesión de cobordes cn
tal que supg∈C ‖cn(g) − c(g)‖ converge a cero cuando n tiende al infinito
para todo subconjunto compacto C de Γ.

Ejercicio 5.47. Pruebe que el cociclo del ejemplo 5.17 es casi cohomológicamente
trivial para todo subgrupo finitamente generado de Difeo1+τ

+ ([0, 1]) cuyos elemen-
tos son tangentes a la identidad en los extremos (con τ > 0 arbitrario).
Sugerencia. Considere el coborde cn asociado a la función Kn(x) = X[1/n,1](x).

El lema elemental que presentamos a continuación, debido a Delorme
[91], resulta fundamental para el estudio de la noción de casi cobordes.

Lema 5.48. Si Ψ no casi posee vectores invariantes, entonces todo cociclo
que es casi cohomológicamente trivial es cohomológicamente trivial.

Demostración. Sea G una parte generadora compacta de Γ. Por hipótesis,
existe una constante ε > 0 tal que, para todo K ∈ H,

sup
h∈G

‖K −Ψ(h)K‖ ≥ ε‖K‖. (5.8)

Puesto que c es un casi coborde, existe una sucesión (Kn) en H tal que
para todo g ∈ Γ se tiene la igualdad c(g) = limn→+∞(Kn − Ψ(g)Kn). La
desigualdad (5.8) nos da M = suph∈G ‖c(h)‖ ≥ ε lim supn ‖Kn‖, por lo que
lim supn ‖Kn‖ ≤ M/ε. Luego, ‖c(g)‖≤ lim supn(‖Kn‖+‖Ψ(g)Kn‖)≤2M/ε
para todo g ∈ Γ. El cociclo c es entonces uniformemente acotado, por lo
que el lema del centro de Tits implica que es cohomológicamente trivial
(vea el ejercicio 5.14). ¤

Presentamos a continuación una versión del teorema de supra-rigidez
cohomológica obtenido por Shalom en [187]. Señalemos en todo caso que
nosotros no utilizaremos este resultado en toda su generalidad. En efecto,
en nuestras aplicaciones nos reduciremos rápidamente al caso en que la
representación unitaria correspondiente no casi posee vectores invariantes.
En dicho caso, la cohomoloǵıa reducida coincide con la usual, y el teorema
de supra-rigidez resulta much́ısimo más elemental.
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Teorema 5.49. Sean G = G1 × · · · × Gk un grupo topológico compacta-
mente generado y Γ una red en G satisfaciendo las hipótesis del cuadro
general. Sea Ψ : Γ→U(H) una representación unitaria que no casi posee
vectores invariantes. Si c es un cociclo asociado a Ψ que no es casi coho-
mológicamente trivial, entonces c es cohomólogo a un cociclo c1+. . .+ck tal
que cada ci es un cociclo que toma valores en un subespacio Ψ(Γ)-invariante
Hi sobre el cual la acción isométrica Ψ + ci se extiende continuamente a
una acción isométrica que se factoriza sobre Gi.

Este resultado notable fue obtenido por Shalom inspirándose en la demos-
tración del teorema de los subgrupos normales de Margulis. El principio
sobre el cual se basa consiste en que las isometŕıas de un espacio de Hilbert
que conmutan deben ser de cierta manera “degeneradas” (los ejercicios 5.53
y 5.54 ilustran este hecho). En lugar de dar su demostración (la que puede
ser hallada en [187]), hemos preferido incluir algunos ejemplos que permiten
visualizar en parte sus alcances (vea los ejercicios 5.51 y 5.52). Para el
primero de ellos presentamos un lema que será utilizado constantemente
para extender homomorfismos. Para formularlo, recordemos que un grupo
topológico H es secuencialemente completo si toda sucesión (hn) en H que
verifica limm,n→+∞ h−1

m hn = idH converge a un ĺımite en H.

Lema 5.50. Sean G y Γ dos grupos satisfaciendo las hipótesis del cuadro
general. Sea Φ : Γ → H un homomorfismo, donde H es un grupo topológico
Hausdorff secuencialmente completo. Supongamos que exista i∈{1, . . . , k}
tal que para toda sucesión (gn) en Γ satisfaciendo limn→+∞ pri(gn) = idGi

,
se tiene limn→+∞ Φ(gn) = idH . Entonces Φ se extiende continuamente en
un homomorfismo de G hacia H que se factoriza sobre Gi.

La demostración del lema es elemental. Para g∈Gi tomamos una suce-
sión arbitraria (gn) en Γ tal que pri(gn) converja a g. Por hipótesis, la suce-
sión (hn) en H definida por hn =Φ(gn) verifica limm,n→+∞ h−1

m hn = idH .

Se define entonces Φ̂(g)= limn→+∞ hn. Esta definición es plausible, dada
la hipótesis hecha sobre la topoloǵıa de H. Además, ella no depende de la
sucesión escogida, y es fácil verificar que la aplicación Φ̂ aśı definida es un
homomorfismo continuo de G que se factoriza sobre Gi.

Ejercicio 5.51. Asumiendo el teorema 5.49 y siguiendo los pasos indicados más
adelante, pruebe el siguiente teorema de supra-rigidez para acciones sobre árboles:
si Γ es una red satisfaciendo las condiciones del “cuadro general” y Φ es una acción
no elemental de Γ por isometŕıas de un árbol simplicial T , entonces existe un sub-
árbol invariante por Γ sobre el cual la acción se extiende a G factorizándose sobre
uno de los Gi (recordemos que la acción es no elemental si no fija ningún vértice,
arista o punto en el infinito). Consignemos en todo caso que este resultado,
contenido en [187], es válido en general para redes irreducibles no necesariamente
cocompactas. La prueba para este caso aparece en [137] y utiliza cohomoloǵıa
acotada.
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(i) Mediante una subdivisión baricéntrica reduzca el caso general a aquél de una
acción sin inversión de aristas.

(ii) Suponga que existan un vértice v0 de T y un ı́ndice i∈{1, . . . , k} verificando
lo siguiente: para toda sucesión (gn) en Γ tal que limn→+∞ pri(gn) = idGi , dicho
vértice v0 es un punto fijo de Φ(gn) para todo n suficientemente grande. Pruebe
que en este caso la afirmación del teorema es satisfecha.

Sugerencia. El conjunto de los vértices que verifica la condición precedente está
contenido en un árbol invariante por Γ sobre el cual se puede aplicar el lema 5.50.

(iii) Usando el lema de Delorme, demuestre que la hipótesis de no elementa-
lidad de la acción implica que la representación regular asociada Ψ de Γ sobre
H=`2R(

−→ar(T )) no casi posee vectores invariantes (vea el ejemplo 5.22).

(iv) Considere el subespacio Hi dado por el teorema 5.49. Defina ãr(T ) como
el conjunto de aristas de T módulo la relación de equivalencia que identifica ~Υ1

con ~Υ2 si ψ(~Υ1) = ψ(~Υ2) para toda función ψ ∈ Hi. Considere el subconjunto
ãr0(T ) de las clases en ãr(T ) sobre las cuales al menos una de las funciones en
Hi es no nula. Verifique que cada clase en ãr0(T ) es finita.

(v) Fije una de las clases precedentes [ ~Υ] ∈ ãr0(T ) y designe por Γ∗ su estabi-
lizador en Γ. El subgrupo Γ∗ fija el centro geométrico del conjunto de aristas

subyacente en [ ~Υ]. Por (i), Γ∗ fija un vértice v0. Pruebe que v0 satisface la
condición de (ii).

Sugerencia. Dada una sucesión (gn) en Γ tal que limn→+∞ pri(gn) = idGi , pruebe
que gn pertenece a Γ∗ para todo n suficientemente grande. Para ello razone por
contradicción y considere por separado los casos en que las clases respecto a Γ∗

de los gn son iguales o distintas, recordando siempre que las funciones de Hi son

de cuadrado integrable y no nulas sobre las aristas de [ ~Υ].

Ejercicio 5.52. De acuerdo a la sección 1.4 del caṕıtulo 4, existen difeomorfismos
conmutantes f y g del intervalo [0, 1] que son no triviales y de clase C1+τ , con
1/2<τ < 1, y tales que el conjunto de puntos fijos de f (resp. de g) en ]0, 1[ es
vaćıo (resp. no vaćıo y discreto). Pruebe que la restricción del cociclo de Liouville
c : Γ→L2,∆

R ([0, 1] × [0, 1], Lv) al grupo Γ∼ Z2 generado por f y g es trivial en
cohomoloǵıa reducida (vea el ejercicio 5.36).

Sugerencia. Suponiendo lo contrario el teorema de Shalom nos brinda la existencia
de un vector unitario K en el espacio de Hilbert subyacente que es invariante ya
sea por Ψ(f) o por Ψ(g).

(i) Sea µK la medida de probabilidad sobre [0, 1] definida por

µK(A) =

∫ 1

0

∫

A

|K(x, y)|2 dLv,

donde A es un subconjunto medible arbitrario de [0, 1]. Verifique que esta medida
es invariante por f o por g.

(ii) Usando el hecho que f no admite puntos fijos en el interior, pruebe que g
preserva µK y que dicha medida está soportada en el conjunto de puntos fijos de
g. Finalmente, utilice el hecho de que este último conjunto es numerable para
obtener una contradicción.

Observación. Seŕıa muy interesante poder exhibir expĺıcitamente una sucesión de
cobordes convergiendo al cociclo correspondiente.
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Ejercicio 5.53. Sean G = G1 × G2 un producto de grupos topológicos com-
pactamente generados y A = Ψ + c una representación de G por isometŕıas de
un espacio de Hilbert H. Suponga que la acción isométrica de G1 no admita
vectores invariantes. Pruebe que la representación unitaria correspondiente de
G2 casi posee vectores invariantes.

Sugerencia. Considere una sucesión (gn) en G1 tal que ‖c(gn)‖ tienda al infinito.
Usando la conmutatividad entre G1 y G2, verifique que la sucesión de vectores
unitarios c(gn)/‖c(gn)‖ es casi invariante por Ψ(G2).

Ejercicio 5.54. Sean Ψ : Z2 → U(H) una representación unitaria y c : Z2 → H
un cociclo asociado. Pruebe que, si tanto Ψ((1, 0)) como Ψ((0, 1)) no casi poseen
vectores invariantes, entonces c es cohomológicamente nulo.

Sugerencia. Denote por A1 = Ψ1 + c1 y A2 = Ψ2 + c2 las isometŕıas de H
asociadas a los generadores de Z2 en cuestión. Verifique que para i∈{1, 2}, para
todo K ∈ H y todo n ∈ Z, se tiene la igualdad

(Id−Ψi)A
n
i (K) = Ψn

i (K)−Ψ1+n
i (K)−Ψn

i (ci) + ci.

Usando esto y la conmutatividad entre A1 y A2, encuentre una cota superior
uniforme para la norma de (Id − Ψ1)(Id − Ψ2)A

n1
1 An2

2 (K). Del hecho que Ψ1

y Ψ2 no casi poseen vectores invariantes concluya que las órbitas por la acción
isométrica de Z2 son acotadas. Finalmente, aplique el lema del centro de Tits.

Ejercicio 5.55. Dados C ≥ 0 y un espacio métrico M, un subconjunto M0 de
M es C-denso si para todo K ∈ M existe K0 ∈ M0 tal que dist(K0,K) ≤ C.

(i) Pruebe que no existen isometŕıas de espacios de Hilbert de dimensión mayor
que 1 que tengan órbitas C-densas (compare con la observación del ejercicio 5.35).

Sugerencia. Suponga que una isometŕıa A=Ψ+c de un espacio de Hilbert H
admita una órbita C-densa {An(K0) : n ∈ Z}. Usando la igualdad

An(K0) = Ψn(K0) +

n−1∑

i=0

Ψi(c),

verifique que el conjunto {(Id−Ψ)An(K0) : n ∈ Z} es 2C-denso en el espacio
(Id−Ψ)H. De la relación

(Id−Ψ)An(K0) = Ψn(K0)−Ψ1+n(K0)−Ψn(c) + c

concluya que las normas de los vectores de dicho espacio están acotadas por
2(‖K0‖+‖c‖), y que por lo tanto Ψ = Id. Luego, A es la traslación por el vector
c, y esta isometŕıa admite órbitas C-densas si y sólo si el espacio subyacente tiene
dimensión cero o bien es unidimensional y c no es el vector nulo.

(ii) Generalizando el ı́tem (i), pruebe que para ninguna acción de un grupo
abeliano de rango finito por isometŕıas de un espacio de Hilbert de dimensión
infinita existen órbitas C-densas.

Sugerencia. Sean Ai = Ψi+ci isometŕıas conmutantes de un espacio de Hilbert H
de dimensión infinita, donde i ∈ {1, . . . , k}. Suponiendo que la órbita de K0 ∈ H
por el grupo generado por ellas es C-densa, verifique que el conjunto

{(Id−Ψ1) · · · (Id−Ψk)A
nk
k · · ·An1

1 (K0) : nij ∈ Z}
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es 2kC-denso en el espacio (Id − Ψ1) · · · (Id − Ψk)H. Usando un argumento
similar al del ejercicio 5.54, compruebe que dicho conjunto está contenido en
la bola de H con centro en el origen y radio 2k(‖K0‖ +

∑k
i=1 ‖ci‖). Concluya

entonces que el conjunto de los vectores invariantes por al menos una de las Ψi

(digamos Ψk) es un subespacio de dimensión infinita H̄ de H. Denotando por
c̄k la proyección de ck sobre H̄, pruebe que al proyectar ortogonalmente sobre
el espacio H∗ = 〈c̄k〉⊥ ∩ H̄ se inducen k−1 isometŕıas conmutantes que generan
un grupo admitiendo órbitas C-densas. Concluya la demostración mediante un
razonamiento inductivo.
Observación. No es dif́ıcil fabricar isometŕıas de un espacio de Hilbert de di-
mensión infinita que generen un grupo libre para el cual todas las órbitas sean
densas. El problema de determinar cuáles son los grupos finitamente generados
que pueden actuar de manera minimal por isometŕıas de un espacio de Hilbert
de dimensión infinita pareciera ser interesante. Debido al ı́tem (ii) de este ejerci-
cio, un tal grupo no puede ser abeliano, y una argumentación un poco más fina
permite concluir que tampoco puede ser nilpotente. Invitamos al lector a probar
este hecho en el próximo ejercicio (vea también [51]).

Ejercicio 5.56. Suponga que existan grupos nilpotentes y finitamente gene-
rados admitiendo acciones isométricas sobre espacios de Hilbert de dimensión
infinita con órbitas C-densas para algún C > 0. Fije un grupo tal Γ con el menor
ı́ndice de nilpotencia posible, y considere la acción af́ın A=Ψ+c correspondiente.
(i) Pruebe que Ψ(h)v = v para todo h perteneciente al centro H de Γ y todo v
en el espacio de Hilbert subyacente H.
Sugerencia. Considere p ∈ H de órbita C-densa, y para cada v ∈ H fije g ∈ Γ tal
que ‖A(g)(p)− v‖ ≤ C. Para todo h ∈ H se tiene

‖A(h)(v)−v‖ ≤ ‖A(h)(v)−A(hg)(p)‖+ ‖A(hg)(p)−A(g)(p)‖+ ‖A(g)(p)−v‖
≤ 2C + ‖A(gh)(p)−A(g)(p)‖ = 2C + ‖A(h)(p)−p‖.

En particular, si v 6= 0 entonces reemplazando v por λv en la desigualdad prece-
dente, y haciendo tender λ al infinito, concluimos que v es invariante por H.
(ii) Por el ı́tem (i), para todo h ∈ H la isometŕıa A(h) es una traslación, digamos
por un vector ch. Verifique que ch es invariante por Ψ(Γ). Concluya que el
subespacioH0 de los vectores Ψ(Γ) invariantes no se reduce al vector cero (observe
que la acción de H no puede ser trivial). Proyecte ortogonalmente sobre H0 y
su complemento ortogonal H⊥

0 para obtener representaciones isométricas A0 y
A⊥

0 con órbitas C-densas. Usando el hecho que la parte lineal de A0 es trivial
(es decir,que A0 es una representación por traslaciones) y que Γ es finitamente
generado, concluya que A⊥

0 tiene dimensión infinita. Obtenga una contradicción
notando que sobre H⊥

0 la acción af́ın de H es trivial, y que por lo tanto A⊥
0 induce

una acción af́ın del grupo cuociente Γ/H, cuyo grado de nilpotencia es menor al
de Γ.

Ejercicio 5.57. Dé ejemplos de acciones isométricas minimales sobre espacios
de Hilbert de dimensión infinita para grupos solubles finitamente generados.

3.3 Supra-rigidez para acciones sobre el ćırculo

Sean τ > 1/2 y Γ un subgrupo de Difeo1+τ
+ (S1). De acuerdo a la sección

2.3 de este caṕıtulo (vea la observación 5.32), si la restricción del cociclo de



Grupos de difeomorfismos del ćırculo 229

Liouville a Γ es cohomológicamente trivial, entonces Γ es topológicamente
conjugado a un subgrupo de PSL(2,R). Con la ayuda del lema de Delorme
estudiaremos el caso en que dicho cociclo es casi cohomológicamente trivial.
El lema a continuación debiera ser comparado con el ı́tem (iii) del ejercicio
5.51.

Lema 5.58. Supongamos que el cociclo de Liouville restringido a Γ sea un
casi coborde no nulo cohomológicamente. Entonces existe una medida de
probabilidad sobre el ćırculo que es invariante por Γ.

Demostración. Por el lema de Delorme, si c es un casi coborde cohomoló-
gicamente no nulo, entonces Ψ casi posee vectores invariantes. Por lo tanto,
existe una sucesión (Kn) de vectores unitarios de L2,∆

R (S1×S1, Lv) tal que,
para todo g ∈ Γ, el valor de ‖Kn − Ψ(g)Kn‖ converge a cero cuando n
tiende a infinito. Definamos las medidas de probabilidad (µn) sobre S

1 por

µn(A) =

∫

S1

∫

A

K2
n(x, y)dLv.

Para toda función continua ϕ : S1 → R se tiene

∣∣µn(ϕ)− φ(g)(µn)(ϕ)
∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞

∫

S1

∫

S1

∣∣K2
n − (Ψ(g)Kn)

2
∣∣ dLv

≤ ‖ϕ‖L∞‖Kn +Ψ(g)Kn‖L2‖Kn −Ψ(g)Kn‖L2

≤ 2‖ϕ‖L∞‖Kn −Ψ(g)Kn‖L2 .

Se deduce entonces que |µn(ϕ)−φ(g)(µn)(ϕ)| tiende a cero cuando n tiende
al infinito. Luego, si µ es un punto de adherencia de (µn), entonces µ es
una medida de probabilidad sobre S1 invariante por Γ. ¤

Demostración del teorema 5.41. Para cada K∈H=L2,∆
R (S1 × S1, Lv)

de norma 1 denotemos por µK la medida de probabilidad sobre S1 obtenida
al proyectar sobre la primera coordenada. En términos más precisos,

µK(A) =

∫

S1

∫

A

K2(x, y)dLv.

Designemos por prob la aplicación prob(K) = µK definida sobre la esfera
unidad de H y a valores en el espacio de las medidas de probabilidad del
ćırculo absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue. Esta
aplicación prob es equivariante respecto a Γ, en el sentido que para todo
g ∈ Γ y toda función K ∈ L2,∆

R (S1 × S1, Lv) de norma 1,

prob(Ψ(g)K) = Φ(g)(prob(K)). (5.9)

Supongamos que Φ(Γ) no fije ninguna medida de probabilidad sobre S1 y
que Φ(Γ) no sea conjugado a un subgrupo de PSL(2,R). En tal caso, el lema



230 Andrés Navas

5.58 y el teorema de supra-rigidez cohomológica nos brindan una familia
{H1, . . . ,Hk} de subespacios Ψ(Γ)-invariantes de H = L2,∆

R (S1×S1, Lv),
además de cociclos ci : Γ → Hi, tales que al menos uno de entre ellos no es
idénticamente nulo, y tales que sobre cada Hi la representación isométrica
asociada a ci se extiende continuamente aG y se factoriza sobreGi. Fijemos
un ı́ndice i ∈ {1, . . . , k} tal que Hi sea no trivial. Afirmamos que la imagen
de la esfera unitaria de Hi por la aplicación prob consiste de al menos dos
medidas distintas. En efecto, si esta imagen fuese idénticamente igual a una
medida prob(K) entonces, debido a la propiedad de equivarianza (5.9) y al
hecho que Hi es un subespacio Ψ(Γ)-invariante, prob(K) seŕıa una medida
de probabilidad sobre el ćırculo invariante por Γ, contradiciendo nuestra
hipótesis. Fijemos una base ortonormal {K1,K2, . . .} de Hi y definamos

K =
∑

n≥0

|Kn|
2n

, K =
K

‖K‖ .

La medida µK es una “medida a soporte maximal” entre las medidas obteni-
das al proyectar funciones de Hi. Ella no posee átomos y es absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue. Si designamos por Λ al cierre
del soporte de µK , entonces Λ es un conjunto compacto sin puntos aislados.
Además, dado que Hi es Ψ(Γ)-invariante, Λ es invariante por Γ, y puesto
que Φ(Γ) no fija ninguna medida de probabilidad del ćırculo, Λ no se reduce
a una unión finita y disjunta de subintervalos cerrados de S1.

Si Λ no es todo el ćırculo retiremos cada componente conexa de S1 \ Λ,
y luego identifiquemos sus extremidades. Mediante este procedimiento se
obtiene un ćırculo topológico S1

Λ, sobre el cual la acción original Φ induce
una acción por homeomorfismos ΦΛ. Señalemos sin embargo que las órbitas
de esta acción inducida no son necesariamente densas, pues Λ no coincide
necesariamente con el minimal excepcional de la acción original. Cuando
Λ sea todo el ćırculo hagamos S1

Λ = S1. Cualquiera sea el caso, S1
Λ hereda

una métrica natural, pues se le puede parametrizar utilizando la medida
µK .

Fijemos una función K ′ de la esfera unidad de Hi tal que la medida
µK′ sea distinta de µK , y designemos por ΓµK

(resp. ΓµK′ ) al grupo de
los homeomorfismos de S1

Λ que preservan la medida (inducida sobre S1
Λ

por) µK (resp. µK′). Notemos que ΓµK
es topológicamente conjugado al

grupo de las rotaciones. Si (gn) es una sucesión de elementos de Γ tal que
limn→+∞ pri(gn)= idGi

, entonces ‖Ψ(gn)K−K‖ converge a cero cuando n
tiende al infinito, y lo mismo ocurre para ‖Ψ(gn)K

′−K ′‖. Un argumento
análogo al de la prueba del lema 5.58 muestra que (Φ(gn))∗(µK) (resp.
(Φ(gn))∗(µK′)) tiende a µK (resp. µK′) cuando n tiende al infinito. A
partir de esto se deduce primeramente que la sucesión (ΦΛ(gn)) possee
puntos de adherencia en Homeo+(S

1
Λ), y luego se concluye que todos los

homeomorfismos ĺımite están contenidos en ΓµK
∩ ΓµK′ . Como µK′ es

distinta de µK y su soporte está contenido en el de µK , el grupo ΓµK
∩ΓµK′
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está estrictamente contenido en ΓK . Puesto que ΓµK
∩ ΓµK′ es cerrado

en Homeo+(S
1
Λ), y puesto que todo subgrupo no denso del grupo de las

rotaciones es finito, concluimos que ΓµK
∩ ΓµK′ debe necesariamente ser

finito.

Sea H el conjunto de los h ∈ Homeo+(S
1
Λ) tales que h=limn→+∞ ΦΛ(gn)

para alguna sucesión (gn) en Γ satisfaciendo limn→+∞ pri(gn)= idGi
. Por

definición, H es un subgrupo cerrado de Homeo+(S
1
Λ). Además, el argu-

mento del párrafo precedente prueba que H está contenido en ΓµK
∩ΓµK′ .

Se trata entonces de un grupo finito. Denotemos por d el orden de H y,
en el caso en que d > 1, fijemos un generador h de H. Observemos que
ρ(h) 6= 0 (donde ρ designa el número de rotación). Fijemos una sucesión
(gn) de Γ tal que limn→+∞ pri(gn) = idGi

y h = limn→+∞ ΦΛ(gn).

Probaremos ahora que H está contenido en el centralizador de ΦΛ(Γ)
en Homeo+(S

1
Λ). Para ello, notemos que para cada g ∈ Γ la sucesión de

transformaciones pri(g
−1gng) también tiende a idGi

cuando n tiende al
infinito. Por definición, la sucesión (ΦΛ(g

−1gng)) tiende a un elemento
de H, es decir a hj para algún j ∈ {1, . . . , d}. A partir de la igualdad
ρ(ΦΛ(g

−1gng)) = ρ(g−1gng) = ρ(gn) = ρ(ΦΛ(gn)) (válida para todo n∈N),
se concluye fácilmente que j=1, lo cual implica que ΦΛ(g) conmuta con h.
Como g∈Γ era un elemento arbitrario, el grupo H centraliza a ΦΛ(Γ).

Designemos por S1Λ/∼ al ćırculo topológico obtenido al identificar los
puntos de S1Λ que están sobre una misma órbita por H. El ćırculo S1

Λ es un
recubrimiento finito de grado d de S1

Λ/∼. Además, ΦΛ : Γ→Homeo+(S
1
Λ)

induce de manera natural otra representación Φ̃ : Γ→Homeo+
(
S1Λ/∼

)
tal

que, si (gn) es una sucesión de Γ tal que pri(gn) tiende hacia idGi
, entonces

Φ̃(gn) tiende a la identidad (en S1
Λ/∼). Luego, del lema 5.50 se concluye

que Φ̃ se extiende a una representación Φ̂ : G → Homeo+(S
1
Λ/∼) que se

factoriza sobre Gi. Esta representación Φ̂ es aquélla que extiende Φ modulo
una semiconjugación topológica y un recubrimiento finito, concluyendo aśı
la demostración del teorema 5.41. ¤

Recordemos ahora que los subgrupos finitos de Homeo+(S
1) son topológi-

camente conjugados a grupos de rotaciones, y por lo tanto a subgrupos de
PSL(2,R). Debido a esto, para demostrar el corolario del teorema B basta
probar que si Φ(Γ) preserva una medida de probabilidad sobre el ćırculo y
si H1(Γ0,R) = {0} para todo subgrupo normal y de ı́ndice finito Γ0 de Γ,
entonces Φ(Γ) es finito. Observe para ello que si la medida invariante no
posee átomos entonces Φ(Γ) es semiconjugado a un grupo de rotaciones.
En caso contrario, Φ(Γ) posse una órbita finita. Puesto que Γ y Γ0 son
finitamente generados, esto implica que Φ(Γ) es finito. En el caso de una
órbita finita esto se deduce del teorema de estabilidad de Thurston, mien-
tras que en el caso de una semiconjugación a un grupo de rotaciones esto
es relativamente evidente. La demostración del corolario 5.42 queda aśı
concluida.
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Demostración del teorema 4.43. Siendo G un grupo de Lie conexo, su
acción Φ̂ sobre el ćırculo S1Λ/∼ transita por homomorfismos sobre (R,+),

Aff+(R), SO(2,R), P̃SL(2,R) o PSLk(2,R) para algún k≥1 (vea la sección
4 del primer caṕıtulo). Supongamos en lo que sigue que Φ(Γ) no sea finito,
lo que de acuerdo a la prueba del corolario 5.42 equivale a que Φ(Γ) no
preserva ninguna medida de probabilidad sobre S1.

Consideremos primeramente el caso de la hipótesis (i). El ćırculo S1
Λ

se identifica entonces al ćırculo original S1. Del hecho que el núcleo de
Φ sea finito se concluye la existencia de sucesiones (gn) en Γ tales que
pri(gn) converge a idGi

y los Φ̂(gn) son dos a dos distintos. Esto implica
que el grupo de Lie Φ̂(Gi) es no discreto. Dada la clasificación recordada
precedentemente, la componente conexa de la identidad de dicho grupo
Φ̂(Gi)0 corresponde ya sea a SO(2,R), a un subgrupo de un producto de

grupos de traslaciones, de grupos afines y de grupos conjugados a P̃SL(2,R)
actuando sobre intervalos abiertos dos a dos disjuntos, o bien a PSLk(2,R)
para algún k ≥ 1. El primer caso no puede producirse, pues φ(Γ) no fija
ninguna medida de probabilidad sobre S1. El segundo caso tampoco puede
producirse, ya que las órbitas por Φ(Γ) son densas y Φ̂(Gi)0 es normal en
Φ̂(Gi) (el conjunto de los intervalos fijos por Φ̂(Gi)0 debe ser preservado
por Γ). El grupo Φ̂(Gi)0 es por lo tanto conjugado a PSLk(2,R) para algún
k≥1, y como PSLk(2,R) es normal en el grupo de los homeomorfismos del
ćırculo, lo mismo vale para Φ̂(Gi).

Supongamos válida ahora la hipótesis (ii), según la cual Φ toma valores
en Difeow+(S

1). Ya hemos observado que las órbitas de la acción de Γ sobre

S1Λ no son necesariamente densas. Sea Λ̇ el conjunto cerrado no vaćıo
invariante y minimal de esta última acción, y sea Φ̇ : Γ → Homeo(S1

Λ̇
)

la acción inducida sobre el ćırculo topológico S1
Λ̇
obtenido al colapsar las

componentes conexas de S1
Λ \ Λ̇. Las órbitas por Φ̇ son densas. Para

poder aplicar los argumentos de la primera parte de la demostración, basta
probar que el núcleo de Φ̇ es finito. Pero esto es evidente, dado que los
difeomorfismos de Φ(Γ) son real-anaĺıticos, por lo que sus puntos fijos son
aislados (el núcleo de la restricción de Φ̇ a Γ coincide por lo tanto con el
núcleo de Φ).

Finalmente, asumamos la hipótesis (iii) según la cual Γ satisface el teo-
rema de los subgrupos normales de Margulis. Nuevamente, debemos probar
que el núcleo de Φ̇ es finito. Ahora bien, si éste no fuese el caso, entonces
dicho núcleo seŕıa de ı́ndice finito en Γ. Esto implicaŕıa que las órbitas de
los puntos de Λ̇ son finitas, lo cual es absurdo, pues todas las órbitas por
Φ̇ son densas. La demostración del teorema 5.43 queda aśı concluida. ¤



Apéndice

Algunos conceptos algebraicos básicos

Sean Γ1 y Γ2 dos subgrupos de un grupo Γ. Denotamos [Γ1,Γ2] al grupo
generado por los elementos de la forma [f, g] = f−1g−1fg, con f ∈ Γ1 y
g ∈ Γ2. El grupo Γ′ = [Γ,Γ] es llamado el grupo de los conmutadores (o
grupo derivado) de Γ.

Decimos que Γ es abeliano si [Γ,Γ] = {id}, metabeliano si [Γ,Γ] es
abeliano, y perfecto si [Γ,Γ] = Γ. Un subgrupo Γ0 de Γ es normal si
para todo h ∈ Γ0 y todo g ∈ Γ se tiene ghg−1 ∈ Γ0. El grupo Γ es simple
si sus únicos subgrupos normales son {id} y Γ. Observe que el subgrupo
[Γ,Γ] es normal en Γ, por lo que si Γ es simple entonces Γ es abeliano o
perfecto. El centro de Γ es el subgrupo de los g ∈ Γ que conmutan con
todos los elementos de Γ.

Para un grupo Γ cualquiera definimos por inducción los grupos

Γnil
0 = Γ, Γsol

0 = Γ,

Γnil
i+1 = [Γ,Γnil

i ], Γsol
i+1 = [Γsol

i ,Γsol
i ].

El grupo Γ es soluble (resp. nilpotente) si existe n∈N tal que Γsol
n = {id}

(resp. Γnil
n = {id}). El mı́nimo entero n para el cual esto es válido es

el grado, orden o longitud de solubilidad (resp. grado, orden o longitud
de nilpotencia) del grupo Γ. De las definiciones se deduce fácilmente que
todo grupo nilpotente es soluble. Un grupo es virtualmente soluble (resp.
virtualmente nilpotente) si contiene un subgrupo soluble (resp. nilpotente)
de ı́ndice finito.

Observe que cada subgrupo Γsol
i+1 es normal en Γsol

i y cada cuociente
Γsol
i /Γsol

i+1 es abeliano. En general, una serie {id}=Γn⊂Γn−1⊂ . . .⊂Γ0=Γ
de subgrupos de Γ es central si cada Γi+1 es normal en Γi y Γi/Γi+1 es
abeliano. Un grupo es soluble si y sólo si admite una serie central.

Sea P una propiedad atribuible a un grupo. Por ejemplo, P puede ser
la propiedad de solubilidad, nilpotencia, finitud, etc. Se dice que un grupo
Γ posee residualmente la propiedad P si para todo elemento g ∈ Γ existe
un grupo Γg que verifica P y un homomorfismo de Γ en Γg de manera que
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la imagen de g no sea el elemento neutro de Γg. De esta manera quedan
definidas las nociones de grupo residualmente soluble, residualmente nilpo-
tente, residualmente finito, etc.

Ejercicio 5.59. Pruebe que el centro de todo grupo no trivial y nilpotente es
no trivial. Pruebe que cada uno de los grupos Γsol

i (Γ) y Γnil
i (Γ) es normal en

Γ. Concluya que todo grupo soluble contiene al menos un subgrupo abeliano
normal.

Medidas invariantes y promediabilidad

Un teorema básico en teoŕıa ergódica, debido a Bogolioubov y Krylov,
estipula que para todo homeomorfismo de un espacio métrico compacto
existe (al menos) una medida de probabilidad invariante. Este resultado
deja de ser válido para el caso general de acciones de grupos, como lo
muestra el importante ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.60. La acción natural del grupo

SL(n,R) = {M ∈ M(n× n,R) : det(M) = 1}

sobre el espacio proyectivo RPn−1 no admite medida invariante (n ≥ 2). Para de-
mostrar esta afirmación consideramos una sucesión (gk) de elementos de SL(n,R)
que escapa de todo compacto. Cada gk puede ser representado por una matriz
Mk tal que ‖Mk‖ = 1, donde ‖·‖ es una norma completa en el espacio de matrices
n × n. Pasando a una subsucesión podemos suponer que Mk converge a cierta
matriz M , la cual será necesariamente no invertible (pues en caso contrario (gk)
no escapaŕıa de los compactos). Sea E la imagen de Rn−1 por la aplicación lineal
correspondiente a M .

Supongamos que µ sea una medida de probabilidad sobre RPn−1 invariante
por SL(n,R). Dejamos al lector verificar, a partir de las igualdades Mk(µ) = µ,
que M(µ) = µ. Esto último implica que el soporte de µ está contenido en E
(identificamos un espacio vectorial a su imagen en RPn−1).

Sea h ∈ SL(n,R) tal que dim(E ∩ h(E)) < dim(E). De la igualdad h(µ) = µ
se concluye que sop(µ) ⊂ E ∩ h(E). Procediendo inductivamente concluimos que
µ es una medida cuyo soporte es un espacio vectorial de dimensión uno (i.e.,
un punto en RPn−1), lo cual es absurdo pues la acción de SL(n,R) en RPn−1 es
transitiva.

La importancia de la existencia de medidas invariantes para acciones de
grupos amerita la siguiente definición.

Definición 5.61. Un grupo Γ es promediable si toda acción de Γ por
homeomorfismos de un espacio métrico compacto admite una medida de
probabilidad invariante.

Existen muchas caracterizaciones de los grupos promediables. Nosotros
nos concentraremos en el caso de grupos finitamente generados. Recorde-
mos en primer lugar la estrategia de la prueba del teorema de Bogolioubov
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y Krylov. Dado un homeomorfismo g : M → M definido en un espacio
métrico compacto M, fijamos una medida de probabilidad µ sobre M y
consideramos la sucesión de medidas (νn) dada por

νn =
1

n

[
µ+ g(µ) + g2(µ) + . . .+ gn−1(µ)

]
.

Puesto que el espacio de medidas de probabilidad sobre M es compacto
para la topoloǵıa débil estrella, existe una subsucesión (νnk

) de (νn) que
converge débilmente a una medida de probabilidad ν. Vemos entonces que
ν es una medida invariante, pues para todo k tenemos

g(νnk
) = νnk

+
1

nk
[gnk(µ)− µ] ,

lo cual implica que

g(ν)=g
(
lim
k→∞

νnk

)
= lim

k→∞
g(νnk )= lim

k→∞
νnk + lim

k→∞
1

nk

[
gnk (µ)−µ

]
= lim

k→∞
νnk=ν.

(5.10)

Tratemos ahora de repetir este argumento para un grupo Γ generado
por una familia simétrica y finita de elementos G={g1, . . . , gm} (recuerde
que el vocablo simétrica significa que si g∈G entonces g−1∈G). Para cada
g ∈ Γ definimos la longitud de g como el número mı́nimo de elementos (no
necesariamente distintos) de G que son necesarios para representar g. En
términos más precisos,

long(g) = min{n ∈ N : g = gingin−1
· · · gi1 , gij ∈ G}.

Llamamos bola de radio n (respecto a G) al conjunto BG(n) de los elementos
de Γ de longitud menor o igual a n, y denotamos por LG(n) su cardinalidad.

Supongamos ahora que tenemos una acción de Γ sobre un espacio com-
pacto M y fijemos una medida de probabilidad µ sobre M. Para cada n ∈ N
consideramos la medida

νn =
1

LG(n− 1)

∑

g∈BG(n−1)

g(µ).

Pasando a una subsucesión tenemos que lim νnk
= ν para cierta medida de

probabilidad ν. El problema que se presenta es que ν no es necesariamente
una medida invariante. En efecto, si tratásemos de repetir el argumento
de la igualdad (5.10) entonces debeŕıamos estimar una expresión del tipo

1

LG(nk)

∑

long(g) = nk,
gi ∈ G

gig(µ).
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Sin embargo, esta expresión no necesariamente converge a cero, pues puede
ocurrir que la cantidad de elementos en el conjunto BG(nk) \ BG(nk − 1)
sea grande respecto a LG(nk). Las siguientes definiciones resultan entonces
naturales.

Definición 5.62. Dado un subconjunto A ⊂ Γ, definimos el borde geomé-
trico de A como el conjunto

∂A =
⋃

g∈G

(
A∆g(A)

)
,

donde ∆ denota la diferencia simétrica de los conjuntos respectivos.

Definición 5.63. Una sucesión de Følner para Γ es una sucesión (An) de
subconjuntos finitos de Γ tales que

lim
n→∞

card(∂An)

card(An)
= 0.

Utilizando el argumento de Bogolioubov y Krylov, no es dif́ıcil verificar
que si Γ admite una sucesión de Følner entonces toda acción de Γ por
homeomorfismos de un espacio compacto admite una medida invariante.
El panorama completo queda aclarado entonces por el siguiente teorema
debido a Følner.

Teorema 5.64. Un grupo finitamente generado es promediable si y sólo si
admite una sucesión de Følner.

Es importante remarcar que esta caracterización es independiente del
sistema de generadores. En efecto, no es dif́ıcil verificar que el cuociente
de las funciones longitud de un elemento g ∈ Γ con respecto a dos sis-
temas finitos de generadores está acotado por una constante que depende
de ambos sistemas y es independiente de g. Por lo tanto una sucesión de
Følner respecto a un sistema origina una sucesión de Følner respecto al
otro sistema.

Ejercicio 5.65. Pruebe que si un grupo discreto posee un subgrupo libre a dos
generadores entonces dicho grupo no es promediable.

Ejercicio 5.66. Pruebe que todo grupo abeliano es promediable.

Ejercicio 5.67. Pruebe que la propiedad de promediabilidad es estable por
operaciones elementales, es decir:

(i) todo subgrupo de un grupo promediable es promediable,

(ii) toda extensión finita de un grupo promediable es promediable,

(iii) el cuociente de un grupo promediable es promediable,

(iv) el producto semidirecto de dos grupos promediables es promediable.

Concluya que todo grupo virtualmente soluble es promediable. Si tiene pro-
blemas para probar estas afirmaciones, vea el caṕıtulo 3 de [214].
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Ejercicio 5.68. Un grupo finitamente generado Γ es de crecimiento polinomial
si existe un polinomio real Q tal que LG(n) ≤ Q(n) para todo n ∈ N. Pruebe
que todo grupo de crecimiento polinomial es promediable.
Observación. Un célebre teorema de Gromov estipula que un grupo finitamente
generado es de crecimiento polinomial si y solamente si dicho grupo es virtual-
mente nilpotente (vea [87]). Señalemos que la implicación “sencilla” de este teo-
rema (i.e., el hecho que el crecimiento de los grupos nilpotentes es polinomial)
es debida a Bass y Guivarch.

Ejercicio 5.69. Un grupo Γ es de crecimiento subexponencial si para todo C > 0
se tiene

lim inf
n→∞

LG(n)

exp(Cn)
= 0.

Generalizando el ejercicio anterior, pruebe que todo grupo finitamente generado
y de crecimiento subexponencial es promediable.
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[47] P. Chérix, M. Cowling, P. Jolissaint, P. Julg & A. Valette, Groups with
the Haagerup property. Gromov’s a-T-menability, Progress in Mathematics
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[70] F. Gëhring & G. Martin, Discrete quasiconformal groups I, Proc. London
Math. Soc. 51, 331-358 (1987).

[71] K. Gelfert & M. Rams, Geometry of limit sets for expansive Markov systems,
Prepublicación (2007).
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l’École Normale Supérieure 35, 749-758 (2002).

[150] A. Navas, Groupes de Neretin et propriété (T) de Kazhdan, C. R. Acad.
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Sci. Paris Sér. I Math. 6, 475-478 (1999).

[177] A. Reznikov, Analytic topology of groups, actions, strings and varietes,
Chapter 2: A theory of groups acting in the circle, Prepublicación (1999).

[178] J. Rosenblatt, Invariant measures and growth conditions, Trans. of the AMS
197, 33-53 (1974).

[179] R. Sacksteder, Foliations and pseudogroups, Amer. Journal of Math. 87,
79-102 (1965).

[180] R. Sacksteder, On the existence of exceptional leaves in foliations of co-
dimension one, Annales de l’Institut Fourier (Grenoble) 14, 221-225 (1964).

[181] W. Schachermayer, Addendum: Une modification standard de la
démonstration non standard de Reeb et Schweitzer “Un théorème de
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