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Abstract. Group actions on the circle is a broad and active area in
mathematics having many relations with geometry, topology, 1-dimensional
dynamics, geometric group theory, and rigidity theory. This book covers
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Introduccion

La teorfa clésica de los sistemas dindmicos comprende el estudio cuali-
tativo y cuantitativo de las érbitas de una aplicacién o de un campo de
vectores. En el caso en que la aplicacién considerada es invertible, o que el
campo en cuestion es regular, lo anterior puede ser interpretado como una
accién del grupo (Z,+) o de (R, +) respectivamente. Desde este punto de
vista, la dindmica cldsica puede ser pensada como una rama particular de
la teorfa general de acciones de grupos.

Desde un punto de vista mds algebraico, el estudio de grupos de difeo-
morfismos puede ser entendido como una extensién al caso “no lineal” de
la teorfa de representaciones. A través de este estudio se procura entender
la estructura interna de un grupo mediante sus acciones sobre variedades
diferenciables. Aparecen entonces nuevas nociones algebraicas, y diversos
aspectos topoldgicos y/o analiticos del espacio en consideracién cobran re-
levancia. Esta visién de la teorifa ha sido muy fructifera en los iltimos anos,
ya que gracias a ella se ha podido establecer (de manera a veces sorpren-
dente) diversos resultados de naturaleza puramente algebraica mediante
métodos esencialemente dindamicos.

Sin duda alguna resulta ambicioso (y tal vez imposible) considerar di-
rectamente la teoria general de acciones de grupos. Es natural entonces
restringir el campo de estudio, ya sea limitando la clase de grupos que in-
tervienen o bien el tipo de espacios sobre los que ellos actian. En estas
notas seguiremos el segundo camino, y nos concentraremos en el estudio
de las acciones de grupos sobre la mas simple de las variedades compactas:
el circulo. Veremos que, a pesar de la aparente simplicidad del problema,
éste resulta sorprendentemente interesante y complejo.

En la literatura existe ya un completo y elegante tratado sobre la teoria
de acciones por homeomorfismos del circulo debido a Ghys [72]. Es por
esta razén que hemos orientado estas notas principalmente a la teoria de
acciones por difeomorfismos, la cual es sensiblemente diferente en diver-
sos aspectos. Sin embargo, atn dentro del contexto de los difeomorfis-
mos, este texto resulta incompleto. Nos hubiese gustado incluir al menos
una pequena seccién introductoria a la “teoria de los pequenos denomi-
nadores”, expandirnos en torno al teorema de Sacksteder introduciéndonos
en la “teoria de niveles”, desarrollar en parte la teoria cohomolégica de los
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grupos de difeomorfismos del circulo estudiando el cociclo de Bott-Virasoro-
Thurston (o clase de Godbillon-Vey), y por sobre todo haber anadido dos
capitulos centrados respectivamente en los grupos de difeomorfismos real-
analiticos y en las representaciones de grupos fundamentales y modulares
de superficies. Las inexorables restricciones de tiempo y espacio nos impi-
dieron continuar nuestro trabajo en tales direcciones...

Este texto comienza con una breve seccién en la que fijamos las nota-
ciones y damos las definiciones de los conceptos bésicos a utilizar. Ciertos
conceptos més elaborados, como por ejemplo el de promediabilidad, son
tratados en el apéndice.

En el capitulo 1 estudiamos algunos ejemplos de grupos sencillos que
actian sobre el circulo. Luego de detenernos en el estudio del grupo de
rotaciones, del grupo afin y el de Mobius, tratamos el caso general de los
grupos de Lie, para finalizar centrandonos en los grupos de Thompson.

En el capitulo 2 estudiamos algunos resultados fundamentales de la
dindmica de grupos de homeomorfismos. En la primera parte del capitulo
analizamos ciertos aspectos combinatorios que aparecen de manera natural
en este estudio. Comenzamos haciendo un recuento de los resultados més
relevantes de la teorfa de Poincaré para acciones de (Z, +). Posteriormente,
estudiamos la relacién entre el nimero de rotaciéon y las medidas invari-
antes, para luego tratar el caso de las acciones efectivas y libres por home-
omorfismos del circulo y de la recta. Como una aplicacién de lo anterior
daremos una demostracion puramente dindmica de un resultado reciente
de Witte, el cual establece la indicabilidad local de los grupos promediables
y ordenables. Debemos senalar que un tépico que no trataremos en estas
notas, pese a estar muy relacionado con los temas precedentes, es el de la
clase de Euler, tanto en cohomologia usual como en cohomologia acotada.
Las razones para no haber incluido este tépico son, en primer lugar, el
que se encuentra excelentemente desarrollado en [72], y en segundo lugar
el hecho que, si bien juega un rol esencial en la caracterizaciéon de acciones
por homeomorfismos del circulo, su importancia en la teoria diferenciable
es bastante menor. En la segunda parte del capitulo 2 abordamos esen-
cialmente un resultado debido a Margulis, el cual establece una versién
débil de la alternativa de Tits para grupos de homeomorfismos del circulo.
Para este resultado no daremos la prueba original de Margulis, sino que
desarrollaremos la demostracién alternativa propuesta por Ghys, la cual
se presta para una reinterpetacién probabilistica dentro del contexto de la
teorfa de caminatas aleatorias sobre grupos.

En el capitulo 3 hemos reunido una serie de teoremas de indole dindmico
para los cuales una cierta hipétesis de diferenciabilidad (en general C?) es
esencial. Comenzamos con el mds importante de ellos, a saber, el teorema
de Denjoy. Estudiamos luego otros resultados relacionados, como lo son los
teoremas de Sacksteder y de Duminy. Luego de discutir algunos problemas
abiertos importantes para la teoria, finalizaremos tratando el problema de
la diferenciabilidad de la conjugacién entre grupos de difeomorfismos (para
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casos muy particulares). Hubiese sido natural estudiar también en este
capitulo algunas propiedades especificas a clases de diferenciabilidad supe-
riores a C2. Sin embargo, no nos extenderemos en torno a esta promisoria
vertiente de investigacion, ya que hasta hoy no se vislumbra ninguna forma
sisteméatica para abordar el asunto (vea sin embargo [32, 43, 202]).

Los capitulos 4 y 5 corresponden a una tentativa de descripcion de los
grupos de difeomorfismos de variedades unidimensionales sobre la base de
informaciones algebraicas relevantes. Comenzamos analizando el caso de
los grupos abelianos y nilpotentes valiéndonos en parte del famoso “lema
de Kopell”. Estudiamos después los grupos solubles de difeomorfismos, y
explicamos las dificultades que se presentan al momento de tratar el caso
de los grupos promediables. Finalmente, nos concentramos en torno a las
acciones de grupos que satisfacen propiedades cohomoldgicas especiales.
Después de revisar el ya cldsico teorema de estabilidad de Thurston, es-
tudiamos los teoremas de rigidez para las acciones de grupos de Kazhdan
y de supra-rigidez para las acciones de redes de rango superior. Estos
dltimos pueden ser pensados como una culminacién natural (aunque tal
vez no definitiva) de una serie de resultados de obstrucciones para acciones
unidimensionales de redes de grupos de Lie simples y semisimples de rango
superior.

Nos hemos esforzado en hacer estas notas lo més autocontenidas posi-
ble. Si bien muchos de los resultados presentados son bastante recientes,
las técnicas empleadas son en general elementales y no requieren mayores
conocimiento previos. Hemos anadido también una serie de ejercicios com-
plementarios con el objetivo de ampliar el panorama de cada uno de los
resultados y de indicar algunas referencias relevantes. Advertimos sin em-
bargo al lector que estos “ejercicios” pueden variar abruptamente en nivel
de dificultad. De hecho, los (mini-)resultados a veces alli expuestos en
muchas ocasiones no figuran en la literatura. Este también es el caso de
tres secciones completas del texto, a saber las secciones 4, 5.1 y 6.2. La
primera de ellas merece especial atencién, pues contiene la demostracién
original de un teorema probado por Duminy (hace ya casi 30 aflos) sobre
la existencia de infinitos fines para hojas semi-excepcionales de foliaciones
de codimensién 1 y transversalmente de clase C2. La necesidad de pu-
blicar la extraordinaria prueba de Duminy de este notable resultado (para
el cual una referencia alternativa es [40]) fue una de las motivaciones para
la confeccion de este texto.

La version original de estas notas fue escrita para ser presentada, en
forma de un minicurso, en el 2° Workshop de Sistemas Dindmicos de la
Universidad Catélica del Norte en Agosto del 2001. El texto que aqui se
presenta corresponde a una version ligeramente remozada de una segunda
edicién preparada para ser presentada —también en la forma de minicursos—
durante el verano del 2006 en el Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada IMPA, y en Diciembre del 2006 en el Instituto de Matemdticas
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y Ciencias Afines IMCA. Queda consignado el reconocimiento del autor
a estas instituciones por sus respectivas invitaciones, asi como al PBCT
y a CONICYT por su respaldo mediante el Proyecto “Anillo en Sistemas
Dindmicos de Baja Dimensién”. Sin embargo, a nivel institucional se debe
destacar por sobre todo el apoyo del laboratorio UMPA de la Ecole Normale
Supérieure de Lyon, donde comenzé a gestarse el proyecto de escribir estas
notas, asi como del Institut des Hautes Etudes Scientifiques, donde este
texto comenzo6 a tomar su forma definitiva.

Este trabajo se ha visto enormemente enriquecido gracias a la discusién
con muchos colegas. Diversas observaciones a lo largo del texto, asi como el
contenido de algunos ejemplos y ejercicios, han resultado de (algunas veces
breves pero siempre) fructiferas conversaciones, y resulta grato para el autor
constatar aqui su agradecimiento para con Carlos Moreira (ejercicio 3.4),
Juan Rivera-Letelier (ejemplo 3.65), Albert Fathi (ejercicio 5.55), Jean-
Christophe Yoccoz (ejercicios 1.16 y 5.35), Sylvain Crovisier (proposicién
4.64), Tsachik Gelander (ejercicio 5.56), Victor Kleptsyn (ejercicio 3.68),
Adolfo Guillot (observacién 3.40), Takashi Tsuboi (ejercicio 3.82), y Dave
Witte (proposicién 5.31). Pero por sobre todos, los agradecimientos son
para Etienne Ghys por su constante motivacién a trabajar en el tema de
los grupos de difeomorfismos del circulo a través de numerosas y apasio-
nantes explicaciones de sus posibles ramificaciones y de sus relaciones con
diversas areas de la matemdtica. Como el lector constatard a lo largo de
la lectura, Ghys es uno de los principales inspiradores de muchos de los
desenvolvimientos de la teoria que pasamos a revisar.



Notaciones y Definiciones

El circulo serd siempre denotado por S!. Sobre él consideraremos la
orientacién en contra de los punteros del reloj. Designaremos por |a, b al
intervalo abierto desde a hasta b segin esta orientacién. Notemos que si b
pertenece a |a, [ entonces ¢ €]b,a y a €le,bl. A veces denotaremos estas
relaciones simplemente por @ < b < ¢ < a. De manera andloga se definen
los intervalos [a, b], [a,b] y ]a, b]. distancia entre a y b es la mds pequena de
las longitudes de los intervalos ]a, b[ y b, a[. Denotaremos esta distancia por
dist(a,b) o |a — b|, segin sea conveniente. De manera andloga, la longitud
de un intervalo I (ya sea del circulo o de la recta R) serd designada por
|7]. La medida de Lebesgue de un boreliano A de St o de R serd denotada
simplemente por Leb(A).

A lo largo de estas notas, y salvo mencién explicita de lo contrario,
s6lo consideraremos homeomorfismos y difeomorfismos directos, es decir,
que preservan orientacién. Denotaremos por Homeo, (S!) al grupo de los
homeomorfismos del circulo. Para k € NU{oo}, el grupo de los difeomorfis-
mos de clase C* del circulo ser denotado por Difeoi(Sl). Consideraremos
también el grupo Difeoi‘” (S?) de los difeomorfismos del circulo que poseen
una derivada Holder continua de exponente 7. Para 0 < 7 < 1, la 7-norma
de Holder de la derivada de f € Difeol++T(Sl) serd denotada por |f’|;, es

decir,
Pl sup LB =G
z#y ‘.f - le

El grupo de los difeomorfismos del circulo de derivada lipschitziana serd
denotado Difeo’"""(S'). Por su parte, Difeo’ (S') designard al subgrupo
de Difeo$’(S!) formado por los difeomorfismos real-analiticos. Finalmente,
la notacién Difeo, (S!) serd utilizada en el caso en que el grado de diferen-
ciabilidad (que supondremos al menos C') se subentienda del contexto o
sea irrelevante.

En algunas situaciones pensaremos la recta real como siendo el recubri-
miento universal del circulo ya sea a través de la aplicacién = +— €'*, o
bien por la aplicacién = ~ 2@, dependiendo de si parametrizamos el
circulo por [0,27] o por [0,1]. Salvo mencién de lo contrario, conside-
raremos la primera de estas parametrizaciones. Por abuso de notacién,

11
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para cada homeomorfismo directo f del circulo, cominmente denotare-
mos también por f a cada uno de sus levantamientos a la recta. De
esta forma, f: R — R es una funcién continua estrictamente creciente
que para todo z € R verifica las igualdades f(xz + 27) = f(z) + 27 6
f(z+1) = f(z) + 1, segtin la parametrizacién escogida. Al grupo formado

por los levantamientos a la recta de homeomorfismos directos del circulo lo

—

denotaremos Homeo, (S'). La rotacién de dngulo 6 del circulo serd desig-
nada por Ry. Observe nuevamente que ¢ es un dngulo en [0,27] o en [0, 1],
dependiendo de la parametrizacién considerada.

En muchas ocasiones nos concentraremos directamente en los subgru-
pos de Homeoy (S') o de Difeoy(S'). Sin embargo, nos interesaremos
también en las representaciones de un grupo topoldgico I' en el grupo de
los homeomorfismos o difeomorfismos directos de S' (a las que, abusando
del lenguaje, llamaremos a veces acciones). De manera mds precisa, tra-
bajaremos con homomorfismos (continuos) ® de I' sobre Homeo, (S') o
Difeo (S!). Por simplicidad, a menudo identificaremos el elemento g € T
con la transformacién ®(g). Sin embargo, para evitar confusiones, de-
notaremos Id a la aplicacién identidad de S!, y denotaremos id al ele-
mento neutro de un grupo que actia, ya sea sobre el circulo u otro espacio.
Recordemos que, en general, una acciéon ¢ de un grupo I' sobre un espacio
M es efectiva si para todo g # id la aplicacién ®(g) no es la identidad en M.
La accién es libre si para todo g # id se tiene ®(g)(z) # x para todo z € M.
Recordemos finalmente que dos homeomorfismos f, g en Homeo (S') son
topoldgicamente conjugados si existe un homeomorfismo directo h de S* tal
que ho f =goh (en general, llamaremos conjugado de f por h al homeo-
morfismo hfh~'). Andlogamente, diremos que dos acciones ®; y ®o de
un grupo I' por homeomorfismos directos de S! son topoldgicamente congu-
gadas si existe h € Homeo, (S!) tal que h®(g) = ®2(g)h para todo g € T
(a menudo suprimiremos el simbolo de la composicién de aplicaciones). El
grupo libre (no abeliano) a n generadores serd designado por L,,. Para evi-
tar confusiones, denotaremos por T al toro unidimensional, enfatizando la
estructura de grupo subyacente en él. Esta estructura se identifica con la
del grupo (R méd 1,+), o con la del grupo de rotaciones SO(2, R).



Capitulo 1

Ejemplos de Grupos que
actuan sobre el Circulo

1 El grupo de rotaciones

El grupo SO(2,R) de las rotaciones de S* es el mas sencillo de los grupos
que actian transitivamente por homeomorfismos del circulo. Médulo con-
jugacion topolégica, puede ser caracterizado como el grupo de los homeo-
morfismos de S! que preservan una medida de probabilidad con propiedades
similares a las de la medida de Lebesgue. Diremos que una medida p es de
soporte total si la medida de todo conjunto abierto y no vacio es positiva.

Proposicién 1.1. Si T es un subgrupo de Homeo, (S') que preserva una
medida de probabilidad de soporte total y sin dtomos, entonces ' es topoldgi-
camente conjugado a un subgrupo de SO(2,R).

Demostracién. La medida p sobre S! dada por la hipétesis induce de
manera natural una medida o-finita i en R que verifica fi([z,z + 27]) =1
para todo 2 € R. Definamos ¢ : R — R por ¢(z) = 2mji([0,2]) si z > 0,
y por p(x) = —2mji([2,0]) si @ < 0. Sea g un elemento arbitrario de T
Fijemos un levantamiento a la recta g tal que g(0) > 0. Para y > 0 tenemos

2w ([0, o~ (W)]) = 2mfi([0, §(0)]) + 2w ([3(0), oo~ (v)])
27i([0, §(0)]) + 271 ([0, 0~ (1)),

ege (y)

por lo que
ede~ " (y) = 27 ([0, §(0)]) + v-
Un argumento andlogo prueba que esta ultima igualdad vale también para

y < 0. Luego, pjp~ ! es la traslacién de longitud 271'#1([0,,6(0)]). La
aplicacién ¢ es 27-periédica, por lo que induce un homeomorfismo de S!.

13
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Conjugado con este homeomorfismo, cada g € I" es la rotacién de angulo
2ri([0, 9(0)]) méd 2. O

Los grupos compactos verifican la hip6tesis de la proposicién anterior. En
efecto, si I' es un grupo compacto, podemos considerar sobre él la medida
de Haar dg. SiT actia sobre el circulo por homeomorfismos, definimos una
medida de probabilidad p sobre los borelianos de S* por

u(A) = /FLeb(gA) dg.

Esta medida p es invariante por I', no posee dtomos y es de soporte total.
Concluimos asi lo siguiente.

Proposicién 1.2. Todo subgrupo compacto de Homeo, (S') es conjugado
a un subgrupo de SO(2,R).

2 El grupo de traslaciones y el grupo afin

Si un grupo actia sobre el circulo fijando un punto entonces él actia de
manera obvia sobre la recta (identificando dicho punto fijo con el infinito).
Luego, para comprender las acciones de grupos sobre el circulo es necesario
comprender también las acciones sobre la recta.

Un grupo interesante de homeomorfismos de la recta es el grupo afin
Af{ (R). Al elemento g € Af(R) dado por g(z) = axz +b, a > 0, le aso-
ciamos la matriz

< g 11’ ) € GL,(2,R).

Via esta correspondencia, el grupo Afy(R) se identifica a un subgrupo de
GL4(2,R).

Recordemos que una medida de Radon es una medida no trivial definida
sobre los borelianos de un espacio topoldgico que es finita sobre los com-
pactos. Por ejemplo, la medida de Lebesgue es de Radon. Como esta
medida es preservada médulo un factor multiplicativo por los elementos de
Af, (R), tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 1.3. Sean v una medida de Radon sobre la recta y I un sub-
grupo de Homeoy (R). Decimos que v es quasi-invariante por I' si para
cada g € I existe un real positivo x(g) tal que ¢g*(v) = k(g) - v (es decir,
para todo boreliano A C R se cumple v(g(4)) = £(g) - v(A).)

Andlogamente a la proposicién 1.1, tenemos la siguiente caracterizacién
del grupo afin.

Proposicién 1.4. Sea I' un subgrupo de Homeo, (R). Si I' deja quasi-
invariante una medida de Radon de soporte total y sin dtomos, entonces I'
es conjugado a un subgrupo del grupo afin.
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Demostracién. Definamos ¢ : R — R por ¢(z) = v([0,2]) si 2 > 0, y por
¢(z) = —v([z,0]) si @ < 0. Es facil verificar que ¢ es un homeomorfismo.
Ademds, si g€’ y >0 son tales que g(z)>0 y g¢(0) >0, entonces

e(g(=)) = v([0,9(x)]) = r(g)v(lg~"(0),2])
= w(g)v([0,2]) + rlg)v(lg(0),0)) = K(g)e(x) — k(g)e (g (0)),

Por lo que
ege” (@) =r(g)z — K(9)p (97 (0)).
De hecho, no es dificil ver que esta igualdad se cumple de manera general
para todo z€R y todo g€T, lo cual concluye la demostracion. O
El grupo afin contiene al grupo de las traslaciones de la recta, y el argu-
mento de la demostracién de la proposicién 1.1 muestra lo siguiente.

Proposicién 1.5. Sea I' un subgrupo de Homeo(R). Si ' deja inva-
riante una medida de Radon de soporte total y sin dtomos, entonces I' es
topoldgicamente conjugado a un subgrupo del grupo de traslaciones.

Ejercicio 1.6. La derivada logaritmica de un difeomorfismo f: ICR—JCR
de clase C? es definida por DI(f)(z)=(log(f"))(z). Pruebe que DI(f) = 0 siy
s6lo si f es la restriccién de un elemento de Af (R). A partir de la igualdad

log((f © 9)")(x) = log(g) (=) + log(f')(9(=)), (L.1)

pruebe la siguiente relacién de cociclo

DI(f o g)(x) = Dl(g)(x) + ¢ (x) - DI(f)(g()).

3 El grupo PSL(2,R)

3.1 PSL(2,R) y las transformaciones de M&bius

Denotaremos por D al disco disco de Poincaré, es decir, al disco unitario
abierto dotado de la métrica hiperbdlica

du

W, donde wu € D.
El grupo de los difeomorfismos (no necesariamente directos) de D que
preservan esta métrica coincide con el grupo de los difeomorfismos con-
formes de D, y contiene al grupo de Mobius como subgrupo de indice 2.
Lo anterior significa que los tnicos difeomorfismos directos g : D — D
que preservan orientacién y verifican en todo punto u € D y todo vector
¢ € Ty(D) ~ R? la igualdad

D9l _ i<l
201 = g()l?) 201 = [ul?)’
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son aquéllos que en notacién compleja se escriben de la forma

g(z) =€’ - IZ 77(1 , donde 6 €0,2n], acC, |a|<1, zeD.
—az

El grupo de Mobius es denotado por M. Cada una de las aplicaciones de
este grupo induce un difeomorfismo real-analitico del circulo en si mismo.

Consideremos ahora la aplicacién p(z) = (z +i)/(1 + iz). Observe que
©(S') = RU {oo}; ademds, la imagen de D por ¢ es el semiplano superior
de R?, el cual dotado con la métrica inducida es conocido como plano
hiperbolico y denotado por H2. En notacién compleja, la accién de cada
elemento de M sobre H? es de la forma z ~ (a1z + a2)/(azz + a4) para
ciertos ay, as, as, as en R tales que ajay — asaz = 1. Por lo tanto, si ag =0
entonces obtenemos una transformacién afin, lo cual muestra que Af (R)
es un subgrupo de M.

Asociemos ahora a cada elemento z — (a1z + a2)/(asz + aq) de M la

matriz
( @ az ) € SL(2,R).
a4

as

Un cédlculo sencillo muestra que la matriz asociada a la composicién de
dos elementos de M es igual al producto de las matrices asociadas a estos
elementos. Por otra parte, dos matrices Mi, My de SL(2,R) definen el
mismo elemento de M si y sélo si ellas coinciden o bien M; = —M,. De
esta forma, el grupo de Mobius se identifica al grupo proyectivo PSL(2, R).

El grupo PSL(2,R) verifica una propiedad notable de transitividad y
rigidez: dados dos triples ciclicamente ordenados de puntos del circulo
(a,b,¢) y (a',b', ), existe un tnico elemento g € PSL(2,R) que envia a,
by cenad,b yc respectivamente (en particular, si ¢ fija tres puntos
entonces g = Id).

Los elementos de M ~ PSL(2, R) pueden ser clasificados segtin el niimero
de puntos fijos sobre S' € D. Observe que, para hallar dichos puntos fijos
en el modelo del semiplano superior, debemos resolver la ecuacién

a1z + az

=z. 1.2
asz + aq i ( )

Un analisis simple muestra que pueden darse tres casos:

(i) a1 + as] < 2. En este caso las soluciones de (1.2) son dos puntos conju-
gados (y distintos) del plano complejo. Luego, en el modelo de Poincaré,
la aplicacién ¢ no fija ningtin punto sobre el circulo. Dejamos al lector la
tarea de demostrar que g es conjugado a una rotacion.

(ii) |a1 + a4] = 2. En este caso las dos soluciones de (1.2) coinciden y se
hallan sobre la recta real. De esta forma, en el modelo de Poincaré, g fija
un unico punto sobre el circulo.

(ili) a1 + a4 > 2. En este caso existen dos soluciones distintas de (1.2)
sobre el eje real. Asi, la aplicacién fija dos puntos sobre el circulo, uno de
ellos atractor y el otro repulsor.
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La expresién |a; +a4| corresponde al valor absoluto de la traza de la
matriz respectiva (si bien la funcién M +— a;+a4 no estd bien definida en
PSL(2,R), su valor absoluto si lo estd). Las figuras 1, 2 y 3 a continuacién
ilustran los casos (i), (ii) y (iii) respectivamente. En el caso (i) decimos
que la aplicacién es eliptica, en (ii) decimos que ella es parabdlica siempre
que no sea la identidad, mientras que en (iii) decimos que es hiperbdlica.

<. b
(¥ o ) 4@%
a a
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Ejercicio 1.7. Pruebe que dos elementos hiperbélicos cualesquiera de PSL(2, R)
son topolégicamente conjugados. ;Vale lo mismo para las aplicaciones parabdlicas
y/o elipticas?

Si bien la dindmica de cada elemento del grupo PSL(2,R) es muy par-
ticular, la estructura completa de sus subgrupos no queda determinada
completamente por cada una de estas dindmicas. Mas precisamente, si
un subgrupo ' de Homeo, (S') es tal que cada uno de sus elementos es
topoldgicamente conjugado a un elemento de PSL(2,R), esto no implica
que I' sea conjugado a un subgrupo de PSL(2,R), incluso si las 6rbitas
de T son densas. Ejemplos de subgrupos que satisfacen estas curiosas
propiedades fueron dados por Kovacevié en [119]. No es muy dificil mejorar
la construcciéon de uno de ellos para obtener un ejemplo de un grupo de
difeomorfismos real-analiticos de S' que verifica las propiedades anterior-
mente mencionadas [144].

Ejercicio 1.8. Dado un difeomorfismo f: I C R — J C R de clase C?, su
derivada schwarziana es definida por

" 1

st =L 25

froo2\f
Verifique que la derivada schwarziana de un difeomorfismo entre abiertos de la
recta es nula si y sélo si dicho difeomorfismo es la restriccién de una transfor-
macién de Mobius. Pruebe la siguiente relacién de cociclo

5(f 0 g)(@) = S(9)() + (¢'())” - S(f)(9(2))- (1.3)
Ejercicio 1.9. Pruebe la siguientes férmulas para la derivada schwarziana de
difeomorfismos de clase C*:

6lim | d@9'y) 1 — 6 lim e (92 = 9()
SOW) =6 | o) - 9w (x—w} GLyayaxlg< vy )
(1.4)

1 d? 1
2 dg/sz(g):w(x/dg/dz) (19
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3.2 PSL(2,R) y la corriente geodésica de Liouville

Recordemos que cada geodésica del disco de Poincaré esta determinada
por sus puntos extremos en el circulo, los cuales son necesariamente dife-
rentes. De esta manera, el espacio de las geodésicas no orientadas del
plano hiperbélico se identifica al cuociente de S! x S' \ A por la relacién
de equivalencia que identifica a los puntos (s,t) y (¢, s), donde t # s. Una
corriente geodésica es una medida de Radon sobre dicho espacio de las
geodésicas, y puede ser pensada como una medida L definida sobre los
borelianos de S' x S' disjuntos de la diagonal A, que es finita sobre los
compactos de S! x S'\ A, y que verifica la condicién de simetria

L([a,b] x [¢,d]) = L([c, d] x [a,b]), a<b<c<d<a. (1.6)

Proposicién 1.10. La accidon diagonal de PSL(2,R) sobre S' x S'\ A
preserva la corriente geodésica

ds dt
Lv = —— ey
dsen® (551)
Demostraciéon. Recordemos en primer lugar que la razén cruzada de
cuatro puntos e'?, e, %, '@ en S! estd definida por

(e7 — ¢i) (et — eid)

ia b ic id] _
[, €™, %, "] = (eia — eid)(eic — eib)’

,ele
Un célculo simple muestra que la razén cruzada es invariante por transfor-
maciones de Mobius. Reciprocamente, si un homeomorfismo de S! preserva
la razén cruzada entonces pertenece al grupo de Mdbius. Notemos ahora
que, para a < b < ¢ < d < a, la medida Lv([a, b] x [c,d]) es igual a

s=b

Il
—
=}
o
/N
2]
@
=]
~
= |
| o]
ol la

Puesto que (r’y)| =l 5 y‘7 obtenemos finalmente

Lv([a,b] x [e, d]) = log (|[em,eib,e“,eid]|> = log ([em,eib,eic,eid]),

donde la tltima igualdad se justifica por el hecho que la razén cruzada de
cuatro puntos ciclicamente ordenados sobre el circulo es un nimero real
positivo. Como PSL(2,R) acttia sobre S! preservando la razén cruzada, la
medida Lv es preservada. O
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La medida Lv, llamada medida de Liouville, satisface la igualdad

e~ Lolablxled) 4 o~Lo(belx[da)) _ (L.7)

para todo a < b < ¢ < d < a. En efecto,
o Lollabixled) | - o xldal) _ 1 L

+ [cia, e cic, id] + [ei?, eie, et gia]

_ (eia _ ezd)(eib _ eic) (eib _ eia)(ezc _ ezd)

T (ein — ) (e —eid) | (e —eid)(eie — i)

(eia _ eid)(eib _ eic) _ (ezb _ em)(eic _ eid)
(euz — em)(etb — e‘ld)

=1

Veremos a continuacién que, en cierto sentido, la propiedad (1.7) caracte-
riza a la medida de Liouville.

Para una corriente geodésica cualquiera L denotaremos por I'f, al grupo
de los homeomorfismos del circulo que preservan L. Por ejemplo, es ficil
verificar que I'r,,, = PSL(2,R). En general, el grupo I'y, es muy pequeiio, la
mayoria de las veces trivial. Sin embargo, existe una condicién que asegura
que dicho grupo sea topolégicamente conjugado a PSL(2,R). El siguiente
resultado podria ser considerado como un andlogo para el grupo de Mobius
de las proposiciones 1.1, 1.4 6 1.5. Vea [14] para su demostracién, asi{ como
el ejercicio 1.16 para una versién alternativa.

Proposicién 1.11. Si L es una corriente geodésica verificando la propiedad
(1.7), entonces I', es conjugado a PSL(2,R) por un homeomorfismo que
transforma la corriente geodésica L en la corriente de Liouville.

Ejercicio 1.12. Utilizando la invariancia de la corriente de Liouville para trans-
formaciones de Mobius, pruebe que si f: I — R es un difeomorfismo local de
clase C' cuya derivada satisface

(f(2) — F)?
(x—y)?

para todo = # y en I, entonces f es de la forma = — (axz 4 b)/(cx + d) para
ciertos reales a, b, ¢, d (compare con (1.4)).

F@)f ) =

3.3 PSL(2,R) y la propiedad de convergencia

Sea I' un subgrupo de Homeo (S!). Diremos que una sucesién (g,) de
elementos en I' posee la propiedad de convergencia si contiene una sub-
sucesion (g, ) de (gn) que satisface una de las afirmaciones siguientes:

(i) existen a,b en S' (no necesariamente diferentes) tales que g,, converge

a b puntualmente en S' — {a} y _qgkl converge puntualmente al punto a en

S'\ {b};



20 Andrés Navas

(ii) existe g € Homeo (S?) tal que g,, converge a gy g;kl converge a g~

puntualmente en todo el circulo.

1

Diremos que I' posee la propiedad de convergencia si toda sucesion en I'
posee dicha propiedad.

Observe que la propiedad de convergencia es invariante por conjugaciéon
topoldgica. Por otra parte, se comprueba facilmente que todo subgrupo
de PSL(2,R) posee la propiedad de convergencia (vea los ejercicios 1.15 y
1.16). Reciprocamente, un teorema de dificil demostracién debido esencial-
mente a Casson, Jungreis, Gabai, Hinkkanen y Tukia [45, 68, 70, 95, 204]
establece que la propiedad de convergencia caracteriza (médulo conjugacién
topoldgica) a los subgrupos de PSL(2,R).

Teorema 1.13. Un subgrupo de Homeo, (S') es topoldgicamente conju-
gado a un subgrupo de PSL(2,R) si y sdlo si satisface la propiedad de
convergencia.

Es posible probar que en el caso de subgrupos discretos de Homeo, (S'),
la propiedad de convergencia es equivalente a la condicién de que la accién
del grupo sea libre y propiamente discontinua en el espacio de las ternas
ordenadas de puntos del circulo [204].

Ejercicio 1.14. Pruebe directamente a partir de la definicién que si I" posee la
propiedad de convergencia y g€ fija tres puntos del circulo, entonces g=1Id.

Ejercicio 1.15. Un homeomorfismo g de S! es C-quasi-simétrico si para todo
a<b<c<d<a tales que [a,b,c,d]=2 setiene 1/C<[g(a),g(b),g(c),g(d)]<C.
Pruebe que si I' es un subgrupo uniformemente quasi-simétrico de Homeo (S*),
es decir, tal que todos sus elementos son C-quasi-simétricos (respecto a la misma
constante C'), entonces I' verifica la propiedad de convergencia. Concluya que I'
es topolégicamente conjugado a un subgrupo de PSL(2,R).

Observacién. De acuerdo a un resultado de Markovic [131], bajo las hipdtesis
precedentes el grupo I' es quasi-simétricamente conjugado a un subgrupo de
PSL(2,R).

Ejercicio 1.16. Sea L una corriente geodésica que verifica L([a,a] X [b,c]) =0
para todo a < b < c¢<ay L([a,b[Xx]b,c]) = oo para todo a < b < ¢ < a (observe
que la corriente de Liouville satisface estas propiedades). Pruebe que I'y, posee
la propiedad de convergencia (vea [143] si tiene problemas para ello). Concluya
que I'L es topolégicamente conjugado a un subgrupo de PSL(2,R). Note sin
embargo que esta conjugacién topoldgica no transforma necesariamente L en la
corriente de Liouville, pues la propiedad (1.7) es invariante por conjugacién y no
es satisfecha a priori por los elementos de I'y.

4 Acciones de grupos de Lie

El objetivo de esta seccién es poner en evidencia el hecho que los grupos
localmente compactos que pueden admitir acciones novedosas por homeo-
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morfismos de S! son los grupos discretos (pensamos los grupos discretos
como grupos de Lie de dimensién cero). Es por ello que, en muchisimas
ocasiones, nos centraremos solo en el estudio de las acciones de tales gru-
pos. Para lograr nuestro objetivo utilizaremos un teorema profundo de
Montgomery y Zippin [138], el cual establece que un grupo topoldgico lo-
calmente compacto es un grupo de Lie si y sélo si existe una vecindad de
la identidad que no contiene ningun subgrupo compacto no trivial.

Proposicién 1.17. Sea I un grupo topoldgico localmente compacto. Para
toda representacion ® de T en Homeo, (SY), la imagen ®(T) (dotada de la
topologia inducida) es un grupo de Lie.

Demostracién. El grupo ®(T'), dotado de la topologia inducida, es local-
mente compacto. El conjunto

V={ge@): dist(z,g(z)) < 2w/3}

es una vecindad de Id en ®(I'). Probaremos que V no contiene ningiin
grupo compacto no trivial, lo cual —gracias al teorema de Montgomery y
Zippin— implica la proposicién.

Supongamos que T es un subgrupo no trivial de Homeo (S!) contenido
enV y/glifo es compacto segiin la topologia inducida. Para cada f € I" sea

f € Homeo, (S') el (tinico) levantamiento de f tal que dist(f(z),z) < 2r/3
para todo € R. Si g, h estdan en I'y entonces es facil verificar que gh = gh.

Luego, Iy se inyecta en el grupo Homeo (S'). Observe que Homeo (S')
no posee elementos de torsién. Sin embargo, la proposicién 1.2 muestra
que todo subgrupo compacto no trivial de Homeo (S') posee elementos de
torsién. Esta contradiccién prueba la proposicién. O

Ejercicio 1.18. Es possible dar una prueba de la proposicién precedente que
no se apoya sobre la proposicién 1.2. Para ello basta con utilizar la versién
unidimensional del siguiente lema debido a Newman [152] (vea también [117]), el
cual invitamos al lector a demostrar: si f es un homeomorfismo no trivial y de
orden finito de la esfera n-dimensional S™ de didmetro 1, entonces existe i € N
tal que dist(f*,Id) > 1/2.

Sugerencia. Si la desigualdad contraria es satisfecha para todo ¢ entonces cada
6rbita queda contenida en un hemisferio de la esfera. En tal caso podemos definir
una aplicacién continua bar : S™ — S™ haciendo corresponder a cada x el “bari-
centro” bar(z) de su érbita dentro del hemisferio correspondiente. Esta aplicacién
satisface bar(f(z)) = bar(z) para todo z, de donde se deduce facilmente que el
grado topoldgico de f es un multiplo de su orden. Sin embargo, siendo f ho-
motopico a la identidad, su grado topolégico es igual a 1.

Observacién. De la afirmacién demostrada se deduce casi inmediatamente que
dist(f,1d) > 1/2k, donde k es el orden de f.

No es dificil obtener la clasificacién de las acciones transitivas de grupos
de Lie conexos sobre variedades unidimensionales [72]. Médulo conjugacién
topoldgica la lista completa esta formada por:
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(i) la accién de (R, +) por traslaciones en la recta;

(ii) la accién del grupo SO(2,RR) por rotaciones del circulo;

(iii) la accién del grupo afin Af (R) sobre la recta;

(iv) la accién del grupo PSL(2,R) cuyos elemento son los levantamientos

de los elementos de PSL(2,R) al recubrimiento S! a k hojas del circulo,
con k > 1 (observe que S' es topolégicamente un circulo);

(v) la accién del grupo FTSVL(Q,R) cuyos elementos son los levantamientos
a la recta de los elementos de PSL(2,R).

De cierta manera, esta clasificacién indica que existen tres tipos de geo-
metria en variedades unidimensionales: euclideana, afin y proyectiva [130].
La clasificacién de las acciones efectivas no transitivas de grupos de Lie
conexos se desprende de la anterior. En efecto, las 6rbitas de una accién de
este tipo son puntos o intervalos. Luego, considerando el conjunto Fix(I")
de los puntos fijos globales de la accién, sobre cada componente conexa del
complemento de Fix(I") obtenemos una accién dada por una sobreyeccién
de T sobre (R, +), SO(2,R), Af; (R), PSL(2,R) 6 PSL(2, R).

5 Los grupos de Thompson

Para mayor simplicidad, en esta seccién trabajaremos con la parametri-
zacién del circulo por el intervalo [0, 1] via la aplicacién x — e? i Con-
sideremos el grupo de los homeomorfismos f : R — R tales que:

(i) f(0) = 0;
(i) existe una sucesién ...z_; < x9 < w1 < ... (divergente en ambos
sentidos) de racionales diddicos tal que cada restriccion f|(z, ,,,] es afin y
su derivada es una potencia entera de 2;
(iii) f(z +1) = f(z) + 1 para todo = € R.

Cada f induce un homeomorfismo f del intervalo [0, 1] dado por f(1)=1
y f(s) = f(s) méd 1 para s € [0,1]. Obtenemos de esta manera un
grupo de homeomorfismos de [0, 1], el cual es llamado grupo de Thompson
y denotado por F.

Tit1

Figura 4 Figura 5
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El grupo F posee muchas propiedades notables, las cuales no son siempre
faciles de demostrar. En primer lugar, F admite la presentacién finita

F={(fg: fg~" f'gfl=fg " f2gf*] =id),

donde [+, -] denota el conmutador de dos elementos y f,g son los homeo-
morfismos graficados en las figuras 4 y 5 respectivamente.

Puesto que todo homeomorfismo no trivial del intervalo tiene orden in-
finita, F es un grupo sin torsién. De la demostracion del teorema 1.19 re-
sultard evidente que F posee subgrupos abelianos libres de indice infinito.
Por otra parte, el cuociente abelianizado F/[F,F] es isomorfo a Z x Z.
Para probar esto basta considerar, para cada [h] € F/[F,F], el valor de la
derivada de h en 0 y en 1. Dichos valores no dependen del representante
h, pues [f,g]"(0) = [f,g)'(1) = 1 para todo f,g en F. Tomando luego
el logaritmo en base 2 de dichos valores, obtenemos un homomorfismo de
F/[F,F] en Z x Z. Finalmente, es posible probar que éste es en realidad
un isomorfismo, aunque para ello es necesario utilizar el hecho (no sencillo
de demostrar) que el grupo [F, F] es simple [37].

Mas informacién sobre el grupo de Thompson F puede ser encontrada
por ejemplo en [24, 37] y [78]. En particular, en la primera de estas refe-
rencias se aborda el problema de saber si F es un grupo promediable (vea
el apéndice). Una de las dificultades de este problema radica en que F
no posee subgrupos libres a dos generadores (vea el ejercicio 5.65). Esto
es un corolario de un resultado obtenido por Brin y Squier en [28] y que
nosotros reproducimos a continuacién. En el caso en que F no fuese prome-
diable entonces seria el primer ejemplo de un grupo de presentacion finita,
sin torsién, no promediable y que no contiene a Ls, lo cual responderia
definitivamente a una pregunta dejada por Von Newman. Senalemos que
un ejemplo de un grupo de presentacién finita no promediable y que no
contiene a Ly ha sido construido por Olshanski y Sapir en [160].

Teorema 1.19. El grupo AfP_ ([0,1]) de los homeomorfismos afines por
partes de [0,1] no contiene subgrupos libres a dos generadores.

Demostraciéon. Supongamos por contradiccién que dos elementos f y g
de AfP ([O7 1]) generan un subgrupo libre. Para cada h€ AfP ([O7 1]) de-
notemos por sopg(h) al “soporte abierto” de h, es decir, al conjunto de los
puntos de [0, 1] no fijos por h. El conjunto I = sopo(f)Jsopo(g) puede ser ex-
presado como la unién de un nimero finito de intervalos abiertos Iy, ..., I,.
Observe que el cierre del conjunto sopo([f, g]) estd contenido en I, pues en
una vecindad de cada punto extremo zg de cada I; las aplicaciones f y g
son de la forma z— A(z—x¢)+z0, y por lo tanto conmutan.

De entre los elementos no triviales h de (f, g) tales que sopo(h) esté con-
tenido en I, escojamos uno, digamos hg, tal que el nimero de componentes
de I que intersectan a sopo(ho) sea minimal. Sea |a,b[ una de las compo-
nentes de interseccién y sea [c,d] un intervalo contenido en el interior de
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Ja,b] y que contiene a sopg(hg) N]a,b[. Si z pertenece a ]a, b[ entonces la
6rbita de x por el grupo generado por f y g estd contenida en |a,b|, y el
supremo de dicha érbita es un punto fijo por f y g, por lo que coinciden
con el punto b. Se deduce entonces la existencia de un elemento h€ (f, g)
que envia el intervalo [c,d] hacia la derecha de d. En particular, las res-
tricciones de hg y hhoh~! al intervalo [a,b] conmutan, generando asi un
subgrupo isomorfo a Z x Z. Por otra parte, ho y hhoh~! no conmutan en
(f,g) ~ Lo, pues en caso contrario generarfan un subgrupo isomorfo a Z.
El conmutador entre hg y hhoh~! es entonces un elemento no trivial cuyo
soporte abierto no intersecta a [a7 b], por lo que intersecta menos compo-
nentes de I que el soporte abierto de hg. Sin embargo, esto contradice la
elecciéon de hg. O

Si consideramos los homeomorfismos f de la recta que satisfacen sélo
las propiedades (ii) y (iii) de las correspondientes a los levantamientos de
los elementos de F, y tales que f(0) es un racional diddico, entonces al
pasar al cuociente obtenemos un grupo de homeomorfismos de S*, el cual
es denotado por G. Este grupo posee la propiedad remarcable de ser a
la vez infinito, de presentacion finita y simple. De hecho, G fue el primer
ejemplo de un grupo satisfaciendo simultdneamente estas tres propiedades.

5.1 La realizacién de Thurston

Para comprender un poco mejor los grupos de Thompson daremos otras
dos definiciones de ellos. La primera se basa en el trabajo original de
Thompson, mientras que la segunda estd basada en una idea de Thurston.
Comencemos con algunas definiciones.

Un drbol diddico (no trivial) T es una coleccién finita de aristas cerradas
(es decir, que incluyen sus puntos extremos o vértices) tales que:

(i) existe un vértice marcado llamado la raiz del drbol y denotado por o;

(ii) cada vértice diferente de la rafz es el punto final ya sea de una o de tres
aristas, mientras que la rafz es el punto final de ninguna o de dos aristas;
(iii) 7 es conexo.

Si un vértice es un punto final de tres aristas, ellas pueden etiquetarse
por Y., Y; y T4 En relacién a este etiquetaje, las aristas deben ser
pensadas como aquélla que apunta hacia abajo, a izquierda y a derecha
respectivamente. Las aristas que parten de o pueden etiquetarse por Y; y
Y4. Un vértice v # o que es un punto final de una tnica arista es llamado
una hoja del drbol. El conjunto de hojas de T serd denotado por hj(T).
Notemos que existe un orden ciclico natural entre las hojas de cada érbol
diadico. Respecto a este orden ciclico, la nocién de primera hoja se define
de manera evidente.

Dados un 4rbol 7 y una hoja p € hj(T), diremos que un arbol 7’ es un
arbol germinado de 7 a partir de p si 7’ es igual a la unién de T y dos
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aristas cerradas partiendo de p. Notemos que el nimero de hojas de un
arbol germinado es igual a 1 més el nimero de hojas del original.
Consideremos ahora dos arboles 77 et T2 que poseen el mismo nimero
de hojas. Diremos que una transfomacién hj(7;) — hj(72) es G-admisible
si preserva el orden ciclico de las hojas, y diremos que ella es F-admisible
si ademds envia la primera hoja de 7; sobre la primera hoja de 73. Va-
mos a definir una relacién de equivalencia entre transformaciones admi-
sibles. Daremos la definicién explicita sélo para el caso de aplicaciones
G-admisibles, pues el caso de transformaciones F-admisibles es andlogo.
Fijemos una aplicacién G-admisible g : hj(71) — hj(73) y una hoja p de
T1. Consideremos ahora los arboles T{ y T; germinados de 71 y Tz a partir
de p y g(p) respectivamente. Definamos la aplicacién ¢’ : hj(7T{) — hj(T3)
por ¢'(q) = g(q) si q es una hoja de Ty diferente de p, y por ¢'(p1) =p} y
g'(p2) = ph, donde p1 # p y p2 # p son los vértices de las aristas T; y Ty
que parten desde p respectivamente (y de manera andloga para p) y ph en
relacién a g(p)). La aplicacién ¢’ serd llamada una germinacién de g.
En general, dadas dos aplicaciones G-admisibles g : hj(R1) — hj(S1)
y h:hj(R2) — hj(Ss2), diremos que g es G-equivalente respectivamente
a h si existe una secuencia finita go =g, 91,...,9n, = h de aplicaciones G-
admisibles tal que, para cada k€ {1,...,n}, yasea gj es una germinacién de
gk—1, 0 bien gx_1 es una germinacién de g5. Denotemos por G al conjunto
de las aplicaciones G-admisibles médulo esta relacién de equivalencia.
Procederemos ahora a definir una estructura de grupo en F' y G. Nue-
vamente, daremos la definicién explicita sélo para el caso de G, pues el
caso de F' es andlogo. Fijemos entonces dos elementos f,g de G. No es
dificil verificar que existen arboles diddicos R, S y T tales que en la clase
de f y en la de g existen aplicaciones (que denotaremos también por [y
g respectivamente) que verifican g : hj(R) — hj(S) y f: hj(S) = hj(T).
Definimos entonces el elemento fg € G como la clase de la aplicacién

fg:hj(R) = hj(T).

El lector verificara sin dificultad que esta definicién no depende de los
representantes elegidos, y que dotado de este producto, G es un grupo. Un
ejemplo de composicién de elementos de G aparece en la figura 6. Notemos
que el elemento neutro es la clase de la transformacién que envia la raiz
(pensada como la dnica hoja de un &rbol trivial) sobre s{ misma.
Explicaremos ahora la relacién entre los grupos G'y F' que acabamos de
definir y aquéllos que actian sobre el circulo y el intervalo respectivamente.
Para esto, a cada vértice de un arbol diddico asociaremos un subintervalo
de [0,1] del tipo [i/2", (i +1)/2"] de la manera siguiente:
(i) a la rafz le asociamos el intervalo [0, 1];
(ii) si al vértice p le hemos asociado el intervalo [a,b] y p no es una hoja,
entonces a py y ps les asociamos los intervalos [a, (a+b)/2] y [(a+b)/2,b]
respectivamente, donde p; # p y pa # p son los vértices finales de las aristas
T; v T4 que nacen desde p.
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Figura 6

Para cada g € G escogemos un representante g : hj(T1) — hj(T2) y
le asociamos el homeomorfismo S' — S! que envia el intervalo correspon-
diente a cada hoja p de T; de manera afin sobre el intervalo correspondiente
a la hoja g(p). No es dificil convencerse de que esta asociaciéon no depende
del representante escogido. Obtenemos asi un homomorfismo del grupo G
recientemente definido y el grupo G que actia sobre el circulo, y es facil
ver que este homomorfismo es de hecho un isomorfismo.

Para finalizar esta seccién probaremos que G es isomorfo a un subgrupo
de Difeoijhp(Sl). La demostracién que presentaremos se basa en una idea
de Thurston. Siguiendo una construccién de Ghys y Sergiescu, probare-
mos en la seccién siguiente que un resultado mdés fuerte es valido: G es
topolégicamente conjugado a un subgrupo del grupo de los difeomorfismos
de clase C* del circulo.

La idea de Thurston consiste en considerar particiones finitas de S* dadas
por la sucesién de Farey en lugar de particiones en intervalo diddicos. En
otras palabras, a cada vértice de un arbol diddico le asociamos un sub-
intervalo de [0,1] de la manera siguiente:

(i) a la rafz le asociamos el intervalo [0, 1];

(ii) si al vértice p le hemos asociado el intervalo [a/b,c/d] y p no es una
hoja, entonces a p; y ps les asociamos los intervalos [a/b, (a + b)/(c + d)]
v [(a+b)/(c+ d),c/d] respectivamente, donde p; # p y p2 # p son los
vértices finales de las aristas T; y T4 que parten de p.

Asfi, para cada g € G escogemos un representante ¢ : hj(71) — hj(73) y
le hacemos corresponder el homeomorfismo del circulo que envia el intervalo
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asociado a cada hoja p de Ty sobre el intervalo correspondiente a la hoja
g(p) por una aplicacién de PSL(2,Z). Como en el caso anterior, todo estd
bien definido médulo la relacién de equivalencia que define al grupo G.
Se puede ademés explicitar las transformaciones de PSL(2,Z) usadas en la
definicién. En efecto, no es dificil verificar por induccién que si a un vértice
se le ha asociado el intervalo [a/b, ¢/d] entonces bc—ad = 1. Por lo tanto, la
tinica aplicacién de PSL(2,Z) que envia I =[a/b, ¢/d] sobre J=[a' /b, /d']
es Yr,g =77 ©° 'y,_l, donde

 (e—a)xr+a L (=d)z+a
Yi(x) = d—bz+b’ Ya(x) = @ =+t

Notemos que ~y(z) = 1/((d — b)z + b)?, y por lo tanto

-0 -

Estas igualdades muestran que para cada g € G el homeomorfismo PSL(2, Z)
por partes asociado es de clase C'11iP pues los valores de las derivadas a
izquierda y a derecha en los puntos de quiebre coinciden.

Hemos construido asi una nueva accién de G sobre el circulo, esta vez
por difeomorfismos de clase C'*1P. No es muy dificil probar que este nuevo
grupo de transformaciones PSL(2,Z) por partes y aquél afin y diddico por
partes son topolégicamente conjugados.

5.2 La realizacién de Ghys y Sergiescu

Una propiedad remarcable (y a primera vista sorprendente) del grupo de
Thompson G es la posibilidad de ser realizado como un grupo de difeomor-
fismos de clase C* del circulo. Mencionemos que en general se desconoce
cuéles son los subgrupos de AfP (S') que verifican esta propiedad; de en-
tre estos grupos, aquéllos considerados por Stein en [191] resultan muy
interesantes, tanto del punto de vista algebraico como dindmico.

Siguiendo esencialmente (una parte de) (78], asociaremos una repre-
sentacién de G en Homeo, (S!) a cada homeomorfismo H : R — R satis-
faciendo las propiedades siguientes:

(i) para cada = € R se tiene H(z + 1) = H(z) + 2,
(if) H(0) =0.

Observe que la funcién H(xz) = 2z verifica estas dos propiedades: la
representacién asociada corresponderd a la inclusién canénica de G en el
grupo de los homeomorfismos afines por pedazos del circulo.

Para la construccién fijemos algunas notaciones. Primeramente, Q2 (R)
designard el grupo de los nimeros diddicos (pensado como un subgrupo del
grupo de traslaciones). Por Af; (Q2, R) designaremos el grupo de las trans-
formaciones afines de la recta que preservan el conjunto de los racionales
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diddicos, mientras que por AfP, (Q,RR) designaremos el grupo de los ho-
meomorfismos de la recta que son Af,(Q3,R) por partes. De manera
andloga, Q2(S!) denotara el grupo de las rotaciones diddicas del circulo, y
AfP, (Qq,S!) denotar el grupo de los homeomorfismos diddicamente afines
por partes de S'. Recuerde finalmente que, para cada a €R, la traslacién
de desplazamiento a es denotada T,.

Lema 1.20. La correspondencia ®p : Q2(R) — Homeoy (R) dada por
p/2% — H™YT,HY estd bien definida y es un homomorfismo de grupos.

Demostraciéon. Para probar que la definicién no es contradictoria debe-
mos verificar que para todo par de enteros p y ¢ > 0 se cumple la igualdad
Dy (p/27) = Pu(2p/297h), es decir,

H9T,H = H*(qul)TQquH.

Para ello observe que esta igualdad equivale a H(xz +p) = H(x)+ 2p, por
lo que resulta inmediatamente de la propiedad (i). Para verificar que ®
es un homomorfismo observe que

/

/
PP - - - P v
@H(§+2—q) = H T, H' = H T,H°H qT,,/H4=<I>H(§)<1>H(2—q). =i

Lema 1.21. El homomorfismo ® g del lema precedente se extiende a un
homomorfismo de Af (Q2,R) en Homeo, (R) mediante la correspondencia

(7 7))o

Demostracion. La afirmacién resulta inmediatamente de la igualdad
p P
Hodu(5hs) = @u(5) o H. .

La extensién del homomorfismo @ 7 a Af (Q2, R) también serd denotada
®p. Su definicién para cada g € AfP;(Q2,R) es un poco més delicada.
Fijemos una sucesion (a,)nez de racionales diddicos que sea estrictamente
creciente y que no admita puntos de acumulacién, asi como una sucesién
de elementos h, € Af;(Q2,R), de modo que para todo n € Z se tenga

= hn

|[aw santa]’

[~
Si definimos b,, = ®p(a,)(0), entonces es ficil ver que la sucesion (by,)nez
también es estrictamente creciente y no admite puntos de acumulacién.
Con estas notaciones vale la siguiente proposicion.
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Proposicién 1.22. Si a cada g € AfP,(Q2,R) asociamos la transfor-
macidén que sobre cada intervalo [by,byi1| coincide con ®p(hy,), entonces
obtenemos un homomorfismo de AfP, (Qq,R) en Homeo (S') que extiende
a q)H

Demostraciéon. El que la transformaciéon asociada a cada g estd bien
definida (i.e., no depende de la eleccién de los a,,) se deduce rdpidamente
de la definicién, al igual que el hecho que la transformacién asociada a
cada g€ Af; (Q2,R) coincide con ®(g). Para comprobar que la aplicacién
asociada a cada g € AfP;(Q2,R) es un homeomorfismo, debemos verificar
la continuidad en cada punto b, lo cual se reduce a probar que

<I>H(hn)(bn) = 'I)H(hn—l)(bn)-
Observe que lo anterior es equivalente a
(DH(h"Ta” )(0) = q)H(hnflTan)(O%

es decir,
By (T_a,hyt 1 haTa, ) (0) = 0. (1.8)

an''n—

Ahora bien, como ¢ es continua tenemos hy,(a,) = hn—1(ay), por lo que
T,a"hgilhnTan es un elemento de Afy(Q2,R) que fija el origen, esto es,
una aplicacién f de la forma x + 2¥z. La igualdad (1.8) que buscédbamos
verificar se deduce entonces de ®y(f) = H* y del hecho que, por la
propiedad (ii), H fija el origen. O

Observe que de la propiedad (i) se desprende que ® g (p) =T}, para todo
entero p. De esta forma, ®5 induce un homomorfismo inyectivo (que de-
notaremos también por @) de G en Homeo. (S1).

Proposicién 1.23. Supongamos que, para cierto entero positivo v o para
r = 00, la aplicacion H sea un difeomorfismo de clase C" satisfaciendo la
siguiente condicion:

(ii). H'(0) =1y HD(0) = 0 para todo i € {2,...,r}.
Entonces la imagen ® i (G) estd contenida en el grupo de los difeomorfismos
de clase C" del circulo.

Demostraciéon. Retomando las notaciones de la proposicién precedente,
debemos verificar que para cada i € {1,...,7} se tiene

(I)H(hn)(i)(bn) = (I)H(hnfl)ﬁ)(bn)
Sin embargo, esto se deduce del hecho que el deasrrollo de Taylor al or-

den r de la aplicacién @y (T_,, b, 1h,Ts,) = H* coincide con el de la
identidad. O
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Observe que la propiedad (iii), no puede ser satisfecha para r = oo por
ningun difeomorfismo real-analitico. De hecho, los grupos F' y G no pueden
actuar de manera efectiva por difeomorfismos real-analiticos del circulo
(como G es un grupo simple, lo anterior implica que toda accién de G
por difeomorfismos real-analiticos del circulo es trivial). Esto puede ser
probado de diversas maneras, pero aparecerda como un hecho evidente tras
la lectura de la seccién 3: el grupo F contiene subgrupos solubles de orden
de solubilidad tan grande como se quiera, mientras que todo grupo soluble
de difeomorfismos real-analiticos del intervalo es metabeliano.

En la seccién 1 retomaremos algunos aspectos dindmicos de la cons-
truccién precedente. Sefialemos para concluir que el cardcter diddico de
lo que precede no es exclusivo: para cada entero m > 2 una construccién
andloga puede ser realizada comenzando con una transformacién H satis-
faciendo H(x + 1) = H(xz)+m para todo real z. El grupo asi obtenido
puede ser pensado como un grupo de Thompson m-ddico. Desde el punto
de vista algebraico el caso m=2 es especial en lo que respecta por ejemplo
al grupo de automorfismos: referimos al lector a [26] y [25] para mds infor-
macién en torno a esto. Para una panordamica completa sobre los avances
recientes (especialmente en aspectos cohomoldgicos) en torno a los grupos
de Thompson recomendamos la lectura de [184].



Capitulo 2

Sobre la Dinamica de
Grupos de
Homeomorfismos

1 Invariantes minimales

Un subconjunto A de S es invariante por un subgrupo I' de Homeo . (S!)
si g(z) € A para todo z € A y todo g € I'. Un compacto invariante A
es minimal si los nicos subconjuntos cerrados e invariantes de A son el
conjunto vacio y el propio A.

Teorema 2.1. Si I' es un subgrupo de Homeo (S!), entonces se cumple
una (y sélo una) de las afirmaciones siguientes:

(i) existe al menos una drbita finita;

(ii) todas las drbitas son densas;

(iii) existe un compacto invariante minimal homeomorfo al conjunto de
Cantor, el cual es unico y estd contenido en la adherencia de toda drbita.

Demostracién. La familia de los subconjuntos cerrados, invariantes y no
vacios de S! est4 ordenada por inclusién, y como la interseccién de compac-
tos encajados es no vacia, el lema de Zorn es aplicable. Existe entonces un
cerrado invariante no vacio y minimal A. Como la frontera OA y el conjunto
A’ de los puntos de acumulacién de A son cerrados invariantes contenidos
en A, por la minimalidad de A se tienen las siguientes posibilidades:

(i) A" es vacio: en tal caso A es una érbita finita;

(ii) OA es vacio: en tal caso A = S, por lo que todas las érbitas son densas;
(ifi) A= A"y OA = A, es decir, A es un conjunto cerrado de interior vacio
tal que todos sus puntos pertenecen a su adherencia (en otras palabras, A
es un conjunto de Cantor).

31
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Probaremos que, en el tltimo de los casos, A esta contenido en la adhe-
rencia de toda érbita, lo cual obviamente implica su unicidad. Sean 2 € S!
e y € A puntos arbitrarios. Debemos probar que existe una sucesién (g,,)
de elementos de I' tal que g, (x) converge a y. Si z € A, esto se desprende
de la minimalidad de A. Si x € S'\ A, consideramos el intervalo I =]a,b[
contenido en S'\ A tal que a,b € A y x € I. Como la érbita de a es densa
en el conjunto A, el cual no posee puntos aislados, debe existir una sucesién
(gn) en T tal que gn(a) converja a y de modo que los intervalos g, (I) sean
disjuntos. La longitud de g, (I) debe entonces tender a cero, por lo que
gn () converge a y. O

Ejercicio 2.2. Pruebe que si un grupo de homeomorfismos del circulo posee
drbitas finitas, entonces la cardinalidad de todas ellas es la misma.

Ejercicio 2.3. Dé ejemplos de grupos numerables de homeomorfismos de la recta
que no admitan conjuntos cerrados invariantes minimales (y no vacfos).

En el caso en que todas las érbitas son densas, diremos que la accién
es minimal. Si existe un Cantor minimal invariante, dicho conjunto sera
llamado un minimal excepcional. Para comprender mejor este dltimo caso
es conveniente introducir la siguiente terminologia.

Definicién 2.4. Dados dos homeomorfismos f y g de S!, decimos que
f es semiconjugado a g si existe una aplicacién continua y de grado uno
©: St — S! cuyos levantamientos a R son funciones no decrecientes y tal
que ¢f = ge. De manera similar, decimos que una accién ®; de un grupo
T por homeomorfismos de S! es semiconjugada a otra accién @, si existe
¢ con las propiedades anteriores y tal que ¢ ®1(g) = P2(g)p para todo
gel.

La aplicacién ¢ puede ser no inyectiva; en el caso en que ella es inyectiva,
la semiconjugacion es en realidad una conjugacién. Observe que si un
grupo I' actiia sobre S* admitiendo un minimal excepcional A, entonces al
reemplazar la clausura de cada componente conexa de S\ A por un punto
se obtiene un circulo topoldgico S} sobre el cual I' actiia de manera natural
por homeomorfismos: la accién original resulta entonces semiconjugada a
esta accién minimal inducida sobre S}.

Observacién 2.5. La relacién de semiconjugacién no es una relacién simétrica.
La relacién de equivalencia minimal generada por ella es llamada equivalencia
mondtona. De manera mdas precisa, dos acciones ®; y ®2 son mondtamente
equivalentes si existe una accién ® que es semiconjugada tanto a ®; como a P,.
El lector interesado hallard mds informacién al respecto en [36].

No es dificil construir ejemplos de homeomorfismos de S! que admiten
un minimal excepcional. En efecto, cualquier conjunto de Cantor de S*
puede ser facilmente exhibido como el minimal excepcional de un homeo-
morfismo del circulo (vea por ejemplo la seccién 2.1). A continuacién ve-
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remos un ejemplo sencillo de un grupo de difeomorfismos real-analiticos de
S' que admite un minimal excepcional. Dicho grupo esta generado por dos
transformaciones de Mobius f y g. El difeomorfismo f es simplemente la
rotacion Ry, 3 de dngulo 27 /3 (centrada en el origen O). El difeomorfismo
g es una rotacién hiperbdlica de dngulo 7 centrada en un punto P € D
situado a distancia euclideana de O mayor que 2 — v/3 (vea la figura 7).
Equivalentemente, g es la reflexién (hiperbélica) con respecto a la geodésica
hiperbdlica que pasa por P y es perpendicular a la geodésica que une a
dicho punto con O. La razén de la restriccién sobre la distancia entre O
y P radica en que si ella es exactamente 2 — /3, entonces las érbitas del
grupo generado por f y g son densas.

Figura 7

Senalemos que el grupo que actia en el ejemplo precedente puede ser
presentado algebraicamente de la forma T'= (f,g : g2 = f3 =id). Este
grupo es conocido con el nombre de grupo modular. Su inyeccién candnica
en PSL(2,R) se obtiene al identificar f con Ry 3 y g con la rotacién de
angulo 7 centrada en el punto (v/3—2,0) € D. Via esta inyeccién, el grupo
modular se identifica a PSL(2,Z), y la accién correspondiente es minimal.

Una perturbacién de una “versién afin por partes” del ejemplo ante-
rior permite obtener una accién por difeomorfismos de clase C*> de modo
que el minimal excepcional sea el conjunto de Cantor terciario tradicional.
Basta considerar un difeomorfismo h de S' cuya restriccién a los intervalos
[0,7/6], [7/3,m/2] y [m,37/2] sea afin, con derivada 3, 1 y 1/3 respectiva-
mente, tal que h(z) = z+27/3 para x € [7/3,7/2], y tal que h esté definido
de manera coherente en los restantes intervalos de modo que (hg)® = Id,
donde g denota la rotacién de dngulo 7 (vea la figura 8). Definiendo f = hg
obtenemos la accién deseada.
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Resulta muy interesante constatar que, si bien el ejemplo de la figura 7
databa de antiguos trabajos de Klein y Poincaré, durante algtin tiempo este
tipo de ejemplos fue “olvidado” por los especialistas. Es asi como el “primer
ejemplo” de un grupo de difeomorfismos (de clase C*°) con un minimal
excepcional es atribuido a Sacksteder [180]; dicho ejemplo corresponde a
(una ligera variacién de) aquél ilustrado més abajo...

0 Figura 8 2m

Para el caso de grupos fuchsianos (es decir, para subgrupos discretos
de PSL(2,R)), la nomenclatura en relacién al teorema 2.1 es especial. Si
existe una érbita finita entonces el grupo es llamado elemental. En el caso
en que las érbitas son densas, el grupo es de primera especie. Finalmente,
en el caso de un minimal excepcional, el grupo es de segunda especie [109)].
Ejemplos importantes de grupos de segunda especie son los llamados grupos
de Schottky. Estos son grupos generados por dos elementos hiperbélicos gg
y g1 de PSL(2,R) para los cuales existen intervalos disjuntos Iy, I1, Jo, Ji
en S! tales que, para i € {0,1},

(]1(]7, uJ;u .]1_7;) cI; y l];l(]z (@] L;+1 @] Jl—i) C J;.

En la figura 9 se muestra el diagrama combinatorio respectivo. No es dificil
ver que (go, g1) actiia sobre S* admitiendo un minimal excepcional, a saber,

A= () 9@UTIUT U T).
9€(g0.91)
Ejercicio 2.6. Dé ejemplos de subgrupos finitamente generados de Difeoy (S")

que admitan un minimal excepcional de modo que todas las érbitas del comple-
mento de dicho minimal sean densas.
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Observacién. Sobre la base de un resultado no publicado debido a Hector es
posible demostrar que si I' es un grupo (no necesariamente finitamente generado)
de difeomorfismos real-analiticos del circulo con un minimal excepcional, entonces
ninguna de sus 6rbitas es densa (vea por ejemplo [144]).

(g
gfl(Jl) g1 (Io)

Figura 9

Ejercicio 2.7. Dé un ejemplo de un grupo I' (no finitamente generado) de difeo-
morfismos real-analiticos del circulo actuando de manera minimal y tal que cada
uno de sus subgrupos finitamente generados admita un minimal excepcional.
Anélogamente, dé un ejemplo de un subgrupo de Difeo¥ (S') actuando de ma-
nera minimal y cuyos subgrupos finitamente generados admitan drbitas finitas
(si tiene problemas con esto dltimo vea el ejemplo 3.7).

Concluimos esta seccién con otro importante ejemplo de un grupo que
actia por difeomorfismos de clase C* del circulo admitiendo un minimal
excepcional: el grupo de Thompson G. En efecto, a cada homeomorfismo
H: R — R satisfaciendo ciertas propiedades (i) y (ii) hemos asociado en
la seccién 5.2 un homomorfismo ®g : G — Homeo, (S'), el cual toma
valores en Difeo, (S') si H es un difeomorfismo de clase C" que satis-
face la condicién (iii),. Resulta bastante claro que todos estos grupos
@5 (G) son topoldgicamente semiconjugados a (la inclusién candnica de)
G (en Homeo, (S')); dejamos la verificacion de esto al lector. Sin em-
bargo, algunos de ellos no son conjugados entre si, de acuerdo a la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.8. Si el homeomorfismo H : R — R satisface las propie-
dades (1) y (ii) de la seccidn 5.2 y posee al menos dos puntos fijos, entonces
el grupo ® i (G) admite un minimal excepcional.
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Demostraciéon. Si a y b son puntos fijos de H entonces la condicién
(i) implica que a y b estdn en un mismo dominio fundamental. En otras
palabras, el intervalo abierto de la recta de extremidades a y b se proyecta
inyectivamente en un intervalo abierto I del circulo que satisface H*(I) = I
para todo n > 0 (donde H denota la aplicacién de grado 2 de S! en sf
mismo inducida por H). Por otra parte, para cada n > 0 el conjunto
H~"(I) es la unién de una familia de 2" intervalos abiertos y disjuntos, y
H~"™(I) ¢ H~™(I) para todo m > n. Luego, el conjunto U,>oH ~"(I) es
un abierto invariante por H de complemento no vacio. No es dificil concluir
entonces que dicho conjunto es invariante por ® ;7 (G) (vea el ejercicio 2.12).
Por lo tanto, no todas las 6rbitas de ®(G) son densas, y puesto que
@ (G) no posee 6rbitas finitas, necesariamente debe admitir un minimal
excepcional. O

Utilizando las técnicas dindmicas del capitulo 3, no es dificil probar que
todas las acciones de G por difeomorfismos de clase C? del circulo son
semiconjugadas a la accién estdndar afin por partes (el lector interesado
hallard una prueba de esta afirmacién en [78]). Sin embargo, no nos ex-
tenderemos en torno a esto, pues al parecer la hipétesis de regularidad es
superflua, y toda accién de G por homeomorfismos del circulo debiese ser
semiconjugada a la accién estandar [123].

Ejercicio 2.9. Usando los teoremas 1.19 y 2.77, pruebe que toda accién de F
por homeomorfismos del circulo admite un punto fijo global.

Ejercicio 2.10. Pruebe que si la aplicacién H es dilatante, es decir, si para todo
par de puntos z,y de la recta se tiene dist(H(z), H(y)) > dist(z,y), entonces
todas las érbitas del grupo ® 5 (G) son densas.

Ejercicio 2.11. Pruebe que G admite acciones por homeomorfismos afines por
partes del circulo que preservan un minimal excepcional.

Ejercicio 2.12. Fijado el homeomorfismo H satisfaciendo las condiciones (i) y
(ii) de la seccién 5.2, considere la relacién de equivalencia de la aplicacién inducida
H sobre el circulo. Pruebe que las clases de equivalencia de esta relacién coinciden
con las érbitas del grupo @5 (G).

=
=

—I— Figura 10
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2 Algunos resultados combinatorios

2.1 La teoria de Poincaré

En esta seccién abordaremos algunos tépicos cldsicos en torno al més
importante de los invariantes dindmicos para homeomorfismos del circulo:
el nimero de rotacién. Comenzamos con un lema elemental.

Lema 2.13. Sea (an)nez una sucesién de nimeros reales. Suponga que
existe una constante C € R tal que

|am+n — am — an' <C (21)

para todo m,n en Z. Entonces existe un unico p € R tal que la sucesion
(lan, — np|)nez es acotada. Dicho valor es igual al limite de la sucesion
(an/n) cuando n tiende a +oo (en particular, dicho limite existe).

Demostracién. Por simplicidad, daremos la demostraciéon sélo para el
caso de sucesiones (a,)nen que satisfacen (2.1). El caso general se demues-
tra usando las mismas ideas, pero trabajando cuidadosamente con el signo
de cada término de la sucesién.

Para cada n € N consideramos el intervalo I,, = [(a,—C)/n, (a, +C)/n].
Afirmamos que I, estd contenido en I, para todo m,n en N. En efecto,
de (2.1) se obtiene |ap, — ma,| < (m — 1)C, de donde se concluye que
Umn + C < ma, +mC, y por lo tanto

Umn +C < an‘l’c.

mn n

Analogamente se prueba que

mn — C > a, —C
mn —  n

y estas dos ultimas desigualdades implican que I,,,,, C Ip,.

Una aplicacién simple de la propiedad de interseccién finita muestra que
la interseccion I = Npenl, es no vacia. Si p pertenece a I entonces p estd
en cada uno de los intervalos I,,, de donde se concluye facilmente que

lan — np| < C. (2.2)
Luego, p satisface la afirmacién del lema. Si p’ # p entonces
lan = 16| = |(an = np) +nlp— p)| = nlp— p'| - C,

por lo que |a,, — np'| tiende al infinito. Finalmente, de (2.2) se deduce que
|p — an/n| < C/n para todo n, por lo que p = lim,,_ o (an/n). O

Consideraremos la parametrizacién de S! por [0, 1]. Dado un homeomor-
fismo f de S', designamos por F : R — R a un levantamiento cualquiera
de f a la recta.
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Proposicién 2.14. Para cada x € R existe el limite
. 1. .,
Jim ~ [P () — ),

y dicho limite es independiente de x.
Demostracién. En primer lugar, notemos que para todo z,y en Ry todo
m € Z tenemos
[F™(2) — x| = [F™(y) — yl| < 2. (2.3)
En efecto, puesto que F™(z + n) = F™(z) 4+ n para todo n € Z, para
demostrar (2.3) podemos suponer que x e y pertenecen a [0, 1[. En tal caso,
la desigualdad (2.3) es inmediata de verificar. Fijemos € R y denotemos
an, = F"(z) — x. Tenemos
Gmin = F™(@) — o = [F™(F"(2)) — F"(@)] + [F"(x) — 2],
por lo que
amtn = am —an| = |[F™"(@) =z — (F™(2) — ) — (F"(x) - )]
|F™ (F" () = F"(x) — (F™(2) — 2)| < 2.
Por el lema anterior, la expresién [F"(x) — x]/n converge, y la desigualdad
(2.3) permite probar que el limite correspondiente no depende de z. O

Si consideramos dos levantamientos del homeomorfismo f, los limites
dados por la proposicién anterior difieren por un niimero entero. Definimos
entonces el nidmero de rotacion de f por

= 1l —[F" ; 6d 1.
o= Jim L[F"()—al  méd
Por ejemplo, es facil verificar que para la rotacién de dngulo 6 € [0,1] se
tiene p(Rp) = 0. Ademés, para todo homomorfismo f, todo x € S' y todo
m € Z, se tiene

m mn 3 1 mn .\ _
o(f )7 hm —[F (z) —x] =m- ll}:?oo%[F (z) — ],

de donde se concluye que p(f™) = mp(f).

Si f posee un punto periédico entonces p(f) es un nimero racional. En
efecto, si fP(x) = z entonces para cada levantamiento F de f tenemos
FP(z) = x + ¢ para cierto ¢ € Z (z denota a la vez un punto de S' y uno
de sus levantamientos a R). Obtenemos as{

[P () — il _
de donde se concluye que
o(f) =2 mod 1.
p

Reciprocamente, tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.15. Si f € Homeo, (S') tiene mimero de rotacion racional,
entonces f posee al menos un punto periédico.

Demostracién. Dada la igualdad p(¢™) = mp(g), basta demostrar que
todo homeomorfismo del circulo de ntiimero de rotacién nulo posee al menos
un punto fijo. Supongamos entonces que f € Homeo (S') no tenga puntos
fijos, y sea F': R — R un levantamiento de f tal que F(0)€]0,1[. Observe
que la funcién x — F(z) — z no se anula en ningin punto de la recta.
Luego, por continuidad y periodicidad, existe una constante ¢ €]0,1[ tal
que para todo = € R se tiene

0<F(z)—xz<1-4.

Colocando z = F(0) en esta desigualdad, sumando desde ¢ = 0 hasta n—1
y dividiendo por n, obtenemos

< En (0)

) <1-46.

n
Tomando el limite cuando n tiende a +00 en esta dltima desigualdad obte-
nemos § < p(f) < 1— 4. Luego, si f € Homeo, (S!) carece de puntos fijos,
entonces p(f) # 0. O

Dejamos al lector la tarea de probar que si el nimero de rotacién de f
es racional, entonces el periodo de todos sus puntos periédicos debe ser el
mismo.

Proposiciéon 2.16. Los homeomorfismos topoldgicamente conjugados del
circulo tienen el mismo numero de rotacion.

Demostracién. Debemos probar que para todo f, g en Homeo (S!) vale
la igualdad p(f) = p(gfg™"). Sean F y G levantamientos a la recta de
f y g respectivamente tales que F(0) y G(0) pertenecen a [0,1[. Es claro
que G~! es un levantamiento de g~'. Para probar la proposicién, debemos
estimar el valor de la expresion

(GFG™")"(x) — F"(z)| = |GF"G™ ! (z) — F™(x)).
No es difcil verificar que |G(z) — 2| <2 y |G~l(z) — 2| < 2 para todo
z € R. Ademds, si |x — y| < 2 entonces |F™(xz) — F™(y)| < 3. Concluimos
entonces que
|GF"G™ (z) — F"(2)| < |GF"G ™ (x) - F"G ™ ()| + |F"G ' (z) — F"(2)| <5,
de donde obtenemos, para todo x € R,

(CFG) @) - @) 5
n n’

lo cual implica que p(f) = p(gfg~"). O
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La proposicién anterior puede ser extendida para homeomorfismos semi-
conjugados. Dejamos la prueba de ello al lector.

Como consecuencia de lo anterior, la dindmica de un homeomorfismo f
de niimero de rotacién racional p/q queda determinada por dicho nimero y
por la “direccién” de la dindmica de f7 sobre cada una de las componentes
conexas del complemento del conjunto de los puntos periédicos de f.

El caso de nimero de rotacién irracional es mas interesante. Puesto que
las 6rbitas de toda rotacién de dngulo 6 ¢ Q son densas, podria pensarse en
la existencia de un inico modelo dindmico en este caso. Sin embargo, no es
diffcil fabricar ejemplos de homeomorfismos de S! de niimero de rotacién
irracional que no son topolégicamente conjugados a la rotacién respectiva.
En efecto, consideremos una rotacién cualquiera de dngulo 6 irracional.
Fijemos un punto z € S! y reemplacemos cada punto fi(z),i € Z, por un
intervalo de longitud 1/2/!l. Obtenemos entonces un circulo S} de longitud
mayor, y la rotacién Ry induce un homeomorfismo Ry, de S. al extender
Ry de manera afin a cada intervalo anadido al circulo. Las aplicaciones Ry y
Ry ., vistas como homeomorfismos del circulo, son semiconjugadas. Como
consecuencia, el nimero de rotacién de Ry, es igual a §. Sin embargo,
ninguna érbita de Ry, es densa. En particular, Ry, no es topolégicamente
conjugado a la rotacién Ryg.

Pese a lo anterior, existe un tinico modelo médulo semiconjugacién topolé-
gica.

Teorema 2.17. Si el mimero de rotacion p(f) de f € Homeoy(S') es
irracional, entonces f es semiconjugado a la rotacion de dngulo p(f). La
semiconjugacion es una conjugacion si y sélo si todas las drbitas de f son
densas.

Demostracion. Sea F' : R — R un levantamiento de f a la recta tal que
F(0) € [0,1[. Por el lema 2.13 y la demostracién de la proposicién 2.14,
para cada x € R el valor de

¢(z) = sup (F™(z) — np(F))
nez
es finito. La aplicacién ¢ : R — R verifica las siguientes propiedades:
(i) ¢ es creciente y continua a izquierda;
(ii) p(z +1) = p(z)+1 paratodo z € R;
(iil) p(F(x)) = ¢(z) + p(F) paratodo z€R.

A partir de estas propiedades vemos claramente que para demostrar que
® es una semiconjugaciéon debemos probar que ¢ es continua. Para esto
comencemos observando que, para cada x € ¢(R), el conjunto ¢ ~!(z) es
ya sea un punto o bien un intervalo no degenerado. Designemos entonces
por Plan(F) la unién del interior de estos ultimos intervalos, y por Salt(F')
la unién de los interiores de los intervalos del complemento de ¢(R). Los
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conjuntos ISIEI:(F )y Srf;/lt(F ) son invariantes por las traslaciones enteras de
la recta, por lo que inducen subconjuntos Plan(f) y Salt(f) del circulo. Es
facil ver que Salt(f) es invariante por la rotacién de dngulo p(f). Puesto que
p(f) esirracional, Salt(f) debe ser vacio, lo cual implica que ¢ es continua e
induce entonces una semiconjugacién entre f y R,r). Finalmente, observe
que Plan(f) es invariante por f. Luego, si las drbitas por f son densas
entonces Plan(f) es vacio; en tal caso ¢ es inyectiva, por lo que induce una
conjugacién entre fy R,y O

El estudio de la dindmica combinatoria de un homeomorfismo de nimero
de rotacién irracional se reduce entonces al de la rotacién respectiva. Para
0 € [0,1] \ Q definimos por induccién los enteros positivos

@ =1,  gui1=min{q> g, : dist(¢6,N) < dist(q,6,N)}.
Es bien conocido que la sucesién (g )nen es tal que
dist(gn8,N) = {gn0} siy sélosi dist(gn410,N) =1— {gn10}, (24)

donde {a} = a — [a] denota la parte fraccionaria de a (vea por ejemplo
[89]). Si proyectamos sobre el circulo y continuamos denotando por ¢,,6 los
puntos respectivos de S', la condicién (2.4) significa que ya sea se tienen
las relaciones —gpf < ¢n+160 < 0 < —@n410 < gn0 < —gnb, o bien se
verifica ¢n0 < —¢n+10 < 0 < @410 < —@nb < ¢n0. Designamos por I, el
intervalo de S' de puntos extremos 0 y g,f, cerrado en 0 y abierto en ¢,,6.
El intervalo abierto de puntos extremos —¢,0 y ¢, seré designado por J,,.
Observe por otra parte que (g, + gn+1)0 pertenece a J,, (vea las figuras 11
y 12).

Afirmamos ahora que los intervalos R;o(I5,), j € {0,1,...,¢n41 — 1}, son
dos a dos disjuntos. En efecto, si se verificara R;o(I,,) N Ryo(I,,) # 0 para
ciertos 0 < j < k < gny1, entonces se tendria R(,_j)o(In) N1, # 0, lo
cual implicaria dist((k — j)G,O) < dist(qn0,0). Como k—j < qn1, esto
contradirfa la definicién de gy,41.

A partir de lo anterior es ficil ver que los intervalos Rjo(J,), con j en
{0,1,...,gn+1—1}, recubren al circulo, y cada punto = € S! est4 contenido
en a lo mds dos de ellos. Reemplazando 6 por —6 obtenemos dos sucesiones
I_, y J_, de intervalos tales que J,, = I, UI_, = J_,,. Vemos asi que
cada punto del circulo estd en a lo més dos intervalos de la forma Rjg(J,),
donde j € {_(qn-H - 1)7 _(Qn-H - 2)¢ s 70}‘

Las notaciones introducidas en los tltimos parrafos son relativamente
estdndar y serdn utilizadas més adelante.
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Figura 11 Figura 12

Ejercicio 2.18. Pruebe que para todo f € Homeo (S') existe un dngulo 6 en
[0, 1] tal que el niimero de rotacién de Rg o f es no nulo.

Ejercicio 2.19. Dados dos pardmetros Ay > 0y A2 > 0, de los cuales al menos
uno es diferente de 0, y tales que (A1 — 1)(A2 — 1) < 0, definamos a = a(A1, A2)
como siendo el tinico real que verifica A1a + A2(1 —a) = 1. Considere el (tinico)
homeomorfismo affn por partes f = fa,x, : S' — S' que satisface f(a) =0y
cuya derivada es idénticamente igual a A\ sobre ]0,a[ y a A2 sobre |a, 1[. Nuestro
objetivo es calcular el ntimero de rotacién de fi,,x, (este ejemplo es debido a
Boshernitzan [16]).

(i) Para o = A1/A2, considere el homeomorfismo he del intervalo [0, 1] definido
por ho(z) = (¢ — 1)/(c — 1). Verifique que hy ' o fx, x, © ho coincide con la
rotaciéon R,, donde p satisface la igualdad o” = A;.

(ii) Concluya que p(fx;,x,) = log(A1)/(log(A1) — log(Az))-

Ejercicio 2.20. Fijemos ahora un real positivo o # 1, y para cada p € [0,1]
consideremos el homeomorfismo del circulo g, ,=h, o R, 0 h;'.

(i) Verifique que go,, coincide con fy, »,, donde \; = 0” y Ao = 0”1

(ii) Concluya que dentro del grupo de los homeomorfismos afines por partes
del circulo, existen incrustaciones continuas del grupo de las rotaciones que no
vienen dadas por conjugaciones por homeomorfismos afines por partes (para mas
informacién en torno a este interesantisimo tema el lector puede consultar [135,
136)).

2.2 Numero de rotacion y medidas invariantes

Sea f un homeomorfismo del circulo. Por el teorema de Bogolioubov y
Krylov, existe al menos una medida de probabilidad p sobre S! invariante
por f (vea el apéndice). Observe que el valor de u([z, f(z)[) es indepen-
diente de x € S. En efecto, si y es otro punto del circulo entonces

w(ly, FD =y, f(@)D) + u((f (@), f@)D=nly, f(@)]) + w(lz, y) ==, f(2)]-

Denotaremos dicho valor por p,(f).
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Teorema 2.21. Se tiene la igualdad p(f) = pu(f)-

Demostraciéon. La medida p se levanta en una medida o-finita ji sobre
R. Fijemos un punto x € S! y consideremos una preimagen de dicho
punto en R, a la que denotaremos también por x. Observe que cualquier
levantamiento F' de f preserva fi. Ademds, [L([a:,x + k[) = k para todo
k € N. Luego, si F™(x) € [z + k,x + k + 1] entonces

Fia)—a—1<k<j(fz, F*@)]) <k+1< F*(z) -2+ 1.

Concluimos que

n _ i1 n(p n—1 )
nlgIOIOF (7;2 T :nlglolo H([I,f; (T)[) :nll_}ll;o%;ﬂ([Fz(l),FH—l(J)D,

y como para todo i € N se tiene i([F(z), F'*(z)[) = fi([z, F(z)]),
F'(z)—x

Jim =L (e, F(@)).
Por 1o tanto, p(f) = a([z. f(2)]) = pu(f). =

Resulta til analizar el soporte de una medida de probabilidad p inva-
riante por un homeomorfismo f de S!. Si p(f) es racional entonces f posee
puntos periddicos y p estd soportada en dichos puntos. Si p(f) es irracional
entonces pueden darse dos casos: si f admite un minimal excepcional A
entonces el soporte de p es A y pu no posee dtomos, mientras que si las
orbitas de f son densas entonces el soporte de p es todo el circulo y
tampoco posee dtomos.

Para cada p € Prob(S!) designaremos por T',, al grupo de los homeomor-
fismos de S' que preservan p. Observe que para todo f,g en '), se tiene

pu(f9) = p(lz, Fo(@)]) = p(lz, 9(@)]) + n(lg(x), f9(@)]) = pul(F) + pul9)-

Como consecuencia, la funcién niimero de rotacién restricta a I'), es un
homomorfismo sobre T*.

Si ' es un subgrupo promediable de Homeo, (S'), entonces existe una
medida de probabilidad sobre S! invariante por I' (vea el apéndice). Como
consecuencia de lo anterior obtenemos la siguiente proposicién (vea [72]
para una demostracién alternativa usando cohomologia acotada).

Proposicién 2.22. La restriccion de la funcidn nidmero de rotacion a todo
subgrupo promediable de Homeo (S') es un homomorfismo sobre T!.

Ejercicio 2.23. Pruebe que la tinica medida de probabilidad invariante por una
rotacién de angulo irracional es la de Lebesgue. Concluya que si I' es un subgrupo
de Homeo (Sl) cuyos elementos conmutan con un homeomorfismo minimal del
circulo, entonces I' es topoldgicamente conjugado a un grupo de rotaciones.
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Ejercicio 2.24. Dé ejemplos de subgrupos I' de Homeo (S') que no preserven
ninguna medida de probabilidad del circulo y tales que la restriccién de la funcién
nimero de rotacién a I' sea un homomorfismo sobre T*.

Observacién. Tras la lectura de la seccién 3.2, el lector debiese poder probar que
para todo grupo I' verificando las propiedades pedidas la imagen p(I') es finita.

2.3 Acciones efectivas sobre la recta

En esta seccién veremos que el hecho que un grupo actie efectivamente
sobre la recta estd relacionado con la posibilidad de “ordenar” dicho grupo.

Definicién 2.25. Una relacién de orden < en un grupo I' es invariante a
izquierda (resp. a derecha) si para todo g,h en I tales que g < h se tiene
fg X fh (vesp. gf = hf) para todo f € I'. La relacién es bi-invariante si
ella es invariante a izquierda y a derecha simultdneamente.

Si < es una relacién de orden en I' diremos que f € I' es positivo si
f = id, y diremos que un elemento f estd entre gy hsi g < f <h 6
h < f < g. Para simplificar la nomenclatura, diremos que un grupo I
es ordenable (resp. bi-ordenable) si admite un orden total e invariante a

izquierda (resp. bi-invariante).

Ejercicio 2.26. Pruebe que un grupo I' es ordenable si y sélo si contiene un
subsemigrupo 't de modo que I'\ {id} es la unién disjunta de I'y con el semigrupo
I ={g:g7" eT4}.

Ejercicio 2.27. Verifique que {(m,n): m >0 6 m =0y n > 0} corresponde
al conjunto de los elementos positivos de un orden total e invariante a izquierda
en Z? (llamado orden lexicografico).

Ejercicio 2.28. Pruebe que el grupo libre L; es bi-ordenable siguiendo las indi-
caciones dadas a continuacién.

(i) Considere el anillo (no abeliano) A=Z{(X,Y)) de las series de potencias for-
males con coeficientes enteros en dos variables independientes (no conmutantes)
X e Y. Denotando por o(k) el subconjunto de A de los elementos cuyos términos
poseen grado mayor o igual a k, verifique que L=1+0(1) ={1+S5: Seo(1)}
es un subgrupo multiplicativo de A.

(ii) Si f, g son los generadores de Lz, pruebe que la aplicacién ¢ que asocia a f
(resp. g) el elemento 14+X (resp. 14+Y) de A se extiende de manera tnica a un
homomorfismo inyectivo ¢ : Lo — L.

(iii) Defina un orden de tipo lexicografico en L bi-invariante bajo multiplicacién
por elementos de L (observe que este orden no seréd invariante bajo multiplica-
ciones por elementos de A). Usando el homomorfismo ¢, induzca un orden total
y bi-invariante en Lo.

Observacién. La técnica precedente, debida a Magnus, permite probar facilmente
que Ly es residualmente nilpotente (compare con el ejercicio 2.33). Para esto
basta con verificar inductivamente que ®(T?!) estd contenido en 14 o(i + 1)
para todo i > 0.
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El siguiente teorema da una caracterizacién dindmica de los grupos or-
denables.

Teorema 2.29. Si ' es un grupo numerable, entonces las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

(i) T actia de manera efectiva sobre la recta por homeomorfismos que
preservan orientacion,

(i) I' admite un orden total invariante a izquierda.

Demostraciéon. Supongamos que I' actiia de manera efectiva sobre la
recta por homeomorfismos que preservan orientacién. Consideremos una
sucesién (x,) densa en R, y definamos g < h si g = h o si el menor indice
n para el cual g(z,) # h(zy) es tal que g(z,) < h(z,). No es dificil probar
que = es una relacion de orden total e invariante a izquierda.

Supongamos ahora que I' admite un orden total e invariante a izquierda
<. Escojamos una numeracién (g;) de I', hagamos ¢(go) =0 y supongamos
que t(go),--.,t(g;) ya han sido definidos. Si g;41 es mayor (resp. menor)
que go, . . - , g, entonces definimos ¢(g;+1) = max{t(go),...,t(g:)} +1 (resp.
min{t(go), ..., t(g;)} —1). Finalmente, si g, < gi+1 < gn para ciertos m,n
en {0,...,i}, y si g; no estd entre g, y gn para ningtin 0 < j < i, entonces
definimos t(gi+1) = (t(gm) + t(gn))/2.

Observe que I' actia de manera natural sobre ¢(I') por ¢(t(g;)) = t(9g;),
y esta accién se extiende continuamente a la clausura de ¢(I'). Finalmente,
extendemos la accién a toda la recta de modo que cada aplicacién g sea
affn sobre cada intervalo del complemento del cierre de ¢(I). O

Fijado un orden total e invariante a izquierda < en un grupo numerable
T, ademds de una numeracion (g;) de éste, llamaremos realizacion dindmica
a la accién construida en la demostracién del teorema precedente. Es fécil
comprobar que (si I' es no trivial entonces) dicha realizacién no admite
puntos fijos globales. Otra propiedad interesante e igualmente facil de
verificar es el hecho que si f es un elemento de I' cuya realizacién admite
dos puntos fijos a < b (que pueden ser iguales a +00) de modo que |a,b|
no contiene puntos fijos de f, entonces necesariamente existen puntos de
la forma ¢(g) dentro de ]a, b|.

Ejercicio 2.30. Dé ejemplos explicitos de grupos libres de homeomorfismos de
la recta para concluir que L, es ordenable para todo n > 2 (compare con el
ejercicio 2.28; vea también la proposicién 4.5 de [72]).

Para més informacién en torno a la teoria de los grupos ordenables re-
comendamos la lectura de [116]. Ejemplos relevantes de grupos no (total-
mente) ordenables a izquierda son los subgrupos de indice finito de SL(n, Z)
para n > 3, como lo muestra el siguiente resultado debido a Witte [208].

Teorema 2.31. Sin >3 yI' es un subgrupo de indice finito de SL(n,Z),
entonces I' no admite ningin orden total invariante a izquierda.
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Demostracién. Daremos la demostracion sélo para el caso n = 3, pero el
argumento de la prueba es facilmente modificable para n > 3 (considere la
inyeccién canénica de SL(3,Z) en SL(n, Z)).

Supongamos que =< sea un orden total invariante a izquierda en I'. Como
T" es de indice finito en SL(3,Z), para k € N suficientemente grande los
siguientes elementos estdn en I':

1 k0 1 0 k 1 0 0
g1 = 01 0 5 g2 = 01 0 3 g3 = 01 k
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
gi=|k 1 0], g=[010], g=[010
0 0 1 k0 1 0k 1

Es facil verificar que para cada ¢ € Z/6Z valen las siguientes relaciones:
9i9i+1 = 9i+19i, [9i-1,Gi+1] = g,k

Para g €T definimos |g|=g si g id, y hacemos |g|=g¢~! en caso contrario.
Definimos también la relacién > por g>>h si g>h"™ para todo n>1.

Fijemos ahora un indice i y consideremos nuestra relacién > en el grupo
generado por g;—1, g; y gi+1. Es posible elegir tres elementos a, b y ¢
superiores (segin >) a id, tales que ya sea a = giijl, b= glﬁll, c= giik, o
bien a = gilp b= gijill, c= gf’ﬂ y de modo que

ac=ca, be=cb, aba b7t =c¢"1.

Afirmamos que a > ¢ o b>> c¢. Para probar esto, suponemos que para
cierton > 1setengac® = a y ¢" > b. Seady, = a™b™(a" ™)™ (b~ 1em)™.
Puesto que d,,, es un producto de elementos positivos, d,, es positivo. Por
otra parte, no es dificil verificar que d,,, = c””2+2"””, por lo que d,, < id
para m suficientemente grande, lo cual es una contradiccion.

La afirmacién anterior nos permite concluir que ya sea |g;| < |gi—1| o
bien |g;] < |gi+1|.- Si asumimos por ejemplo que |g1| < |g2|, entonces
obtenemos |g1] < [g2| < [g3] < |g4] < |gs] < |gs| < |g1], lo cual es una
contradiccién. El caso |g1] > |g2| es andlogo. O

Un importante teorema debido a Margulis implica en particular que, para
n > 3, todo subgrupo normal de un subgrupo de indice finito de SL(n,Z)
es ya sea finito o bien de indice finito [129]. Obtenemos asf la versién fuerte
del teorema de Witte.

Teorema 2.32. Para n > 3, toda accion de un subgrupo de indice finito
de SL(n,Z) por homeomorfismos de la recta es trivial.
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Ejercicio 2.33. Pruebe directanente que todo grupo nilpotente, finitamente
generado y sin torsién es bi-ordenable. De manera mds general, pruebe que lo
mismo vale para todo grupo residualmente nilpotente I" para el cual los cuocientes
(abelianos) sucesivos T'M!/I'M!) no poseen torsién (vea el apéndice).
Sugerencia. La propiedad de nilpotencia residual equivale a que la interseccién
Ni>ol™M! se reduce al elemento neutro.

Ejercicio 2.34. Sea N,, el grupo de las matrices triangulares superiores de orden
n X n a coeficientes enteros y tales que todo coeficiente de la diagonal sea igual a
1. Pruebe que N, es ordenable utilizando su accién natural sobre Z" y el orden
lexicogréfico sobre este dltimo conjunto.

Observacién. Es facil verificar que Ny, es nilpotente y sin torsién. Por otra parte,
un teorema debido a Malcev [172] establece que todo grupo nilpotente, finita-
mente generado y sin torsién, es un subgrupo de algin N,. Esto permite re-
obtener indirectamente el primer resultado del ejercicio anterior.

2.4 Acciones libres

Hemos visto que el problema de hallar acciones efectivas sobre la recta
es equivalente a un problema de ordenamiento del grupo en cuestién. Las
proposiciones siguientes, debidas a Holder, muestran que el problema de
hallar acciones libres sobre la recta es equivalente a un problema de orde-
namiento arquimediano del grupo.

Definicién 2.35. Una relacion de orden total < en un grupo I' es arqui-
mediana si para todo g,h en T, con g#id, existe n€Z tal que g™ > h.

Proposicién 2.36. Si I' es un grupo que actia libremente por homeo-
morfismos de la recta, entonces I' admite un orden total bi-invariante y
arquimediano.

Demostracién. Consideremos el orden < en I' segin el cual g < h si
g(z) < h(z) para algtin z € R (equivalentemente, para todo = € R). Esta
relacién de orden es total. Ademds, como la accién es libre, < es una
relacién bi-invariante y arquimediana. Dejamos los detalles al lector. O

La reciproca a la proposicién anterior serd una consecuencia de la propo-
sicién siguiente, la cual implica que los tnicos grupos que pueden actuar
libremente por homeomorfismos de la recta son los subgrupos de (R, +).

Proposicién 2.37. Si I' admite un orden total bi-invariante y arquime-
diano, entonces I' es isomorfo a un subgrupo de (R,+).

Demostraciéon. Supongamos que I' sea no trivial y fijemos un elemento

positivo f en I'. Para cada g € I y cada p € N consideremos el inico entero

q=q(p) tal que f? =g < for.

Primera parte: existe el limite

lim {Q f1=gP < fq'H} . (2.5)
p

p—o0
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En efecto, si f1(P1) < gpr < falp)+1 y fa2) < g2 < faP2)+1 entonces

fq(pqu(pz) < ghtre < fq(p1)+q(pz)+2’

de donde se concluye que q(p1) + q(p2) < a(p1 +p2) < a(pr) + a(pz) + 1.
La afirmacion resulta entonces del lema 2.13.

Denotaremos ¢(g) al limite dado por la expresion (2.5). Observe que
el valor de ¢(g) es finito. En efecto, para g € I' existe n € Z tal que
fr =g =< f**tl. Luego, f" =< g? < f(+DP  de donde se concluye que

np (n+1)p—1

n= lim — < ¢(g) < lim =n+1.
p—oo P p—ro0

Segunda parte: la aplicacién ¢ : I' = (R, +) es un homomorfismo.

Sean ¢, g2 elementos arbitrarios de I'. Supongamos que g1g2 < gag1 (el
caso g2g1 < g1go es andlogo). Si f4 < gf < futl y fe < gh < fetl
entonces, por la bi-invariancia de =<, se tiene

Ot < gPgk < (g1g2)" < ghgl < futet,

De esto se concluye que

= ¢(g1)+9(g2),

i + +q+1
3(g1)+0(g2) = lim L1 atgtl

2 .
< ¢(g192) < plingo

y por lo tanto ¢(g192) = ¢(g1) + B(g2)-
Tercera parte: el homomorfismo ¢ es inyectivo.

Observe que ¢ preserva orden, es decir, si g1 < g entonces ¢(g1) < ¢(g2)-
Observe ademds que ¢(f) = 1. Sea h un elemento de I' tal que ¢(h) = 0.
Supongamos que h # id. Existe entonces un entero n tal que h™ > f. Delo
anterior se concluye que 0 = ng(h) = ¢(h™) > ¢(f) = 1, lo cual es absurdo.
Luego, si ¢(h) = 0 entonces h = id, lo cual prueba que ¢ es inyectiva. [

Si I es un grupo no trivial que actia libremente sobre la recta, fijamos
sobre €l la relacién de orden dada por la proposicién 2.36. Este orden
permite construir un isomorfismo ¢ entre I' y un subgrupo de (R, +). Si
@(T) es isomorfo a (Z,+), entonces la accién de I' es conjugada a la accién
por traslaciones enteras de la recta. En caso contrario, el grupo ¢(T') es
denso en (R, +). Para cada punto z de la recta definimos

o(z) = sup{p(h) € R: h(0) < z}.

Es fécil ver que ¢ es una aplicacién no decreciente. Ademas, ella verifica la
igualdad ¢(h(z)) = ¢(x)+¢(h) paratodo x€Ry todo hel'. Finalmente,
 es continua, pues en caso contrario el conjunto R\ ¢(R) serfa un abierto
no vacio e invariante por las traslaciones de ¢(T').
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En resumen, si I' es un grupo que actia libremente por homeomorfis-
mos de la recta, entonces su accién es semiconjugada a una accién por
traslaciones.

Ejercicio 2.38. Si I' admite un order total invariante a izquierda y arquime-
diano, entonces dicho orden es necesariamente bi-invariante; en particular, la
hipétesis de bi-invariancia en la proposicién 2.37 es superflua. Para probar esta
afirmacién (debida a Conrad) desarrolle los itemes a continuacién.

(i) Pruebe que una relacién de orden total e invariante a izquierda < es bi-
invariante si y sélo si su cono positivo 'y = {g € I': g > id} es estable por
conjugacién, es decir, si hgh~! pertenece a I'y para todo g € I'y y todo h € T
(vea el ejercicio 2.26).

(ii) Sea < un orden total, invariante a izquierda y arquimediano en un grupo
T. Supongamos que g € I'y y h € T'— sean tales que hgh™* ¢ T';.. Considere el
menor entero positivo tal que h~' < g". Usando larelacién hgh™' < id verifique
que h™!' < g7*h™! < h"~! 1o cual contradice la definicién de n. Concluya que
I'} es estable bajo conjugacién por elementos de I'_.

(iii) Suponga ahora que g € T4 y h € T'_ sean tales que hgh™" ¢ T';.. En tal caso
hg=*h™' = id, y como h™! € T'_, por el ftem (ii) se tiene h~'(hg~'h™')h € Ty,
es decir, g7! € T'4, lo cual es absurdo.

Ejercicio 2.39. De manera alternativa al argumento esbozado en el ejercicio
precedente, pruebe que la accién sobre la recta de la realizacién dindmica de
todo orden total, invariante a izquierda y arquimediano en un grupo numerable
es libre.

Consideremos ahora un grupo I' que actia libre/ni(?/nte por homeomor-
fismos del circulo. La imagen inversa I' de T' en Homeo, (S') actiia libre-
mente sobre la recta. Si repetimos los argumentos de la demostracién de la
proposion anterior, considerando la traslacion x +— x + 1 como el elemento
f de la segunda parte, entonces se obtiene que I" es isomorfo a un subgrupo
de (R,+), y este isomorfismo desciende en un isomorfismo entre I' y un
subgrupo de SO(2,R). Para referencia futura, expresamos esto como un
teorema.

Teorema 2.40. SiT es un grupo que actia libremente por homeomorfismos
de S, entonces T' es isomorfo a un subgrupo del grupo de rotaciones.

De manera andloga al caso de la recta, bajo las hipdtesis anteriores la
accién de I' es semiconjugada a la del grupo de rotaciones correspondiente.

Ejercicio 2.41. Pruebe que todo subgrupo finitamente generado de Homeo ; (S*)
cuyos elementos son todos de torsién es ciclico y finito.

Ejercicio 2.42. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R) cuyos elementos son todos
elipticos. Pruebe que I" es conjugado a un grupo de rotaciones del circulo.
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Ejercicio 2.43. Sea I' un subgrupo del grupo de los homeomorfismos de la recta.
Suponga que exista un intervalo [a,b] tal que, para todo g € T, los puntos fijos
de g estdn contenidos en [a,b]. Pruebe que I' es abeliano.

Ejercicio 2.44. Dé una demostracién alternativa a la proposicién 1.2 usando el
teorema de Hélder.

Los resultados expuestos anteriormente muestran que el hecho de actuar
libremente sobre el circulo o la recta caracteriza (médulo semiconjugacién
topoldgica) a los grupos de rotaciones y traslaciones respectivamente. Ob-
serve por otra parte que los elementos no triviales del grupo afin fijan
a lo méds un punto de la recta. Veremos a continuacién que, salvo una
excepcién evidente, esta propiedad caracteriza médulo semiconjugacién a
dicho grupo. El resultado siguiente es debido a Solodov.

Teorema 2.45. Sea I' un subgrupo de Homeo, (R) tal que cada elemento
no trivial de T fija a lo mds un punto de la recta. Suponga que no exis-
te ningun punto invariante por todos los elementos de I'. Entonces I es
semiconjugado a un subgrupo del grupo afin.

Observe que en el caso que descartamos en que existe un punto zy que
es fijo por todos los elementos de I', las acciones de I' sobre | — o0, zo[ ¥y
]@o, oo[ son libres, y por lo tanto semiconjugadas a acciones de grupos de
traslaciones. Sin embargo, la accién de I' sobre la recta no es necesaria-
mente semiconjugada a la acciéon de un subgrupo del estabilizador de un
punto de R por el grupo afin, pues I' podria contener elementos para los
cuales zy es un punto fijo de tipo parabdlico.

Demostracién del teorema 2.45. Supondremos en lo que sigue que la
accién de I' no es libre (el caso de una accién libre estd cubierto por el
teorema de Holder). Bajo esta suposicién, I' no puede ser abeliano. En
efecto, en caso contrario la drbita de un punto fijo ¢ de un elemento no
trivial g de I' estaria contenida en el conjunto de los puntos fijos de g.
Luego, ¢ seria un punto fijo global de I, lo cual es una contradiccién.

Primera parte: afirmamos que si I'g es un subgrupo normal de I' que con-
tiene un elemento no trivial con un punto fijo, entonces I'y posee un ele-
mento con un punto fijo atractor.

En efecto, sea hg € I’y un elemento no trivial tal que ho(zo) = zo para
cierto punto zg € R. Por hipdtesis, existe un elemento g de I' tal que
21 = g(z0) # 0. Cambiando g por g~ si fuese necesario, podemos suponer
que 1 > zo. Definamos hy = ghog~! € T'y. Supongamos que x( sea un
punto fijo parabdlico de hg. Reemplazando hy por su inverso en caso de
necesidad, tenemos ho(y) > y para y # zo. Sea h = hohy' € T'y. Es
facil verificar que h(zg) < xo y h(z1) > x1. Luego, h posee un punto fijo
repulsor en |zg, z1[, lo cual demuestra la afirmacién.

Segunda parte: definicién de una relacién de orden.
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Dados g,h en T', escribimos g < h si existe z € R tal que g(y) < h(y)
para todo y > z. Es fécil verificar que ésta es una relacién de orden total
y bi-invariante. Afirmamos que ella satisface la siguiente version débil de
la propiedad arquimediana: si f € I posee un punto fijo repulsor y g € T,
entonces existe n €N tal que g < f™. En efecto, si zg es el punto fijo de f
fijemos x_, x4 tales que z_ < xg < x4. Paran € N suficientemente grande
tenemos f"(z_) < g(z_) y f*(z+) > g(x4), por lo que g~! f posee un
punto fijo en el intervalo Jx_,z4[. Como g~!f™(x,) > w, esto implica
que f™(z) > g(z) para todo z > z, por lo que g < f".

Tercera parte: un homomorfismo hacia los reales.

Fijemos un elemento f €I con un punto fijo repulsor. Al igual que en la
demostracién del teorema de Holder, para g €T tal que id < g definimos

20 :pl'glolo{g ST = gP < fq+1}’

y para g =< id definimos ¢(g~ 1) = —¢(g). Obtenemos asi un homomorfismo
¢: T — (R, +) tal que ¢(f) = 1. Observe que si Iy es un subgrupo normal
de I" que contiene un elemento no trivial con un punto fijo, entonces por la
primera parte existe h € I'g con un punto fijo repulsor. Por la segunda parte
tenemos f < A" para n€N suficientemente grande, por lo que ¢(h) > 1/n.
En particular, ¢(Ig) # {0}.

Cuarta parte: la accién de [I',T'| sobre la recta es libre.

En efecto, puesto que [I',I'] es normal en T', si I' posee un elemento no
trivial con un punto fijo entonces ¢([I',T]) # 0, lo cual es absurdo, pues
[I',T'] estd contenido en el nicleo de ¢.

Tenemos entonces que [T, I'] es semiconjugado a un grupo de traslaciones,
es decir, existen un homomorfismo ¢y : [I',I'] — (R,+) y un homeomor-
fismo ¢ de la recta tales que @(h(z)) = ¢(z) + ¢o(h) para todo z€R y
todo h € [[,T]. Afirmamos que ¢ ([[',I]) no es discreto. En efecto, en
caso contrario es facil ver que las conjugaciones por elementos de I' de-
berfan preservar al generador de ¢ ([I',T]) ~ Z, por lo que [I',T] estaria
contenido en el centro de I'. Sin embargo, esto es imposible, dado que T'
contiene elementos con (exactamente) un punto fijo.

Quinta parte: fin de la demostracion.

Por lo anterior, la imagen ([)U([F, F]) es densa en R. Es fécil ver entonces
que la conjugacién ¢ de la cuarta parte es inica médulo post-conjugacién
con un elemento del grupo afin. Como [I',I'] es normal en I, para cada
g € T se tiene que p o go p~! es un elemento del grupo afin. O

Enfatizamos nuevamente que los teoremas de Holder y Solodov no pueden
ser extendidos de manera razonable al caso de grupos (a drbitas densas) de
homeomorfismos del circulo cuyos elementos no triviales fijan a lo mas dos
puntos [119], incluso en el caso real-analitico [144].
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2.5 Numero de traslacién y medidas quasi-invariantes

De manera analoga al caso del circulo, para cada medida de Radon v
sobre los borelianos de la recta podemos considerar el grupo I';, de los
homeomorfismos que preservan v. Para g € T',, definimos el nidmero de
traslacién de g respecto a v por 7(g) = v([z,g(z)[) sig(z) >z, y por
7(9) = —v([g(x),z[) si g(z) < x. Es facil ver que dicho valor no depende
de la eleccién de z € R.

El niimero de traslacion satisface propiedades andlogas a las del nimero
de rotacién de homeomorfismos de S'. Por ejemplo, para g€ T, se cumple

Tu(g) = 0 siy sélo si g posee al menos un punto fijo. (2.6)

En efecto, si Fix(g) = 0) entonces la 6rbita de cada punto z de la recta es no
acotada en ambas direcciones. Fijemos z € R y supongamos (cambiando
g por g~ ! si es necesario) que g(x) > z. Si 7,(g) = 0 entonces de las
igualdades v([z, ¢"(z)]) = v([g~"(z),z[) = 0, donde n € N, se concluye
al hacer tender n al infinito que v(] — 0o, +o0[) = 0, lo cual es absurdo.
Luego, si Fix(g) = 0 entonces 7,(g) # 0. Reciprocamente, si z € Fix(g)
entonces 7,(g) = v([z, g(2)[) = v([z,z[) = 0.

Notemos que una propiedad mds fuerte para elementos g € I',, es vélida:

si Fix(g) #0 entonces sop(v) C Fix(g). (2.7)

En efecto, en caso contrario existirfa un boreliano A tal que v(4) > 0y
AnNg(A) = 0. Al menos uno de los conjuntos U,eng™(A) 0 Upeng "(A)
debe ser acotado, y por lo tanto su medida finita. Sin embargo, las medidas
de estos conjuntos son iguales a ), . v(A) = 0.

Note que la aplicacién 7, : I’y — R es un homomorfismo de I',, sobre
(R,+). Esta observacién serd fundamental al tratar problema de la unici-
dad (médulo un factor multiplicativo) de la medida invariante.

Lema 2.46. Si vy y vo son dos medidas de Radon invariantes por un sub-
grupo I' de Homeo, (R), entonces eziste £ > 0 tal que los homomorfismos
Toy Y Tuy verifican la relacion T, = KTy,.

Demostracién. Debido a (2.6), los niicleos de 7, y 7, coinciden con
Ty = {g : Fix(g) # 0}. Obtenemos asi dos homomorfismos 71 y 7 de
T'/Ty sobre (R,+). Fijemos un punto zg en Fix(Tg), cuya existencia estd
garantizada por (2.7). El grupo I'/Ty actia libremente sobre la 6rbita
T'(x0), por lo que admite una relacién de orden bi-invariante y arquimediana
=< dada por ¢1T'g < g2T'g si g1(z0) < g2(x0). Si fijamos un elemento f € T’
tal que 'y < fT', es fécil ver que para todo g € T se tiene

Tl(gro) = Tl(fF()) - lim {g : qu(] = gpF() < f”“l“o}.
p—oo | p

Luego, 72(f) - 71 = 71(f) - 72, lo cual concluye la demostracién. O
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Si T preserva v y 7,(I') es trivial o isomorfo a Z, no podemos esperar la
unicidad (médulo un factor positivo) de la medida invariante v. Diferente
es el caso en que 7, (I") es denso en R.

Proposicién 2.47. Si vy y v son dos medidas de Radon invariantes por
un subgrupo I' de Homeo, (R) tales que 7, (T') y 7y, (T') son densos en R,
entonces existe k > 0 tal que dichas medidas verifican la relacion vi = Kvg.

Demostracién. Por el lema anterior, podemos suponer que 7, =7,,. Pro-
baremos entonces que v; = vy. Para esto, primero notemos que ninguna
de las medidas en cuestién posee dtomos. En efecto, si vi({xo}) >0 en-
tonces todo elemento positivo y no trivial de 7, (I") serfa mayor o igual que
v;({wo}) > 0, contradiciendo la hipétesis de densidad de 7, (I"). Dejamos
al lector la tarea de probar que esta hipétesis implica también que la accién
de T sobre los soportes de v1 y vy es minimal (.e., sus érbitas son densas).

Probaremos ahora que los soportes sop(vy) y sop(v2) son iguales. En
efecto, en caso de desigualdad existirfa un punto z € sop(v;) \ sop(v;+1) (la
indexacién es considerada médulo 2). Por la densidad de las érbitas sobre
los soportes, podriamos escoger g € I tal que g(x) # z y tal que la medida
v;+1 del intervalo de puntos extremos x y g(x) sea nula. Esto implicaria
que Ty,,,(9) =0y 7,(g) # 0, lo cual es absurdo.

Para finalizar la prueba de la igualdad de la medidas vy y vo, debemos
probar que ellas otorgan la misma masa a intervalos cuyos extremos son
puntos del soporte. Si [z,y] es un intervalo de este tipo podemos escoger
gn € I tal que g, (x) converja a y. Obtenemos asi

U1 ([x, y]) = nlggo U1 ([I, 9n (x)D = nlggo Toy (gn) = "1520 Ty (gn)
— i va(fogn(@)) = va(fo.),
lo cual concluye la demostracion. O

Por todo lo anterior, resulta interesante conocer a priori cuales son las
condiciones que garantizan la existencia de una medida de Radon inva-
riante. El resultado siguiente, debido a Plante [167], es un importante
aporte en tal direccion.

Teorema 2.48. SiI' es un subgrupo finitamente generado y virtualmente
nilpotente de Homeo (R), entonces I' preserva una medida de Radon sobre
la recta.

Enunciamos inmediatamente un corolario de este teorema a ser utilizado
mas adelante.

Corolario 2.49. SiI' es un subgrupo finitamente generado y virtualmente
nilpotente de Homeo, (R), entonces todo elemento del grupo de los conmu-
tadores [, T fija al menos un punto de la recta.
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En efecto, si v es una medida invariante dada por el teorema de Plante,
entonces el nimero de traslacién de todo elemento de [, '] respecto a v es
nulo. La afirmacién del corolario se concluye entonces de (2.6).

La demostracién original de Plante para el teorema 2.48 involucra ideas
muy interesantes relacionadas con el crecimiento de grupos (seccién 2.2,
capitulo 4), la nocién de pseudo-grupo (seccién 2, capitulo 3), y la prome-
diabilidad (vea el apéndice), las que se aplican en muchas otras situaciones.
Sin embargo, presentaremos a continuacién una demostracién muchisimo
mas directa y sencilla inspirada en los métodos de la seccién 1 de este
capitulo. Ella se basa en el hecho que los grupos nilpotentes no contienen
semigrupos libres.

Definicién 2.50. Dos elementos f, g de un grupo I' generan un semigrupo
libre si los elementos de la forma f"g™r f"r ... g™ f" g™ con n; y m;
enteros positivos, m > 0y n > 0, son dos a dos distintos para elecciones
diferentes de los exponentes.

Ejercicio 2.51. Pruebe que ningtin grupo virtualmente nilpotente contiene semi-
grupos libres a dos generadores.

Sugerencia. Reduzca el caso general al caso nilpotente, y razone por induccién
sobre el grado de nilpotencia.

Para encontrar semigrupos libres dentro de grupos actuando por homeo-
morfismos de variedades unidimensionales, la siguiente nocién serd de uti-
lidad.

Definicion 2.52. Decimos que dos homeomorfismos de la recta estén en-
trecruzados sobre un intervalo ]a, b[ si uno de ellos fija ]a, b[ pero no tiene
puntos fijos en el interior, mientras que el otro envia a o b dentro de a, b|.

Recalquemos que, en la definicién anterior, a (resp. b) puede ser igual a
—o0 (resp. +00). El siguiente criterio elemental para obtener semigrupos
libres a dos generadores es bastante conocido.

Lema 2.53. Todo subgrupo I' de Homeo (R) que posee elementos entre-
cruzados contiene semigrupos libres a dos generadores.

Demostracién. Supongamos que existan f,g en I' y un intervalo [a,b]
tales que Fix(f) N [a,b] = {a,b} y g(a) €]a,b[ (el caso en que g(b) €la, b]
es andlogo). Cambiando f por su inversa si es necesario, podemos suponer
que f(z) < z para todo z €la,b[. Definamos ¢ = g(a) €]a,b[ y fijemos un
punto d' €]e,b[. Como gf™(a) = ¢ para todo n € Ny como gf™(d') con-
verge a ¢ cuando n tiende al infinito, para n € N suficientemente grande
la aplicacién gf™ posee un punto fijo sobre Ja,d’[. Fijemos un tal neNy
sea d > c el infimo de los puntos fijos de gf™ en Ja,b[. Para m € N sufi-
cientemente grande tenemos f™(d) < ¢, por lo que el lema del ping-pong
positivo aplicado a las restricciones de f™ y gf™ a [a,b] prueba que el
semigrupo generado por tales elementos es libre (vea el ejercicio 2.85). O
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De acuerdo al ejercicio 2.51 y al lema 2.53, el siguiente resultado consti-
tuye una generalizacién del teorema 2.48 (compare con [11, 190]).

Teorema 2.54. Sea T un grupo finitamente generado de homeomorfismos
de la recta. Si T no posee elementos entrecruzados, entonces T' preserva
una medida de Radon sobre los borelianos de R.

Demostracién. SiI' admite puntos fijos globales entonces la afirmacion
es obvia: la medida de Dirac soportada en cualquiera de estos puntos es
invariante por la accién.

Supongamos en lo que sigue que no hay puntos fijos globales para la
accién, y fijemos un sistema finito {fi,..., fx} de generadores para I'.
Comenzamos afirmando que (al menos) uno de estos generadores no admite
puntos fijos. Para verificar esto razonamos por contradiccién suponiendo
que cada uno de los f; posee puntos fijos. Sea x; € R un punto fijo de fi.
Si fo fija x1 entonces haciendo x5 = x1 tenemos que x5 es fijado tanto por
f1 como por fy. En caso contrario, escojamos un punto fijo z2 para fo de
modo que fy no posea ningin otro punto fijo entre z; y xo. Como fi, f2
no se entrecruzan sobre ningtn intervalo (y lo mismo ocurre para f; Ly
f2), el elemento f; debe fijar también z5. Si f3 fija xo hacemos x3 = xo;
si no, consideramos un punto x3 que sea fijado por f3 de modo que f3 no
posea ningin punto fijo entre x5 y x3. El argumento usado anteriormente
permite nuevamente probar que fi, fo v f3 fijan z3. Continuando de esta
manera podemos hallar un punto fijo comin para todos los generadores f;,
es decir, un punto fijo global para la accién de T', lo cual contradice nuestra
suposicién.

Afirmamos ahora que existe un conjunto cerrado no vacio invariante y
minimal para la accién de I'. Para probar esto consideremos un generador
f = fi sin puntos fijos, fijemos un punto arbitrario xg de la recta, y denote-
mos por I al intervalo [z, f(z0)] (resp. [f(zo),zo]) si f(zo) > xo (vesp.
si f(zg) < x¢). En la familia F de conjuntos cerrados no vacios e inva-
riantes por I' consideremos la relaciéon de orden =< definida por Ay = As
si Ay NI C AyNI. Como f no tiene puntos fijos, toda érbita de I' debe
intersectar al intervalo I, por lo que A NI es un compacto no vacio para
todo A € F. Podemos asi aplicar el lema de Zorn, el cual nos brinda un
elemento maximal para el orden <. Dicho elemento maximal no es otra
cosa que la interseccién con I de un conjunto A invariante por I', cerrado,
no vacio y minimal.

Observe ahora que tanto la frontera A de A como el conjunto A’ de
los puntos de acumulacién de A son también cerrados e invariantes por T
Debido a la minimalidad de A, sélo tres casos pueden presentarse.

(i) A =0.

En este caso A es discreto, es decir, A coincide con el conjunto de los
puntos de una sucesion (yy, )nez satisfaciendo y, <y,4+1 para todo n y que
carece de puntos de acumulacién. Resulta sencillo verificar entonces que la

medida de Radon v =3} _,d,, es invariante por I'.
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(if) A = 0.

En este caso A coincide con toda la recta. Afirmamos que la accién de T’
es libre. En efecto, si éste no fuera el caso entonces existirfan un elemento
g € 'y un intervalo ]a, b estrictamente contenido en la recta de modo que
g fija ]a, b] pero no posee ningin punto fijo en su interior. Como la accién
es minimal, debe existir un elemento h € I' que envia a o b dentro de Ja, b[;
sin embargo, esto implica que g y h se entrecruzan en ]a, b[, lo cual viola
nuestra hip6tesis. Ahora bien, como la accién de I' en la recta es libre, el
teorema de Holder implica que I" es topoldgicamente conjugado a un grupo
de traslaciones. La preimagen de la medida de Lebesgue por la conjugacion
resulta ser entonces una medida de Radon invariante por la accién de T'.
(iil) OA = A" = A.

En este caso A es “localmente” un conjunto de Cantor. Colapsando a un
punto la clausura de cada una de las componentes conexas del complemento
de A, obtenemos una nueva “recta topoldgica” con una accién de I" inducida
por semiconjugacion. Como en el caso (ii), se verifica sin dificultad que esta
nueva accion es libre, y por lo tanto preserva una medida de Radon. La
preimagen de esta medida por la semiconjugacién resulta ser entonces una
medida de Radon invariante por la accién original de T'. O

Ejercicio 2.55. Sea I' un grupo (no necesariamente finitamente generado) de
homeomorfimos de la recta que no contiene elementos entrecruzados.

(i) Pruebe directamente (.e., sin usar el teorema 2.54) que el conjunto I'g de los
elementos de I' que poseen puntos fijos constituye un subgrupo normal de T".
(ii) Pruebe que el grupo I'/Ty admite una relacién de orden total, bi-invariante
y arquimediana.

(iii) Usando (i) y (ii) dé una demostracién alternativa al teorema 2.54.

El lector verificard sin mayor dificultad que la hipdtesis de generacién
finita es necesaria para el teorema 2.54 (vea ademds [166]). Sin embargo,
a lo largo de la demostracién dicha hipétesis fue utilizada sélo para hallar
un elemento sin puntos fijos. Por lo tanto, si esta ultima condicién es
asumida como hipétesis entonces el teorema continda siendo valido (vea
también el ejercicio 2.62). Para referencia futura, enunciamos esto como
una proposicién para el caso de grupos conmutativos.

Proposicién 2.56. Todo subgrupo abeliano de Homeo (R) que posee al
menos un elemento sin puntos fijos preserva una medida de Radon sobre
la recta.

Ejercicio 2.57. Pruebe la validez de la proposicién precedente considerando la
accién inducida sobre el circulo topoldgico obtenido al cuocientar la recta por la
accién del elemento sin puntos fijos.

El teorema 2.48 concierne los grupos nilpotentes, y cabe preguntarse qué
ocurre en el caso de los grupos solubles. Observe para comenzar que si
0 # 0y k # 1, entonces el subgrupo de Af (R) generado por los elementos
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f(z) =2+ 0y g(x) = Kz no preserva ninguna medida de Radon sobre la
recta. Sin embargo, puesto que los elementos del grupo afin preservan la
medida de Lebesgue médulo un factor multiplicativo, teniendo en mente la
proposicién 1.4 es natural preguntarse bajo qué condiciones un subgrupo
soluble de Homeo, (R) deja quasi-invariante una medida de Radon de la
recta. Nuevamente consideraremos sélo grupos finitamente generados, pues
de acuerdo al ejercicio 2.63 existen grupos abelianos no finitamente gene-
rados de homeomorfismos de la recta que no admiten ninguna medida de
Radon quasi-invariante no trivial.

Los grupos solubles son construidos a partir de grupos abelianos por
extensiones sucesivas. Por ello, comenzamos nuestro estudio con una ob-
servacion elemental: si Iy es un subgrupo normal de un subgrupo I' de
Homeo, (R) que preserva una medida de Radon v, entonces para todo
g € I' la medida g(v) también es invariante por I'g. En efecto, para todo
h € I'y tenemos

(ghg™")(9(v)) = g(h(v)) = g(v).
Por el lema 2.46, existe una constante x(g) = x,(g) tal que 7,y = £(g)Ty-
Los tres lemas siguientes tratan el problema de probar la existencia de una
medida quasi-invariante para la accién de un grupo a partir de la quasi-
invariancia de una medida para uno de sus subgrupos normales.

Lema 2.58. Sean I'g un subgrupo normal de un subgrupo I' de Homeo  (R)
y v una medida de Radon invariante por T'y. Suponga que 7,(T'o) # {0}. Si
k() = {1} y I'/Ty es promediable, entonces existe una medida de Radon
invariante por T'.

Demostracién. Si 7,(I'g) es denso en R entonces la proposicién 2.47
muestra que v es invariante por I'. Supongamos en lo que sigue que 7, (I'g)
es ciclico y normalicemos v de manera que 7, (Ig) sea igual a Z. Sea hg € I'g
tal que 7,(ho) = 1. Consideremos el nicleo I'§ de 7,,. El conjunto Fix(I'g)
es no vacio (pues contiene al soporte de v) y es invariante por I'g, por lo que
es no acotado en ambas direcciones. Ademds, I'; = {h € T'g: Fix(h) # 0},
lo cual muestra que I'j es normal en T'.

Utilizaremos ahora una idea semejante a la de la prueba de la proposiciéon
2.56. Afirmamos en primer lugar que I'g /T esta contenido en el centro del
grupo I'/T'§. Para probar esto debemos mostrar que para todo g €'y
todo z € Fix(I'§) se tiene g7 hog(z) = ho(z). Fijemos la medida v; de
masa igual a 1 en cada punto del conjunto {h{(z),n € Z}. Observe que
las restricciones a I'g de los homomorfismos 7, y 7, coinciden. Es facil ver
entonces que K, =#k,,. De la hipétesis £(I") =1 concluimos que

v1 ([, 97 hog(@)]) = 0, (97 h0g) = Tg, (1) (ho) = v1 ([, ho(2)[),

lo cual implica que g~ 'hog(z) < ho(x). Por otro lado, considerando la
medida vy de masa 1 en cada punto g~ 'hffg(z) y cambiando hq por g~ 'hgg,
el mismo argumento muestra que ho(z) < g~ hog(x).
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Fijemos zo € Fix(I';). Observe que el grupo (I'/T%)/(To/T) = T'/T
actia sobre el espacio cuociente Fix(I')/(ho)(xo), el cual es compacto.
Por la hipétesis de promediabilidad, I'/T' preserva una medida de proba-
bilidad sobre este espacio, la cual se levanta en una medida de Radon sobre
Fix(I'§) invariante por T'. O

Lema 2.59. Sean 'y un subgrupo normal de un subgrupo I' de Homeo . (R)
y v una medida de Radon invariante por I'y. Suponga que 7,(Tg) # {0}.
Si k(T') # {1} entonces v es quasi-invariante por I

Demostracién. Sean h € 'y y g € I tales que 7,(h) # 0y k(g) # 1. De
la igualdad (vélida para todo m,n en Z)

g™ H"") = Ty (B7) = mi(9)" 7 (h)

se deduce facilmente que 7, (") es denso en R. La proposicién 2.47 muestra
entonces que v es quasi-invariante por I'. O

Lema 2.60. Sean 'y un subgrupo normal de un subgrupo I' de Homeo (R)
y v una medida de Radon quasi-invariante por I'g. Sea I'fy el subgrupo
formado porlos h € Tg tales que hy(v) = v. SiT,(I'§) # {0} y x(To) # {1},
entonces v es quasi-invariante por I'.

Demostracién. Como 7,(I'§) # {0} v £(I'o) # {1}, es ficil ver que un
elemento h € Ty pertenece a I'j si y sélo si Fix(h) = 0 o si Fix(h) es
no acotado en ambas direcciones. Ambas condiciones son invariantes por
conjugacién, de lo cual se concluye que I'jj es normal en I'. Es claro ademads
que k(') # {1}. La afirmacion resulta entonces del lema precedente.  [J

Estamos ahora preparados para abordar el problema de la existencia de
una medida de Radon quasi-invariante para una familia amplia de subgru-
pos solubles de Homeo (R).

Teorema 2.61. Sea I' un subgrupo soluble de Homeo (R). Supongamos
que I' admita una cadena de subgrupos {id} =T, <T',,_1 < ... < Ty=T tal
que cada T'; sea finitamente generado y cada cuociente I';_1 /T'; sea abeliano.
Entonces existe una medida de Radon invariante por T'.

Demostraciéon. Supondremos que I' no preserva ninguna medida de
Radon. Tenemos Fix(I') = (), pues en caso contrario la delta de Dirac
con masa en un punto fijo serfa una medida invariante. Sea j > 0 el indice
mds pequefio para el cual Fix(I';) # 0. El grupo abeliano y finitamente
generado I';_1/I'; actiia sobre el conjunto cerrado y no acotado Fix(I';)
por homeomorfismos que preservan orden. Dejamos al lector la tarea sen-
cilla de probar, a partir del teorema de Plante, la existencia de una medida
de Radon invariante para esta accién. Esta medida induce evidentemente
una medida de Radon sobre la recta invariante por I';j_; cuyo soporte esta
contenido en Fix(T';). Note que 7,(I'j_1) # {0}, pues Fix(I'j_1) = 0.
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Sea k > 0 el indice més pequeno para el cual 'y preserva una medida de
Radon. Abusando de la notacién, designemos dicha medida también por
v. Es fécil ver que necesariamente se tiene 7,(I'y) # {0}. De acuerdo al
lema 2.58 tenemos x(I'x—1) # {1}, y por el lema 2.59 esto implica que v
es quasi-invariante por I'y_;. El lema 2.60 permite probar inductivamente
que v es quasi-invariante por I'y_s, I'y_3, etc. Se concluye asi que v es
quasi-invariante por I'. O

La hipdétesis de generacién finita de cada T'; es satisfecha por una clase
importante de grupos, a saber, los grupos policiclicos [209]. Por otro lado,
ella puede ser debilitada, tal como lo indica el ejercicio siguiente.

Ejercicio 2.62. La dindmica de un subgrupo I' de Homeo (R) es dicha acotada-
mente generada si existe un sistema de generadores G de I' y un punto z¢9 € T’
tales que {h(zo): h € G} es un subconjunto acotado de la recta. Pruebe que
los teoremas 2.48, 2.54 y 2.61 son vélidos si la hipdtesis de generacién finita es
reemplazada por una hipétesis de dindmica acotadamente generada.

Ejercicio 2.63. Dé un ejemplo de un subgrupo abeliano numerable no finita-
mente generado de Homeo (R) sin medida de Radon quasi-invariante (alternati-
vamente, vea [166]).

2.6 Una aplicacién: grupos promediables ordenables

En esta seccién utilizaremos las ideas desarrolladas precedentemente para
dar una “demostracién dindmica” del siguiente resultado de caracter alge-
braico (recomendamos la lectura previa del apéndice para el concepto de
promediabilidad de un grupo; vea ademsés el ejemplo que postcede al ejer-
cicio 5.4).

Teorema 2.64. Todo grupo ordenable, promediable, finitamente generado
e infinito admite un homomorfismo no trivial sobre (R, +).

Este teorema, que responde a una vieja interrogante en el d&mbito de
los grupos ordenables, ha sido demostrado recientemente por Witte. En
nuestra exposicién seguiremos esencialmente la misma (brillante) idea de
[207], pero evitaremos utilizar los resultados de la teorfa de los grupos C-
ordenables, la cual juega un rol relativamente importante en dicho trabajo.

El primer ingrediente de la prueba se remonta a una idea de Ghys y
Sikora, y consiste en la introduccién del espacio de los drdenes asociado a
un grupo ordenable, asi como de una accién del grupo sobre el mismo. De
manera mas precisa, si I' es un grupo finitamente generado y ordenable,
denotaremos por O(I") al conjunto de todos los érdenes totales e invariantes
a izquierda en I'. Si fijamos un sistema finito G de generadores de T,
entonces podemos definir una distancia entre dos elementos distintos <
y = de O(T') haciendo dist(<,=<) = e~™, donde n es el mdximo entero
no negativo tal que los 6rdenes < y < coinciden sobre la bola Bg(n) de



60 Andrés Navas

radio n en I' (vea el apéndice para el concepto de bola dentro de un grupo).
En otras palabras, n es el mayor entero no negativo tal que para todo
g,h en Bg(n) se tiene g < h si y s6lo g < h. Haciendo dist(<,=<) =0
para todo orden total e invariante a izquierda =, es ficil comprobar que la
funcién dist asi definida es una métrica (que depende de G) en el espacio
O(T). De hecho, el espacio resultante verifica la propiedad ultramétrica y
es compacto.

Observacién 2.65. El estudio de la estructura del espacio de 6rdenes de un
grupo ordenable es un tépico interesante en si mismo. Un elegante resultado de
Tararin [116] describe los grupos ordenables que admiten un ndmero finito de
6rdenes (totales e invariantes a izquierda). Si un grupo admite infinitos érdenes,
entonces admite necesariamente una cantidad no numerable [121, 141]. Para
grupos abelianos de rango superior, para grupos nilpotentes no abelianos sin
torsién, y también para grupos libres no abelianos, los espacios de érdenes son
homeomorfos al conjunto de Cantor (vea [189] y [141] respectivamente). Sin
embargo, existen grupos cuyos espacios de 6rdenes son infinitos (no numerables)
y poseen puntos aislados [58, 141]. De acuerdo a Linnell [121], uno de los intereses
de lo anterior dice relacién con la estructura del semigrupo formado por los
elementos positivos respecto a un orden especifico, tal como queda consignado en
el ejercicio siguiente.

Ejercicio 2.66. Pruebe que si < no es un punto aislado del espacio de érdenes de

un grupo finitamente generado y ordenable, entonces el conjunto de los elementos
positivos segin < no es finitamente generado como semigrupo.

El grupo I' actia (continuamente) sobre O(T'") por multiplicacién a dere-
cha: dados un orden =< y un elemento f €T, la imagen de < bajo f es el
orden =<y cuyos elementos positivos son los conjugados por f de los ele-
mentos positivo segiin <. En otras palabras, se tiene g <y h si y solamente
sigf~' <hf 7l

Diremos que una relacién de orden total e invariante a izquierda < es
recurrente a derecha si para todo par de elementos f, h en I' tales que f>id
existe n € N satisfaciendo fh™ > h™. Por ejemplo, todo orden total y bi-
invariante es recurrente a derecha. La siguiente proposicién constituye el
paso fundamental en la prueba de Witte.

Proposicién 2.67. Si T’ es un grupo finitamente generado, promediable
y ordenable a izquierda, entonces I' admite (al menos) un orden (total,
invariante a izquierda y) recurrente a derecha.

Para probar esta proposicién necesitamos la siguiente forma débil del
teorema de recurrencia de Poincaré (vea el ejercicio 2.69 para su versién
fuerte).

Teorema 2.68. Si T es una transformacion que preserva una medida de
probabilidad v sobre un espacio de medida M, entonces para todo subcon-
junto medible A de M y p-casi todo punto v € A existe n€N tal que T"(z)
pertenece a A.
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Demostracién. El conjunto de los puntos de A que no vuelven a caer en
A bajo iteraciones de T coincide con B = A\ Un,enT"(A). Se verifica
facilmente los conjuntos de la forma T~%(B), con i > 0, son dos a dos
disjuntos. Puesto que T' preserva g, dichos conjuntos tienen la misma
medida, y como la masa total de p es 1, la tnica posibilidad es que dicha
medida sea igual a cero. Por lo tanto, u(B) = 0, es decir, p-casi todo punto
de A vuelve a caer en A por algtn iterado de T'. O

Ejercicio 2.69. Pruebe que, bajo las hipétesis del teorema precedente, p-casi
todo punto de A vuelve infinitas veces al conjunto A bajo iteraciones de 7.

Demostracién de la proposicién 2.67. Por definicién, si I' es un
grupo finitamente generado y promediable, entonces su accién sobre O(T")
preserva una medida de probabilidad u. Probaremos que p-casi todo ele-
mento de O(T) es recurrente a derecha. Para esto consideremos, para cada
g €T, el subconjunto Ay de O(T") formado por todos los érdenes (totales
e invariantes a izquierda) < tales que g>id. Por el teorema de recurrencia
de Poincaré, para todo f € I' el conjunto Bg(f) = Ay \ Unenf™(Aq) tiene
p-medida nula. Luego, la medida de By = User By (f) también es nula, asf
como la del conjunto B = UgerB,. Consideremos un elemento cualquiera
= del conjunto (de p-medida total) A = O(I')\ B. Dados g = idy f €T,
de la inclusién By(f) C B deducimos que < no pertenece a By(f), por lo
que existe n € N tal que < pertenece a f"(A,). En otras palabras, se tiene
g = -n id, es decir, gf" = f". Puesto que g = id y f € I' eran arbitrarios,
esto demuestra la recurrencia a derecha de <. Od

La condicién de recurrencia a derecha para un orden invariante a izquier-
da tiene una consecuencia dindmica, tal como queda estipulado en la si-
guiente proposicion.

Proposicién 2.70. Sea I un grupo numerable que admite un orden (total,
invariante a izquierda y) recurrente a derecha <. Si (gn)n>0 €s cualquier
numeracion de I', entonces la realizacion dindmica de I' asociada al or-
den < y a dicha numeracidén es un subgrupo de Homeo, (R) sin elementos
entrecruzados.

Demostracién. La afirmacion es obvia si I es trivial, por lo que en lo que
sigue supondremos que I es infinito. Inspirdndonos en la demostracién de
la proposicién 2.53, supongamos que existan f,g en I' y un intervalo [a, b]
tales que (para sus realizaciones dindmicas se cumpla) Fix(f)N[a, b] = {a, b}
y g(a) €]a,b] (el caso en que g(b) pertenece a |a,b[ es andlogo). Cam-
biando f por su inversa si es necesario, podemos suponer que f(z) <z para
todo z €]a,b[. Como ya observamos tras el teorema 2.29, necesariamente
debe existir g; € " tal que t(g;) pertenece al intervalo ]a,b[. Sea j > 0 el
indice para el cual g; = id. Conjugando f y g con el elemento gjgfl sies
necesario, podemos suponer que t(g;) =t(id) estd en ]a,b[. Ademds, cam-
biando g por f~"g para n suficientemente grande, podemos suponer que
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g(a) > t(g;j). Definamos c¢=g(a) € Jt(g;), b, y fijemos un punto d €]c, b[.
Como g¢f™(a)=c para todo n€Ny como ¢gf™(d) converge a ¢<d cuando
n tiende a infinito, si n€N es suficientemente grande entonces la aplicacién
hn = gf™ verifica hy(a) >a, hy(d)<d, Fix(h,)Na,d[C [cn,c,] Cle, hn(d)]
y {cn, ¢} C Fix(h,) para ciertas sucesiones de puntos ¢, y ¢}, convergiendo
a ¢ por la derecha (vea la figura 13 a continuacién'). Observe que cada
h,, satisfaciendo las propiedades precedentes es un elemento positivo de T,
pues de hy, (t(g;)) > ha(a) = ¢ > t(g;) se concluye que t(h,) > t(id), y por
la construccién de la realizacién dindmica esto implica que h,, > id.
Fijemos m > n suficientemente grandes de modo que las propiedades
anteriores se verifiquen para h,, y hy y se cumpla ademds [cy,, ¢),,] Cle, ¢, [.
Fijemos k € N suficientemente grande de modo que h%(a) > hy(cn), vy
definamos h = hE,. Para todo i €N se tiene hi(t(g;)) €]hm(cn), cal, por lo
que byt ((g;)) < hin(cn) < h(a) <h(t(g;)). Luego, hyh < h < h' para
todo i € N. Sin embargo, esto viola la hipétesis de recurrencia a derecha
para <. O

h(a)
I (¢n)

a t(g;) ¢ cm d, o, d b

Figura 13

1En la figura 13 los homeomorfismos han sido esbozados como si fuesen afines por
partes. Sin embargo, en general las realizaciones dindmicas de grupos ordenables no
son subgrupos de AfP (R). El bosquejo es entonces una mera simplificacién de lo que
realmente ocurre.
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El lector habra notado que en la demostracién precedente no usamos la
propiedad de recurrencia a derecha en toda su magnitud. En efecto, sélo
utilizamos el hecho que, para todo par de elementos positivos f,h en T,
existe un entero positivo n tal que fh™ = h. Esta 1dltima se conoce con el
nombre de propiedad de Conrad, y los grupos que admiten un orden (total,
invariante a izquierda y) que satisface dicha propiedad son llamados C-
ordenables. Existe una interesante literatura en torno a esta nocién con una
perspectiva esencialmente algebraica (vea [48, 116] y también la observacién
5.7 del ultimo capitulo). Lo que precede anadido al ejercicio 2.71 indica que
dicha literatura tiene, al menos para grupos numerables, una traduccién
dindmica natural: de manera un poco imprecisa, la condicién de Conrad
es el equivalente algebraico de la condicién de no existencia de elementos
entrecruzados para las correspondientes acciones sobre la recta [141].

Debemos senialar ademéds que la nocién de elementos entrecruzados co-
rresponde, en el lenguaje de la teoria de foliaciones, a la nocién de hojas
resorte [39]. Esta ultima es sin embargo més general, pues se aplica también
a pseudo-grupos de homeomorfismos de variedades unidimensionales (vea
la definicién 3.14). Finalmente, en el lenguaje de los sistemas dindmicos,
los elementos entrecruzados corresponden a versiones unidimensionales de
las herraduras de Smale [163].

Ejercicio 2.71. Sean (z,) una sucesién densa de puntos de la recta y I' un
subgrupo de Homeoy (R). Pruebe que si I' no posee elementos entrecruzados,
entonces la relacién de orden inducida por (xn) y construida en la demostracién
del teorema 2.29 satisface la propiedad de Conrad.

Ejercicio 2.72. Sea =< una relacién de orden (total e invariante a izquierda) en
un grupo I'.

(i) Pruebe que si < satisface la condicién de Conrad, entonces para todo par de
elementos positivos f, h de T se tiene fh% > h.

Sugerencia. Siguiendo [141], suponga lo contrario y verifique que para los elemen-
tos positivos f y g = fh de T se tiene fg" < g para todo n€N.

(ii) De manera més general, pruebe que para todo entero positivo n se tiene
fh™ = n"h

(iii) Pruebe que < puede ser recurrente a derecha aunque contenga elementos
positivos f, h tales que fh? < h2.

Ejercicio 2.73. Dé ejemplos de grupos C-ordenables que no admitan érdenes
(totales, invariantes a izquierda y) recurrentes a derecha (alternativamente, vea
el ejemplo 4.5 de [207]).

Ejercicio 2.74. Verifique que el grupo T' de presentacién (f,g: fgf ' =g¢")
admite 6rdenes (totales, invariantes a izquierda y) recurrentes a derecha, pero no
admite 6rdenes bi-invariantes.

Demostracion del teorema 2.64. SiI' es promediable, finitamente ge-
nerado y ordenable a izquierda, la proposicién 2.67 nos da la existencia
de un orden (total, invariante a izquierda y) recurrente a derecha en I
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Por la proposicién 2.70, la realizacién dindmica asociada a dicho orden y
a cualquier numeracion (g, )n,>o de I' tal que gy = id es un subgrupo de
Homeo (R) (isomorfo a I' y) sin elementos entrecruzados. Por el teorema
2.54, T preserva una medida de Radon v sobre la recta. Recordemos ahora
que si I' no se reduce al elemento neutro, entonces todas sus realizaciones
dindmicas son grupos sin puntos fijos globales. Por lo tanto, la funcién
nimero de traslacién respecto a v es un homomorfismo no trivial sobre
(R,+) (vea (2.6) y el inicio de la demostracién del teorema 2.54). O

Ejercicio 2.75. Pruebe que el grupo de los homeomorfismos afines por pedazos
del intervalo es bi-ordenable, y que sus subgrupos finitamente generados admiten
homomorfismos no triviales sobre (R, +).

Observacién. Recuerde que, de acuerdo al teorema 1.19, el grupo AfP ([0, 1])
(al igual que cualquier grupo promediable) no contiene subgrupos libres a dos
generadores. Junto con lo anterior esto torna natural la siguiente pregunta, cuya
eventual respuesta afirmativa constituiria una generalizacién importante del teo-
rema 2.64: ;los subgrupos finitamente generados de Homeo ([0, 1]) sin subgrupos
libres a dos generadores admiten homomorfismos no triviales sobre (R,+)? Un
resultado interesante en esta direccién aparece en [122].

3 Medidas invariantes y grupos libres

3.1 La alternativa de Tits débil

Un notable teorema de Tits establece que todo subgrupo finitamente
generado de GL(n,R) contiene un subgrupo libre a dos generadores o bien
es virtualmente soluble (vea [19, 20, 21] para versiones modernas de este
resultado). Esta dicotomia, conocida como la alternativa de Tits, no es
valida para grupos de homeomorfismos del circulo, tal como lo muestra el
siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.76. Demuestre que el grupo de Thompson F no es virtualmente
soluble (recuerde sin embargo que, por el teorema 1.19, F no contiene subgrupos
libres a dos generadores).

Sin embargo, una versién débil de la alternativa puede ser establecida.
El siguiente resultado fue conjeturado por Ghys y demostrado por Mar-
gulis en [128]. Nosotros desarrollaremos sin embargo una demostracién
dada posteriormente por el propio Ghys en [72], la cual se presta para una
interpretacion probabilistica que serd abordada en la seccién 3.2 de este
capitulo.

Teorema 2.77. Si T es un subgrupo de Homeo (S') entonces ewiste una
medida de probabilidad sobre S' invariante por T' o bien T' contiene un
subgrupo libre a dos generadores.
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Toda accién sobre S' de un grupo virtualmente soluble admite una me-
dida invariante, pues todo grupo virtualmente soluble es promediable (vea
el ejercicio 5.67). De esta forma, el teorema anterior es realmente una
versién débil del teorema de Tits. Sin embargo, en este caso la alternativa
no es excluyente. En efecto, de acuerdo a la sessién 2.3 de este capitulo, el
grupo libre a dos generadores admite una accién (efectiva) sobre el inter-
valo, la cual induce una accién sobre el circulo con un punto fijo global, y
por lo tanto con una medida de probabilidad invariante...

Para probar el teorema de Margulis comenzamos observando que, de
acuerdo con el teorema 2.1, existen tres posibilidades segin la naturaleza
de los conjuntos cerrados invariantes minimales.

En el caso (i) en que I' posee una drbita finita existe evidentemente una
medida de probabilidad invariante, a saber, el promedio de las delta de
Dirac con masa en los puntos de dicha 6rbita. Afirmamos a continuacién
que el caso (iii) en que existe un minimal excepcional se reduce al caso (ii) en
que todas las orbitas son densas. En efecto, supongamos que I" acttia sobre
el circulo admitiendo un minimal excepcional A. La accién asociada sobre
el circulo topoldgico S es minimal, es decir, todas sus érbitas son densas.
Si existe una medida invariante para esta accién entonces esta medida no
posee atomos y tiene soporte total, por lo que induce una medida invariante
sobre S' de soporte A. Por otra parte, si dos elementos de T' actuando sobre
S4 generan un grupo libre, estos elementos también generan un grupo libre
al actuar en el circulo original.

De esta forma, para probar el teorema de Margulis debemos considerar
sélo el caso minimal, es decir, cuando todas las 6rbitas son densas.

Definicién 2.78. Sea I' un grupo actuando sobre S! por homeomorfismos
que preservan orientacion.

(i) Decimos que la accidén es equicontinua si para todo § > 0 existe € > 0
tal que si dist(z,y) < e entonces dist(g(z),g(y)) < paratodo g €T
(ii) Decimos que la accién es expansiva si para cada z € S! existen un
intervalo abierto I conteniendo z y una sucesién (g,) de elementos de I'
tales que la longitud de los intervalos g, (/) converge a cero.

Lema 2.79. SiT' actia por homeomorfismos del circulo a drbitas densas,
entonces la accion es equicontinua o expansiva.

Demostracién. Si la accién no es equicontinua entonces existe 6 > 0 tal
que para todo n € N existen z,,,y, en S' y g,, en T tales que |]xn, yn[‘ tiende
a cero y dz’st(gn(xn),gn(yn)) > 4. Pasando a una subsucesién podemos
suponer que gy, (z,) tiende a un punto a € S' y g,(yn) tiende a b€ S'.
Observe que dist(a,b) > §. Por la compacidad de S*, y puesto que la accién
es minimal, existen h1, ..., by, € T tales que S! = U¥_, h;(Ja,b]). Seac > 0el
nimero de Lebesgue de este cubrimiento. Si dist(z,y) < € entonces existe
je{l,...,k} tal que z e y pertenecen a h;(]a,b[). Los puntos g;]hjfl(z) y
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In 1h,j’l(y) pertenecen entonces al intervalo |z, y,| para n suficientemente
grande, por lo que la distancia entre ellos tiende a cero. Esto prueba que
la e-vecindad de todo punto del circulo es “contraible” a un punto por
elementos de T', por lo que la accién es expansiva. O

SiT actiia en S! de manera equicontinua entonces, de acuerdo con el teo-
rema de Ascoli-Arzeld, el cierre de I' en Homeo (S!) es compacto. Luego,
por la proposicién 1.2, existe una medida de probabilidad sobre S que es
invariante por I' y que permite conjugar I" a un grupo de rotaciones del
circulo. De esta forma, para finalizar la prueba del teorema de Margulis,
es suficiente demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 2.80. Si I' es un grupo que actia por homeomorfismos del
circulo de manera minimal y expansiva, entonces I' contiene un subgrupo
libre a dos generadores.

La idea de Margulis consiste en probar directamente (una afirmacién
equivalente a) esta proposicién valiéndose del “lema de ping-pong” de
Klein. La prueba de Ghys también usa este argumento, pero en ella se
efectia un estudio preliminar del “dominio maximal de contraccién” que
no sélo permite probar la proposicién, sino que también entrega una infor-
macién mas precisa sobre la accién.

Definicién 2.81. Si la accién de I' es minimal y expansiva, entonces di-
remos que ella es fuertemente expansiva si, para todo intervalo abierto I
cuyo cierre no es todo el circulo, existe una sucesiéon de elementos g, € T’
tal que la longitud |g,(I)| converge a cero.

No toda accién (minimal y) expansiva es fuertemente expansiva: con-
sidere por ejemplo los subgrupos de PSLy(2,R) para k > 2. En lo que
sigue veremos que estos “recubrimientos finitos” son las unicas obstruc-
ciones a la expansividad fuerte para el caso expansivo.

Lema 2.82. Si la accion de un subgrupo T' de Homeo, (S') es minimal y
expansiva, entonces existe un homeomorfismo R : S' — S! de orden finito
y que conmuta con todos los elementos de T', de modo que la accion de T’
sobre el circulo cuociente S'/ ~ obtenido como espacio de drbitas de R es
fuertemente expansiva.

Demostracién. Para cada z € S' definamos R(z) € S' como siendo
el “supremo” de los puntos y para los cuales el intervalo |z,y[ es “con-
traible”, 7.e., existe una sucesién (g,,) de elementos de I tal que la longitud
[19n (), 9 (y)[| converge a cero. El que R conmuta con todos los elementos
de T resulta inmediatamente de la definicién. Ademds, R es una funcién
monétona y “de grado 17. Afirmamos que R es un homeomorfismo de
orden finito.

Para verificar que R es estrictamente mondtona razonamos por con-
tradiccién, y consideramos el conjunto (no vacio) Plan(R) formado por
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la unién de los interiores de los intervalos sobre los cuales R es constante.
Como R centraliza a I', este conjunto es invariante bajo la accién. Luego,
por minimalidad, Plan(R) es todo el circulo, por lo que R es una aplicacién
constante, lo cual es absurdo. Para verificar que R es continua se puede
usar un argumento andlogo utilizando la unién (no vacia) Salt(R) de los
interiores de los intervalos que son evitados por la imagen de R (compare
con la prueba del teorema 2.17).

El ntimero de rotacién de R no puede ser irracional. En efecto, si lo fuera
y R admitiera un minimal excepcional entonces, como R conmuta con I,
dicho conjunto serfa invariante por I', lo cual contradice la minimalidad
de la accién de I'. Si por el contrario p(R) fuese irracional y las 6rbitas
de R fuesen densas, entonces la tnica medida de probabilidad invariante
por R seria invariante por I'; este grupo seria por lo tanto topolégicamente
conjugado a un grupo de rotaciones (vea el ejercicio 2.23), lo cual contradice
la expansividad de la accién.

El homeomorfismo R es de orden finito. En efecto, siendo su ntimero de
rotacién racional, él admite puntos periédicos. El conjunto Per(R) de tales
puntos es entonces un cerrado no vacio, el cual es invariante por I' (pues
R y I" conmutan). De la minimalidad de I" deducimos que Per(R) coincide
con todo el circulo.

Para concluir notemos que, por la definicién de R, la accién de I sobre
S!/~ es fuertemente expansiva. O

En el contexto del lema precedente, el orden del homeomorfismo R serd
llamado el grado de I' y serd denotado por d(T"). Observe que d(I') = 1siy
s6lo si R es la identidad, es decir, si la accién original de I' es fuertemente
expansiva.

Volvamos ahora a la proposicién 2.80. Como ya adelantamos, la estrate-
gia de la demostracién consiste en encontrar dos elementos cuya accién so-
bre el circulo (médulo un “recubrimiento finito”) sea semejante a la accién
de dos aplicaciones hiperbélicas de PSL(2,R) que engendran un grupo de
Schottky. Dichas aplicaciones generan un grupo libre, de acuerdo al famoso
lema de ping-pong de Klein reproducido a continuacién.

Lema 2.83. Sean M un conjunto y I' un grupo de biyecciones de M.
Supongamos que ezistan dos subconjuntos no vacios y disjuntos Ay y Ay
de M y dos elementos go y g1 en T tales que g§ (A1) C Ag y g7 (Ao) C Ay
para todo n € Z\ {0}. Entonces go y g1 generan un grupo libre.

Demostracién. Debemos probar que toda palabra g = gélg{I “‘gé’“g{k
que es reducida (i.e., tal que los exponentes son no nulos a excepcién posible
del primero o del ultimo) representa un elemento no trivial de I'. Para ello
basta observar que si iy = 0y jr # 0 (resp. 41 # 0y ji = 0), entonces
(el elemento representado por g) envia Ag en A; (resp. A; en Ap), por
lo que no puede ser la identidad. Si 41 y jr son ambos no nulos entonces
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conjugando convenientemente g se puede obtener una palabra para la cual
el argumento precedente es aplicable. 0O

Si I' acttia de manera expansiva sobre el circulo entonces consideramos
la accién (fuertemente expansiva) sobre el circulo cuociente S'/ ~. Cons-
tatamos asf la existencia de dos sucesiones de intervalos L, y L!, en SY/~
convergiendo respectivamente a dos puntos a y b de modo que para cada
n € Z existe g, € T tal que f,(S'\ L,) = L/,. Podemos suponer que
a # b, pues en caso contrario podemos reemplazar f, por gf, para cierto
elemento g € I' que no fije a’ (dicho elemento existe por la minimalidad de
la accién). Afirmamos que existe f € I' tal que ' = f(a) y ' = f(b) son
distintos tanto de a como de b. Esto puede ser probado sin mayor dificultad
(i.e., puede ser considerado como un ejercicio), pero también se desprende
directamente del siguiente lema algebraico debido a Newmann.

Lema 2.84. Ningin grupo puede ser escrito como unidn finita de clases
laterales a izquierda de subgrupos de indice infinito.

Demostracién. Supongamos que I' = S1[¢g1]U. . .USk[gk] sea una descom-
posicién de un grupo en clases a izquierda [g;], donde cada conjunto S; es
finito y las clases [g;] son dos a dos distintas. Probaremos por induccién
en k que una de las clases [g;] tiene indice finito en I'.

Si k=1 no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que la
afirmacion sea satisfecha para k < n y consideremos una descomposicién
T'=S51[g1]U...US,41[gn+1]. Si Si[g1] =T entonces [g1] tiene indice finito
en I'. En caso contrario, existe g € T tal que g[g1] N S1[g1] = 0. Tenemos
entonces

glg1] € Safga] U ... U Snyilgntal,s

por lo que
Silg] € Talg2] U ... U Tg1 [gnr1],

donde T; = S19~1S; es finito. Luego,
L= (T2 US2)[g2] U...U(Tot1 U Snt1)[gn1]-

Por la hipétesis de induccidn, existe j € {2,...,n + 1} tal que [g;] tiene
indice finito en T

Para concluir la demostracién de la proposicién 2.80, escojamos n sufi-
cientemente grande de modo que los intervalos L, L}, f(L,) y f(L},) sean
disjuntos, y hagamos go = f,, v g1 = fgof . Si denotamos por Jy, Iy, J; e
I respectivamente la unién de los intervalos en la preimagen por R de L,
L., f(Lyn), f(L],), entonces se verifica fécilmente que para todo k € Z\ {0}
se tiene g§ (I, U J1) C Io U Jo y g (1o U Jy) C I} U Jy. Por el lema 2.83, go
y g1 generan un grupo libre.
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Ejercicio 2.85. Pruebe la siguiente “versién positiva” del lema de Klein: si go
y g1 son dos biyecciones de un conjunto M para el cual existen subconjuntos no
vacios y disjuntos Ag y Ai tales que g (A1) C Ao y g7 (Ao) C A1 para todo
entero positivo n, entonces go y g1 generan un semigrupo libre a dos generadores
(vea la definicién 2.50).

3.2 Una interpretacion probabilistica

Sean I" un grupo numerable de homeomorfismos del circulo y p una
medida de probabilidad no degenerada sobre I' (es decir, tal que su soporte
genere a I' como semigrupo). Una medida de probabilidad u sobre el circulo
es dicha estacionaria (respecto a p) si p* pu = p, es decir si para toda
funcién continua : S' — R se tiene

[ v dute) = [ [ lota) dute) doto) (28)

Para entender esta definicién, consideremos el operador de difusién definido
en el espacio de las funciones continuas por

Dy(x) = / ¥(9(x)) dp(g)- (2.9)

Este operador actia de manera dual sobre el espacio de las medidas de
probabilidad, y esta accién dual corresponde precisamente a aquélla dada
por v — px*v. La existencia de (al menos) una medida estacionaria
sobre el circulo es una consecuencia directa del teorema de punto fijo de
Kakutani [213]; obviamente, ella también puede ser deducida por un argu-
mento simple de medias de Birkhoff (i.e., usando la técnica de Bogolioubov
y Krylov; vea el apéndice).

Lema 2.86. Si las orbitas de T’ son densas, entonces ju es de soporte total
y sin dtomos. Si T admite un conjunto de Cantor invariante y minimal,
entonces este conjunto coincide con el soporte de p, y p tampoco posee
atomos.

Demostraciéon. Verifiquemos primeramente que si p posee dtomos en-
tonces I' admite 6rbitas finitas (en relacién a este caso vea el ejercicio
2.95). En efecto, si z es un punto de medida (positiva y) maximal, en-
tonces a partir de la igualdad

u(p) = Au(g‘l(w)) dp(g),

se concluye que u(g‘l(z)) = p(x) para todo g en el soporte de p. Como
p es no degenerada, esto sigue siendo verdad para todo elemento g de I'.
Como la masa total de p es finita, la inica posibilidad es que la érbita de
x por I sea finita.
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Si la accién de I' es minimal, entonces el soporte de i es todo el circulo,
pues dicho soporte es un cerrado invariante por la accién. Si I' admite
un minimal excepcional A entonces, como este conjunto es tnico, debe
estar contenido en el soporte de p. De esta manera, para probar que A
y sop(u) coinciden, debemos verificar que p(I) =0 para toda componente
conexa de S'\ A. Ahora bien, si éste no fuese el caso entonces escogiendo
una componente tal I de masa maximal se concluirfa (por un argumento
andlogo a aquél del caso de existencia de dtomos) que la 6rbita de I es
finita, lo cual es absurdo, pues las drbitas de las extremidades de I son
densas en A. O

La existencia de medidas estacionarias permite establecer un resultado no
evidente de regularidad. Mencionemos que, de acuerdo a [93], un resultado
de este tipo sélo puede ser vdlido en dimensién 1 (vea sin embargo el
ejercicio 2.89).

Proposicién 2.87. Todo subgrupo numerable de Homeo, (S') (resp. de
Homeo ([0,1])) es topoldgicamente conjugado a un grupo de homeomorfis-
mos lipschitzianos.

Demostraciéon. Consideremos primeramente el caso de un subgrupo nu-
merable I' de Homeo, (S!) cuyas érbitas son densas. Dotemos dicho grupo
de una medida de probabilidad no degenerada y simétrica p, y conside-
remos una medida de probabilidad u sobre el circulo que sea estacionaria
respecto a p. Para cada intervalo I C S' y cada elemento g € sop(p) se

tiene
wI= Y umHD)plg) > u(o(D) plg™),

hesop(p)
por lo que

n(g(D) < % u(). (2.10)

Tomemos ahora un homeomorfismo ¢ del circulo en si mismo que envie p
sobre la medida de Lebesgue. Si J es un intervalo cualquiera entonces, por
(2.10), para todo g € sop(p) se tiene

1

p(9) 1

lpogoe™ " (J)| = u(gop ' (J)) < ﬁ u(e™ () =

Luego, para todo g € sop(p) la transformacién pogop ™! es lipschitziana

de constante de Lipschitz 1/p(g). Como p es una medida no degenerada,
esto demuestra la proposicién para el caso minimal.

Si I' es un subgrupo numerable cualquiera de Homeo, (S'), entonces
agregando una rotacién irracional a un sistema de generadores y conside-
rando el grupo generado, el problema se reduce al caso minimal. Los ar-
gumentos dados mds arriba muestran que este nuevo grupo (y por lo tanto
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el grupo original I') es topoldgicamente conjugado a un grupo de homeo-
morfismos lipschitzianos. Finalmente, identificando las extremidades del
intervalo [0,1], cada subgrupo I' de Homeo ([0,1]) induce un grupo de
homeomorfismos del circulo (con un punto fijo global “etiquetado”). Por
lo tanto, si I' es numerable entonces este nuevo grupo es conjugado por un
elemento ¢ de Homeo, (S') a un grupo de homeomorfismos lipschitzianos
del circulo. Para obtener una conjugacién genuina en Homeo ([0, 1]) basta
componer ¢ con una rotacién de modo que el punto etiquetado del circulo
sea enviado sobre si mismo. O

Ejercicio 2.88. Usando el argumento de la demostracién precedente pruebe que,
para todo € > 0, todo homeomorfismo del circulo o del intervalo es topolégica-
mente conjugado a un homeomorfismo lipschitziano cuya derivada (bien definida
en casi todo punto) es menor o igual que 1 + ¢ (el lector debiese también poder
demostrar esta afirmacién por un método directo, es decir, sin la necesidad de
utilizar la medida estacionaria).

Observacién. Valiéndose de la desigualdad bien conocida hiop(T) < dlog(Lip(T))
(vélida para la entropia topoldgica de aplicaciones lipschitzianas T' de variedades
compactas de dimensién d), la afirmacién del ejercicio precedente da una de-
mostracion directa y conceptual del hecho que la entropia topolégica de cualquier
homeomorfismo del circulo o del intervalo es nula.

Ejercicio 2.89. Pruebe que todo grupo numerable de homeomorfismos de una
variedad compacta es topolégicamente conjugado a un grupo de homeomorfismos
absolutamente continuos respecto a la medida de Lebesgue.

Sugerencia. Use el clasico teorema de Oxtoby y Ulam que estipula que toda me-
dida de soporte total y sin 4tomos de una variedad compacta es la imagen de la
medida de Lebesgue por un homeomorfismo (vea [81] para una presentacién con-
cisa de este resultado). Use también el hecho que sobre toda variedad compacta
existen acciones minimales de grupos finitamente generados (vea por ejemplo
(65]).

Ejercicio 2.90. Una funcién continua ) : S — R es dicha armdnica si ella es
invariante por la difusién, es decir, D()) = 1. Pruebe la siguiente versién del
principio del mdzimo: si 1 es arménica entonces el conjunto de puntos en los que
7 asume su valor maximo es invariante por I'. Pruebe que lo mismo vale para
funciones supra-armdnicas, esto es, para funciones i satisfaciendo Dy > ).

La definicién de medida estacionaria se extiende a cualquier accién sobre
un espacio métrico compacto M de un grupo numerable I' dotado de una
probabilidad p. En tal generalidad designamos por 2 al espacio de las
sucesiones (g1, gz, ...) € 'V (dotado de la medida producto P = p"). Si o
es el desplazamiento sobre Q (i.e., o(g1,92,...) = (92,93,...)), entonces
se verifica facilmente que una medida de probabilidad p sobre el circulo es
estacionaria respecto a p si y sélo si la medida P x p es invariante por la
transformacién producto cruzado T : € x S — Q x S definida por

T(w,z) = (o’(w),hl(w)(x)) = (U(w),_ql(x)), w=1(91,92,--.)
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Siguiendo el trabajo seminal [67] de Furstenberg, para estudiar la evolu-
cién de las composiciones aleatorias consideramos el proceso inverso dado
por hn(w) = g1 ---gn. Larazén de esto radica en la siguiente observacién:
si ¢ es una funcién continua definida sobre el circulo y p es una medida
estacionaria, entonces la sucesién de variables aleatorias

6u) = [ vidlon9n) = [ 0 d(h)0)

es una martingala. En efecto, para todo g1,..., g, en I' la igualdad (2.8)
aplicada a la funcién = +— w(gl . ~gn(z)) nos da

// Y d(g1 gng(p)) dp(g):/ Y d(gr- - gnlp)),
rJst St

es decir, E(§,41]9n+1) = &u. Por el teorema de convergencia de martin-
galas, la sucesion (fn(w)) converge para casi todo w € €. Si fijamos una
familia numerable de funciones 1, que sea densa en el espacio de funciones
continuas, entonces lo que precede (afiadido a la compacidad del espacio de
medidas de probabilidad de M) muestra que, para un conjunto de proba-
bilidad total Qg de €, el limite siguiente (respecto a la topologia débil)
existe:

Jim giga - gn(n) = Hm hy(w)(n) = w(p).

Ademds, la aplicacién (bien definida en casi todo punto) w — w(u) es
medible (para mayores detalles vea la pdgina 199 de [129]).

Proposicién 2.91. Sea I' sea un subgrupo numerable de Homeo (S*)
cuyas orbitas son densas. Si la propiedad de expansividad fuerte es sa-
tisfecha, entonces para casi toda sucesion w € Qo la medida w(p) es una
delta de Dirac.

Demostracién. Probaremos que para todo € €]0, 1] existe un subconjunto
de probabilidad total Q. de Qy tal que para todo w € . existe un intervalo
I de longitud |I| < e tal que w(u)(I) > 1 —e. Esto permite concluir de
manera evidente que, para todo w contenido en el conjunto (de probabilidad
total) * = NpenQi/yn, la medida w(p) es una delta de Dirac.

Fijemos entonces € > 0. Para cada n € N designemos por Q2™ el con-
junto de las sucesiones w € € tales que, para todo m > 0y todo intervalo I
de S! de longitud |I] < €, se tiene hy, 4 (w) (1) (I) < 1—e. Debemos probar
que la probabilidad de Q2™ es nula. Para ello comenzaremos exhibiendo
un subconjunto finito G. de sop(p), as{ como un entero | € N, tales que
para todo r € Ny todo (g1, ,gr) € I'" existen un intervalo I de longitud
[I| < e, un entero ¢ < 2[, y elementos fi,..., fr de G, satisfaciendo

grgefr o)) 2 1—e. (211)
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Fijemos dos puntos distintos a y b del circulo, asi como un entero g > 1/,
y tomemos ¢ puntos diferentes aq,...,a, de la érbita de a por I'. Para
cada i €{1,...,q} fijemos un elemento h; € I' y un intervalo abierto U;
conteniendo a; de modo que los U; sean dos a dos disjuntos, h;(a) = a; y
h;(U) = U, para alguna vecindad U de a que no contenga a b. Consideremos
ahora una vecindad V de b disjunta de U y tal que p(S*\ V) > 1 —¢. Por
la minimalidad de la accién y la propiedad de expansividad fuerte, existe
heT tal que h(S'\ V) C U. Cada elemento de {h1,...,hy, h} puede ser
escrito como un producto de elementos del soporte de p. Esto puede ser
realizado de diversas maneras, pero si fijamos de una vez por todas una
escritura tal para h y cada h;, entonces el conjunto G. de los elementos de
sop(p) que son utilizados es finito. Sea [ el nimero maximal de elementos
que aparecen en una de las escrituras precedentes. Para verificar (2.11),
notemos que para g = g1 - - - g los intervalos g(U;) son dos a dos disjuntos,
por lo que la longitud de al menos uno de ellos estd mayorada por . Si
fijamos un intervalo tal I = g(U;) entonces obtenemos

g1 gehih(u)(I) = p(h=H(U)) > p(S'\ V) > 1 ¢,

lo cual concluye la verificacién de (2.11).

Hagamos p = min{p(f) : f € G-} y definamos €, ,,, como el conjunto de
los w € Qp tales que para todo intervalo I de longitud |I| < ey todo k <m
se tiene hyyx(w)(u)(1) < 1 —e. Debido a (2.11) tenemos

P(O5, o) < (1= p*)".

Por lo tanto, pasando al limite cuando ¢ tiende al infinito concluimos que
P(Q™"¢) = 0, lo cual permite acabar la demostracién. O

Valiéndose de un argumento bien conocido, la proposicién 2.91 permite
probar la unicidad de la medida estacionaria. Sefialemos en todo caso
que, de acuerdo a [53], este resultado es vélido en el contexto muchisimo
més general de las foliaciones de codimensién 1 (la nocién de medida esta-
cionaria en ese contexto es aquélla de Garnett; vea [38, 69]).

Teorema 2.92. Sea I un grupo numerable de homeomorfismos del circulo
dotado de una medida de probabilidad no degenerada p. SiI' no preserva
ninguna medida de probabilidad del circulo, entonces la medida estacionaria
(respecto a p) es dnica.

Demostraciéon. Supongamos primeramente que la accién de I' sea mini-
mal y satisfaga la propiedad de expansividad fuerte, y fijemos una medida
de probabilidad p sobre S' que sea estacionaria respecto a p. Para cada
w € Q tal que el limite lim,, o h,(w)(p) existe y es una medida de Dirac,
designemos por s, (w) el dtomo de la medida w(p), i.e., el punto de St tal

que w(p) = ¢, (w)- La aplicacién ¢, : Q@ — S! queda asi definida en casi
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todo punto y es medible. Afirmamos que las medidas p y ¢, (P) coinciden.
En efecto, por la estacionaridad de g,

B = S0 @) 000 = [ ) )

ger

Por lo tanto, pasando al limite cuando n tiende al infinito (lo cual es posible
gracias al teorema de convergencia dominada),

p= [ Jim o)) dB@) = [ 8,0 dP),
Q n—oo Q
es decir, p = ¢, (P).
Consideremos ahora dos probabilidades estacionarias 1 y p12. La medida
de probabilidad 1 = (p1 + p2)/2 también es estacionaria, y la funcién g,
verifica, para P-casi todo w € Q,

O, @) F ) _ s
g T

Evidentemente, esto no es posible a menos que ¢,, y ., coincidan casi
ciertamente. Asi, por la afirmacién de la primera parte de la prueba,

1= 6 (P) = 6, (P) = pia.

Supongamos ahora que I' actiie de manera minimal y expansiva (pero no
fuertemente expansiva), y fijemos una probabilidad p que sea estacionaria
(respecto a p). De acuerdo con el lema 2.82, existe un homeomorfismo
R :S' — S! de orden finito que conmuta con todos los elementos de T y
tal que la accién inducida sobre el circulo topolégico S/~ obtenido como
espacio de érbitas de R es (minimal y) fuertemente expansiva. Para cada
z € S* notemos 1(z) = p([z, R(z)[). Como p no posee dtomos, la funcién
9 es continua, y puesto que R conmuta con todos los elementos de I, ella
es armonica. En consecuencia, el conjunto de los puntos en que 1) asume su
valor maximo es invariante por I' (vea el ejercicio 2.90). Como las érbitas
de T" son densas, 1 es constante; en otras palabras, p es invariante por R.
Por otra parte, p se proyecta sobre una medida de probabilidad estacionaria
para la accién de T sobre S!/~. Por la primera parte de la demostracién,
dicha medida es tnica, lo cual prueba la unicidad de p.

Si I' admite un conjunto de Cantor invariante y minimal, entonces di-
cho conjunto coincide con el soporte de p. Colapsando las componentes
conexas del complemento de este conjunto se obtiene una accién minimal;
si esta accién es expansiva, entonces los argumentos precedentes muestran
la unicidad de la medida estacionaria. Para completar la demostracién
basta constatar que, en todos los casos que atn no han sido considerados,
I" deja invariante una medida de probabilidad del circulo. O
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Definamos el coeficiente de contraccion contr(h) de un homeomorfismo
h del circulo como el infimo de los € > 0 tales que existen dos intervalos
cerrados I y J del circulo de longitud a lo més ¢ y tales que h(S'\ I) = J.
Esta definicién permite dar una “versién topolégica” de la proposicién 2.91
(para las composiciones en el “orden natural”).

Proposicién 2.93. Bajo las hipdtesis de la proposicion 2.91, para casi
todo w = (g1, 92,...) € Q el coeficiente de contraccion de hy,(W)=gn - - g1
converge a cero cuando n tiende al infinito.

Demostracién. Como p no posee dtomos y su soporte es total, existe un
homeomorfismo ¢ de S que envia p sobre la medida de Lebesgue. Por lo
tanto, dado que la afirmacién a demostrar es invariante por conjugacion
topoldgica, podemos suponer que u coincide con la medida de Lebesgue.

Denotemos por p la probabilidad sobre I' definida por p(g) = p(g71), ¥
notemos ) el espacio de probabilidad I'N dotado de la medida p". Sobre este
espacio consideremos el proceso h, (@) = g1 -+ - gn, donde @ = (g1,g2,-..).
Por la proposicién 2.91, para casi todo w € Q2 y todo € > 0 existe un
entero positivo n(e,@) tal que si n > n(e,®) entonces existe un intervalo
(cerrado) I tal que pu(I) < ey hn(@)(u)(I) > 1 — . Si designamos por J
la cerradura de S'\ g;*--- gy *(I), entonces se comprueba ficilmente que
| =up) <e,

[ =1—lg," g (D = 1= p(ha(@) (1) =1 = hn(@)(u)(I) < &

y gnt---g7 (SY\I)=J. En consecuencia, contr(g,'---g;') <e para
todo n > n(e,w). La demostracién es completada entonces observando
que la transformacién (g1, ga,-..) — (97", 95 ' -..) identifica los espacios
(@Q,5") ¥ (Q,p"). o

Remarquemos que el coeficiente de contraccién siempre es realizado, en
el sentido que para todo homeomorfismo h del circulo existen intervalos
cerrados I y J tales que max{|I|,|J|} =contr(h) y h(S'\I)=J (estos
intervalos no son necesariamente tnicos). En consecuencia, para casi todo
w € Q podemos elegir dos sucesiones de intervalos cerrados I, (w) y Jn(w)
cuya longitud tiende a cero y tales que hy, (w)(S'\ I, (w)) = J, (w) para todo
n € N. Para cualquiera de estas elecciones, los intervalos I, (w) convergen
hacia el punto ¢, (w).

Ejercicio 2.94. Los resultados de esta seccién fueron obtenidos por el autor
en colaboracién con Deroin y Kleptsyn en [54] (resultados parciales aparecen en
[113]). Debemos senalar sin embargo la existencia de una referencia bastante
anterior respecto a estos temas: se trata del trabajo [3] de Antonov, en el cual
aparecen resultados “casi equivalentes” expresados en un lenguaje puramente
probabilistico. Los itemes a continuacién corresponden a las etapas més impor-
tantes del trabajo de Antonov.
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(i) Fijada una medida de probabilidad p sobre un sistema de generadores (no
necesariamente finito) de un subgrupo I' de Homeo, (S') sin érbita finita, con-
sidere la probabilidad § dada por $(g) = p(g~"') (compare con la proposicién
2.93). Si i es una medida estacionaria sobre st (respecto a p), verifique que para
todo z,y en S! la sucesién de variables aleatorias

E¥(w) = i([gn - 91(x), gn - 91 (y)])

es una martingala. Esto implica en particular que esta sucesién converge casi
ciertamente; lo que queremos probar es que el limite correspondiente es igual a
06 1 (al menos en el caso que consideramos a seguir, a saber, cuando no existe
ninglin homeomorfismo no trivial del circulo que conmuta con todos los elementos
deT).
(ii) Sea v una medida estacionaria para la accién diagonal de I' sobre el toro
St xS, Verifique que la distribucién (respecto a P x v) de £2'¥ coincide con la de
Gt
(iii) Utilizando la relacién (vélida para cualquier martingala de cuadrado inte-
grable)

E(&1) = E(€0) + E((§ns1 — £0)°),
concluya que para v-casi todo punto (z,y) € S* xS! se tiene & =&Y,
(iv) Definiendo 9 ((z,y)) = i([z,y]) deduzca de (iii) que para v-casi todo punto
(z,y) € 81 xS y todo g € I se cumple ¥((z,9)) = ¥((9(2), (1))
(v) A partir de (iv) pruebe que el soporte de la medida v estd contenido en la
diagonal.
Sugerencia. Sin pérdida de generalidad, considere el caso en que las 6rbitas de '
en S' son densas. Suponga que a€]0, 1] es tal que el conjunto

Xae = {(z,y) €S'xS" 1 9((z,9)) € [a — &, + €]}

tiene v-medida positiva para todo € > 0. Concluya a partir de (iv) que la res-
tricciéon normalizada de v a X4, es una medida estacionaria. Haciendo tender e
a 0 y pasando a un limite débil, obtenga una medida estacionaria 7 sobre el toro
concentrada en el conjunto

{(z,y) € 8'xS" : ¥([z,9]) = a}.

La densidad de las érbitas permite entonces definir de manera tnica un homeo-
morfismo R de S' satisfaciendo ((z, R(z))) = a. Compruebe que R conmuta
con todos los elementos de I', contradiciendo la hipétesis hecha al final del item
(i).

(vi) Fijados z,y en S' considere la delta de Dirac §(,,y) concentrada en el punto
(x,y) € S' xS'. Teniendo en cuenta que todo valor de adherencia de la sucesién
de medidas

n—1

1 “n
Up = . ;p * 5(z,y)

es una medida estacionaria (la cual debe concentrarse en la diagonal segin el
item (v)), y considerando que &'V converge casi ciertamente, concluya que el
limite de &Y es igual a 0 6 1.
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Ejercicio 2.95. Pruebe que si I es un subgrupo de Homeo ([0, 1]) sin punto fijo
global en el interior y p es una medida de probabilidad simétrica y no degenerada
sobre I', entonces toda medida de probabilidad sobre [0,1] que es estacionaria
respecto a p estd soportada en los extremos de [0, 1] (sefialemos que la hipétesis
de simetria de p es esencial para la validez de esta afirmacién, como lo muestra
por ejemplo [107]).

Sugerencia. Sea p una medida estacionaria soportada en ]0,1[. Verifique prime-
ramente que g no posee atomos. Luego, colapsando las componentes conexas
del complemento de su soporte y reparametrizando el intervalo, reduzca el caso
general a aquél en que p es la medida de Lebesgue. La estacionaridad nos da
entonces, para todo s€]0,1],

s=ull0.s) = [ uta™ (0.5 dote) ~ [ oL DD gy

por lo que

5=

JECET =P

Asi, integrando entre 0 y un punto arbitrario ¢ €]0, 1],

tQ:/p/u (9(s) + g~ (s)) ds dp(g). (2.12)

Observando la figura 14 concluya que para todo homeomorfismo f del intervalo
y todo t€[0, 1] se tiene

[ue iz,
0

con la igualdad si y sélo si f(t) = t. Concluya que ¢ es un punto fijo global de la
accién, contradiciendo la hipétesis (para una demostracién alternativa usando el
“teorema ergédico de Garnett” vea [54]).

7
fﬁl(t) _________ ///
A7
[ A - /—/" A:fotf(s)ds
Y
i 0 B :fotf’l(s)ds
f_1 .. B /
e ‘ Y
s |
7
S f : A+B=1+A
Y
e A |
Z 1
0 t 1

Figura 14



Capitulo 3

Dinamica de Grupos de
Difeomorfismos de Clase

C2

1 El teorema de Denjoy

En la seccién 2.1 del capitulo 2 vimos un ejemplo de un homeomorfismo de
S! de niimero de rotacién irracional que admite un minimal excepcional. En
esta seccién veremos que dicho fenémeno no puede producirse para difeo-
morfismos de cierta regularidad, de acuerdo a un clasico resultado debido
a Denjoy. Para enunciarlo denotaremos por Difeof"a(Sl) al grupo de los
difeomorfismos de clase C' de S' cuya derivada posee variacién acotada.
Diremos que un tal difeomorfismo es de clase C1*V2, y denotaremos V (f)

la variacién total del logaritmo de su derivada, es decir,

n—1

V(f)=__sw > [log(f)(air1) = log(f)(a:)| = var(log(f'); S")-

<...<an=aq i—0
Si I es un intervalo utilizaremos la notacién V(f; 1) = var(log(f’)|1)-

Teorema 3.1. Si f es un difeomorfismo de clase C*tV2 del circulo con
numero de rotacion irracional, entonces f es topoldgicamente conjugado a
la rotacion de dngulo p(f).

Todo difeomorfismo de clase C? o C'+!"P de S! pertenece a Difeo} ™ (S').

Por ejemplo, para todo f € Difeoi(Sl) se tiene

)
vin= [
78

(3.1)
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De lo anterior se deduce que la conclusién del teorema de Denjoy es vilida
para difeomorfismos de clase C'*!P. Senalemos sin embargo que esto no es
vélido en clase C'*7 para ningtin 7 < 1, de acuerdo con el siguiente resultado
debido a Herman [94] y que nosotros reproduciremos en la seccién 1.4 del
capitulo 4.

Teorema 3.2. Para todo dngulo irracional 6, todo 7 < 1 y toda vecindad
de la rotacién Ry en Difeolt™(S!), ewiste un elemento en dicha vecindad

con numero de rotacion 0 que no es topoldgicamente conjugado a Ry.

Antes de pasar a la demostracién del teorema 3.1 quisiéramos dar una
“prueba heurfstica” para un caso particular pero muy ilustrativo. Supon-
gamos que f sea un difeomorfismo de clase C!' del circulo de niimero de
rotacion irracional para el cual existe un conjunto de Cantor invariante y
minimal A, de modo que la derivada de f sobre A sea constante e igual
a 1. Siguiendo [92] probaremos por contradiccién que, en tal caso, f no
puede ser de clase C*1iP (compare con [155]; vea también 3.4). Para ello,
fijemos una componente conexa I del complemento de A, y para cadan € N
denotemos I,, = g"(I). Observe que |I,+1| = ¢'(p)|I,.| para cierto p € I,,,
y como la derivada de g en los extremos de I,, es igual a 1 concluimos que

I'”/
el 1) = 1) - 11 < i,

donde C' es la constante de Lipschitz de la derivada de f. Tenemos entonces
‘In+l‘ > ‘In‘(l - Cllnl) (32)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las longitudes de I y de
todos sus iterados (positivos) por f son inferiores o iguales a 1/2C. La con-
tradiccién buscada resulta entonces del siguiente lema elemental haciendo
d =1 (el caso d > 1 aparecerd de manera natural en la seccién 1.4 del
capitulo 4).

Lema 3.3. Sid e Ny (¢,,) es una sucesidn de nimeros reales positivos tal
que £, <1/CH1+1d) y Ly > La(1 —Céz/d) para todo n € N y cierta
constante C > 0, entonces existe una constante A > 0 tal que {, > A/n?¢
para todo n € N. En particular, si d =1 entonces S =Y ¢,, diverge.

Demostracién. La funcién s + s(1 — Cs%4) es creciente sobre el inter-
valo [0, (m)d} Usando este hecho la afirmacién del lema se prueba
facilmente por induccién para la constante A = min{¢y,d?/2%°C?}. De-

jamos la verificacién de los detalles a cargo del lector. O

Presentaremos dos demostraciones diferentes del teorema de Denjoy (claro
estd, ambas usaran de manera esencial las propiedades combinatorias de
un homeomorfismo de nimero de rotacién irracional). La primera prueba,



30 Andrés Navas

debida al propio Denjoy, consiste en controlar la distorsién que produce
el difeomorfismo respecto a la estructura afin de los intervalos del circulo.
Como veremos mas adelante, ésta es la idea esencial de la prueba de otros
resultados de dindmica unidimensional de acciones de grupos, como por
ejemplo los teoremas de Sacksteder y Duminy. En la segunda demostracién
estudiaremos la distorsion respecto a la estructura proyectiva del circulo.
Esta idea es méas novedosa y se ha revelado muy fructifera en los tltimos
anos. Gracias a ella, Yoccoz extendi6 en [212] el teorema de Denjoy para
homeomorfismos de clase C> cuyos puntos criticos no son infinitamente
planos, mientras que Hu y Sullivan obtuvieron en [97] resultados bastante
finos en relacién a la clase de diferenciabilidad “optimal” del teorema de
Denjoy para difeomorfimos. Nosotros utilizaremos una variacién de esta
idea para obtener un teorema general de rigidez en la seccién 2 del ultimo
capitulo.

Primera demostracién del teorema 3.1. Debemos probar que si (el
grupo generado por) f admite un minimal excepcional A, entonces f no
puede ser de clase C'*V2. Supongamos lo contrario y fijemos una com-
ponente conexa I de S!\ A. Sea xp un punto del interior de I y sea ¢
la semiconjugacién de f a Ry, con 0 = p(f). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que p(zg) = 0. Para n € N consideremos los interva-
los I, y J, de la construccién dada al final de la seccién 2.1 del capitulo
2. Definamos I,(f) = @7 (1) y Ju(f) = ¢~ (Js). Observe que I estd
contenido en cada I,(f). De las propiedades de I,, y J,, se deduce que:
(i) los intervalos en {f7(J.(f)): j € {0,1,...,qn+1 — 1}} recubren S, y
cada punto de S* esté en a lo mas dos de ellos;
(i) el intervalo fan+1(I,(f)) estd contenido en J,(f) para todo n € N; lo
mismo es vélido para f~%+1(1_,(f)).

Afirmamos que para cada z,y en I y cada n € N se tiene

|(Fy @) (Y ()] 2 eV, 33

Para probar esta desigualdad, denotamos § = f~%+1(y). Puesto que I estd
contenido en I_,,(f), por la propiedad (ii) tenemos § € J,,(f). A partir de
(1.1) y de la propiedad (i) obtenemos

e (=Y @y w)| = fos (o]
< > og(F)(F5 (@) = log(F)(F* ()]
< DT VIS U)
k=0
< 2v(f),

de donde se concluye ficilmente la desigualdad (3.3).
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Para finalizar, notemos que el valor de |fo+1(I)| - | f=%+1(I)| es igual
a (fint1)(x)(f~+1) (y) - |I|* para ciertos x,y en I. De la desigualdad
(3.3) se deduce que esta ultima expresién estd inferiormente acotada por
exp (—2V(f)) - [I|*. Sin embargo, esto es absurdo, pues los intervalos
f*(I) son dos a dos disjuntos. O

Para la segunda demostracién utilizaremos la siguiente notacién: dados
un intervalo I = [a,b] y un difeomorfismo f definido sobre I, definimos
(compare con (1.4))

|f(6) — f(a)]

MU = T @r o)

Dejamos al lector la tarea de probar la relacién (compare con (1.3))
M(fogiI)=M(g;I)- M(f;g(I)). (34)
Observe por otra parte que de la existencia de un punto ¢ € I tal que
[f(b) — f(a)] = f'(¢)|b — a| se concluye inmediatamente que
V(fiI
[1og (£ 1) < 1 [[108(7" () — lom(S" (@) | +| 087" () — 105 0] < VI
(3.5)

Segunda demostracién del teorema 3.1. Supongamos nuevamente que
f admita un minimal excepcional A y retomemos las notaciones introduci-
das al comienzo del la primera demostracién. Para cada n € N fijemos dos
puntos a € f~@ntet)([) y be foan+1(I) tales que

|~ ()]
)ff(qn+qn+1)([)|

o
(7o ]

El intervalo abierto J de puntos extremos a y b estd contenido en J,(f)
(recuerde las propiedades combinatorias estudiadas al final de la seccién
2.1 del capitulo 2; vea en particular las figuras 11 y 12). Por (3.4), (3.5) y
la propiedad (i) usada en la demostracién anterior,

(F)' (@) = vy -

an4+1—1 An+1—1 . sk
logarrrein| < S fogu(n ) < 0 SISO cyp
k=0 k=0

Obtenemos entonces

(\f""*‘(J)|) 1
[7] (famt1)'(a) (fans1)' (b)

> exp (—2V(f)),

es decir,

([l e

7| o (D)] o zer (=)
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Como }fq"+1(J)| < 1 para todo n € Ny |f’(q"+q”+1)(1)‘ tiende a cero
cuando n tiende a infinito, esta desigualdad implica que, para todo n sufi-
cientemente grande,

| (D) > |77 (D).

Sin embargo, esto contradice el hecho que | frm(I )| converge a cero cuando
n tiende al infinito. O

Ejercicio 3.4. La siguiente demostracién del teorema de Denjoy en clase C'*'P
es de particular interés por el hecho de no utilizar ningtin argumento de control
de distorsion.

(i) Suponga que f sea un contra-ejemplo de Denjoy de clase C'T y denote por
T uno de sus intervalos errantes. Para cada j € Z escoja un punto x; € f(I) tal
que |fFTH(I)| = f'(z;) |f(I)|. Denotando por C la constante de Lipschitz de f’
y fijando n €N, de la desigualdad |f'(z;) — f'(zj—q.)| < Clz; — Tj—q, | concluya
que, para cierta constante C' > 0 independiente de n y todo j € {0,...,q, — 1},

DD g
O ) 2 L Ol wal

(ii) Usando las propiedades combinatorias de la seccién 2.1 del capitulo 2, con-
cluya a partir de la desigualdad precedente que existe una constante D > 0 tal
que, para todon € N,

D)1~ (1)
L

> De P,

Sugerencia. La expresién a izquierda coincide con

DL )]
o PO @)

Utilice la desigualdad del {tem (i) para estimar cada factor de este producto para
j suficientement grande, y luego use la desigualdad 1 — z > e /2 (vélida para
z > 0 suficientemente pequetio) ademds del hecho que los intervalos de extremos
ZTj Y Tj—qn,con j € {0,...,qn — 1}, son dos a dos disjuntos

(iii) A partir de esta desigualdad del {tem (ii) obtenga una contradiccion.

Para construir homeomorfismos diferenciables de S! que admitan un mi-
nimal excepcional se pueden seguir dos caminos. El primero es aceptar
la presencia de puntos criticos. En esta direccién, en [88] se construye un
homeomorfismo de clase C* de S! que admite un minimal excepcional (por
el resultado de Yoccoz mencionado anteriormente, un homeomorfismo con
tales propiedades no puede ser real-analitico). El otro camino consiste en
considerar difeomorfismos de clase inferior a C2. Nosotros estudiaremos
algunos ejemplos de este tipo en la seccién 1.4 del capitulo 4.

En lo que se refiere a la naturaleza del minimal excepcional que puede
aparecer en clase inferior a C2, mencionemos que cualquier conjunto de
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Cantor en S! puede ser exhibido como el minimal excepcional de un homeo-
morfismo del circulo. Sin embargo, si se asume cierta regularidad del ho-
meomorfismo en cuestion, entonces el conjunto de Cantor que aparece debe
poseer ciertas propiedades. Por ejemplo, en [125] se demuestra que el Can-
tor terciario tradicional no puede ser el minimal excepcional de un difeo-
morfismo de clase C' de S! (vea también [154]). Por otra parte, en [156] se
prueba que todo conjunto de Cantor afin puede aparecer como el minimal
de un homeomorfismo lipschitziano de S!.

Desde la perspectiva de las acciones de grupos, el teorema de Denjoy
puede ser reformulado diciendo que no existe ninguna accién de (Z,+) por
difeomorfismos de clase C'*¥2 del circulo admitiendo un minimal excep-
cional. En general, llamaremos grupos de Denjoy a los que cumplen esta
propiedad. El problema de caracterizar estos grupos no parece sencillo. A
continuacién presentamos un modesto resultado en tal direccién.

Proposicién 3.5. Sea I" un grupo finitamente generado de difeomorfismos
de clase C'TUP del circulo. Si T admite un minimal excepcional, entonces
T contiene un subgrupo libre generado por dos elementos para los cuales
existe un juego de ping-pong asociado.

Demostraciéon. Probaremos que I' actiia de manera expansiva en el
circulo topolégico S} asociado al minimal excepcional A. Por (la de-
mostracién dada para) el teorema 2.77, esto implica que I' contiene un
grupo libre generado por dos elementos para los cuales existe un juego de
ping-pong asociado.

Supongamos que la accién (minimal) de I’ sobre S§ no sea expansiva.
Entonces ella es equicontinua, y existe una medida invariante de soporte
total y sin 4tomos sobre S} que permite conjugar I' a un grupo de rotaciones
de S}. Sean gi,..., g, los generadores de T'. Si cada g; es de orden finito
entonces cada 6érbita en S} es finita, lo cual contradice la minimalidad de A.
Por otra parte, si cierto generador g; no es de orden finito en S}, entonces
el niimero de rotacién de g; es irracional. Como g; posee érbitas no densas
(contenidas en A), esto contradice al teorema de Denjoy. O

La proposicién precedente permite concluir que todo grupo finitamente
generado y promediable es un grupo de Denjoy (pues ningin grupo pro-
mediable contiene a Ly). Sin embargo, esta ultima afirmacién puede ser
establecida directamente, sin hacer referencia al teorema de Margulis.

Ejercicio 3.6. Pruebe que todo grupo promediable y finitamente generado es
un grupo de Denjoy.

Sugerencia. Suponga que I' es un grupo finitamente generado y promediable que
actiia sobre S! por difeomorfismos de clase C*** admitiendo un minimal excep-
cional A. Considere la accién de I' sobre el circulo topolégico S} asociado a A y
sea p una probabilidad sobre S} invariante por esta accién. Pruebe que j es de
soporte total y no posee atomos. Concluya que I' es semiconjugado a un grupo
de rotaciones y obtenga una contradiccién utilizando el teorema de Denjoy.
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La proposicién 3.5 es ain valida para grupos no finitamente generados
cuando existe una constante C' tal que V(g) < C para todo generador g.
Sin embargo, ella no es vélida para subgrupos arbitrarios de Difeoff"a(Sl)
que admiten un minimal excepcional, como lo muestra el siguiente ejemplo,
debido esencialmente a Hirsh [96] (vea también [104]).

Ejemplo 3.7. Sea H: R—R un homeomorfismo verificando las propiedades (i)
y (ii) de la seccién 5.2 (capitulo 1) y tal que Fix(H) = {a,b}, cona =0y b>0
pequeiio. Este homeomorfismo H induce una aplicacién H de grado 2 del circulo
en sf mismo (vea la figura 10). Designemos por I al intervalo ]a, b (visto sobre
el circulo). Definamos g1: S' — S' por gi(z) =y si H(z) = H(y) y x # y. En
general, para cada n € N consideremos la aplicacién H" : S* — S' de grado 2",
y definamos g, : S — S' por gn(z) =y si H"(z) = H"(y) y H"(2) # H"(y')
para todo y’ €]z, y[.

El grupo I' = I'y generado por los g, es abeliano e isomorfo a QQ(SI). Su
accién sobre S! es semiconjugada a la de un grupo de rotaciones, siendo el con-
junto A =S"\ Unen Uf:ﬂ’l ¢%(C) su minimal excepcional. Observe que si H es
un difeomorfismo real-analitico de la recta, entonces los elementos de I'y son
difeomorfismos real-analiticos del circulo. Note finalmente la similitud de esta
construccién con la dltima de la seccién 1 del capitulo 1: el grupo I'y es un
subgrupo (de la realizacién ® 5 (G)) del grupo de Thompson (jpero ® 5 (G) no es
un grupo de difeomorfismos real-analiticos de S'!).

El teorema de Denjoy puede ser visto también como una consecuencia de
la siguiente proposicién, la cual sirve de base para el estudio del importante
problema de la regularidad de la conjugacién de difeomorfismos del circulo
a rotaciones.

Proposicién 3.8. Sean 6 €]0,1[ un irracional y p/q una de las aprozi-
maciones de 0 por racionales (i.e., |0 — p/q| < 1/q¢?). Si f es un homeo-
morfismo de S' de niimero de rotacion 0 y 1 : S — R es una funcion de
variacion acotada (no necesariamente continua), entonces denotando por
w la (tinica) medida de probabilidad sobre S* invariante por f se tiene, para
todo = € S',

< var(y); S1). (3.6)

q—1 )
S o(r@) a [ van

En particular, si f es diferenciable y su derivada es de variacidn acotada,
entonces para todo = € S' y todo n € N se tiene

exp (= V(f)) < (f*) (z) < exp(V(f))- 3.7

Para probar esta proposicién usaremos el siguiente lema combinatorio.

Lema 3.9. Si 60 €]0,1] es irracional y p,q son dos enteros relativa-
mente primos tales que ¢ # 0 y |€ — p/q| < 1/¢%, entonces para cada
1€40,...,q— 1} el intervalo i/q, (i +1)/q| contiene un tnico punto del
conjunto {j(i (mod 1):j€{1,... 7q}}.
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Demostracién. Por hipdtesis tenemos

1 1
0<(9—Q<—2 o bien -~ <o-L<o
q q

Consideremos sélo el primer caso, pues el segundo es andlogo. Tenemos
entonces, para todo j€{1,...,q},

. S

0<j€—]—p<i2§—,
q q q

por lo que j# mod 1 pertenece al intervalo |jp/q, (jp+1)/q[. La afirmacién

del lema resulta entonces del hecho que los intervalos [i/q, (i +1)/q] re-

cubren al circulo y tienen longitud 1/gq.
Demostraciéon de la proposiciéon 3.8. Resulta evidente que el enun-
ciado de la proposicién es equivalente a que la desigualdad

q

S B(fi(@) *“,/Sl b du

i=1

< var(;S1)

es vélida para todo 2 € S' y toda funcién continua 1. Para probar esto
ultimo consideremos la aplicacién del circulo sobre si mismo definida por

"y
o(y) :/ dp mod 1.

De la igualdad ¢ o f = Rgo¢ se deduce que, si definimos ;= f7(z), en-
tonces ¢(x;) = j# méd 1. Por el lema precedente, si para cadaje{1,...,q}
escogemos un intervalo I; =li;j/q, (i; + 1)/q| conteniendo ¢(z;), entonces
los intervalos que aparecen son dos a dos disjuntos. Asi, denotando J; el
intervalo ¢~1(I;) (cuya masa segin y es igual a 1/q), de la igualdad

q .

~ > (@) —a [ van)

j=1 J.

S vl = [ v au

i=1

se concluye que

Sovtr@) -a [ vanl < a3 [ o) - ol
< Y sup [¢(f (@) - bly)| < var(e, S

j=1Y€Ji

La segunda parte de la proposicién resulta de la primera parte aplicada
a la funcién ¢ (z) = log (f'(x)), teniendo en cuenta la igualdad

/S log() dp = 0. (3.8)
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Senalemos sin embargo que esta tltima igualdad no es del todo evidente
(vea el ejercicio 3.12). Para verificarla notemos que a partir de (3.6) se
deduce que, para todo = € S,

o (V) £ P s <o (V)

exp (gn [s: log(f")dp

Integrando respecto a la medida de Lebesgue concluimos que
1

exp (gn fg1 log(f")dp)

lo cual puede satisfacerse para todo n € N si y sélo si (3.8) se cumple. O

exp (—V(f)) < <exp (V(f)),

La relacién (3.6) (resp. (3.7)) es conocida como la desigualdad de Denjoy-
Koksma (resp. desigualdad de Denjoy). Consignemos que ambas desigual-
dades, al igual que el teorema de Denjoy, valen ain para homeomorfismos
afines por partes de S!, siendo los argumentos de demostracién esencial-
mente los mismos que los del caso C'*V* (obviamente, en el caso afin por
partes consideramos una derivada lateral en lugar de la usual). Por ejem-
plo, la igualdad (3.8) sigue cumpliéndose...

Observacién 3.10. Para difeomorfismos f del circulo de clase C*" y niimero
de rotacién irracional vale una versién més fuerte de la proposicién 3.8: respecto
a la topologia C' se tiene la convergencia de f? a la identidad, donde py /gy
designa la n-ésima aproximacién racional de p(f) (vea [94, 110, 211]).

Ejercicio 3.11. Pruebe que validez de la desigualdad (3.7) para todo n € N
implica la validez del teorema de Denjoy.

Ejercicio 3.12. Demuestre la igualdad (3.8) para todo difeomorfismo de clase
C! del circulo de ntimero de rotacién irracional usando el teorema ergédico de
Birkhoff y la ergodicidad tinica de f (vea [126]).

Observemos que el teorema de Denjoy implica que si I' es un subgrupo
de Difeorrva(Sl) que admite un minimal excepcional, entonces cada uno
de sus elementos posee puntos periédicos. En efecto, si ¢ € I" no posee
puntos periédicos entonces su nimero de rotacién es irracional, lo cual
implica la densidad de las érbitas por ¢g (y por lo tanto de las érbitas
por I'). Una consecuencia interesante de este hecho es la racionalidad
del ntmero de rotacién de los elementos del grupo de Thompson G. En
efecto, en la seccién 1 del capitulo 2 se construyé una accién de G por
difeomorfismos de clase C* del circulo que es semiconjugada a la accién
estdndar y que admite un minimal excepcional. Asf, el que p(g) pertenezca
a Q para cada g € G resulta de la observacién precedente y de la invariancia
del nimero de rotacién por semiconjugacién. Siguiendo [124], invitamos
a continuacién al lector a desarrollar una demostracién “directa” usando
sélo la versién de la desigualdad de Denjoy para homeomorfismos afines
por partes (demostraciones alternativas aparecen en [33] y [112]).
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Ejercicio 3.13. Dado g € G definamos M,, € Ny N,, € NU {0} de modo que
para cada n € N se tenga g"(0) = M, /2" con M, impar o nulo. Supongamos
que 0 no sea un punto periédico. En tal caso, se tiene M,, # 0 para todo n € N.
(i) Pruebe por contradiccién que N, tiende al infinito junto con n.

Sugerencia. Observe que para todo N € N, el conjunto de racionales diddicos con
denominador inferior o igual a 2V es finito.

(ii) A partir de la convergencia de N, al infinito concluya que lim,—, (g")"(0) =0
(consideramos la derivada a derecha de la aplicacién en cuestién).

Sugerencia. Escriba g(z) = @) 4 ]\{(z)/QN(””) para ciertas funciones \, M y
N a valores enteros y uniformemente acotadas sobre S*. Verifique entonces que
para n €N suficientemente grande se tiene

Myy1 = M, +2Nnﬂ\(g"(0))*N(9"(‘D)]ﬂ(g"r(o))_’ Nnt1 = Ny, — A(g"(0)).

(iii) Suponga que el nimero de rotacién de g sea irracional y obtenga una con-
tradiccién aplicando la desigualdad de Denjoy.

2 El teorema del punto fijo hiperbdlico de
Sacksteder

Comencemos recordando la nocién de pseudo-grupo de homeomorfismos.

Definicién 3.14. Una familia I' = {g : dom(g) — ran(g)} de homeo-
morfismos locales de un espacio topolégico M es un pseudo-grupo si las
siguientes propiedades son satisfechas:
— el dominio dom(g) y el rango ran(g) de cada g € I' son conjuntos abiertos;
—si g, h pertenecen a I' y ran(h) Cdom(g), entonces gh pertenece a I';
~si g €T entonces g~! €T
— la identidad de M es un elemento de T';

si g pertenece a I' y A C dom(g) es un conjunto abierto, entonces la
restriccién g4 de g a A es un elemento de T';
—si g : dom(g) — ran(g) es un homeomorfismo local de M tal que para
todo x € dom(g) existe una vecindad V,, tal que hly, es un elemento de T',
entonces g pertenece a I'.

Las nociones de érbita y conjunto invariante para un pseudo-grupo se
definen de manera evidente. Diremos que I' es finitamente (resp. contable-
mente) generado si existe un subconjunto finito (resp. contable) G de I'
tal que todo elemento de I' se escribe como la restricciéon a su dominio
de un producto de elementos de G. Una medida p sobre los borelianos
de M es invariante por I' si para todo boreliano A y todo g € T se tiene
,u(A n dom(_q)) = ,u(_q(A) n ran(g)). Finalmente, para a € M denotamos
T'(a) la 6rbita de a por I', y para cada p € I'(a) definimos su orden por

ord(p) = min{n € N: existen h;, € G tales que h;, ---h;, (a) = p}.
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2.1 La versién cldsica en clase C1*lp

En esta seccién probaremos la versién cldsica de un un teorema debido
a Sacksteder [179] sobre la existencia de puntos fijos hiperbdlicos para ele-
mentos de un pseudo-grupo de difeomorfismos unidimensionales (en las
secciones siguientes trataremos su versién moderna en clase C').

Teorema 3.15. Sea I" un pseudo-grupo finitamente generado de difeomor-
fismos de clase C*TUP de una variedad compacta unidimensional. Supon-
gamos que cada generador h; se extienda a un difeomorfismo de clase C1 1P
definido en la clausura de dom(h;). Supongamos ademds que exista un con-
junto de Cantor A invariante por T' tal que para una componente conexra
I =]a,b[ del complemento de A, ya sea el punto a es un punto de acumu-
lacion de la drbita T'(a), o bien b es un punto de acumulacion de T'(b).
Entonces existen p € A y g € T tales que g(p) =p y g'(p) < 1.

Un conjunto A que verifica las hipétesis precedentes (salvo eventualmente
aquélla que concierne la regularidad) es llamado conjunto excepcional local.
Para probar el teorema 3.15, una herramienta técnica fundamental es el
lema que presentamos a continuacién, cuya versién en clase CH1P es de-
bida esencialmente a Schwartz [182]. Daremos inmediatamente la versién
general en clase C'*7 para referencia futura; una versién ligeramente mas
fina en clase C1T1P serd presentada en la seccién 4.2 de este capitulo.

Lema 3.16. Sea T' un pseudo-grupo de difeomorfismos de clase C**7 (resp.
C'1iP) de una variedad unidimensional compacta. Supongamos que exis-
tan un subconjunto finito G de I', una constante S € [1,00[, y un intervalo
abierto I, de modo que a cada elemento g € G sea posible asociar un in-
tervalo compacto Ly contenido en un dominio abierto de definicion de g,
y tales que para cada m € N ezista g;,, € G tal que para todo n € N el
elemento g;, - - gi, de I' verifica las propiedades siguientes:

- si gi, = g entonces el intervalo g;,_, ---gi,(I) estd contenido en L,
(convenimos en que gi, , ---gi, es la identidad para k =1);

— se tiene la desigualdad

n—1 n—1
Solgign (I <85 (resp Y lgi 9 (DI ).
k=0 k=0

Entonces existe una constante positiva ¢ = £(t,S,|I];G) tal que si para
algin n € N el intervalo h,(I) estd contenido en una (-vecindad de I y no
intersecta el interior de I, entonces la aplicacion h, posee un punto fijo
hiperbdlico (el cual estd prézimo de la extremidad correspondiente de I).

Demostracién. Para simplificar consideraremos los casos 7€]0, 1[ (holde-
riano) y 7=1 (lipschitziano) de manera simultdnea. Sea ¢ > 0 una cons-
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tante tal que cada g € G esta definido en una 2e-vecindad de Ly. Fijemos
C'>0 tal que para todo g € G y todo x,y en la e-vecindad de L, se tenga

[log(¢'(z)) — log(¢'(1))| < C & —y|".

Probaremos que la afirmacién del lema es satisfecha para

{ = min Ll Il e
2exp(27CS)’ 281/ exp(27CS) |

Denotemos por J la 2¢-vecindad de I, y notemos I’ (resp. I") la compo-
nente conexa de J\ I ala derecha (resp. a izquierda) de I. Probaremos por
induccién que las propiedades siguientes son simultdneamente satisfechas:
(), Yip - 9i; (I') estéd contenido en la e-vecindad de Lg;

() gi - 90 I < gy, -+~ 90 (D

(9i)9i,)' (2)
(i), sup, yerur % < exp(27 CS).

La condicién (iii)o es satisfecha de manera trivial, mientras que (i) y
(ii)o se desprenden de la hipdtesis |I'|=2¢<|I|. Supongamos que (i);, (ii);
y (iil); sean vélidas para todo j€{0,...,k—1}. En tal caso tenemos, para
todo z,y en T U I,

s (G5t | <

>

—1

1

<
Il
> o

[log(gi,,, (9i;- - gin (2))) —log(gi,,, (g3, - 912 ()]

—1

CY gy g (@) = giy 9 )]

j=0

IA

IN

k—1
> (lgiy g (Dl + 1gi; -+ 90 (1))

=0

< C27°S.

Esta desigualdad prueba (iii);. En lo que respecta a (i) y (ii)x, observemos
que existen z € I e y € I’ tales que

|9ii -+ 9ir (D = -(gix -+ 9:)' @) ¥ g 91 I = [I'[-(gir -+ 962) (®)-
Luego, por (iii),
(z) || ']
- < experos) L
lgin -9 (DI (g --90)' () 1] 1]

lo cual prueba (i) y (i), dada la definicién de ¢. Obviamente, propiedades
andlogas valen al reemplazar I’ por I”.

Supongamos ahora que h,, (I) esté contenido en la ¢-vecindad del intervalo

I y no intersecte el interior de I. La propiedad (ii), nos da entonces
hn(J) C J. Ademsds, si h,,(I) C J estd a derecha (resp. a izquierda) de I,

|gik "'gil(ll)‘ (gik "'gil)
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entonces h, (I UI') C I' (resp. h,(I" UI) C I"). Como ambos casos son

anélogos, consideraremos solamente el primero de ellos. Evidentemente,

hy, posee al menos un punto fijo x en I’. Resta verificar que se trata de un

punto fijo hiperbdlico y contractante. Ahora bien, escogiendo y € I tal que

R (y) = |ha(D/|I| < £/|I| vemos que, por (iii)y,

Lexp(27CS)
]

lo cual concluye la demostracién. O

H(x) < W, () exp(27CS) < <3

Una desigualdad del tipo >, |gi, -~ gi, ()| < S es vélida por razones
evidentes cuando los intervalos g;, - - - gi, (I) son dos a dos disjuntos. En tal
caso, la sutileza del lema precedente radica en la posibilidad de controlar
la distorsién para las composiciones sucesivas sobre la 2¢-vecindad de I, a
pesar de que las imagenes de esta vecindad no son necesariamente disjuntas.

Demostracién del teorema 3.15. Fijemos € > 0 tal que para todo z
en el dominio de g; € G se tenga |z — ¢,z + €[C dom(h;). Supongamos
que b sea un punto de acumulacién de I'(b) (el caso en que a es punto de
acumulacién de I'(a) es andlogo). Sea (hy,)=(gi, - - - ¢i,) una sucesién en I
tal que h,,(b) converja a b, tal que h,(b) # b para todo n€N, y tal que el
orden del punto h,,(b) € I'(b) sea realizado por hy, i.e., el niimero minimo
de composiciones necesarias para llegar a h,,(b) es n (dejamos al lector la
verificacién de la existencia de tal sucesién). Para cada n € N denotemos
I, la componente conexa del complemento de A que tiene por uno de sus
extremos al punto h,(b). Puesto que la serie ) |I,| converge, para
N suficientemente grande debe tenerse |I,,| < € para todo n > N, por lo
que las hipétesis del lema precedente son satisfechas para I = Iy y toda
constante S > 1 mayor a la longitud total de la variedad unidimensional
subyacente. Concluimos asi que, para n suficientemente grande, la apli-
cacién h,, € T' contrae (hiperbélicamente) sobre si mismo el intervalo I’
de longitud ¢ y situado inmediatamente a derecha de I. Por lo tanto, h,,
posee un tinico punto fijo en I (a saber, el punto p = (V. cy(ha)*(I)), €l
cual es hiperbdlico (vea la figura 15). Observe finalmente que p pertenece
a A, pues I’ contiene puntos de A y A es un compacto invariante por I'. O

I=la,b] ha, 1
—
| [ VR \
\ 1\ AN T
I hn(I) _/
hn hn
Figura 15

De lo anterior se deduce inmediatamente lo siguiente.
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Corolario 3.17. Sea ' un subgrupo finitamente generado de Difeofflip(Sl).
Si ' actia admitiendo un minimal excepcional A, entonces existen p € A
y g €T tales que g(p)=p y ¢g'(p) <1.

Observe que el teorema de Denjoy para difeomorfismos de clase C'+1P
puede ser obtenido directamente de este corolario (esto no es extrafio, pues
el propio Sacksteder obtuvo su resultado pensando en generalizar el teorema
de Denjoy para grupos de difeomorfismos y foliaciones de codimensién 1).
Sin embargo, a juicio del autor éste no es un buen punto de vista. En efecto,
la prueba del teorema de Denjoy utiliza en parte la estructura combinatoria
de la dindmica de un homeomorfismo de nimero de rotacién irracional, la
cual es muy particular. Por otro lado, para pseudo-grupos que actian sin
probabilidad invariante, la dindmica combinatoria (al menos localmente) es
completamente diferente. En la seccién siguiente desarrollaremos esta idea
en profundidad con el fin de obtener resultados més finos que los de esta
seccién. Como “aperitivo” veremos inmediatamente como el teorema de
Sacksteder puede ser extendido para grupos actuando de manera minimal
y que no son conjugados a grupos de rotaciones. Comenzamos con una
astuta observacién debida a Ghys que aparece en [60].

Proposicién 3.18. Sea I' un pseudo-grupo de difeomorfismos de clase
CYP del circulo o de un intervalo acotado cuyas drbitas son densas.
Supongamos que ezista un elemento f € I' que fija un tinico punto sobre
un intervalo no degenerado (no necesariamente abierto) conteniendo dicho
punto. Entonces eziste un elemento en I con un punto fijo hiperbdlico.

Demostracién. Sean a el punto fijo dado por la hipétesis y a’ >a tal que
la restriccién de f a un intervalo [a,a’] no tenga punto fijo a excepcién de
a y tal que, cambiando f por f~! si es necesario, se tenga f(y) < y para
todo y €]a,a’] (si tal punto @’ no existe entonces se puede considerar un
intervalo del tipo [a, a] con propiedades andlogas). Como las 6rbitas de I'
son densas, existe h € I' tal que h(a) €]a, a’[. Fijemos n € N suficientemente
grande de modo que [a, f"(a’)] C dom(h) y h([a, f*(a’)]) Cla,d’].
Consideremos los intervalos Ag=|a, f"(a’)] y Bo=h([a, f*(a’)]), y defi-
namos inductivamente los conjuntos A; 1= f"(A;UB;)y Bjt1=h(A4j41).
Para € > 0 pequeno considere el pseudo-grupo generado por las restric-
ciones de f™ y h a los intervalos Ja — e, hf™(d') + e[ y Ja—e¢, f"(a’) + €]
respectivamente. Respecto a este pseudo-grupo, el conjunto de Cantor
A = Njen(A4; U By) satisface las hipétesis del teorema de Sacksteder, de
donde se obtiene el resultado. O

Observe que, por el teorema de Holder, un grupo de homeomorfismos del
circulo que no es semiconjugado a un grupo de rotaciones contiene siem-
pre un elemento f que satisface la hipétesis de la proposicién precedente.
Puesto que toda semiconjugacién de un grupo cuyas 6rbitas son densas a
un grupo de rotaciones es necesariamente una conjugacién, como corolario
de lo anterior obtenemos lo siguiente.
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Corolario 3.19. Sea T' un subgrupo de Difeofnp(Sl). Suponga que las
orbitas de I' son densas y que I' no es conjugado a un grupo de rotaciones
(equivalentemente, suponga que I' actia de manera minimal y no preserva
ninguna medida de probabilidad del circulo). Entonces existen pe A y gel’
tales que g(p)=p y ¢'(p)<1.

En la seccién siguiente veremos que este corolario vale atin en clase C!.

Ejercicio 3.20. El hecho que una holonomia no trivial sea hiperbdlica resulta
relevante cuando se estudian propiedades de estabilidad y rigidez (vea por ejem-
plo la seccién 6.1 de este capitulo). Sin embargo, el conocimiento de que cierta
holonomia es no trivial (a pesar de que no sea necesariamente hiperbélica) también
puede resultar de interés. La proposicidn siguiente engloba una licida observacién
debida a Hector. Antes de pasar a la demostracidn, el lector debiese reflexionar
un momento testeando su veracidad para los ejemplos que ya hemos estudiado
(grupo modular, grupo G de Thompson, etc).

Proposicién 3.21. Sea I' un grupo finitamente generado de difeomorfismos de
clase CP del circulo que admite un minimal excepcional A. Sip es la extremi-
dad de una de las componentes conexas I de S* \ A, entonces eziste g€ que fija
p y cuya restriccion a I NV es no trivial para toda vecindad V de p.

Sugerencia. Suponga lo contrario y contradiga el hecho que para toda vecindad
de p existen elementos de I' con puntos fijos hiperbdlicos repulsivos en ella.

2.2 La versién C! para pseudo-grupos

El objetivo principal de esta seccién y la siguiente consiste en formular (y
demostrar) diversas generalizaciones del teorema de Sacksteder en clase C!.
Algunas de estas nuevas versiones fueron obtenidas por Hurder en [99, 100,
101, 102] via métodos dindmicos ligados a la teorfa de Pesin. Sin embargo,
las versiones optimales y (posiblemente) definitivas aparecen en [54], donde
son obtenidas gracias a la introduccién de métodos probabilisticos.

Teorema 3.22. Si I' es un pseudo-subgrupo de difeomorfismos de clase
C! de una variedad unidimensional compacta sin medida de probabilidad
invariante, entonces I' posee elementos con puntos fijos hiperbdlicos.

Para probar este teorema, inspirandonos en la demostracién de la propo-
sicién 3.18 supongamos que I' contenga dos elementos f y h que verifican:
(i) el dominio de definicién de f contiene un intervalo [a,a’[ de modo que
f(a) =a y [ contracta topoldgicamente hacia el punto fijo a;

(i) h estd definido en una vecindad de este punto fijo y h(a)€la,d’[.

Hagamos c=h(a) y fijemos d’€]c, a’[. Reemplazando f por f™ paraneN
suficientemente grande si es necesario, podemos suponer que f(d’') < ¢, que
f(d') pertenece al dominio de definicién de h, y que hf(d') €]c,d'[. Esta
dltima condicién implica en particular que hf posee puntos fijos en ]c, d'[.
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Sea d el primer punto fijo hf a la derecha de ¢, y sea b = f(d). El intervalo
abierto I =]b, ¢[ corresponde al “primer gap” (i.e., a la componente conexa
“central” del complemento) de un conjunto de Cantor A invariante por f
y g = hf (vea la figura 16).

Proposicién 3.23. Con las notaciones precedentes, el pseudo-grupo ge-
nerado por [ y g contiene elementos con puntos fijos hiperbdlicos perte-
necientes al conjunto A.

La demostracion de esta proposicién es particularmente sencilla en clase
CH7 (para 7 > 0). Ademds, ella permite ilustrar de manera nitida el
aporte de los métodos probabilisticos en la teorfa. El caso general (en
clase C!) serd tratado mds adelante. Para una demostracién alternativa y
“deterministica” de un resultado estrechamente relacionado vea [108].

h oy 1}
— | b

a 1=1f(d), h(a)[ d

Figura 16 @ b ¢ d

Demostracién de la proposicién 3.23 en clase C'*7. Sobre el espacio
Q = {f,g}" consideremos la medida de Bernoulli P de peso 1/2 para cada
“variable aleatoria” f 6 g. Dados w = (g1,92,...) € @ y n € N notemos
hn(wW)=gn -+ g1, y hagamos ho(w)=1id. Siendo los intervalos de la familia
{gn 1) :n >0, (g1,---,9n0) € {f,g}"} dos a dos disjuntos, tenemos

Z Z lgn - 1(1)] £ d—a < 0.
n20(g1,....gn)€{f,9}"

Por otra parte, el teorema de Fubini nos da

2 oo a0l = Y2 ( /Q () (1) ()

n20(g1,....9n)€{f.g}" n=0
_ /(22”|hn(w)(l)\)dIP’(w).
Q n>0

Concluimos asi que para P-casi toda sucesién aleatoria w € 2 la serie
3> 2" hy(w)(I)| converge. Para cada B > 0 consideremos el conjunto

Q(B) = {w € Q: |hy(w)(I)| < B/2" para todo n > 0}.
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La probabilidad P[Q2(B)] converge a 1 cuando B tiende al infinito; en par-
ticular, podemos fijar B de modo que P[Q2(B)] > 0. Observemos que si w
pertenece a (B) entonces

S a7 < B Y L — s <. (3.9)

n>0 n>0

Consideremos el intervalo J' = [b — ¢,c + {] conteniendo al intervalo
errante I, donde ¢ =£(7,S,|I;{f,g}) es la constante que aparece en el
lema 3.16. Si N € N es suficientemente grande entonces fNg y gV f
envian todo el intervalo [0, 1] sobre J\ I. Una aplicacién directa del lema
de Borel-Cantelli nos da entonces P[hy,(w)(I) C J'\ I infinitas veces] = 1.
Si we Q(B) y n e N satisfacen hy, (w)(I) € J'\ I, entonces el lema 3.16
muestra que h, (w) posee un punto fijo hiperbélico. Finalmente, puesto que
A es invariante por el pseudo-grupo y el punto fijo hallado atrae por h,,(w)
a una parte de este conjunto, dicho punto fijo debe pertenecer a A. O

La prueba de la versién general (en clase C') de la proposicién 3.23 nece-
sita de pequefias mejoras técnicas para hallar puntos fijos hiperbdlicos en
ausencia de control de distorsién. La idea esencial consiste en notar que,
cuando se sabe a priori que la dindmica es (diferenciablemente) contrac-
tante en alguna parte, simples aplicaciones del teorema del valor medio
permiten verificar que la contraccién persiste sobre un dominio mayor.

Conservando las notaciones de la demostraciéon precedente, fijemos de
una vez por todas una constante ¢ €]0,1/2[. Sabemos que para P-casi todo
w € Q existe B = B(w) > 1 tal que

B
[ (W)(T)] < on Dbara todo n > 0. (3.10)
Lema 3.24. Eziste una constante C que depende sdlo de f y g tal que,
st w = (g1,92,...) € Q satisface (3.10), entonces para todo x € I y todo
entero n > 0 se liene B

BC

) () £ 5= (3.11)

Demostracién. Fijemos €y >0 suficientemente pequenio de modo que para

todo par de puntos y, z de [a, d] a distancia menor o igual que £¢ se tenga
! /

Fly) 2 v 9w 2

f'(z) ~2-¢ g'(z) ~2-¢

Es fécil verificar la existencia de N €N tal que, para todo w € y todo i >0,

la longitud del intervalo hy;(w)(I) es menor o igual que g9. Afirmamos
que (3.11) se cumple para C = max{A, A}, donde

hp(w)'(x) (2—¢)" - su hy(w) (x) <27€)N
’ 2

(3.12)

A= sup P
2€l n<NweQ B syelwen hn (W) (y) 1]
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En efecto, si n <N entonces (3.11) se cumple debido a la condicién C' > A.
Para n > N fijemos y=y(n) €I tal que |h,(w)(I)| = hn(w)'(y) |I|. Para
z € I la distancia entre los puntos hnii(w)(x) v hnyti(w)(y) es menor o
igual que ¢ para todo ¢ > 0. Luego, por (3.12),

hn(W)'(2)  _ hN(w) () gnpa (i (@)(@) g (A1 (w)(2))
(w)'(y) W' (W) Gya (v (@) ®) g (hn 1 (@)(w))
hN(w) (@) 2 \nN
< o 32
por lo que
, hy (W) (@) [hn(@)I)] (2 "N
M@ < e ()
hy(w)'(z) B 2 \n—N BC
S @)y M2 (3=2) = PES
donde la tltima desigualdad se desprende de la condicién C > A. O

Para verificar la persistencia de la contraccién diferenciable mas alla del
intervalo I haremos uso de un argumento “dual” al precedente. Fijemos
una constante €1 >0 suficientemente pequena de modo que para todo y, z
en [a,d] a distancia menor o igual que €; se tenga

f'ly) o 2-¢ gly) _ 2-¢
"(2) Sac 2 g'(z) ~ 2—2¢ (3:13)

~
)

Lema 3.25. Sean C > 1, w = (g1,92,...) € Q y x € [a,d] tales que

c
(2 _ E)"

Siy € la,d] es tal que dist(z,y) <e1/C y n >0 entonces

(W) (z) < para todo n > 0. (3.14)

ham%wszgéiﬁ. (3.15)

Demostracion. Verificaremos la desigualdad (3.15) por induccién. Para
n = 0 ella tiene lugar debido a la condicién C' > 1. Admitamos que ella sea
valida para todo j€{0,...,n}, y hagamos y; = h;(w)(y) v x; = h;j(w)(y).
Supongamos que y < x (el caso y > x es andlogo). Cada punto y; pertenece
entonces al intervalo hj;(w)([z —e1/C,x]). Por la hipétesis de induccion,

C

i)l = 21/C.a] < G55

iz —e1/Cal| <C Z =,
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De la definicién de la constante ; se concluye que para todo j < n se tiene
Gi1(Y5) < ghpa (25) (22—’;5) Por lo tanto, debido a la hipdtesis (3.14),

2 —g\ntl
hunr@) () = Gh00) - ghialn) < gi(w0)- g (@) (55 )
< C ( 2—¢ )"“ C
T (2-grtl \2-2¢ (2 —2e)n+1’
lo cual concluye la verificacién por induccién de (3.15). O

Estamos ahora en condiciones de completar la demostracién de la proposi-
cién 3.23. Para ello notemos que, por el lema 3.24, si C' es suficientemente
grande entonces la probabilidad del conjunto

, C
SZ(C,E):{w €Q: hp(w)(z) < G0 para todo n >0 y todo z € I}
—€
es positiva. Fijemos un tal C' > 1, hagamos ¢ = min{e/2C,|I|/2}, y de-
signemos por J la 2¢-vecindad de I. El lema 3.25 implica que para todo
we QC,e), todon >0y todoy € J,

ho(w)' (y) < (3.16)

(2—2¢)"
Si J' designa la f-vecindad del intervalo I entonces la probabilidad del
conjunto {w : hy(w)(I) C J'\ I infinitas veces} es igual a 1. En con-
secuencia, y dado que ¢ < 1/2, existen w € Q(C,e) y m € N tales que
hm(w)(I) C J'\Iy (2—2¢)™ > C. Por (3.16), y puesto que ¢ < |I]/2, esto
implica que h,,(w) envia J sobre una de las dos componentes conexas de
J\ I de manera tal que h,,(w) posee un punto fijo en dicha componente,
el cual es hiperbdlico (y pertenece a A). La prueba de la proposicién 3.23
queda asi concluida.

A partir de lo que precede vemos que para probar el teorema 3.22 basta
con verificar que todo pseudo-grupo de difeomorfismos unidimensionales y
de clase C! sin probabilidad invariante posee elementos f y h que satis-
facen las propiedades (i) y (ii) del comienzo de esta seccién (compare con
la proposicién 2.54). Si bien esto es verdad incluso para pseudo-grupos de
homeomorfismos unidimensionales, la demostracién involucra técnicas que
no queremos introducir en estas notas para no oscurecer la idea esencial
de la prueba: el lector interesado puede hallar la demostracién completa
en [54]. En todo caso, para el caso de grupos actuando sobre el circulo sin
probabilidad invariante, la obtencién de tales elementos es relativamente
sencilla: para acciones minimales ella se deduce directamente del teorema
de Hélder, mientras que para acciones con un minimal excepcional se de-
duce de este mismo teorema aplicado a la accién sobre el circulo topoldgico
obtenido tras colapsar las componentes conexas del complemento de dicho
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minimal. En la seccién siguiente veremos sin embargo que para grupos de
difeomorfismos de clase C' del circulo vale una versién considerablemente
maés fuerte del teorema: dichos grupos possen elementos cuyos puntos fijos
(existen y) son todos hiperbélicos.

Ejercicio 3.26. Anticipando el resultado principal de la seccién siguiente, pruebe
que todo grupo T' de difeomorfismos de clase C'TP del circulo sin probabilidad
invariante contiene elementos con al menos 2d(I") puntos fijos hiperbdlicos, la
mitad de ellos contractantes y la otra mitad dilatantes.

Sugerencia. Considere el caso minimal y fuertemente expansivo (el caso general
se reduce sin mayor problema a éste). Pruebe que I' contiene dos elementos f
y g de modo que para cierto intervalo I = [a,d] se tiene g(I) U g~ ' (I) CS*\ I,
limy 00 f™(z) = by limy—eo f~"(z) = a para todo = € S* \ I. Para ¢ > 0 sufi-
cientemente pequetio aplique (una ligera modificacién de) la técnica de Schwartz
a las sucesiones de composiciones (f"g) y (¢~ ' f~") sobre los intervalos [a,a + €]
y g H([b—e]).

Notemos que la hipdtesis de no existencia de medida de probabilidad in-
variante asumida a lo largo de esta seccién es necesaria para la validez
del teorema 3.22. Un contra-ejemplo “poco interesante” lo constituye
(el grupo generado por) un difeomorfismo con puntos fijos indiferentes.
Contra-ejemplos mucho maés interesantes vienen dados por difeomorfismos
de clase C! (o mejor atin de clase C'*7) del circulo con niimero de rotacion
irracional y rbitas no densas (en tal caso el soporte de la medida invariante
coincide con conjunto de Cantor invariante; vea la seccién 1.4 del capitulo
4 para la construccién de tales difeomorfismos). Estos tltimos ejemplos
muestran que el enunciado del teorema 3.15 no es vélido para grupos de
difeomorfismos de clase C'*7 del circulo. El caso C!*V2 es sin embargo es-
pecial. Es muy probable que la proposicién a seguir sea valida de manera
més general para pseudo-grupos de difeomorfismos de clase C1*V2 y que
preservan un minimal excepcional (compare con [59]).

Proposicién 3.27. Si T es un grupo finitamente generado de difeomor-
fismos de clase C*tY2 del circulo que preserva un minimal excepcional,
entonces T’ posee elementos con puntos fijos hiperbdlicos.

Demostracién. Basta probar que el grupo I" no puede preservar una me-
dida de probabilidad, pues esto permite aplicar el teorema 3.22. Ahora bien,
si I' preserva una medida de probabilidad, entonces es semiconjugado a un
grupo de rotaciones. Como suponemos que I' es finitamente generado, al
menos uno de sus generadores debiese tener nimero de rotacién irracional.
Sin embargo, la existencia de dicho elemento estd en contradiccién con el
teorema de Denjoy. O

Como ya adelantamos, una consecuencia del resultado a ser presentado
en la seccién a venir es que, bajo las hipdtesis de la proposicién 3.27, T’
posee elementos cuyos puntos fijos (existen y) son todos hiperbdlicos.
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2.3 Una versién C! via exponentes de Lyapunov

Para grupos de difeomorfismos de clase C! del circulo es posible dar una
version global y optimal del teorema de Sacksteder. Recordemos que cada
grupo I' de homeomorfismos del circulo sin probabilidad invariante tiene
naturalmente asociado un grado d(I') € N (vea la seccién 3.1, capitulo 2).

Teorema 3.28. Si I' es un subgrupo finitamente generado de Difco_l'_(Sl)
sin medida de probabilidad invariante, entonces I' posee elementos cuyos
puntos fijos son todos hiperbdlicos. De manera mds precisa, I' contiene
elementos con 2d(I") puntos fijos, la mitad de ellos hiperbdlicamente con-
tractantes y la otra mitad hiperbolicamente dilatantes.

Para la prueba de este teorema los métodos probabilisticos seran nueva-
mente muy utiles. Sea I' un subgrupo finitamente generado de Difco_l'_ (ShH
provisto de una medida de probabilidad p no degenerada y de soporte finito.
Sea p una probabilidad estacionaria (respecto a p) sobre S!, y consideremos
la transformacién T de Q x S! dada por

T(w,z) = (U(w), hl(w)(x)).

Como T preserva P x p, una aplicacién directa del teorema ergédico de
Birkhoff [126] a la funcién (w,z) — log (h1(w)'(x)) muestra que, para p-
casi todo punto x € S! y para P-casi todo camino aleatorio w en €2, el limite
siguiente existe:
. log (hn(w)'(z)
Aw,z) () = lim y

n— oo n

Dicho valor serd llamado exponente de Lyapunov de (w,z). El siguiente
teorema ergddico aleatorio de Kakutani serd esencial en lo que sigue (el
lector puede consultar [66] 6 [111] para mayores detalles).

Teorema 3.29. Si la medida de probabilidad estacionaria p es ergddica,
es decir, si ella no puede ser escrita como una combinacion convera no
trivial de dos medidas estacionarias distintas, entonces la transformacion
T es ergodica respecto a PX pu.

Demostracién. Sea 1) : Q x S! — R una funcién integrable e invariante
por T. Debemos probar que 1 es casi ciertamente constante. Para cada
n > 0 denotemos v, la esperanza condicional de ¢ dadas las primeras n
entradas de w € €. Tenemos entonces

Yo(w,z) = E(1)(w, 2).
Como 9 es invariante por T', para cada n € N tenemos

P(w,2) = P(0" (), hn(w)(2)),



Grupos de difeomorfismos del circulo 99

de donde se deduce facilmente que
Y (w, ) = wn,l(a(w), hl(w)(z)) =...... =1y (U"(ou)7 hn(w)(z)). (3.17)

Concluimos entonces que

Yo(w, z) = E(¢o)(0(w), by (w)(2))-

Ahora bien, puesto que la funcién to(w, z) no depende de w, podemos es-
cribir v (w, ¥) = ¥(z), y la igualdad anterior nos indica que 1/) es invariante
por el operador de difusién. Afirmamos que esto implica que la funcién
es (casi ciertamente) constante (respecto a p). Antes de verificar esto note-
mos que, debido a (3.17), esta afirmacién implica que todas las funciones
1y, son constantes, por lo que la funcién limite i) también es constante,
concluyendo asi la prueba de la ergodicidad de T'.

Para probar que 1 es constante supongamos lo contrario y escojamos
c € R de modo que los conjuntos Sy = {¢p > ¢}y S_ = {¥ < ¢} ten-
gan pi-medida positiva. La invariancia por difusién de 1 y de p permiten
verificar sin mayor dificultad que dichos conjuntos son invariantes por la
accién. Ello se traduce en el hecho que p = p&s, + pXs_ es una des-
composicién convexa no trivial de la medida estacionaria i, contradiciendo
nuestra hipdtesis. O

Si T es ergédica entonces el exponente de Lyapunov es P x p-casi cons-
tante e igual a

w= [ [ s s @) dnta) et = [ [ g (62) e ot

Notemos por otra parte que si p es simétrica y la medida estacionaria p es
invariante por la accién de T', entonces el exponente de Lyapunov (., ) (1)
es nulo para casi todo (w,z). En efecto, si u es invariante entonces la
transformacién de Q x S! definida por (w,z) — (w, hy(w)(z)) preserva
Px p. Dada la simetria de p, esto implica que A(p) coincide con

/ / log (h1(w)'(z)) du(z) dP(w) :/ / log (h1(w)’(ha (w)™* ())) du(z) dP(w)
QJst QJst

== [ [ g ()Y @) duto) @b == [ [ 108 (67" @) duta) dnto).

es decir, AM(g) = —A(p). En conclusién, si g es invariante y ergddica,
entonces su exponente de Lyapunov es nulo. El caso general se deduce por
un argumento estdndar de descomposicién ergédica [66, 111].

La proposicién siguiente (la cual admite una versién general para fo-
liaciones de codimensién 1; vea [53]) puede ser vista como una suerte de
reciproca de la observacién precedente.
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Proposicién 3.30. Sip es (no degenerada, a soporte finito y) simétrica
y I' no preserva ninguna medida de probabilidad sobre el circulo, entonces
el exponente de Lyapunov de la inica medida estacionaria es negativo.

Antes de dar la prueba de esta proposicién explicaremos cémo obtener el
teorema 3.28 a partir de ella. Supongamos por ejemplo que la accién de T'
sea minimal y verifique la propiedad de expansividad fuerte (i.e., d(I') = 1;
vea la seccién 3.1 del capitulo 2). En tal caso, sabemos que para todo w
perteneciente a un subconjunto 2* de probabilidad total de 2, el coeficiente
de contraccién contr(h,(w)) converge a 0 cuando n tiende al infinito. Esto
se traduce por el hecho que para todo w € Q* existen dos intervalos cerrados
I (w) y Jn(w) cuyas longitudes tienden a 0 y hp(w)(S!\ In(w)) = Jn(w).
Ademds, I, (w) converge a un punto ¢;(w), de modo que la aplicacién
¢r: Q0 — S! asf definida es medible. Si I,,(w) y Jn(w) son disjuntos en-
tonces los puntos fijos de h,(w) estdn en el interior de estos dos intervalos.
Para demostrar la unicidad y la hiperbolicidad de al menos el punto fijo
situado en J, (w) (i.e., del punto fijo contractante), es natural tratar de usar
la negatividad del exponente de Lyapunov. Sin embargo, se presentan dos
dificultades técnicas: los intervalos I,,(w) y Jn(w) no son necesariamente
disjuntos, y la “rapidez” de contraccién local depende del punto inicial
(w, x). Para soslayar el primer problema basta observar que los “tiempos”
n €N para los cuales I, (w)NJ,,(w) # 0 son muy esporadicos (la densidad de
este conjunto de enteros es genéricamente igual a 0). La segunda dificultad
es superada usando el hecho que la transformacién T' es ergddica, lo cual
implica que casi todo punto inicial (w, z) caerd en cierto momento sobre un
punto para el cual la rapidez de contraccién esté bien controlada. Remar-
quemos finalmente que, para probar la unicidad e hiperbolicidad del punto
fijo dilatante, es necesario aplicar un argumento andlogo al que precede a
las composiciones de los inversos y en el orden opuesto (compare con el ejer-
cicio 3.26). Para ello se puede pasar a las distribuciones en tiempo finito.
En efecto, como la probabilidad p es supuesta simétrica, las distribuciones
de ambos procesos iterativos aleatorios coinciden para todo tiempo finito.

Si la accién es minimal y d(I') > 1 entonces los argumentos precedentes
pueden ser aplicados “pasando a un recubrimiento finito”. Finalmente, si
hay un minimal excepcional, entonces podemos razonar de manera andloga
“sobre dicho minimal”. La formalizacién de estas ideas no representa
mayor dificultad técnica, y no desarrollaremos en detalle la prueba para no
oscurecer nuestra presentacién: el lector interesado puede consultar [54].
Senialemos en todo caso que de los argumentos contenidos en dicho articulo
se desprende que un enunciado conciso del teorema queda plasmado en la
afirmacién siguiente: si para d € N designamos por D4(S!) al conjunto de
los difemorfismos de clase C* del circulo que poseen exactamente 2d puntos
periddicos y todos ellos son hiperbdlicos, entonces

. 1
]P’[nlgrgo N card{ne{l,...,N} : hy(w) € Dd(p)(Sl)} = 1] =1
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Ejercicio 3.31. Siguiendo (parte de) los argumentos precedentes, pruebe que
todo grupo I' de homeomorfismos de S' sin probabilidad invariante contiene ele-
mentos con al menos 2d(I") puntos fijos. Dé un ejemplo de un tal grupo de modo
que, para todo elemento que admita puntos fijos, el nimero de tales puntos sea
estrictamente mayor a 2d(T").

Observacién. Ignoramos si el grupo de los homeomorfismos afines por partes del
circulo contiene ejemplos como los pedidos anteriormente.

Pasemos ahora a la demostracién de la proposicién 3.30. Notemos

(o) = / log (¢'(x)) dp(g)

y supongamos por contradiccién que A(u) > 0, es decir

[ vt duta) >0 (3.19)

Probaremos en tal caso que I" preserva una medida de probabilidad, con-
tradiciendo asi nuestra hipétesis. Para esto nos valdremos de un lema ins-
pirado de la teorfa de los ciclos foliados de Sullivan [195] (vea también
[74]). Recordemos que el laplaciano A¢ de un funcién real y continua ¢ es
definido por A{ = D( — (, donde D denota el operador de difusién (2.9).
La funcién v es armdnica si su laplaciano es idénticamente nulo (compare
con el ejercicio 2.90).

Lema 3.32. Bajo la hipdtesis (3.18), existe una sucesion de funciones
continuas ¢, definidas sobre el circulo tales que, para todo enteron € N y
todo punto x € S!,

U@ +AG() 2 -1 (319)

Demostracién. Notemos C(S') el espacio de las funciones continuas so-
bre el circulo. Sea F el subespacio formado por las funciones que aparecen
como el laplaciano de alguna funcién de C(S!), y sea Cy el cono convexo
de las funciones no negativas. Debemos probar que si 1 satisface (3.18),
entonces su imagen por la proyeccién 7 : C(S') — C(S')/E est4 contenida
en 7(Cy). Supongamos que éste no sea el caso. En tal situacién, el teo-
rema de separacién de Hahn-Banach muestra la existencia de un funcional
lineal continuo I : C(SY)/E — R tal que I(n(¢))) < 0 < I(n(n)) para toda
n € Cy. Evidentemente, I induce un funcional continuo I : C(S') — R
idénticamente nulo sobre E y tal que I(y)) < 0 < I(n) para toda n € C..
Afirmamos que existe una constante c€R tal que I=c p (estamos iden-
tificando las medidas de probabilidad a los funcionales lineales que ellas
definen sobre el espacio de las funciones continuas por integracién). Para
probar esto comencemos observando que, como I es nulo sobre E, para toda
¢ € C(S') se tiene

(DL = (L, D¢) = (LAC+ () = {1,¢),
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es decir, I es invariante por (el operador dual a) la difusién. Suponga-
mos que la descomposicién de Hahn de I pueda ser expresada de la forma
I = avy — By, donde vy y vy son medidas de probabilidad a soportes
disjuntos, @« > 0y f > 0. En tal caso la igualdad DI = I y la unicidad
de la descomposicién de Hahn de DI muestran que v; y vo también son
invariantes por la difusién. En consecuencia, v; = vo = g, lo cual con-
tradice el hecho que los soportes de v1 y v son disjuntos. El funcional I se
expresa entonces de la forma I = ¢ v para alguna medida de probabilidad
v del circulo, y la igualdad I = DI implica que v = p.
Observemos ahora que, como

0> 1(1) = ¢ p(t) = /S 9(@) dut),

la hipédtesis (3.18) implica que p(y) > 0y ¢ < 0. Por otro lado, la funcién
constante e igual a 1 pertenece a C, por lo que ¢ = I(1) > 0. Esta
contradiccién concluye la demostracién. O

Volviendo a la prueba de la proposicién 3.30 comencemos observando
que, sumando una constante ¢, a cada ¢, si es necesario, podemos suponer
que la integral de exp((,) es igual a 1 para todo n € N. Consideremos las
medidas de probabilidad v,, sobre el circulo definidas por

chrlls(S) = exp (Cn(s))’

y fijemos una subsucesién v, que converja a una medida de probabilidad
v sobre S!. Probaremos que esta medida v es invariante por T'.
Verifiquemos primeramente que v es una medida estacionaria. Para ello,
notemos que si designamos por Jac,(g) la derivada de Radon-Nikodym de
g € T respecto a v, entonces la relacién (3.19) implica, para todo = € S!,

/F log (Jac(g)(x)) dplg) = / log (¢'()) dp(g) + / [6a(9(2)) — Ca(@)] dp(g)

= V@) +AG() 2~

Observemos ahora que, puesto que el (dual del) operador de difusién actia
continuamente en el espacio de las medidas de probabilidad del circulo, la
sucesion de medidas Dv,,, converge débilmente hacia la medida Dv. Ahora
bien, la difusién de v, es una medida absolutamente continua respecto a
vp, cuya densidad se expresa de la forma

dDvn(z) [ . 4., o
W —/FJacn(g 1)(1)‘117(9)_/FJaCn(g)(I)dp(g).

Por la concavidad de la funcién logaritmo tenemos

) exp ([ 108 (e, (0)0) ) ) > exp(-1/m0),
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es decir, Dv,,; > exp(—1/n;) v,,. Pasando al limite obtenemos Dv > v, y
como v y Dv tienen la misma masa total (finita), ellas son iguales: v es
por lo tanto estacionaria.

Estamos ahora en condiciones de completar la prueba de la invariancia
de v. Para ello, fijemos un intervalo J tal que v(J) > 0 y consideremos
las funciones v, ; : I' —]0,1] definidas por ¥, s(g) = vn(g(J)). De las
igualdades

Ntog(,)(id) = 1o (5 antg) = 1o [ gaca(a)(o) S5 Yot

se deduce que

Alog(tn, 5)(id)

Y

/F.(/J.log (Jaca(g9)(x)) (i:f(%)>dp(g)
- ~/] ( /F log (Jacn(g)(x)) dp(y)) Cf:((f)) > %

Notemos que esto es vélido para todo intervalo .J satisfaciendo v(.JJ) > 0.
Debido a las relaciones ¥, j(9f) = ¥n,£()(g), esto implica que el lapla-
ciano de log(¢y,s) estd minorado por —1/n en todo elemento de I'. Por
lo tanto, si ¥ es el limite de la sucesiéon de funciones 1y, s, es decir,
Pi(g) = z/(g(J)), entonces la funcién log(¢;) es supra-armoénica (i.e su
laplaciano es no negativo). Por otra parte, puesto que p es simétrica, ¥
es arménica. En conclusién, para todo elemento f € I' las desigualdades
que figuran mds abajo deben ser igualdades:

tox(w)(f) < [ 1og(v)(af) dot) < ok ( [ ws(af) dule)) = oe(w)(1).

Lo anterior implica que la funcién v ; es constante. Ahora bien, como el
intervalo verificando v(J) > 0 era arbitrario, deducimos que la medida v
es invariante por todos los elementos de I'. La proposicion 3.30 queda asi
demostrada.

3 Primer teorema de Duminy: no existencia
de minimal excepcional

3.1 Presentacién del resultado

Los subgrupos de un grupo no discreto generados por elementos cercanos
a la identidad tienden a tener una dinamica sencilla. Un resultado clasico
que ilustra este fenémeno es el lema de Zazenhdus, el cual estipula que en
todo grupo de Lie existe una vecindad de la identidad tal que todo grupo
discreto generado por elementos de dicha vecindad es nilpotente.
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Otro teorema bien conocido en la misma direccién es la desigualdad de
Jorgensen, segun la cual si f y g son elementos de PSL(2,R) que generan
un grupo de segunda especie entonces

[tr®(f) — 4] + Itr([f, 9) — 2 > 1,

donde tr es la traza de la matriz respectiva [10, 109]. En esta misma
direccién, Marden [127] probd que existe una constante universal eg > 0
tal que para todo grupo fuchsiano no elemental T', todo sistema de ge-
neradores G de I' y todo punto u del disco de Poincaré, existe g € G satis-
faciendo dist(u,g(u)) > €. Este resultado fue posteriormente extendido
por Margulis a los grupos discretos de isometrias de espacios hiperbdlicos
de dimensién arbitraria (la desigualdad de Margulis continta siendo vélida
para el caso de espacios a curvatura negativa mds generales: vea [8]).

Para el caso de grupos de difeomorfismos se dispone de una gama de
resultados andlogos interesantes, especialmente en el caso real-analitico [15,
56, 76, 173, 174]. Una de las fuentes de inspiracién para ellos es un hermoso
teorema obtenido por Duminy alrededor del ano 1977, y cuya demostracién
nunca fue publicada por dicho autor.

Teorema 3.33. Ewiste una constante universal Vo > 0 que verifica la
siguiente propiedad: si T' es un subgrupo de Difeolfva(sl) generado por
un conjunto G (no necesariamente finito) de difeomorfismos tales que al
menos uno de ellos tenga un nidmero finito de puntos periddicos, y tales

que V(g) < Vi para todo g € G, entonces I' no admite minimal excepcional.

Observe que la condicién V(g) < V; significa que las aplicaciones de G
estan cercanas a rotaciones: la igualdad V(g) = 0 es verificada si y sélo si g
es una rotaciéon. En cuanto a la hipdtesis de existencia de un generador con
puntos periédicos aislados, senalemos al menos que ella es “genéricamente”
satisfecha [133]. Es muy probable que en realidad se trate sélo de una
hipétesis técnica y que el teorema siga siendo valido sin ella; esto ocurre
por ejemplo en el caso real-analitico (vea el ejercicio 3.39).

Recordemos que si f es un difeomorfismo de clase C'*V2 e I es un inter-
valo, entonces V' (f; I') designa la variacién total del logaritmo de la derivada
de la restriccion de f a I. Es importante insistir en que para todo f y g de
clase C1*¥2 se tiene la desigualdad

V(fogil) <Vi(gI)+VI(f;i9(1)), (3.20)
as{ como la igualdad
V(51 = V(f; f7HD). (3.21)

En particular, esta tltima relacién implica V(g) = V(g~!). Por ello, no
hay pérdida de generalidad si para la prueba del teorema 3.33 se supone
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que G es simétrico (es decir, g~! pertenece a G para todo g € G). Por otra
parte, para todo par de intervalos I; e I contenidos en I se tiene

I v 1] _ 5] s, 522
L] 13| 12|
Observemos también que si f es un difeomorfismo del circulo entonces
existe necesariamente un punto p € S! tal que f'(p) = 1, a partir de lo cual
se concluye facilmente que
inf f'(z) > e V) y sup f'(z) < eV, (3.23)
zest reSt
Notemos finalmente que de (3.1) y (3.23) se deduce que si g € Difeoi(Sl)
satisface |¢”(z)| < 0 para todo x € S! entonces V(g) < 276 exp(—4). Esto
indica que la conclusién del teorema 3.33 se aplica para cierta constante
universal dp a los subgrupos de Difeoi(Sl) generados por elementos g sa-
tisfaciendo |g”(z)| < o para todo x € S! (al menos cuando uno de los
generadores tiene un nimero finito de puntos periddicos). De la misma
manera, el lector no debiese tener problemas en adaptar los argumentos
dados a continuacién para grupos de homeomorfismos afines por partes del
circulo generados por elementos cercanos a rotaciones.

3.2 Una aplicacién de primer retorno dilatante

La demostracion del teorema de Duminy esta basada en un trabajo de di-
cho autor sobre las érbitas semi-excepcionales de foliaciones de codimensién
1 que nosotros abordaremos mas adelante. El lema que presentamos a con-
tinuacién ha sido transcrito de un manuscrito no publicado de Duminy (vea
sin embargo [147]).

Lema 3.34. Sean a,b,V', c puntos de la recta tales que a<c<b ya<b <b.
Sean f:[a,c] — [a,b] y g: [c,b] = [a,b'] dos difeomorfismos de clase C1T2
tales que f(xz) > x para todo x # a y g(x) < x para todo x (vea la figura
17). Supongamos que para ciertos m,n en N y [u,v] C [¢,b] la aplicacion
H =g "of™™ estd definida en todo [u,v]. Entonces se tiene la desigualdad

Hw)—H(u) _ Hw) = [T"H@©) (, 1 SV (Filad)+V (gileb])
v—u = v— f~1(v) (1 sup f’(x)) '

z€[a,c]

(3.24)

~1 (veala figura
') =V(gsle,b]).

18). Recordemos que V(f;[a,b]) =V (f;la,c]) y V(7;]a,
Debemos entonces probar la desigualdad

H(v) — H(u) - H(v) - f(H(v)) (1 ~inf f/($)> oV (Fla b+ (3:lab])

v—u - v— f(v) z€[a,b]

Demostracién. Denotemos por comodidad f=f~1y g=g
b

(3.25)
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Para este efecto, notemos en primer lugar que
V(™1 (0),0]) < }jv S ), FE@)]) < V(i asb).

Como f(v) < ¢ < u < v, tenemos

™ (w) = ™ () < fm(v)*fm+1(v) VF™F () ,0)

v —1U N B v—f(v)
< SO =) v
- v—f(v)
Ademas,
) —a = F(F0) = flo) > (7 =) -_inf, (o).

z€la,b]
de donde se obtiene
) - < (e -0 (1- it 10).
z€la,b]
Se deduce entonces que
) =) _ ") - <
v—u = v— f(v)
Puesto que a < f™(u) < f™(v) < c=g(a) y §" estd definida en todo el
intervalo [f™(u), f™(v)], argumentos andlogos muestran que
9 )~ W) _ 7))~ 5"0) vy
fr)=frw)y T ) —a
De (3.26) y (3.27) se concluye que (H(v)— H(u))/(v—u) estd acotado por
H(v) *f:(H(U)) H(v) —4(a) < _ e W ) V(Filab))+V (glab'])
v fe) 1) - FEw) ) R
5

1— inf f(z )) eVWilath (3.26)

z€la,b]

(3.27)

La desigualdad (3.25) se desprende inmediatamente de lo anterior, gracias
a que F(H(v)) < ¢ = §(a). O
f g

o
b g9
c c

!
a c b a c b b

Figura 17 Figura 18
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Dadas dos aplicaciones f, g como las del lema 3.34, para cada z €]c, b]
existe un entero positivo n = n(z) tal que ¢" *(z) €lc,b] y g"(x) €]a,c].
Anilogamente, para y€la,c| existe m = m(y) tal que f™1(y) €la, ] y

™(y) €]ec,b]. Definimos la aplicacion de primer retorno H :]c,b] ]c7 b]
por
H(z) = fm™a" 7 @) o gn@)(g),

Observe quc el conjunto de los puntos de discontinuidad de esta aplicacion
es {g71(f77(c)) : 5 € N}. En particular, para todo € > 0, la interseccién
de este conJunto con [c+ ¢,b] es finita. Por comodidad denotamos

Cf) =

M (3.28)

lanE[c b](‘L - f(‘L)

Proposicién 3.35. Bajo las hipdtesis del lema 3.34, suponga ademds que

1
1— V(fila,c)+V(gileb]) . 2
( sup f’(z))e < (3:29)

z€(a,c]

Entonces para todo k> 1 eziste N €N tal que (HN)'(z) > & para todo punto
x perteneciente al conjunto de puntos de diferenciabilidad de HY

Demostracién. Sea N € N tal que

1
K-C(f)

(1- ! )NCMv<f;[a,ch+vw;[c,b])) - (3.30)

sup [f'(z)

z€la,c]

Afirmamos que cada rama de la aplicacién H” es s-dilatante. Para probar
esto, sea  un punto de una de las componentes conexas del dominio de
diferenciabilidad de H". Fijemos un intervalo [z — ¢,z] contenido en esta
componente, hagamos [ug,vo] = [z — &,z], y para j € {1,...,N — 1} de-
notemos [u;,v;]=H([ug,vo]). La desigualdad (3.24) aplicada a H=H"?
muestra que

-1
vi—u v = () ) (1_ 1 )cwf;[a,cnw(g:[c,b]x

Vip1 — i1 Vip1 — fTH(vi sup f(z)
z€la,c]

Tomando el producto desde j =0 hasta j= N —1 obtenemos

vo—uo _ vo—f'(vo) ( 3 1 )NNV(f[acHVg[rb]
oy —un ~ vy — fH(uw) bl[lp]f/ )
z€Ela,c
De (3.30) se concluye que (HN(z) — HN(z —¢€))/e > K, y como esta des-
igualdad vale para todo € > 0 pequefio, se deduce que (HN)'(z)> k. O
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Proposicién 3.36. Si f y g satisfacen las hipdtesis de la proposicion 3.35,
entonces todas las orbitas del pseudo-grupo generado por estas aplicaciones
son densas en ]a, b|.

Demostracién. Supongamos lo contrario y consideremos una 6rbita del
pseudo-grupo que no sea densa en |a, b[. Es facil verificar entonces que los
puntos a,c y b pertenecen al cierre de dicha érbita. Luego, si escogemos
una componente conexa Ju, v[ del complemento de dicho cierre contenida en
Je,b] vy de longitud maximal, entonces la proposicién precedente establece
que, para N suficientemente grande H™ (Ju,v[) posee una longitud atin
mayor, lo cual es absurdo. O

A primera vista, las estimaciones anteriores podrian parecer demasiado
técnicas. Para comprenderlas un poco mejor se puede considerar el caso
particular en que las aplicaciones f y g son afines, digamos f(z) = Az,
con A > 1, y g(z) = n(xz — 1/A). En tal caso, para cada n € N la res-
triccién de la aplicacién de primer retorno H : [1/A,1] — [1/A,1] al inter-
valo g7 ([1/A"+1 1/A"]) viene dada por H(z) = f" o g(z). Puesto que
para todo z € g~!([1/A"1,1/A"]) se tiene

1 1 S 1
POV DTN

N 1 -~ 1
“A-1 A1-1/)\)
Notemos por otra parte que C(f) = A. La desigualdad (3.31) puede en-
tonces ser escrita de la forma

se deduce que

(3.31)

1
N1~ ' 7m)

2€[0,1/A]

H'(z) >

Como los valores de V(f) y V(g) son nulos en el caso afin, la similitud
entre esta ultima desigualdad y aquéllas que han aparecido a lo largo de
esta seccién es evidente.

Ejercicio 3.37. Enuncie y demuestre una proposicién englobando el principio
siguiente: si la derivada de f estd cercana a 1y la variacién V (f; [a, c]) es pequetia,
entonces la constante C(f) definida por (3.28) estd cercana a 1.

Ejercicio 3.38. Mediante variaciones del segundo ejemplo de la seccién 1 (capitu-
lo 2) muestre la “optimalidad” de la proposicién 3.36 cuando se impone a priori la
condicién V(g) = 0; verifique que en tal caso el pardmetro limite es (un multiplo
entero de) log(2). Modifique luego este ejemplo para mostrar la optimalidad de
la misma proposicién bajo la imposicién V(f) = V(g); muestre que en este caso
el pardmetro limite es (un multiplo entero de) el logaritmo del nimero de oro.
Para mayores detalles vea [147].
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3.3 Prueba del teorema

Para ilustrar la idea de la demostracion del teorema 3.33, supongamos
que un grupo actte sobre el circulo preservando un minimal excepcional A y
que dos generadores f y g estén relacionados como en la figura 17 sobre un
subintervalo [a, b] de S! cuyo interior intersecta a A. En tal caso, razonando
como en la prueba del corolario 3.36 concluimos que debe satisfacerse la
desigualdad contraria a (3.29), es decir

1
1— YV (filae)+V(giled]) > 1 32
( sup f/(z))P - (3:32)

z€la,c]
Por (3.23), esta desigualdad implica
(1= e~V VUl +Volet) > 1,

SiV(f) < Voy V(g) < Vo entonces (1 —e~"0) 2% > 1, es decir,
Vo ¥ 10,

lo cual es imposible si Vy < log ((\/5 + 1)/2) (la aparicién del nimero de
oro no es misteriosa, pues esta constante estaria al parecer relacionada a la
constante optimal del teorema: compare con el ¢jercicio 3.38).

Lamentablemente, la prueba para el caso general presenta ciertos pro-
blemas técnicos, pues no existen necesariamente dos generadores para los
cuales el argumento anterior sea aplicable. Por ejemplo, hemos visto que el
grupo modular puede actuar sobre S' admitiendo un minimal excepcional,
y los generadores de tal grupo son de orden finito... Es por esta razén
que la hip6tesis de un generador con puntos periédicos aislados se nos hace
necesaria para nuestra demostracion.

Demostraciéon del teorema 3.33. Supongamos que I" admita un mini-
mal excepcional A. Por el teorema de Denjoy, el conjunto de los puntos
periédicos de cada elemento de I' es no vacio. Por hipdtesis, existe un
generador g € G cuyos puntos periédicos son aislados. Denotemos Per,(g)
al conjunto de tales puntos, y definamos P(g) = Per,(g) N A. Observe
que el conjunto P(g) no es vacfo. En efecto, si los puntos periédicos de g
son de orden k y p. € A no es punto fijo de g*, entonces lim;_,oo ¢7%(ps)
y lim;j_o g77%(p.) son puntos fijos de g* contenidos en A... Definamos
G=gFeT.

Afirmamos que existe un punto p € P(g) y un elemento f € G tales
que f(p) € S'\ P(g). En efecto, en caso contrario el conjunto P(g) serfa
invariante por I', contradiciendo la minimalidad de A.

Designemos por u y v los puntos periédicos de g a izquierda y derecha de
f(p) respectivemente. La aplicacién F = f o g* o f~! posee un punto fijo
en [u,v], a saber, f(p). Sean a el punto fijo de esta aplicacién a izquierda
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de v, y ¢ el punto fijo a derecha de a. Reemplazando G por G~! y F por
F~1 si es necesario, podemos suponer que G(r) <z y F(z) >z para
todo x €]a,v[ (vea la figura 19).

Afirmamos ahora que, si Vj es suficientemente pequeno, entonces el punto
b = F(G~'(a)) pertenece al intervalo ]a, v[. Para probar esto observamos
en primer lugar que

V(F 5laq) = V(Flaq) <) V(fogoef 'fog’of (laq)

3=0
< V(fogof™) <3V

De la misma manera se obtiene V(G™1;[u,v]) = V(G;[u,v]) < Vp. Sean
xo €la,v] e yo € (a,q) tales que

_ Fl(v)—a _
(FY o) = T8y
Evidentemente tenemos [log(F~")'(yo) — log(F ™)' (z0)| < V(F~';[a,q]),
y por lo tanto

Flw)—a>e3%(w—a). (3.33)

Por un argumento anélogo se prueba que
v—G a) > e V(v —a). (3.34)

Si b no estuviese en Ja,v| entonces se tendria F~1(v) < G71(a). Esto
implicarfa, por (3.33) y (3.34),

v—a>(F'(v) —a)+ (v—Ga)) > (e +e73") (v —a),

y por lo tanto €3V — 2% > 1, 1o cual es imposible si Vy < log(1.46557).
Los elementos F'y G de I estédn entonces relacionados sobre el intervalo
[a,b] como en la figura 17. Obsérvese ahora que para todo = € [a,q| se
tiene
[log(F") () —log(F')(yo)| < V (F;[a,q]) < 3%,
por lo que
sup F'(z) < V0.

z€la,c]

Para ¢ = G~(a), la desigualdad (3.32) applicada a F' y G muestra que

1 1
3Vo+ Vo > V(F; [a,c]) +V(G; [c,b]) > log(li lr‘( )) > log<1 _973‘/0) .
sup F'(x o
z€la,c]

Luego, eV — ¢ > 1, lo cual es imposible si Vj < log(1.22074). |
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u a b voq
Figura 19

Ejercicio 3.39. Pruebe que para todo grupo I' de homeomorfismos del circulo
que no es semiconjugado a un grupo de rotaciones y todo sistema de generadores
G existe un elemento en la bola Bg(4) de radio 4 que no es semiconjugado a una
rotacién. Usando esto concluya que el teorema de Duminy vale para grupos de
difeomorfismos analiticos generados por elementos h satisfaciendo V (k) < Vo, sin
importar si la hipétesis de existencia de un generador a puntos periédicos aislados
es 0 no satisfecha (vea [147] para mayores detalles).

Ejercicio 3.40. Pruebe que para todo g€PSL(2,R) se tiene
V(g) = 4 dist(0, 9(0)), (3.35)

donde O denota el origen (i.e., el punto (0,0)) del disco de Poincaré. Concluya
que, para subgrupos de PSL(2, R), la afirmacién del teorema de Duminy se deduce
del teorema de Marden o bien de la desigualdad de Margulis discutidos al inicio
de la seccién 3.1.

Observacién. Mediante aplicaciones sucesivas de la desigualdad de Jgrgensen,
y utilizando algunos resultados de clasificacién de grupos fuchsianos, Yamada
determiné el valor de la constante optimal para el teorema de Marden. Gracias
a la igualdad (3.35), una lectura atenta de [210] permite entonces verificar que
el valor optimal para la constante Vy del teorema de Duminy para subgrupos de
PSL(2,R) es 4log(5/3), y que este valor es critico para las acciones de PSL(2, Z)
respecto a su sistema de generadores canénico.

4 Segundo teorema de Duminy: el espacio de
fines de orbitas semi-excepcionales

4.1 Presentacién del resultado

El objetivo de esta seccién es presentar otro resultado extraordinario de
Duminy sobre la estructura “al infinito” para ciertas drbitas de pseudo-
grupos de difeomorfismos en dimensién 1. Sin duda alguna, la versién mas
conocida de este teorema es aquélla que concierne las foliaciones de codi-
mensién 1: si la regularidad transversa es al menos C'+1P entonces toda
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hoja semi-excepcional posee una infinidad de fines. Una prueba de este re-
sultado aparece en [40]; nosotros daremos la prueba original (y lamentable-
mente no publicada) de Duminy con el objetivo de “rescatar del olvido”
tan notable demostracién.

Comencemos recordando algunas nociones bésicas. Si M es un espacio
topoldgico, el espacio de fines de M es el limite inverso de los espacios de las
componentes conexas del complemento de las partes compactas (cada uno
dotado de la topologia discreta). Para espacios métricos localmente com-
pactos y separables, esta definiciéon puede hacerse més concreta. Fijemos
una sucesién (K,) de partes compactas de M tales que K, C K, para
todo neNy M = U,en K, y consideremos una sucesién de componentes
conexas C,, de M\ K, tales que C,,11 C C,, para todo n € N. Si (K})
y (C},) verifican estas mismas propiedades, entonces decimos que (Cy,) es
equivalente a (Cj,) si para cada n € N existe m € N tal que C,, C C}, y
C!, C Cp,. El espacio de fines de M se identifica entonces al conjunto de
clases de equivalencia de esta relacién. Se trata de un espacio topolégico
compacto y metrizable: fijada la sucesién (K,), la distacia entre (los fines
determinados por) (C}) y (C?) es igual a exp(—k), donde k es el infimo de
los valores para el cual se tiene C} # CZ.

Sea I' un pseudo-grupo de transformaciones de un espacio y p un punto
en él. Fijemos un sistema de generadores (simétrico) G para I'. El grafo
de Cayley (respecto a G) de la drbita I'(p) es aquél cuyos vértices son los
puntos de dicha érbita, de modo que dos de estos vértices p’ y p” estan
conectados por una arista (de longitud 1) si y sélo si existe g € G tal
que g(p') = p”. Definimos el espacio de fines F(I'(p)) de la drbita de p
como siendo el espacio de fines de dicho grafo Cayg(I'(p)). No es dificil
comprobar que si bien el grafo de Cayley depende de G, el espacio de fines
asociado es independiente de la eleccién del sistema (finito) de generadores.
Por simplicidad, en lo que sigue omitiremos la referencia a G cuando esto
no cause confusion, y para cada n € N designaremos por B(n, p) la bola de
centro p y radio n en Cay(I'(p)) (compare con la seccién 2.5, capitulo 2).

Una 6rbita de un pseudo-grupo de homeomorfismos unidimensionales es
dicha semi-excepcional si coincide con la érbita de un punto p perteneciente
a un minimal excepcional local A, de modo que p es una extremidad de una
de las componentes conexas del complemento A° de A. El sequndo teorema
de Duminy puede ser enunciado de la siguiente manera.

Teorema 3.41. Toda drbita semi-excepcional de un pseudo-grupo finita-
mente generado de difeomorfismos de clase CP de una variedad unidi-
mensional compacta posee una infinidad de fines.

Se desconoce si este resultado es valido para todas las 6rbitas de un mini-
mal excepcional local A de clase C1+1'P (se sabe sin embargo que esto ocurre
en el caso real-analitico, de acuerdo a un resultado debido a Hector). Para
el tratamiento de las 6rbitas semi-excepcionales la idea de base consiste en
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asociar, a cada punto de dicha érbita, la componente conexa de A¢ que
tiene a este punto como una de sus extremidades. Para formalizar esta
idea denotemos G* = UgenG®, v a cada § = (h1, ..., ki) € G* asociemos el
elemento g = hy -+ - hy. Si I es una componente conexa de A€ sobre la cual
g estd definido, denotamos

k
S 1) =+ |hi-ha(D)].
i=1

Sip’y p” pertenecen a una misma érbita semi-excepcional I'(p) designamos
por G*(p',p”") al conjunto de todos los § € G* tales que g(p') = p”. Con-
sideramos entonces la componente conexa I de A° que tiene a p’ como
extremidad, y definimos

S@hp")=  mf - S(GI)
gegr(v,p"),
I C dom(g)

En el caso en que para ningin g € G*(p/, p”) se tenga I C dom(g), hacemos
S, p")=o0.

Lema 3.42. Sip’ yp” son puntos de una drbita semi-excepcional I'(p) para
los que existe un elemento f€T tal que f(p') #p vy f(p")#p", entonces
cada una de las sucesiones de puntos pl, = f™(p') y pir=f"(p") determina
un fin de T(p), y dichos fines coinciden si y sélo si lim,_. S(p},,pl) = 0.

Demostracién. Puesto que f(p’) # p', los puntos f"(p’) son dos a dos
distintos. Luego, la sucesién (f™(p')) escapa de todos los compactos de
Cay(T(p)), por lo que determina un fin de la érbita de p. Andlogamente,
(f™(p")) determina un punto en F(I'(p)).

Fijemos ahora una constante 6 >0 tal que si h € Gy = € dom(h) N A,
entonces la 2-vecindad de z estd contenida en el dominio de h. Fijemos
también mg € N de modo que B(my, p) contenga todos los puntos de I'(p)
que son extremidades de componentes conexas de A¢ de longitud mayor
o igual que §. Para cada n € N denotemos I}, (resp. I))) la componente
conexa de A¢ cuyo cierre contiene a p!, (vesp. pl). De las hip6tesis f(p’) #p’
y f(p")#p" se deduce que los intervalos I/, (resp. I}/) son dos a dos disjun-
tos, y que por lo tanto la suma de sus longitudes es finita (en particular,
|1} y |1)/| tienden a 0 cuando n tiende al infinito). Como el espacio de fines
no depende del sistema (finito) de generadores, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que f pertenece a G.

Supongamos que, para todo n € N suficientemente grande, cada camino g
uniendo p/, con p!! (i.e., tal que g(p),) = p!) satisface I, ¢ dom(g). En este
caso dichos caminos deben pasar por B(mg,p), de donde se deduce que los
fines determinados por (p),) vy (p}) son diferentes. Luego, de la definicién
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se concluye de manera obvia que
Jim S(p},, pry) = oo.
Supongamos en lo que sigue que para una infinidad de enteros n € N
existe g € G*(pl,,pl) tal que I,, C dom(g). Se comprueba entonces que lo

mismo es valido para todo n suficientemente grande. Asi, un argumento
de concatenacién nos da, para todo m > n suficientemente grandes,

S i) < S0 + Y (1] +|1]1]).
j=n

Esta desigualdad implica obviamente que la sucesién (S(pl,,pl)) es de
Cauchy, y que por lo tanto converge (a un limite finito).

Fijemos ¢ > 0 arbitrario y notemos S la suma de las longitudes de las
componentes conexas de A°. Obviamente, podemos escoger un conjunto
finito Z. de tales componentes cuya suma de longitudes sea mayor que
S—e. Sea m. € N tal que B(m.,p) contiene todos los puntos de I'(p)
situados en el cierre de algun intervalo de Z.. Si los fines determinados por
(ph) v (Pl) coinciden, entonces para todo n suficientemente grande existe
un camino § € G* que une p), con p!! y que evita B(m,,p). Esto implica
evidentemente que o(p),,plr) < o(g; 1)) <e. Como & > 0 era arbitrario,
concluimos que lim, o S(p),,pi) = 0.

Si por el contrario los fines en cuestién son distintos, entonces existe un
entero my, tal que, para todo n € N suficientemente grande, cada camino
que une p), con p! pasa por B(m{,p). Designando por ¢y la longitud
minima entre las componentes conexas de A° que tienen un vértice de
B(my,p) como extremidad, concluimos que S(pl,,pll) > €y para todo n
suficientemente grande. Por lo tanto, lim, . S(p),,p}l) > 0. O

Para probar el teorema 3.41 razonaremos por contradiccién. Suponiendo
que los fines determinados por dos sucesiones como las del lema precedente
coinciden, interpretaremos la condicién equivalente lim,, oo S(pl,,pll) =0
de manera dindmica: existen caminos g, uniendo p), y p!l con distorsién ar-
bitrariamente pequena. Concluiremos entonces la demostracién aplicando
el corolario 3.36 a f~! y g, '. Consignamos sin embargo que, en el curso
de esta demostraciéon, tendremos que soslayar dificultades técnicas no del
todo sencillas.

Observacién 3.43. Las érbitas asociadas a una accién libre de Z (resp. Z%)
tienen evidentemente dos fines (resp. un fin). Es posible crear acciones libres
no minimales de Z% por difeomorfismos de clase C'*7 del circulo (para ciertos
valores positivos de 7: vea la seccién 1.4 del capitulo 4). Esto muestra que la
hipétesis de regularidad C'*'P es esencial para la validez del segundo teorema de
Duminy (para entender por qué aparecen sélo 1 6 2 fines en los casos degenerados
el lector debiese consultar el brillante articulo [75]). Ignoramos sin embargo si
el teorema es vdlido en clases de diferenciabilidad inferiores cuando se asume a
priori que no existe ninguna medida de probabilidad invariante.
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4.2 Un criterio para distinguir dos fines diferentes

Para retomar notaciones, en lo que sigue consideramos una érbita semi-
excepcional I'(p) asociada a un pseudo-grupo finitamente generado I' de
difeomorfismos de clase C'*1". Denotamos A el minimal excepcional local,
fijamos un sistema (simétrico) de generadores G de I', y denotamos C' una
constante de lipschitzianidad simultanea para el logaritmo de la derivada
de cada elemento h € G sobre una d-vecindad de A N dom(h) (con § > 0).

Por el teorema de Sacksteder, existe un elemento f € I' con un punto fijo
a € A de modo que f’(a) < 1. Puesto que la érbita de p intersecta a todo
intervalo abierto conteniendo puntos de A, podemos fijar ya sea b>a o
bien b<a demodo que I'(p)N]a,b[# D o I'(p)N]b,al# P respectivamente.
En lo que sigue consideraremos sélo el primer caso, pues el segundo es
andlogo. Podemos suponer que |b — a| es pequetio de tal suerte que

0< inf f'(z)=m(f) <M(f)= sup f'(z)<1.
welap] velat]

Dado € > 0 podemos escoger b. €]a,b] suficientemente cercano al punto a
de modo que
C(be —a)
- M()

Para todo n€N lo anterior implica

€
<.
-2

n—1

n—1
V(™ labe]) <O 4 (abe))] < O —a) Y M(f)F < % (3.36)
k=0 k=0

Proposicién 3.44. Sea >0 tal que €< %log (le(f)) Supongamos que
existan dos componentes conezas |z, y[ y Ju,v] del complemento de A tales
que:

(i) a<z<y<u<wv<f(be),
(it) {x,u} (resp. {y,v}) estd contenido en I'(p),

(ii) se tienen las desigualdades

Entonces las sucesiones (f™(x)) y (f™(u)) (resp. (f™(y)) y (f™(v))) deter-
minan dos fines diferentes de I'(p).

Para probar esta proposicién necesitaremos refinar para el caso C'+1P
las estimaciones de Schwartz presentadas en la seccién 2.1 de este capitulo.
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Lema 3.45. Sean I una componente conexa del complemento de A y J un

intervalo que contiene a I. Supongamos que para ciertos A > 1 yn € N
existe § = (h1,...,hy) € G" tal que

log(A) 4 7] .

— <A —ACS(g;1)).

AC ’,\} 1= oxp ( (8:1))

$(g;1) < inf {

Entonces se cumple:

(i) J C dom(g),

(i) V(g J) < ACS(g; 1),
(i) |g(J)| < Alg(D)].

Demostracién. La prueba es por induccién. Para n=1 tenemos j=g€g
y S(g;I) = |I|. La propiedad (i) resulta del hecho que J contiene a I y
[J|<AI|=AS(g;I) <. Para (ii) observe que V(g;J)<C|J|<ACS(g;1).
En cuanto a (iii) note que, por hipdtesis y (3.22),

lg(J)| < M Vig) < ).

< e
lg(D] ~ 1]

Supongamos ahora que la afirmacién del lema sea vélida al orden k y
consideremos § = (hy,...,hrs1) en GFH1 satisfaciendo las hipétesis. Si (i),
(ii) y (iii) valen para (hy,...,hs) € G* entonces:

— la propiedad (i) vale para g, pues Ay - - - hy estd definido sobre J, el inter-
valo hy - -+ hq(J) intersecta a Ay

[Py - ha ()| < Alhg -+ ha(1)] < AS(g; 1) < 6;
— la propiedad (ii) vale para ¢, pues por la hipétesis inductiva tenemos

V(g;J) V(hk+1,hkh1(J))+V(hkhlJ)

<
< COlhg- ()| + ACS (A - ha); T) < ACS(§;1);

la propiedad (iii) vale para g, pues del item precedente y de la hipétesis
del lema se deduce que

lo(DI Mexp (V(g: ) <A -

lg(Dl — HI

Observe que las hip6tesis del lema precedente hacen intervenir de manera
simultdnea los pardmetros S(g; I) y A\. En particular, si S(g;I) es pequetio
entonces la afirmacion del lema indica que la distorsién esta controlada en
una vecindad de I cuyo tamaifio relativo (respecto a |I|) es grande. Esta
licida observacién debida a Duminy serd fundamental en lo que sigue.

Demostracién de la proposicién 3.44. Daremos la prueba sélo para
el caso en que {z,u} estd contenido en I'(p), pues el otro caso es andlogo.
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Supongamos por contradiccién que los fines determinados por las sucesiones
(f"(@)) y (f"(u)) sean los mismos, y denotemos z, = f™(z), yn = f™(y),
U, = f"(u) y vp, = f*(v). Por el lema 3.42, S, = S(z,,u,) converge
a 0 cuando n tiende al infinito. Luego, por definicién, para cada n € N
existe gn, € G* tal que gn(xn) =un y S(Gn;[Tn,yn]) < 2S,. Haciendo
An = 1/4/S, vemos que para n suficientemente grande se tiene A, > 1 y

log(A\n) 0
28, < min { =}
n < min NG
Para tales enteros n hagamos
Qp = /\\n exp(_2/\ncsn)7 77:1 = 'Tn_an(yn_mn)a y:z = Yn +an(yn_mn)-

Observe que «, tiende al infinito junto con n. Por el lema 3.45, g,, estd
definido sobre todo el intervalo [z}, /], con

V(gn; [27,, 9n]) < 2A,CS. (3.37)

Afirmacién (i): existe un entero N; tal que si n > Ny entonces [a, f 71 (u,,)]
estd contenido en [z, v,

En efecto, por (3.36),

s _["@) - @) _z-a -

T T = ) S g =w o V(™ la,be))) < e exp(e/2).

Esto implica que si escogemos n de modo que a, > e/%(z —a)/(y — x)
entonces (x, — a)/(yn — @n) < oy, es decir, z), < a. Andlogamente, si n
es tal que oy, > e/2(f 7' (u) —y)/(y — z), entonces la desigualdad

fﬁl(un) ~Yn < fﬁl(u) -y
Yn — Tpn - y—z

exp(e/2)
implica y, > f~1(uy).
Afirmacién (ii): existe un entero Ny > Nj tal que si n > Ny entonces
gn(t) >t para todo t € [a, f~!(uy)].

Para verificar esto notemos que de (3.36) y de la hipétesis (iii) de la
proposicién se obtiene facilmente

)~ ) <

Up — U Up — G
3 — <
f (un) — Tn Yn — Tn Tp —Q

exp(—e).

De (3.37) se concluye que V(gn;[z),,y,]) tiende a 0. Tomemos Ny > Ny
de modo que V (gn; [,,45]) < /2 para todo n > N. Para un tal n y todo
t € [2],,y,] tenemos

v, u Up — QA
gult) < == exp(e/2) < =
n

Yn —

)
Iy —a
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12 Up — Un fﬁl(un) — Up
g,(t) > ———exp(—¢/2) > ————F——.
n( ) Yn — Tp ( / ) fﬁl(un) — Tn
Por el teorema del valor medio, la primera de estas desigualdades implica
que g¢,(t) >t para todo t € [a,x,], mientras que la segunda implica que

gn(t)> t para todo t € [z, f71(uy,)] (vea la figura 20).

Para concluir fijemos n > No. Observe que de gp(a) < gn(zn) < uy, se
deduce f~'g,(a) < f~*(u,) <b.. Consideremos las restricciones de f y gn
al intervalo [a, f~'g,(a)]. Puesto que

V(f3la, £ gn(@)]) + V (gni la, 9o f gn(@)]) < V(£ a,be]) + V(g [0, v0])

1
< [
S e<log (1 7m(f))’
aplicando el corolario 3.36 a las restricciones de f~! y g-! al intervalo
[a, f~'gn(a)] obtenemos una contradiccion. O

/ Tp Yn Un Up fﬁl(un)
Figura 20

4.3 Fin de la demostracién

Para completar la demostraciéon del teorema 3.41 debemos hallar un
par de intervalos |z, y[ y Ju, v[ satisfaciendo las hipétesis de la proposicién
3.44. Advertimos al lector que esto no es del todo elemental, por lo que
resulta muy ilustrativo seguir las etapas finales (i.e., las afirmaciones (iii) y
(iv)) de la demostracién presentada a continuacién para el caso del pseudo-
grupo ilustrado en la figura 16. Continuaremos considerando una constante
positiva ¢ < % log (#(f))

Afirmacién (i): existen c.€la, f(b:)[ y ge € T tales que [a,c.] C dom(ge),
ge(ce) = ¢e, ge(t) >t paratodo t € [a,cc| y V(ge;[a,ce]) <e.



Grupos de difeomorfismos del circulo 119

En efecto, puesto que la érbita de a € A intersecta al intervalo |a, f(be)],
podemos escoger g € I' y c€la, f(b)[ de modo que [g(a), g(c)] Cla, f(b:)[
y V(g;[a,c]) < €/2. Para k suficientemente grande tenemos f*g(c) < ¢, y
puesto que f¥g(a) > a, la aplicacién g. = f*g posee puntos fijos en |a, c|.
Si denotamos c. el primero de esos puntos fijos a la derecha de a, entonces
de (3.36) se deduce V(g;la,c.)] < V(g;[a,ce]) + V(f¥;la,be]) <e.
Afirmacién (ii): se tiene la desigualdad f'(a) + g.(c.) < €°.

Para verificar esto, notemos primeramente que

V(filaed) + V(giloed) < 5 <10 (75

Como las érbitas de A no son densas en AN]a, c.[, aplicando el corolario 3.36
a f~!y g-! concluimos que f(c.) < ge(a), lo cual implica evidentemente
que m(f)+m(g:) <1 (donde m(g.) = infyepq,c.] 92(x)). Deducimos asi
que

f(a) +gilcs) < m(f)exp (V(fila,ce])) +mlg:) exp (V(ge; [a, ce]))
< ef(m(f) +m(g.)) < e

En lo que sigue denotaremos o = f'(a) y B =g.(cc) (de modo que
a+ 3 < 1), e impondremos a £ > 0 la condicién suplementaria (vélida si
€ > 0 es suficientemente pequeno)

1—aef > (ef —a)
Afirmacién (iii): para todo n €N se puede elegir £(e,n) > 0 de modo que
lim.,¢ £(g,n) > 0y, para todo i€{1,...,n} y todo t€[a, c.],

PPl 1) = [ g SN 2 (ee — a)r(e, n). (3.38)

En efecto, de ae™® < f/(t) < ae® y f(a) = a concluimos que, para
todo t € [a, ce),
a+ae *(t—a) < f(t) <a+ae®(t —a).
Anélogamente, de Be “gL(t)<Be® y gc(cc)=c. se deduce que
ce — Bef(ce —t) < ge(t) < ce — fe™*(ce — 1).
Luego,

9 f ()= fge(t) = ge(a+ ae™"(t — a)) — (a + ac’(g(t) — a))

> c.—Pe(cc—a—ae “(t—a))—(a+ae(cc—Pe (c.—t)—a))
(e — )1 - B — ) — ac’]

> (ce —a)[l — ae® — (& — @)?].
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Haciendo (e, n) = (ae™%)" [1 — ae® — (e — a)?] > 0 concluimos entonces
que, para todo i€{1,...,n} y todo t € [a, c.],
PPl 1) = T g ST = (e ) T g fUFTHE) = fee(FTH))]

> (@) " ae )" (c- — a)[l — ae — (¢f —a)?]

> (ce —a) k(g,n).
Observe finalmente que

lim r(g,n) = [l —a — (1 — a)?] > 0.
e—=0

Insistamos en que la construccién precedente puede ser llevada a cabo
para todo € > 0 suficientemente pequeno. Fijemos entonces n€N e impon-
gamos a € > 0 las condiciones suplementarias

1+ r(e,n) > 2y 1 k(e,n) < e 2+, (3.39)

Tomemos una componente conexa I de A contenida en ]a, c.[, y para cada
i€{1,...,n} hagamos

I = f"""gef'(D).

Afirmacién (iv): para todo i < j, los intervalos |z, y[=1I; y |u,v[=I; satis-
facen las condiciones de la proposicién 3.44.

Sélo la verificacién de la condicién (iii) representa una dificultad. Comen-
cemos entonces notando que, para todo k€{1,...,n},

1)
(ae™®)" e < —l‘lkl‘ < (oe®)"pe,
por lo que

o2nte < |2

< < 62(n+1)s_
;|

Luego, por (3.38) y (3.39)

u—a Yy—

(u—z+1)yfxz<w+l)ﬁ

r—a v—u r—a v—u r—a v—u

> (1 + ,{(E’n))2—2(n+1)5 > 6267
es decir
u—a v—u
exp(—2¢) > .
T—a y—x
Andlogamente,

Tl —u y—=
T (uw)—z v—u

(1_£)1‘/*"<(1_(Cs*a) %(Eyn))yfw
= e e

Yu)—z/v—u—" f(uw)—z /v—u
< (1 _ H(€7n))62(n+1)s Se—Zs’
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por lo que
F ) —u v—u
S S < .
) PO =

Esto concluye la verificacién de la condicién (iii) de la proposicién 3.44, y
por lo tanto cierra la demostracién del segundo teorema de Duminy.

Ejercicio 3.46. Verifique directamente que, para el pseudo-grupo generado por
las aplicaciones f y g de la figura 16, el grafo de Cayley asociado a las 6rbitas
semi-excepcionales es un arbol. Usando esto concluya directamente que el espacio
de 6rbitas correspondiente tiene infinitos fines. Para las érbitas contenidas en A
que no son semi-excepcionales muestre que, si bien ellas no tienen necesariamente
una estructura de arbol, también poseen infinitos fines.

5 Dos problemas abiertos

En la teorfa de grupos de difeomorfismos de clase C'*1P del circulo
subsisten atin dos importantes problemas. En lo que sigue daremos una
breve resena de cada uno de ellos.

5.1 Acciones minimales
El primer problema concierne la ergodicidad de las acciones minimales.

Problema 1. Si I" es un subgrupo finitamente generado de Difeolfup(Sl)
cuyas 6rbitas son densas, jes la accién de T' sobre S' ergddica respecto
a la medida de Lebesgue? (recordemos que una accién es ergddica si los
conjuntos medibles e invariantes tienen medida nula o total; en lo que
sigue, la ergodicidad serd siempre considerada en relacién a la medida de
Lebesgue).

En el contexto de grupos de gérmenes en el origen de difeomorfismos
holomorfos del plano complejo, una interrogante anédloga tiene respuesta
afirmativa [82, 103]. Esta es una de las razones que hacen presumir que la
respuesta a la pregunta anterior debiese también ser afirmativa. Tal es el
caso por ejemplo cuando I' posee un elemento cuyo nimero de rotacién es
irracional, de acuerdo al siguiente resultado obtenido independientemente
por Herman y Katok. Para la demostracion retomaremos las notaciones
introducidas al final de la seccién 2.1 del capitulo 2 en el estudio de la
combinatoria de una rotacién de angulo irracional.

Teorema 3.47. Si un difeomorfismo g € Difeolfva(Sl) tiene nimero de
rotacion irracional, entonces la accion del grupo generado por g sobre el
circulo es ergddica.
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Demostracién. Antes de comenzar la prueba, recordemos que un punto
de densidad de un conjunto A C S' es un punto p tal que

Leb(AN[p—e,p+e])
Leb([p—e,p+el)

tiende a 1 cuando ¢ tiende a cero. Un teorema cldsico debido a Lebesgue
estipula que si Leb(A) > 0 entonces casi todo punto de A es de densidad.

Supongamos que g preserve un conjunto de medida positiva A. Probare-
mos que A tiene medida total. Para ello, fijemos un punto de densidad
zo de A. Sea ¢ una conjugacién de ¢ a la rotacién de dngulo 0 = p(g)
tal que ¢(zp) = 0. Como en la demostracién del teorema de Denjoy, defi-
namos In(g) = ¢~ *(In) y Ju(g) = ¢~ *(Jn). Observe que zg € J,(g) y que
|Jn(g)| converge a cero cuando n tiende al infinito. Ademés, los intervalos
9" (Jn(9)). k € {0,...,qns1 — 1}, recubren el circulo, y cada punto de S*
esta contenido en a lo més dos de ellos. Utilizando la desigualdad (3.22)
no es dificil concluir que, para todo k € {0, ..., ¢,+1 — 1},

Leb(g"(Jn(g) \ 4))
Leb(g*(Tu(9)))

exp (V(gk; Jn(Q))) : %

Leb(Jal9) \ 4)
Leb(Ja(g))

IN

exp (2V(g))

Luego, por la invariancia de A,

qni1—1

Leb(S'\A) < 3 Leb(d"(Ju(g) \ 4))
k=0

Leb(Ju(g) \ A) "Lt

< exp(2V(g)) Leb(] (g)) Leb(gk(Jn(g)))
A k=0

Siendo 2o un punto de densidad de A, el valor de Leb(J,,(9)\ A)/Leb(Ja(g))
converge a 0 cuando n tiende al infinito, de donde se concluye inmediata-
mente que Leb(St\ A) = 0. O

De acuerdo a la proposicién 1.1, todo grupo de homeomorfismos del
circulo que actia de manera minimal y preserva una medida de probabili-
dad es topolégicamente conjugado a un grupo de rotaciones. Ademds, si
dicho grupo es finitamente generado, necesariamente (al menos) uno de
sus generadores tiene nimero de rotacion irracional. Del teorema 3.47 se
deduce entonces lo siguiente.
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Corolario 3.48. SiT" es un subgrupo finitamente generado de Difeofv"’(sl)
con una medida de probabilidad invariante y drbitas densas, entonces la
accion de I' es ergddica con respecto a la medida de Lebesgue.

La hipétesis de diferenciabilidad es necesaria para este resultado. En
efecto, en [158] se construyen ejemplos de difeomorfismos de clase C! del
circulo de nimero de rotacién irracional cuyas érbitas son densas pero que
no son ergddicos. Es muy posible que refinando el método de construccién
de [158] se puedan fabricar ejemplos andlogos de clase C!*7 para todo
T <1

Debido al teorema 3.47, para grupos de difeomorfismos de clase C+1iP
del circulo actuando de manera minimal el problema de la ergodicidad se
presenta cuando el nimero de rotaciéon de cada elemento del grupo que
actia es racional. Bajo esta hipétesis se desconoce la respuesta general al
problema. Sin embargo, como veremos a continuacién, existe un caso muy
importante en el cual la ergodicidad de la accién estd asegurada.

Definicién 3.49. La accién de un subgrupo I' de Difeo}*_(Sl) es diferen-
ciablemente dilatante si para todo punto p € S! existe un elemento g € T’
tal que ¢'(p) > 1.

Una consecuencia directa del teorema 3.50 que probaremos més adelante
es el hecho que si la accién de un subgrupo finitamente generado I' de
Difeo}*_JrT(Sl) es diferenciablemente dilatante y minimal, con 7> 0, entonces
dicha accién es ergdédica. Daremos sin embargo una versiéon mas general
de este fendmeno debido a que, a priori, la condicién de dilatacién de la
definicién no es invariante por conjugacién diferenciable.

Para enunciar la versién general del principio mencionado maés arriba,
consideremos un subgrupo finitamente generado I' de Difeoﬁr(Sl) y fije-
mos un sistema (finito y) simétrico de generadores G. Para cada n > 1
consideremos el conjunto

Bg(n)={h el :h=hy--h; paraalginh; € Gy m <n},
y para cada z € S' definamos
log (K
A(z) = limsup ( max M) .
n—00 h€Bg(n) n

Observe que este niimero siempre es finito, ya que estd mayorado por

sup log (I'(y)).
heg,yest

Para cada A >0 hagamos E,(T')={z€S': A(z) > A}. El conjunto expo-
nencial de la accién E(T') es definido como la unién de los Ex(T") con A>0,
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mientras que su complemento S(I') es llamado conjunto subezponencial.
Observe que cada Ey(I'), as{ como E(T') y S(I'), son conjuntos borelianos.
Por otro lado, es facil verificar que la funcién z — A(x) es invariante por la
accién de I'. Por lo tanto, los conjuntos E5(I"), E(I") y S(I') son invariantes
por I'. Finalmente, si I es diferenciablemente dilatante entonces A(x) > 0
para todo = € S'.

Teorema 3.50. Supongamos que I' sea un subgrupo de Difcoi_"'T(Sl) para
algin 7 > 0. Si la accion de T' es minimal y el conjunto exponencial posee
medida de Lebesgue positiva, entonces dicha accion es ergodica.

Obtendremos este teorema como una consecuencia casi directa de la
proposicién siguiente.

Proposicién 3.51. Sean 7>0 una constante y I' un subgrupo finitamente
generado de Difeo_l,_+7(Sl), Si la accion de T es minimal y A es un conjunto
(medible) invariante por T' tal que Leb(E(I') N A) > 0, entonces A tiene

medida de Lebesgue total.

La demostracién de esta proposicién se basa en una versién “no uni-
formemente hiperbdlica” de un argumento hoy cldsico y debido en gran
parte a Sullivan (vea la seccién 4 de [147]). La idea de este argumento
consiste en “hacer explotar una vecindad arbitrariamente pequena” de un
punto de densidad z del conjunto invariante E(I') N A mediante composi-
ciones sucesivas por elementos del grupo. El punto técnico esencial consiste
en controlar la distorsién de estas composiciones, de modo que en el limite
dicha vecindad se transforme en un intervalo del circulo al cual se le ha
sustraido a lo mas un conjunto de medida nula. Para lograr este control
las hipdtesis A(z) > 0y 7 > 0 serdn esenciales. Técnicamente, la situacién
es mas simple en el caso diferenciablemente dilatante; para el caso general
recurriremos al siguiente lema combinatorio debido a Pliss [169].

Lema 3.52. Dados A € R, ¢ > 0y A > 0, existe § = d(\,e,4) >0

tal que para toda sucesion finita ay,...,an de nimeros reales satisfaciendo
lax| < A para todo k € {1,...,N} y

N

> ar < NA,

k=1

existen £ > N§ y1<n;<...<ng<N tales que, para todo k€{0,...,n;—1}
y todo i€{1,...,L}, se tiene

i

> ai < (ni—k)(A+e).

j=k+1
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Demostracién. Paracada k€{0,..., N—1} sea s(k) :Z;-V:kﬂ(ajf(/\Jrs)).
Consideremos el conjunto de (todos) los indices 0 = ng < ny < ... < nyg
para los cuales se satisface

s(k) < s(n;) paratodo ke{0,...,n, —1}. (3.40)

Parai>1y k <n; se cumple

i a; =s(k) —s(n)+ AN+e)(ni—k) < (A+e)(ni — k).

j=k+1
Resta entonces estimar el valor de ¢. Para ello, observe en primer lugar que
s(n;—1) > s(n;—1), pues en caso contrario existirfa k € {n;—1+1,...,n;—1}
tal que s(k) > s(k’) para todo k' € {n;—1 +1,...,n; — 1} (y por lo tanto
para todo k' € {0,...,n; — 1}), lo cual contradice la definicién de n;. Se
tiene entonces
s(ni—1) > s(n;) + (“m - (A + 5)) > s(ni) — (A+ X +e),

por lo que

s(ng) > s(ng) —L(A+ X +e). (3.41)

Puesto que
s(no) = s(0) = Zaj N(A+¢) < —Ne,

teniendo en cuenta que s(ny) 2 $(N—1) =an — (A +¢) (pues ng es el
mayor de los indices que satisface (3.40)), a partir de (3.41) deducimos

—Ne>ay—(A+e)—UA+A+e)>—((+1)(A+X+e).
Por lo tanto, la afirmacién del lema se verifica para § > /2(e + A+ A). O
Para probar la proposicién 3.51 fijemos un punto de densidad z del con-
junto E\(T') N A, el cual es invariante por I'. Como x pertenece a Ex(I'),

para todo n € N suficientemente grande podemos hallar una sucesién finita
hnis ..y hypn de elementos de G tales que para g, = Ay p -+ hy,1 se tenga

An
log (g7,(w)) > 5~
Para A, ; log(hnj) nj—1-"-hn,1(x)) se cumple entonces

n

> (% - /\,n,7]-) <o.
Jj=1

Por el lema de Pliss, existen 6 > 0y 1 < mn; < ... < ng < n tales que

(>4
- WNNYON Ani — k)
<7 - /\nl j) S
2 (5 3
=kl
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para todo k € {0,...,n; — 1} y todo i € {1,...,¢}. En otras palabras,

i Am‘jz(ni_k)@_g):w

j=k+1

para todo k€{0,...,n;,—1} y todoi€{1,...,¢}. Observemos que ny > dn.
Un argumento sencillo de tipo diagonal de Cantor muestra la existencia de
una sucesién de elementos h; € G tales que para la sucesion (fi) definida
por fr = hg---h1y fo =id, el nimero de tiempos hiperbdlicos es infinito.
De manera maés precisa, existe una sucesion infinita n; < ng < ... tal que
para todo i € Ny todo k € {0,...,n; — 1},

n.
. An; — k
> log(hy)(fr-1()) > Ani = k) ‘6 ). (3.42)
j=k+1
Fijemos uno de esos tiempos hiperbélicos m = n;. Sea g9 €]0,1/2[ una
constante tal que, para todo y, z satisfaciendo dist(y,z) < eg y todo h € G,

(h=1)'(2) A
— L <e — . 3.43
) <P\ 12 (49
Sea C' >0 una constante de T-hélderianidad para el logaritmo de la derivada
de los elementos de G, i.e., para todo h € G y todo ¥, z en S*,
|log(h/)(y) — 10g(h')(z)| < C dist™ (y, z).

Para cada k€{0,...,n} denotemos z = fi(z) e yr = hj}; -+ h(z+e0)

(de modo que y,, = zm + o). Finalmente, sea D = ng/(e% —1).

Lema 3.53. Con las notaciones precedentes, para todo p,q en [x,yo] se
tiene

m(
m p) D
<e”. 3.44
7@ 40
Ademds,
o ) Deg
—— < dist(: < — 3.45
D@ =4 (z,90) < @) (3.45)
Demostracién. Afirmamos en primer lugar que para todo k €{0,...,m}
se tiene

dist(zi,y) < eoexp (— Am —k)/12).

La verificacién de esta afirmacién es por induccién (descendente). Para
k = m ella resulta de la definicién y,, = x,, + €9. Supongamos que sea
vélida para k + 1,...,m. Puesto que [zy,yx] = h,;i] b Y[, Ym)),s

existe zy, € [Tm,Ym] tal que

(et o) = ) (3.46)
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Haciendo z; = hwl1 ~hi Y (2m) parai € {k+1,...,m—1}, por la hipdtesis
de induccién se tiene, para todo i € {k+1,...,m},
dist(z;, z;) < dist(x;,y;) < eoexp(—A(m —1)/12) < eq.
Observe que, debido a (3.43),
(h1)'(z) < (h)'(2) exp(A/12),
por lo que
(Pt ) () = (i) (i) - (B (zm)
< (hipy) @nkga) - () () exp (A(m — k)/12).
Por (3.42) y (3.46) lo anterior implica que

A

% < exp (=A(m—k)/6) exp (A(m—k)/12) = exp (—A(m—Fk)/12),
por lo que
|[zk, yi]| < €0 exp (— A(m — k)/12),
completando asi la prueba de la afirmacién.
Ahora bien, si p y g pertenecen a [z, yo| entonces fi(p) y fi(q) pertenecen
a [z, yk] para todo k €{0,...,m}. Por lo tanto,

,_.

m—

o (2] < 100 ) ()~ o) ()

m—1
sczmwn (@)

=0

< Ce Z —A(m k/12 =D,
k>0

lo cual prueba (3.44). Finalmente, existe § € [z, yo] tal que

_lmymll _ =0
m(yO) |[1..y0” |[ly0]|7

por lo que (3.44) implica

o —D g D g
dist(@,yo) [ fm(@). I @)
lo cual prueba (3.45). O

Para completar la demostracién de la proposicion 3.51, consideremos nue-
vamente la sucesién (infinita) de tiempos hiperbdlicos 1 < ny < ng < ...,
y para cada ¢ € N denotemos

Ti=ful®),  Gi=xite,  yo=f ")
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Por el lemma 3.53 y (3.42) tenemos

Jn,(P) D i
it <le para todo p,q en [x,yg], 3.47
7@ frout] (347
y
£0 DE[) DE()

A

— < dist(z,y}) < ——r .
Dy, (@) = ) < Ty < e

Pasando a una subsucesién si es necesario, podemos asumir que fy, ()
converge a un punto z € S!. Probaremos que

Leb((S*\ A) N (7,7 + o)) = 0.

Para ello, fijemos € > 0. Puesto que y§ tiende a 2 cuando i tiende al infinito
y  es un punto de densidad de A, para i suficientemente grande se tiene

Leb(S'\ A) N [wu)) _ <

Lob(wyy)) 220D

(3.48)

Podemos suponer también que dist(z,z;) < /2. Por (3.47),

Leb((S'\ A) N [2, 2 + o))

o £
Leb((SNAN[z 2 +eol) < Geo —— ot
c Leb((S'\ A) N [z, yi])
S 3t D T )

por lo que (3.48) implica
Leb((S'\ A) N [Z,Z +eo]) <e.
Puesto que esto vale para todo € > 0, concluimos que
Leb((S*\ A) N [Z,Z + o)) = 0.

Usando la minimalidad de la accién de I' obtenemos Leb(S' \ A) = 0, por
lo que Leb(A) = 1, lo cual cierra la prueba de la proposicién 3.51.

Demostracién del teorema 3.50. Si Leb(E(I')) > 0 entonces, para
A = E(I), la proposicién 3.51 permite concluir que Leb(E(T)) = 1. De
hecho, por la invariancia de cada E(T"), existe un pardmetro A > 0 tal que
para casi todo punto @ € St se tiene A\(z) = .

Sea ahora A un conjunto medible e invariante por I' tal que Leb(T") > 0.
Puesto que Leb(E(T)) = 1, tenemos

Leb(E(T) N A) = Leb(A) > 0.

Nuevamente, la proposicién 3.51 implica que Leb(A) = 1, y esto demuestra
la ergodicidad de la accién. O
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Observacién 3.54. La hipétesis 7 > 0 es necesaria para la validez del teorema
3.50, pues existen subgrupos finitamente generados de Difeoﬁr(Sl) que actian de
manera minimal pero no ergédica (y que ademds no preservan ninguna medida
de probabilidad). En efecto, en [171] se da un ejemplo de una aplicacién dilatante
de clase C! del circulo sobre si mismo cuyo grado topolégico es m>10. Usando
la linearizaciéon de Miiller y Tsuboi del ejercicio 5.11, podemos asumir que la
derivada de esta aplicacion en el origen es igual a 1. Esto permite llevar a efecto
(una leve modificacién de) la construccién de Ghys y Sergiescu de la seccién 5.2
para asi obtener un grupo de Thompson m-adico de difeomorfismos de clase C*
del circulo cuya accién es minimal pero no ergddica (vea el ejercicio 2.12).

Para cerrar esta seccién, utilizaremos el teorema 3.50 para probar que si
un subgrupo de Difoo_li_“'p(Sl) verifica las hipétesis del primer teorema de
Duminy y no posee érbitas finitas (de manera equivalente, actia de manera
minimal), entonces su accién es ergddica.

Sea I" un subgrupo de Difeoi"’“p(sl) cuyas orbitas son densas y que es
generado por una familia G de difeomorfismos que verifican V() <V; para
todo f €@, y tales que un elemento g € G posee un nimero finito de pun-
tos periddicos. Si denotamos Per(g) al conjunto de tales puntos, entonces
existen un punto p € Per(g) y un elemento f € g tales que f(p) pertenece
al complemento de Per(g). En efecto, en caso contrario el conjunto Per(g)
serfa invariante por I', contradiciendo la hipétesis de minimalidad.

Usando los mismos argumentos de la parte central de la demostracién del
teorema 3.33, a partir de f y g es posible fabricar dos elementos F,G en I’
que estan “enlazados” sobre un intervalo [a,b] de S' como las aplicaciones
del lema 3.34, y tales que V(F;[a,c]) y V(G;[c,b]) son pequenos, donde
¢ = G7'(a). Fijemos ¢ > 0 suficientemente pequefio y sean {Iy,...,I,}
una familia de intervalos que recubren al circulo y hq, ..., h, elementos de
T tales que hi(z) € [c+ ¢,b] para todo € I;. Definamos la constante C'
haciendo C~! = inf{h}(z) : € [; U...U I}, y escojamos un entero sufi-
cientemente grande N de modo que cada rama de la aplicacién de retorno
HY inducida por F'y G sea C-dilatante (vea la proposicién 3.35). Para
gi = HVh; € T se tiene g/(z) > 1 para todo = € I; (observe que consi-
deramos la derivada a derecha de la aplicacién HY). Luego, la accién de T
es diferenciablemente dilatante. La ergodicidad resulta entonces como una
consecuencia del teorema 3.50.

Ejercicio 3.55. Pruebe que la accién minimal canénica de PSL(2, Z) sobre S* no
es diferenciablemente dilatante. Demuestre que lo mismo vale para las acciones
suaves y minimales del grupo de Thompson G construidas en la seccién 5.2 del
primer capitulo.

Observacién. Es posible probar que, para las acciones en cuestién, el conjunto
exponencial tiene medida nula. A pesar de esto, no es dificil modificar los ar-
gumentos de la demostracién del teorema 3.50 para probar dichas acciones son
ergédicas. Para el caso particular de PSL(2,Z) consignemos ademds que la accién
de todo grupo fuchsiano cuyas érbitas son densas es ergédica (vea por ejemplo
[153]).
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Ejercicio 3.56. Enuncie de manera precisa y demuestre un resultado del si-
guiente tipo: si I' admite una familia a un pardmetro ®; de representaciones
en Difeo"¥*(S') de modo que (todas) las érbitas de ®o(I') son densas y para
t>0 cada ®(I') admite un minimal excepcional, entonces la accién de ®o(I') no
es diferenciablemente dilatante. Explique por qué esto permite redemostrar lo
pedido en el ejercicio precedente.

5.2 Acciones con un minimal excepcional

El segundo problema abierto dice relacién con la medida de los minimales
excepcionales.

Problema 2. Si I' es un subgrupo finitamente generado de Difeor'“p(sl)
que admite un minimal excepcional A, jes la medida de Lebesgue de A
necesariamente nula ?

Un problema estrechamente relacionado es el de la finitud del nimero
de clases para la relacién de equivalencia que identifica dos componentes
conexas de S\ A si una de ellas es la imagen de la otra por un elemento de
T (si esto fuese siempre vdlido, ello constituir{a una generalizacién del cldsi-
co teorema de finitud de Ahlfors [1]). Por otra parte, una conjetura de Di-
ppolito sugiere que la accién de T" sobre A debiera ser topolégicamente con-
jugada a la accién de un grupo de homeomorfismos afines por partes [55].

La nulidad de la medida de Lebesgue de minimales excepcionales es
vélida para grupos fuchsianos [153], pero la demostracién en este caso uti-
liza métodos muy particulares que dificilmente podrian generalizarse para el
caso general. En lo que sigue nos concentraremos en una clase particular de
dindmica, a saber, aquélla de los minimales excepcionales markovianos. En
términos sencillos, sobre dichos conjuntos subyace una dindamica conjugada
a un subdesplazamiento de tipo finito, lo cual simplifica significativamente
su estudio. Siguiendo [41] y [132], veremos que para este caso la respuesta
al problema 2 es positiva (lo mismo ocurre para el problema de finitud de
componentes conexas del complemento mddulo la accién: vea [42]).

Sea P= (p;;) una matriz de incidencia de orden kxk (i.e., una matriz con
entradas 0 y 1). Consideremos el espacio Q = {1,...,k}" y el subespacio
Q* de las sucesiones admisibles, es decir, de los elementos w = (i1, 42, ...) €Q
tales que p;,;,,, = 1 para todo j € N. Sobre este tltimo espacio (provisto
de la topologia natural) podemos considerar la dindmica de la aplicacién
desplazamiento o.

Definicién 3.57. Sea G={gi,...,gx} una familia finita de homeomorfis-
mos g;: dom(g;) — ran(g;) definidos sobre intervalos abiertos y acotados.
Si {I,...,Ix} es una familia de intervalos cerrados tal que I; C ran(g;)
para todo j€{1,...,k}, entonces decimos que S = ({I1,...,1},G, P) es
un sistema markoviano para el pseudo-grupo markoviano I's generado por
los g; si las siguientes propiedades son satisfechas:
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(i) ran(g;) Nran(g;) =0 para todo i # j,
(ii) sipi; =1 (resp. ps; = 0) entonces I; C dom(g;) y gi(I;) C I; (resp.
I; ndom(g;) = 0).

Para cada sucesién admisible w = (i1,i2,...) y cada n € N, la transfor-
macién hy,(w) = gi, --- g, estd definida sobre el intervalo g;l([i ). De-
notemos entonces I,(w) = hy(w)(g;, " (1;,)) ¥

As = Nnen Uuear In(w).

Observemos que si T : U¥_ ran(g;) — Uledom(g{) es la aplicacién cuya
restriccién a cada conjunto ran(g;) coincide con g; *, entonces la restriccién
de T' a As es naturalmente semiconjugada al desplazamiento o: Q* — Q*.

Definicién 3.58. Un conjunto A invariante por la accién de un pseudo-
grupo es dicho markoviano si existe un intervalo abierto L que intersecta a
A de modo que LNA es igual a Ag para un sistema markoviano S definido
sobre L. A dicho conjunto asociaremos la clase de diferenciabilidad del
sistema de generadores del pseudo-grupo subyacente en S.

Dentro de este capitulo ya hemos estudiado un ejemplo de pseudo-grupo
markoviano: se trata de aquél ilustrado por la figura 16 (las propiedades
de la definicién son satisfechas para g1 = f, go =g, I1 =[a,b] e Io =][c,d],
considerando como dominio de definicién para g; y g un intervalo abierto
ligeramente mds grande que [a, d]; se tiene ademds Q* = Q).

Teorema 3.59. Si A es un conjunto excepcional local para un pseudo-grupo
de difeomorfismos unidimensionales de clase C*P y de tipo markoviano,
entonces la medida de Lebesque de A es nula.

En el caso en que las aplicaciones h; puedan ser escogidas uniformemente
diferenciablemente contractantes, el resultado precedente es atin valido en
clase C'*7 (compare con el teorema 3.62), pero no en clase C! (vea el
ejemplo 3.63). Para el caso C1*7 contractante vale en realidad un resultado
mucho més fino: la dimensidn de Hausdorff de A es inferior a 1 [163]. Sin
embargo, esto deja de ser valido en el caso markoviano no contractante,
incluso en el contexto real-analitico [71].

Daremos la demostracién del teorema 3.59 sélo para el caso particular
del sistema markoviano discutido mds arriba y representado por la figura
16. El lector no debiese tener problemas en adaptar los argumentos dados
a continuacién para el caso general (médulo pequenos detalles de indole
combinatorio). Comenzamos con un lema de interés general similar al de
Schwartz (para una aplicacién interesante, vea los ejercicios 3.67 y 3.68).
Por simplicidad, daremos una versién simplificada del lema (admitiendo
una hipétesis sobre los dominios de definicién de los generadores) que serd
suficiente para nuestros propdsitos; sin embargo, el lector no debiese tener
problemas en dar argumentos que permitan suprimirla.



132 Andrés Navas

Lema 3.60. Sea T' un semigrupo de difeomorfismos de clase C'TP de una
variedad unidimensional. Supongamos que I' sea generado por una familia
finita G de elementos cuyos dominios de definicion contienen un intervalo
compacto L tal que g(L) C L para todo g € I'. Supongamos ademds que para
un punto xo € L se tenga der g (z9)<S<oo. SiC designa una constante
de lipschitzianidad para el logaritmo de la derivada de los elementos de G
sobre L, entonces para £ =1og(2)/2CS se tiene que para todo g € I y todo
punto x € L en la L-vecindad de xo se cumple

9'(2)/2 < g'(w0) < 29/ (2).

Demostraciéon. Razonaremos por induccién sobre la longitud del elemento
g € I (i.e., el nimero minimo de factores en G necesarios para escribir g
como un producto; vea el apéndice para una discusién de esta nocion en el
caso de grupos). La afirmacién es evidente si long(g) = 0 (es decir, si g es
la identidad). Supongamos que ella sea vélida para elementos de longitud
menor an € N, y sea geT tal que long(g) = n. Podemos entonces escribir
g = gn-+ g1, donde cada g; pertenece a G. Por la hipdtesis de induccién
tenemos, para todo z € I N[zg — ¥,z + (] y todo i € {0,...,n— 1},

log(2
105 91()—gi -+ 92(20)| < suplgi - ) () a—mo| < (g - 1)’ (z0) B2
yel CcSs

Luego,
I / e e /
‘log ( g (z) )’ = |log ( -lgn(gnfl 91/@) g}(f) )‘
g'(20) 9 (gn—1---g1(0)) - - - 91 (20)
n—1
< Y |log(giia(gi- - g1(x))) —log(giy1(gi - 91(w0)))]
i=0
n—1
< Z Clgi+-g1(z) = gi -+ g1(w0)]
i=0
- Z (9:---91)' (o) log(2)
i=0 5
< log(2),
lo cual prueba la estimacion deseada para g € T O

Estamos ahora en condiciones de proceder a la demostracién del teorema
3.59 (al menos para el pseudo-grupo representado por la figura 16). Note-
mos primeramente que, para todo z € I =[b,c] y todo g=g;, - 9;, €T
(donde cada g;; pertenece a G = {g1=f,g2=g}) se tiene

llog(’ (8) o5’ @) <CSgiy -+~ gir (B)—gs, -+~ g1 (2)]| <CI"Jo(1)| < Cd—a).

=0
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Escogiendo x € de modo que ¢'(z) = |g(I)|/|I|, de lo anterior deducimos
que ¢'(b) < |g(I)| e““=/[|, por lo que
C d—a) ((d—a) d—a
D gl < —— > |9() % =5.

gel’ gel

Haciendo ¢ = log(2)/2CS, del lema precedente se desprende que para todo
g,h en I' y todo punto x € [¢, d] perteneciente a la ¢-vecindad de h(b) se
tiene ¢'(x)/2 < ¢'(b) < 2¢'(x), y por lo tanto

> |g([h(b) = £, h(b) + )| < 20> g'(z) <408, (3.49)
ger ger @€l () lh(b)+£]

Fijemos €N de modo que para todo (i1,...,%.)€{1,2}" se tenga
[(gi, - 95,)([a, )] < €.

Observe que los intervalos en cuestién cubren al minimal excepcional A,
por lo que para cada n € N lo mismo ocurre para los intervalos de la
forma g;, - - - g;, h([a, d]) donde (i1,...,4,) varfa en {1,2}" y h recorre los
elementos del tipo g;, - - - gi,, con (i1,....i,) € {1,2}". Luego,

Leb(A) < > >

(i1,-in)€{1,2}" (R, hr)€{g1,92}"

gir ginha -+ he(la,d])],

y como para cada (hi,...,h;) € {g1,92}" €l punto hq - - - h,(b) pertenece a
hy -« he([a,d]), de lo anterior se deduce que

LebA) < Y] Do gl he(®) =€y (b) + 0).

(h1,..,hr)€{g1,92}"  long(g)=n

Haciendo tender n al infinito en esta tiltima desigualdad, de la convergencia
dada por (3.49) se deduce facilmente que Leb(A) = 0, lo cual cierra la
demostracién.

Referimos a [40] y [105] para la realizacién de pseudo-grupos marko-
vianos como pseudo-grupos de holonomia de foliaciones de codimensién 1.
Senalemos en todo caso que no es dificil construir minimales excepcionales
inducidos por sistemas no markovianos; para més informacién en torno a
esto recomendamos la lectura de la tltima seccién de [42].

Ejercicio 3.61. Completando el ejercicio 3.46, pruebe que si un minimal ex-
cepcional local es markoviano entonces todas las érbitas contenidas en él poseen
infinitos fines (vea [41] si tiene problemas con esto).

Para cerrar esta seccién comentemos brevemente otro caso para el cual la
respuesta al problema 2 es positiva. El lector no debiera tener problemas en
adaptar la demostracién del teorema 3.50 para probar el siguiente resultado
(alternativamente, vea [98]).
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Teorema 3.62. Sea I' un subgrupo de Difeoff(Sl) que admite un mini-

mal excepcional A. Si >0 entonces el conjunto AN E(T) tiene medida de
Lebesgue nula.

La pertinencia de la hipétesis 7 > 0 para este resultado queda de mani-
fiesto en el siguiente ejemplo debido a Bowen [17].

Ejemplo 3.63. El lector verificard sin dificultad que es posible construir dos
aplicaciones f y g que cumplen las propiedades topolégicas ilustradas en la figura
16 y satisfacen ademds las condiciones siguientes (notemos nuevamente g1 = f,
g2=g e I=[b,c| para asf situarnos en el contexto markoviano, con a=0y d=1):
(i) existe una sucesién de niimeros £, (donde n > 0) tal que

ln
Z[n<l y limﬁzl,

n—o0 [
n>0 "

de modo que |I| = £y y si para cada n € N y cada (giy,...,0i,) € {91,92}"
denotamos I, ...i, = Gi, -+ gin, (I), entonces se tiene |I;, . ;.| = €n/2";
(ii) cada g; es diferenciable sobre I y sobre cada I;, .. ;,, su derivada en los

extremos de estos intervalos es igual a 1/2, y se tiene

1
gi(x) — = =0;

“in

lim max sup
N0 (i1 in) w€ly,

Sin

(iii) cada g; es diferenciable sobre una vecindad de @ = 0y d = 1, con derivada
idénticamente igual a 1/2 a izquierda (resp. derecha) de a (resp. d).

Con estas condiciones no es dificil ver que g1 y g» son de clase C* sobre todo el
intervalo [a,d] = [0,1] y que sus derivadas son idénticamente iguales a 1/2 sobre
el conjunto de Cantor markoviano A. En cuanto a la medida de Lebesgue de este
conjunto se tiene

Lb(A) =1-111=% 5 il = 1=t >0.

n>1 (ig,.. in) n>0

Observe que, por un método analogo al de la construccién del segundo ejemplo de
la seccién 1 del capitulo 2, sobre la base del ejemplo precedente es posible fabricar
un subgrupo a dos generadores de Difeol, (S') que admite un minimal excepcional
de medida positiva completamente contenido en el conjunto exponencial de la
accion.

Ejercicio 3.64. Después de leer la seccién 1.4 del capitulo 4, pruebe que para
todo 7 > 0 existen subgrupos abelianos y finitamente generados de DifeolfT(Sl)
que admiten un minimal excepcional de medida positiva. Demuestre directa-
mente (i.e., sin utilizar el teorema 3.62) que, para dichos ejemplos, el minimal
excepcional correspondiente estéd contenido (médulo un conjunto de medida nula)
en el conjunto subexponencial de la accién.

Ejemplo 3.65. Siguiendo una idea debida a Mané, dado 7 < 1 consideremos
un difeomorfismo de clase C'*" del cfrculo con nimero de rotacién irracional
y admitiendo un conjunto de Cantor invariante Ay de medida positiva (vea el
ejercicio anterior). Fijemos una componente conexa I del complemento de Ag,



Grupos de difeomorfismos del circulo 135

y sea H : S' — S* un difeomorfismo local de grado 2 que coincide con f fuera
de I (i.e., la aplicacién H “da una vuelta extra” sobre el circulo al recorrer I).
A partir de H resulta ficil construir un pseudo-grupo a dos generadores con un
minimal excepcional A que contiene a Ag. Como la medida de Lebesgue de Ag
es positiva, lo mismo vale para A.

Ejercicio 3.66. Pruebe que si I' es un grupo finitamente generado de difeomor-
fismos real-analiticos del circulo que admite un minimal excepcional A, entonces
a excepcién posible de una cantidad numerable de puntos, S* \ A estd contenido
en el conjunto subexponencial S(T") (senalemos que es muy probable que esto sea
vélido en general para subgrupos de Difeo}"**(S")).

Sugerencia. Utilice la analiticidad para verificar que, salvo a lo mas un conjunto
contable de puntos, si & € st \ A entonces existe un intervalo abierto I, conte-
niendo a z en su interior y tal que las imégenes de I, por los elementos del grupo
son dos a dos disjuntas. De la desigualdad

1230 =% [ = [ (o)

ger ger/a In "ger
concluya que para casi todo y € I, la serie qulw g'(y) converge (un tal punto y
pertenece obviamente a S(T')). Finalmente, pruebe que esto es vdlido para todo
y € I, mediante un argumento de control de distorsion.

Ejercicio 3.67. Siguiendo las indicaciones dadas a continuacién, pruebe que si
T es un grupo finitamente generado de difeomorfismos de clase C**'P del circulo
cuya accién es minimal, entonces para todo y €S’ la serie zg€F g'(y) diverge.
(i) Usando el lema 3.60 y la minimalidad de la accién, pruebe que si el conjunto
>°(T') de los puntos y € T tales que la serie der g'(y) converge no es vacfo
entonces coincide con todo el circulo, y existe ademds una constante S tal que
S(y) < S para todo y € S'.

(ii) Escogiendo un elemento g € I' de orden infinito, y utilizando la igualdad

n—1
> [@wd=n
i=0 /St

obtenga una contradiccién para n > S.

Ejercicio 3.68. Usando el ejercicio precedente pruebe el siguiente resultado del
tipo recurrencia de Poincaré: si I' es un grupo finitamente generado de difeo-
morfismos de clase C' T del circulo cuya accién es minimal, entonces para todo
subconjunto medible A de S* de medida de Lebesgue positiva existe g # id tal
que Leb(ANg(A)) > 0.

Sugerencia. En caso contrario, el conjunto > (T") es no vacio.

6 Conjugacion diferenciable entre grupos de
difeomorfismos

El problema de la diferenciabilidad de la conjugacién entre grupos de
difeomorfismos del circulo es un tépico sorprendentemente extenso y com-
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plejo. Ya de una dificultad increible es el caso de grupos actuando libre-
mente, el cual sin embargo estd en gran medida entendido gracias a trabajos
seneros de Siegel, Arnold, Herman, Moser, Yoccoz, Sinai, Khanin, Katznel-
son y Orstein, entre otros. En dichos trabajos el ingrediente esencial para
obtener la diferenciabilidad de la conjugacién de un difeomorfismo f de
clase al menos C? del circulo y niimero de rotacién p(f) irracional respecto
a la rotacién de dngulo p(f) es la naturaleza diofantina de p(f). En otros
términos, dicha conjugacion es diferenciable cuando las aproximaciones de
p(f) por niimeros racionales no son “demasiado répidas” en relacién al de-
nominador del racional considerado (i.e., p(f) es “mal aproximado” por
los racionales).

A continuacién estudiaremos el caso esencialmente diferente de grupos
no conjugados a grupos de rotaciones. En este contexto no se dispone
de una teorfa unificada, y podria decirse que los tnicos resultados gene-
rales son el teorema 3.74, que estudiaremos en detalle en las dos secciones
a seguir, y la proposicién 4.13 del préximo capitulo. Notemos que es-
tos dos resultados son bastante mds sencillos que aquéllos de la teorfa de
pequenios denominadores. Otros resultados un poco mas finos son véalidos
en casos particulares. Por ejemplo, Sullivan probd que toda conjugacién
topoldgica y absolutamente continua entre grupos fuchsianos de primera
especie es real-analitica, obteniendo también resultados de regularidad so-
bre el minimal excepcional para conjugaciones entre grupos de segunda
especie [193, 194]. Por otra parte, sobre la base de resultados cldsicos de
existencia y unicidad de medidas invariantes absolutamente continuas para
aplicaciones dilatantes del intervalo (vea por ejemplo [106]), el autor probé
en [147] que si dos grupos de difeomorfismos de clase C™ de S!, con r > 2,
satisfacen las hipétesis del teorema de Duminy (i.e., son generados por
elementos cercanos a rotaciones), y si sus érbitas son densas, entonces toda
conjugacion topoldgica y absolutamente continua entre ellos es de clase C”
(vea [173, 174] para el caso real-analitico de este resultado).

6.1 Linearizacién de Sternberg y conjugaciones C!

Sean f y g dos difeomorfismos de clase C” de una vecindad del origen de
la recta sobre sus imagenes respectivas. Si f y ¢ fijan el origen decimos que
ellos son equivalentes si existe €” > 0 tal que f|j_oi cn| = glj—crr or. Mbdulo
esta relacién de equivalencia, la clase de g serd denotada [g]. El conjunto
de clases constituye un grupo respecto a la operacién de composicién de
representantes, es decir, [f][g] = [f o g]. Dicho grupo, llamado grupo de
gérmenes de difeomorfismos de clase C” de la recta que fijan el origen y
preservan orientacion, serd designado por G7 (R, 0).

Observe que la derivada g(V(0) de orden i < r en el origen estd bien
definida para todo germen [g] € G (R,0). Diremos que este germen es
hiperbdlico si ¢g'(0) # 1. El siguiente lema es bien conocido.
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Lema 3.69. Si 1 <r < oo yg] € G5 (R,0) es hiperbdlico, entonces existe
[h] € G (R,0) tal que h'(0) =1 y (hgh™")P(0) = 0 para todo 2 < i < r.

Demostracién. Sea g(z) = az + a22% + ... + a,2" + o(z") el desarrollo
de Taylor de g en torno al origen. Escribamos formalmente

h(z) =z +bya® + ...+ ba” +...,
y tratemos de hallar los coeficientes b; de modo que
hog=M,oh, (3.50)

donde M, denota la multiplicacién por a=g’(0). Identificando los coeficien-
tes de 22 de ambos miembros de esta igualdad obtenemos as+bya? = abs,
y por lo tanto by = az/(a — a?). En general, suponiendo bs,...,b;_1 ya
calculados (con ¢ < ), a partir de (3.50) se obtiene la igualdad

Qi(b1,...,bi—1,01,...,a;) + bia’ = ab;
para cierto polinomio @; en (r + ¢ — 1) variables, de donde

_ Qi(b1,....bi—1,a1,...,a,)

a—al

b;

Sea ahora h un difeomorfismo de clase C™ de una vecindad del origen tal
que h(0) = 0, h/(0) = 1y hD(0) = i! b; para todo 2 < i < r. Reinvirtiendo
los calculos anteriores, es fcil ver que [h] € G% (R, 0) verifica las condiciones
pedidas. 0O

El siguiente resultado, debido esencialmente a Sternberg, ha sido trans-
crito de [211] (vea también [192]). Sefialemos que un resultado andlogo
subsiste para gérmenes de difeomorfismos real-analiticos [44].

Teorema 3.70. Sea g € G (R,0) un germen hiperbdlico, con 2 <r < oo.
Si denotamos a=g'(0), entonces existe un germen h € G’ (R,0) tal que
K(0) =1 y h(g(z)) = ah(z) para todo = cercano al origen. Ademds,
si [h1] € GL(R,0) verifica estas tltimas dos propiedades, entonces [h1]
pertenece a G} (R,0) y [h] = [A].

Demostracién. Consideremos en primer lugar el caso r < co. Por el lema
anterior, para obtener la conjugacién podemos suponer que g(?) (0) = 0 para
todo i € {2,...,7}. Cambiando g por g~! si es necesario, podemos suponer
ademds que ¢’'(0) =a < 1. Sea 0 < § < 1 tal que el dominio de definicién
de g contenga al intervalo [—4, §]. Definamos

c(0) = sup{\g(r)(t)\ 1t e[-0,0]}.

Una aplicacién simple del teorema del valor medio muestra que para todo
t €[=3,8] y todoi € {2,...,7} se tiene |g¥) (¢)] < C(8) y |¢'(t)] < a+C(6).
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Sea Ej el espacio de las funciones v de clase C" de [—4, ] en R tales que
$(0)=9'(0)=...=()(0)=0. Dotado de la norma

Il = sup{|(0)] < ¢ € [~6,6]},

el espacio Ej es de Banach. Para ¢ € E5, t € [=6,8] e i€{0,...,r} se
tiene .
t"'—’t

=l

Consideremos el operador S5 : Es — Es definido por S5(y)) = (¢ o g)/a.

Afirmamos que si § > 0 es suficientemente pequefio entonces S5 es una
contraccién (es decir, ||Ss]| < 1). En efecto, es ficil verificar que

[ ()] <

T

Wog)™ =>" (D og)-Qi(d,....g" "),

i=1
donde Q; es un polinomio a coeficientes positivos en (r + 1 - i) variables y
Qr(z) = 2. Se deduce asi que
[0 g)(6)] < K(&) [lv]
para todo ¢ € [—4,4], donde

r—1 or—i

K@) =(a+C©)" +> in(a +C(6),...,a+C(3)).
i=1 :

Notemos que K (9) tiende hacia a” cuando § tiende a cero. De las desigual-
dades ||Ss5]| < K(8)/a, a<1 y r>2,sededuce que el valor de ||Ss] es
menor que 1 para § suficientemente pequeno.

Fijemos ahora § > 0 tal que ||S5]| < 1. Observe que la restriccién de la
aplicacién z — g(z) — az al intervalo [—4, ] define un elemento 1)1 de Es.
Como Ss es una contraccién, la ecuacién (en la variable )

Ss(1) +a gy =
posee una unica solucién ¢y € Es. Para h = Id + 1)y tenemos

h(g(z)) = g(z)+voog(x) =¢1(2) + ax + 1 o g(z)
= Y1(x) + ax + aSs(1o)(x) = apo(x) + ax = ah(x).
Puesto que ¥y € Ey, se tiene h(0)=0 y h'(0)=1. Luego, si r < oo entonces
[7] es un germen en G' (R, 0) que satisface las dos condiciones requeridas.

Si by € GL(R,0) verifica estas mismas condiciones entonces

ahhT'(t) = hogohl'(t) = hhy*(at)
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para todo t préximo al origen. De esto se deduce que

hhit(a™t)
“1y s 1 _ NS
hhi*(t) = nlglgo = t(hhy ) (0) =t,
lo cual demuestra la unicidad.
Finalmente, el caso r = oo se obtiene facilmente por induccién en r > 2

gracias a la unicidad obtenida anteriormente. O

Una consecuencia casi directa del teorema precedente es el resultado
siguiente.

Corolario 3.71. Sean g1 y g2 elementos de G (R,0), con 2 <r < oo.
Supongamos que [¢] € GL(R,0) conjuga g1 y gz, es decir, sobre una vecin-
dad del origen se tiene p o g1 = ga 0. Si g1 es hiperbdlico entonces [¢] es

un elemento de G (R,0).

Demostracién. Notemos en primer lugar que [g2] también es hiperbdlico,
pues g5(0) = ¢1(0). Si h es un germen de G’ (R, 0) que conjuga g a su parte
lineal, entonces h o ¢ conjuga g; a su parte lineal. Si b = (h)’(0) entonces
M jphe conjuga atin gy a su parte lineal y verifica ademds (M /phep)’(0) =1.
Por la unicidad de tal conjugacién obtenemos que [My ,he] € G4 (R,0), y
por lo tanto [¢] € G% (R,0). O

Ejemplo 3.72. El teorema de linearizacién de Sternberg sigue siendo
vélido en clase C'*7 para todo 7 > 0 (la demostracién consiste en una
variacién de los argumentos dados anteriormente; vea también [46]). Sin
embargo, el teorema deja de ser valido en clase C!, como lo ilustra el si-
guiente ejemplo debido al propio Sternberg.

Consideremos la aplicacién g definida sobre un intervalo abierto en torno
al origen por g(0) = 0y g(z) = az(l — 1/log(x)) para z # 0, donde
0 < a < 1. Es ficil ver que [g] es un germen de difeomorfismo de clase
C! satisfaciendo ¢’(0) = a. Pese a ello, [g] no es conjugado al germen de
la aplicacién lineal M, por ningin germen de homeomorfismo lipschitziano
(en particular, [g] no es C! conjugado a [M,]). Para verificar esto, fijemos
una constante a €0, 1[ de modo que ¢'(z) > @ para todo z suficientemente
cercano al origen, y escojamos un homeomorfismo local h fijando 0 y tal
que para tales puntos x se tenga g(z) = hM,h~!(x). Para todo k € N se
cumple entonces g*(z) = h(akh~1(z)), por lo que

¢"(@) _ ha*h ()
k k :

(3.51)

a a

Ahora bien, si h fuese lipschitziano con constante de Lipschitz C, entonces
el miembro a derecha en la igualdad anterior estarfa acotado (independien-
temente de k) por C = C h=!(z). Por otro lado, a partir de la definicién
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de g se verifica rdpidamente que

’“H< og (g (x)))

Puesto que gi(ac) > @'z, existe un entero iy > 1 tal que para cierta
constante positiva ¢ y todo i > i se tiene

log (g'(x)) > ilog(a) + log(x) > 72

De esto se deduce que

k—1 1 k—1 .
e 2 [[ (1+9).
I (1~ ) 2 1105
Como este tltimo producto diverge cuando k tiene al infinito (debido a la

divergencia de la serie arménica), concluimos que el miembro a derecha de
(3.51) no es acotado, lo cual nos da una contradiccion.

Ejercicio 3.73. Verifique que el germen al origen del ejemplo 3.63 es
(hiperbdlico y) no linearizable por un germen de clase C*.

Como una aplicacién del teorema de linearizacién y del corolario 3.19,
probaremos el siguiente resultado de [79].

Teorema 3.74. Sean ®1 y P2 dos representaciones de un grupo I' en
Difeo’, (S'), con 2 < r < oo. Supongamos que las drbitas de ellas son den-
sas y que ®1(T) no es topoldgicamente conjugado a un grupo de rotaciones.
Si un difeomorfismo ¢ de clase C' de S' conjuga @1 y ®o, entonces ¢ es
un difeomorfismo de clase C".

Demostracion. Por el corolario 3.19, existen un elemento g € I' y un
punto z € S! tales que ®1(g)(z)=zy ®1(g)'(z)#1. En coordenadas locales
obtenemos un germen hiperbélico de un difeomorfismo que fija el origen.
El punto ¢(x) €S es un punto fijo por ®2(g)=po®1(g)op~! € I's. Luego,
© induce una conjugacién de gérmenes de difeomorfismos hiperbdlicos. El
corolario 3.71 implica entonces que ¢ es de clase C” en una vecindad de x.
De la hipétesis de conjugacion, a saber, ¢ o ®1(h) = ®2(h) o ¢ para todo
h €T, se concluye que el conjunto de puntos en torno a los cuales ¢ es de
clase C" es ®1(I')-invariante. Puesto que las érbitas de ®1(I") son densas,
¢ es de clase C" en todo el circulo. Para probar que ¢! es de clase C” en
todo S! basta invertir los roles de ®; y ®,. O

Observacién 3.75. El teorema precedente sigue siendo valido para conjuga-
ciones bilipschitzianas, al menos si se asume a priori que la accién es ergédica
(vea el teorema 3.77). Por otra parte, el teorema permanece también valido para
conjugaciones entre grupos de difeomorfismos de clase C**7 del circulo (que son
no abelianos y actian minimalmente).
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Ejercicio 3.76. Pruebe que el teorema 3.74 vale también (ya sea en clase C? o
C'*7) para grupos que admiten un minimal excepcional (y no son semiconjugados
a grupos de rotaciones).

Sugerencia. Aplique el mismo argumento recordando que toda érbita se acumula
sobre el conjunto de Cantor minimal.

Observacién. Este tltimo resultado no se generaliza para conjugaciones bilips-
chitzianas: vea el teorema 3.81.

6.2 El caso de las conjugaciones bilipschitzianas

El primer objetivo de esta seccion consiste en extender el teorema 3.74
para conjugaciones bilipschitzianas bajo una hipétesis de ergodicidad (la
cual de acuerdo a lo discutido en la seccién 5.1 de este capitulo pareciera
siempre ser satisfecha).

Teorema 3.77. Sean ®; y Py dos representaciones de un grupo finita-
mente generado I’ en Difeoi(Sl), con 2 <r < oo. Supongamos que sus
Orbitas sean densas y que la accion de ®1(I') sea ergddica. Si un homeo-
morfismo bilipschitziano de S* conjuga ®, y ®o, entonces ¢ es un difeo-
morfismo de clase C'. Ademds, si ®1(T) no es topoldgicamente conjugado
a un grupo de rotaciones, entonces ¢ es un difeomorfismo de clase C".

La demostracién de este resultado utiliza una versién equivariante de
un cldsico lema de indole cohomolégico debido a Gottschalk y Hedlund.
Para formular esta versién consideremos un espacio métrico M y un grupo
T' actuando sobre M por homeomorfismos. Un cociclo asociado a esta
accién (compare con la seccién 2.1 del ultimo capitulo) es una funcién
c¢:I'x X — R tal que para todo elemento f € I' la funcién z + c(f,z) es
continua, y tal que para todo f,g en I' y todo z € X se tiene

c(fg,x) = clg, x) + c(f, 9(x))- (3.52)

Con estas definiciones el lema de Gottschalk-Hedlund equivariante se enun-
cia de la siguiente manera.

Lema 3.78. SiT' es finitamente generado y su accion sobre M es minimal,
entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:

(i) existen xg € M y C > 0 tales que |c(f,zo)| < C para todo f €T,

(ii) existe una funcion continua ¢ : X — R tal que c(f,z) = ¢(f(x)) — ¢(z)
para todo f € T y todo x € X.

Demostracién. Si la segunda condicién es satisfecha entonces
le(f, o)l < [o(f (o)) + p(zo)| < 2lldll oy,

lo cual prueba la validez de la condicién (i).
Supongamos ahora que la primera condicién se satisfaga, y para cada
elemento f € I' consideremos el homeomorfismo f de M xR definido por
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flz, t)=(f(z),t+c(f,x)). Se verifica rdpidamente que la relacién de cociclo
(3.52) implica que esta asignacién define una accién del grupo I' sobre
M xR, en el sentido que para todo f,g en I' se tiene fg = E Ademas,
la condicién (i) implica que la érbita del punto (zg,0) bajo esta accién es
acotada; en particular, su clausura es un conjunto (no vacio e) invariante
por I'. Valiéndose del lema de Zorn se deduce entonces la existencia de un
subconjunto A de M que es compacto, no vacio, invariante por I', y minimal
para estas propiedades.

Afirmamos ahora que el conjunto A es el gréfico de una funcién (real
y) continua definida en M. Para verificar esto notemos en primer lugar
que, como la accién de I' sobre M es minimal, la proyeccién de A sobre M
coincide con todo el espacio. Por otro lado, si (Z,t1) y (Z, t2) pertenecieran
a A para algin & € M y dos reales distintos 1 y t2, entonces esto implicaria
que ANA; #0, donde ¢t =ty —t1 #0y Ay = {(z,s+1) : (z,8) € A}
Ahora bien, como la accién de I' sobre M x R conmuta con la aplicacién
(z,8) = (x,s +t), el conjunto A; también seria invariante, y como A es
minimal esto implicarfa que A = A,. Se tendria entonces

A=A =Apy=Agy = ...,

lo cual es imposible dada la compacidad de A. Concluimos asi que para
cada z € M el conjunto A contiene exactamente un punto de la forma (z,t).
Haciendo ¢(z) = t obtenemos entonces una funcién de M en R cuyo gréfico
coincide con A. El que esta funcién sea continua se desprende del hecho de
que su grafico es compacto.

Para concluir la demostracién notemos que, como el gréifico de ¢ es
invariante por la accién de I', para cada f € I' y cada x € M el punto
f(@,6(x)) = (f(x), (x) + c(f, x)) debe ser de la forma (f(z), ¢(f(x))), lo
cual implica que ¢(f,z) = ¢(f(x)) — ¢(). O

Para probar el teorema 3.77 necesitaremos la siguiente “versién medible”
del lema anterior.

Lema 3.79. Sean M un espacio métrico compacto y I' un grupo finita-
mente generado actuando sobre €l por homeomorfismos. Supongamos que
la accion sea minimal y ergddica respecto a alguna medida de probabilidad
1 sobre los borelianos de M, y sea ¢ un cociclo asociado a esta accion. Si
¢ es una funcion de L (M, p) tal que para todo f € T y p-casi todo x € M
se tiene

c(f,x) = ¢(f(2)) — d(), (3.53)

entonces existe una funcidn continua d~> : M — R que coincide en p-casi
todo punto con ¢ y tal que para todo f € T y todo x € M se tiene

o(f,z) = o(f(x)) = d(x). (3.54)



Grupos de difeomorfismos del circulo 143

Demostracién. Sea My el conjunto de los puntos en los cuales la igualdad
(3.53) no es verificada para algin f € I'. Como I' es finitamente genera-
do, u(Mp) = 0. Sea M} el complemento del soporte esencial de ¢, y sea
M; = Ugerf(M}). Fijemos un punto zo en el conjunto de medida total
M\ (Mo UMjy). La igualdad (3.53) implica que |e(f,z0)| < 2||¢|lz para
todo feT'. Por el lema precedente, existe una funcién continua ¢ : M — R
tal que, para todo x y todo f,

e(f,z) = ¢(f(2)) - ¢().
Esto implica que en p-casi todo punto se tiene
dpof-¢=dof—¢,
es decir, ~ -
b—0=(6-9)of.
Como asumimos que la accién de I' es ergédica respecto a p, existe C' € R
tal que la diferencia ¢ — ¢ es igual a C en p-casi todo punto (pues los

conjuntos de nivel (¢ — d))’j(c)ﬁon invariantes por I'). Para finalizar la
demostracién basta definir ¢ = ¢ — C. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema 3.77. Para ello note-
mos que si ¢ es un homeomorfismo bilipschitziano de S* entonces ¢ y ¢!
son diferenciables en casi todo punto, y las derivadas correspondientes son
funciones pertenecientes a L& (S*, Leb). Por lo tanto, ¢=— log(y’) también
pertenece a L£2°(S!, Leb). Si ¢ conjuga ®; y P, entonces de la igualdad
D1(f)=¢p 1o ®s(f) oy sededuce que en casi todo punto se tiene

log(®1(f)(z)) = log(¢'(x)) — log(¢'(@1(f)(x))) + log(@2(f) (¢(2)))-

Haciendo c(f,z) = log(®1(f)'(z)) — log(®2(f) (¢(z))) esto implica que,
para todo f € Ty casi todo = € S!,

o(f,x) = p(21(f)(2)) — b().

Dejamos a cargo del lector la tarea de verificar la relacién de cociclo

(fg: ) = c(g: x) + c(f, ®1(g)(2))-

Como estamos suponiendo que la accién ®;_es ergddica, el lema 3.79 nos
brinda la existencia de una funcién continua ¢ que coincide casi ciertamente
con ¢ (y para la cual la relacién (3.54) es satisfecha para todo = € S! y todo
f €T). Por simple integracién se concluye que la derivada de ¢ esta bien
definida en todo punto y coincide con la funcién exp(—¢). En particular, ¢
es diferenciable (con derivada continua), e invirtiendo los roles de ®; y @2
se deduce que ¢ es un difeomorfismo de clase C!. Finalmente, para probar
que ¢ es un difeomorfismo de clase C" en el caso de acciones no conjugadas
a acciones por rotaciones, basta con aplicar el teorema 3.74.
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Ejercicio 3.80. Sean I' un grupo de difeomorfismos de clase C' del cfrculo y
© un homeomorfismo bilipschitziano de S'. Suponga que para todo f €T y casi
todo z € S' se cumple la igualdad

log(f'(2)) — log(f'(())) = log('(x)) — log (' (f(x))).
Pruebe que ¢ centraliza a I', es decir, todos los elementos de I" conmutan con ¢.

Notemos que una conjugacion de una acciéon consigo misma corresponde
a una aplicacién (invertible y regular) que centraliza a la accién, es de-
cir, que conmuta con todos los elementos del grupo en cuestiéon. Ademds,
si @1 y Py son dos acciones por difeomorfismos de clase C” del circulo
que son conjugadas por algin difeomorfismo ¢y de clase C", y si ¢ es
otro homeomorfismo bilipschitziano que las conjuga, entonces el homeo-
morfismo (bilipschitziano) ¢g 1o centraliza la accién ®,. Esta es la razén
por la cual resulta tan importante el estudio de los centralizadores previo al
tratamiento general de las conjugaciones (vea sin embargo el ejercicio 3.82).
En este contexto puede probarse que el teorema 3.77 dista muchisimo de
ser verdad para acciones no minimales.

Teorema 3.81. Sea T un grupo finitamente generado de difeomorfismos de
clase CYYP del circulo cuya accion no es minimal. Si los estabilizadores de
puntos son triviales o bien ciclicos infinitos, entonces existen homeomor-
fismos bilipschitzianos que no son de clase C' y que conmutan con todos
los elementos de T'. Ademds, tales homeomorfismos pueden ser escogidos
siendo no diferenciables sobre todo abierto no vacio de S*.

El teorema 3.81 se basa en una sencilla construccién relacionada con las
técnicas del capitulo siguiente; es por ello que no daremos la demostracién
hasta la seccién 1.1 de dicho capitulo. Por lo pronto, limitémosnos a comen-
tar que la hipétesis sobre los estabilizadores no es muy fuerte. Por ejemplo,
ella siempre es satisfecha en el caso real-analitico (este resultado, debido a
Hector, aparece desarrollado en el apéndice de [144]); por supuesto, ella es
verificada por muchas otras acciones no analiticas interesantes. No es dificil
ver que, sin una hipdtesis de este tipo, en muchos casos las conjugaciones
bilipschitzianas son necesariamente diferenciables.

Ejercicio 3.82. Dé ejemplos de grupos (finitamente generados) de difeomor-
fismos de clase C* del circulo que sean conjugados por algin homeomorfismo
bilipschitziano pero para los cuales no exista ninguna conjugacién diferenciable.
Observacién. Los ejemplos pedidos pueden ser construidos tanto con érbitas fini-
tas como con un minimal excepcional. Ignoramos sin embargo si existen ejemplos
de grupos de difeomorfismos real-analiticos de S verificando la propiedad exigida.



Capitulo 4

Estructura Algebraica y
Rigidez: Métodos
Dinamicos

1 Grupos abelianos de difeomorfismos

1.1 El lema de Kopell

Para un grupo de homeomorfismos de un intervalo, del circulo o de la
recta, diremos que |a,b[ es una componente irreducible para la accién si
es invariante y no contiene (estrictamente) ningin subintervalo invariante.
Denotemos por Difeo}™*([0,1[) al grupo de los difeomorfismos de clase
C!*¥2 del intervalo [0, 1], es decir, al grupo de los difeomorfismos f de clase
C! de [0, 1] tales que la variacién del logaritmo de su derivada es finita sobre
cada subintervalo compacto [a,b] C [0,1]. Recordemos que esta variacién
es denotada V(f;[a,b]), es decir,

V(fila,0]) = sup > [log(f")(as) — log(f')(ai-1)].

a=ap<a 1<+ <an=b i—1

De manera andloga se define el grupo Difeo}™(]0,1]). Observe que todo
elemento f de Difeo? ([0, 1]) pertenece a Difeo™([0,1[). En efecto, para

0<a<b<1se tiene
f"(s)

d
1'(s)

Enunciamos el importantisimo resultado siguiente como un teorema, a pe-
sar de que es ampliamente conocido (y a veces nos referiremos a él) como el

b b
V(ilat) = [ o)) e)lds = [
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“lema de Kopell” por tratarse del primer lema de la tesis de Kopell [118].
La demostracion que presentamos es sin embargo bastante mas sencilla que
la que aparece en [118].

Teorema 4.1. Sean f y g dos difeomorfismos del intervalo [0,1[ o de ]0,1]
que conmutan, es decir, tales que fog=go f. Supongamos que f sea de
clase C1T¥ y g de clase C'. Si f no posee puntos fijos en 10,1[ y g tiene
(al menos) un punto fijo en |0,1], entonces g es la identidad.

Demostracién. Daremos la prueba sélo para el caso del intervalo [0, 1],
pues el caso del intervalo ]0,1] es andlogo. Reemplazando f por f~! si es
necesario, podemos suponer que f(z) < z para todo z €]0,1[. Sea be]0,1]
uno de los puntos fijos de g. Para cada n € Z denotemos b,, = f"(b), y
denotemos a = by = f(b). Puesto que g fija cada intervalo [b,41,by], para
cada n € N existe un punto ¢, € [by,b,+1] tal que ¢'(¢,,) = 1. Como ¢,
tiende al origen y g es de clase C!, se tiene necesariamente g’(0) = 1. Sea
6 =V(f;[0,b]). Siuy v pertenecen a [a,b] entonces

/") (v - N pi— N pi—1
1og(%)‘s;]mg<f>(f o)~ log(F)(F 7 w))| < 8

Haciendo u=z€[a,b] y v=f""gf™(z)=g(z) € [a, b], utilizando la igualdad
(") () (") (x)
(fmy (f=rgfr(x)) (f")(g(=))
y pasando al limite cuando n tiende al infinito, obtenemos la desigualdad
SUP,efap) 9 () < e%. Notemos sin embargo que lo anterior permanece

vélido al reemplazar g por g7, cualquiera sea j € N (esto se debe a que la
constante § depende solamente de f). Se tiene entonces

sup (¢7)'(x) < €.
z€la,b]

g'(z) = g (f"(z) = g'(f" (@),

Puesto que g fija a y b, esto no es posible a menos que la restriccién de g a
[a,b] sea la identidad. Finalmente, como f y g conmutan, se concluye que
g es la identidad sobre todo el intervalo [0, 1]. O

El teorema precedente permite concluir que para todo f € Difeof"a([O, 1))
sin punto fijo sobre ]0, 1], su centralizador en Difeofr([O, 1]) actia libremente
sobre ]0, 1[. El teorema de Holder implica entonces que dicho centralizador
es semiconjugado a un grupo de traslaciones. De hecho, si dicho grupo de
traslaciones es denso entonces la semiconjugacién es en realidad una con-
jugacién topoldgica, tal como queda estipulado en la proposicién siguiente.

Proposicién 4.2. Sea T" un subgrupo de Difeoi([()7 1[) semiconjugado a un
subgrupo denso del grupo de las traslaciones. Si T contiene un elemento de
clase C1*2 sin punto fijo sobre ]0,1[, entonces la semiconjugacion es una
conjugacion topoldgica.
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Demostracién. Supongamos que I sea un subgrupo de Difeo’, ([0, 1[) que
es semiconjugado a un subgrupo denso del grupo de traslaciones sin serle
conjugado. Fijemos el elemento f € I" dado por la hipétesis. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que f es enviado sobre la traslacién 71 : x+—2z—1
por el homomorfismo inducido por la semiconjugacién. En particular, se
tiene f(x) < z para todo z €]0,1[. Fijemos un intervalo [a,b] no reducido
a un punto que sea enviado sobre un tnico punto por la semiconjugacién,
y que sea maximal para esta propiedad. Dada la definicién de [a, b], existe
una sucesién creciente (n;) de enteros positivos tal que para todo i € N
existe f; € I' verificando, para todo n € N,

@) = N a), @) < 1 ),
FEm®) = 110, F ) < ).

Denotemos a,, = f™(a) y b, = f™(b). Pasando al limite cuando n tiende al
infinito en las desigualdades

f (an) _ flan) _ f(an)

Qp an Qp

obtenemos

(Fi0)™+1 < £(0) < (F(0)™. (4.1)
Para n > 0 los intervalos f"(]fi(a),b[) son dos a dos disjuntos. Si denota-
mos & = V(f;[0,b]), entonces para todo u y v pertenecientes a | f;(a), b[ se
verifica

/

10g<(f“' )' Z\log )W) = log(f)(f M ()| < 6. (4.2)

Pasando al limite cuando n tiende al infinito en la desigualdad

inf,e(7, ()0 (f") (w)

|ﬁ(a;b)| = ‘fﬁn.fiifn([avbm = SUPue(y(ayn) "y (v) we[fn(a) a0)

Ji(@) - Jla, 0],

y utilizando las estimaciones (4.1) y (4.2) obtenemos, para cierta constante
positiva C' y todo i € N,
|fi(la, b)) = e (f' ()™ - |[a,b]| = C.

Sin embargo, esta tltima desigualdad es absurda, pues | fi([a, b])| converge
evidentemente a cero cuando ¢ tiende al infinito.

Ejercicio 4.3. Usando el teorema de Denjoy, pruebe que la proposicién prece-
dente vale para subgrupos finitamente generados de leeoH"a 10, 1[) conteniendo
un elemento central sin puntos fijos.

De la proposicién precedente se deduce inmediatamente lo siguiente.
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Corolario 4.4. Si f es un elemento de Difeo’,"™ [O, 1[) sin puntos fijos

en 10, 1[, entonces su centralizador Cent(f) en leeoJr([O7 1[) es topoldgica-
mente conjugado a un grupo de traslaciones de la recta.

Ejercicio 4.5. Pruebe la “versién fuerte” del lema de Kopell (en clase CH“")
dada por la siguiente proposicién (si tiene problemas para esto vea [57]).

Proposicién 4.6. Sea f:[0,1[— [0, 1] un difeomorfismo de clase C*+1P tal que
f(z) <z para todo x€]0,1[. Fijemos un punto a€)0,1], y para cada n €N con-
sideremos un difeomorfismo gn:[f(a),a]l—[f(a),a] tangente a la identidad en los
extremos. Si g:]0,1] —]0,1] es tal que su restriccion a [f" T (a), f"(a)] coincide
con f"gnf™" para todo n€Z, entonces g se extiende a un difeomorfismo de clase
C! de [0,1] si y sdlo si (gn) converge a la identidad respecto a la topologia C*.

Ejercicio 4.7. Pruebe la siguiente “versién real-analitica” del lema de Kopell:
si f y ¢ son difeomorfismos real-analiticos de una vecindad del origen que se
escriben de la forma f(z) =z +az" +--- y g(z) =z + bja’ +--- para |z| <¢,
con j > iy f(z) < x para todo x positivo y suficientemente pequefio, entonces la
sucesién f~"gf™ converge uniformemente a la identidad sobre un intervalo [0, &']
(vea [144] para aplicaciones de esta afirmacién).

Para cerrar esta secciéon nos concentraremos en el teorema 3.81 del capitu-
lo precedente. Comencemos considerando un difeomorfismo f de clase
C!*¥2 de un intervalo I = [a,b] tal que f"(z) converge hacia a cuando n
tiende al infinito para todo z € [a, b[. Fijemos un punto arbitrario c€la, b|,
y consideremos cualquier homeomorfismo bilipschitziano h de [f(c), ¢] en sf
mismo. Extendiendo h a todo ]a,b[ de modo que conmute con f, y luego
haciendo h(a)=a y h(b)=b, obtenemos un homeomorfismo (unfvocamente
definido) de [a, b] (al que también denotaremos por h). Afirmamos que si C'
es una constante de bilipschitzianidad para h en [f(c), ¢, entonces Ce"
una constante de bilipschitzianidad para h en [a,b], donde V =V (f;[a, b]).
Para verificar esto consideremos por ejemplo un punto x pcrtenccicntc a
F™([f(c), c]) para cierton > 0, y tal que h sea derivable en f~"(z) € [f(c), ]
con denvada menor o igual a C' (observe que éste es el caso para casi todo
punto z € [f"*1(c), f*(c)]). Debido la relacién h = f*hf~" se tiene la
desigualdad

UYRE) o U )
@ < e

Haciendo y = f~"(x) € [f(c),d] y z = h(y) € [f(c),¢], y razonando como
en la demostracion del lema de Kopell, obtenemos

(Y(2) I ()
log ((f")’(y)>‘ g (=T i)

1
> [1os(s/ (7)) ~ los(s (£ w))| < V-
O

W(a) = W(F~"(@)- (4.3)

n—

IN

i=
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Introduciendo esta ltima desigualdad en (4.3) deducimos que h'(z) <Ce".
Como z era un punto genérico, esto muestra que la constante de Lipschitz
de h esté acotada por Ce¥. Obviamente, un argumento anilogo muestra
que la misma cota vale para la constante de Lipschitz de h~1.

Para la demostracién del teorema 3.81 usaremos una construccién simi-
lar. Para simplificar la exposicién, probaremos sélo la primera de las afir-
maciones de dicho teorema, dejando a cargo del lector la prueba de la
segunda afirmacién concerniente a la existencia de centralizadores bilips-
chitzianos no diferenciables sobre ningun abierto.

Comencemos recordando que si I' es un grupo de difeomorfismos de clase
CHIiP del circulo que preserva un minimal excepcional, entonces el estabi-
lizador de toda componente conexa ]a, b del complemento de dicho minimal
es no trivial (vea el ejercicio 3.20). Por la hipdtesis del teorema, dicho es-
tabilizador es ciclico infinito, digamos generado por un elemento f. Si la
restriccién de f a I es trivial definimos h como siendo cualquier homeo-
morfismo bilipschitziano y no diferenciable de I. En caso contrario, fijemos
[@,0] C [a,b] tal que f™(z) # = para todo = €a,d|, y tal que f(a) = ay
f(b) = b. Cambiando f por f~! si es necesario, podemos asumir que f"(z)
converge a @ cuando 1 tiende al infinito para todo @ € [a,b[. Procediendo
como lo hicimos anteriormente, fijamos un punto ¢ €]a, b y consideramos
cualquier homeomorfismo bilipschitziano y no diferenciable h de [f(¢), ¢].
Este homeomorfismo se extiende de manera tnica a un homeomorfismo
de [a,b] que conmuta con la restriccién de f a [a@,b] y que coincide con la
identidad en I\ [a, b].

Dada la hipdétesis sobre los estabilizadores, no es dificil comprobar que
existe una tinica extensién de h a un homeomorfismo de S! (a la que también
denotaremos por h) que conmuta con (cada elemento de) I' y que coincide
con la identidad en el complemento de Uger g(Ja,b[). Afirmamos que esta
extensién es bilipschitziana; de manera més precisa, si fijamos un sistema
finito G ={g1,...,9x} de generadores para I', entonces denotando por V'
al maximo sobre los g; de la variacién del logaritmo de la derivada, y por
C a la constante de bilipschitzianidad de h en [a, b], el homeomorfismo h
globalmente definido tiene constante de bilipschitzianidad menor o igual a
CeFV. La prueba de esta afirmacién es similar a la dada anteriormente
para el caso del intervalo. Fijemos por ejemplo = € Uger (9(I) \ I), y
tratemos de estimar el valor de h'(z). Para esto, consideremos el minimo
n € N para el cual existe un elemento g = g;, ...gi, €' con cada g;; en
G y tal que g(z) € I. La minimalidad de n implica que los intervalos
Lo (D), 97" g (I),..., 95" -+~ gi. " (I) tienen interiores disjuntos. Usan-
do la relacién h = g~'hg obtenemos, para cada x€g~!(I) genérico,

W) =W (o(o)) - 0 < 0 8, (4.4)

donde y = h(z) € g~(I). Usando ahora sélo el hecho que la variacién total
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del logaritmo de la derivada de cada g; estd mayorado por V' obtenemos

(o n—1
\log (j,g'y;)' < 3 onla 090 (5) ~ on(l -+ 90) )|

<.
o

M-

< D V(log(g));S') <kV.

i=1

De (4.4) concluimos que h'(z) < CekV, tal como querfamos verificar.

Para terminar consideremos el caso en que I' admite érbitas finitas. Si T’
es finito entonces consideramos cualquier homeomorfismo bilipschitziano y
no diferenciable que conmute con su generador. Si I" es infinito, el teorema
de Holder implica que la accién no puede ser libre. Fijemos un elemento
no trivial f € T' que posea puntos fijos, y sea I una componente conexa
del complemento de la unién de las 6rbitas finitas. Observe que f debe
fijar todos los puntos de dichas érbitas. Por lo tanto, si procedemos como
lo hicimos anteriormente con I y f, podemos construir un homeomorfismo
bilipschitziano no diferenciable que centraliza a I'.

1.2 El teorema de Szekeres

En clase C2, el homomorfismo dado por el corolario 4.4 es necesaria-
mente sobreyectivo. Esto se desprende del resultado a seguir, debido a
Szekeres [196] (vea también [211]). Dados un intervalo no vacio [a,b] y
2 < r < w, denotemos por DifeoiA([a7 b[) al subconjunto de Difeo’, ([a, b[)
formado por los elementos f tales que f(z) # x para todo x €|a,b[. Con-
vengamos ademds en que co—1l=00 y w—1=w.

Teorema 4.8. Para todo f € Difeo:’A([O, 1]) existe un dnico campo de
vectores Xy sobre [0, 1] sin singularidades en |0,1[ y que verifica:

i) el campo Xy es de clase C™™1 sobre |0, 1] y de clase C* sobre [0,1[;

f
(i) si fR={f%t € R} es el flujo asociado a dicho campo, entonces f*=f;
(iii) el centralizador de f en Difcol([(), 1)) es igual a f®.

Este teorema es de particular interés si el germen de f en el origen no es
hiperbdlico. En caso contrario podemos apelar al teorema de linearizacién
de Sternberg; de hecho, para este caso la afirmacién inicial del ejemplo 3.72
permite extender el teorema 4.8 a la clase C!*7 para todo 7> 0.

Ejercicio 4.9. Dado A < 0 considere un campo de vectores X =9 9/dz de clase
C! definido sobre [0,1] y tal que para todo z suficientemente pequefio se tenga
o(z) = Az(1—1/log(z)). Pruebe que X no es C" linearizable, en el sentido que
no existe ningtn difeomorfismo de clase C' que conjugue X a su parte lineal
)\x%.
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Sugerencia. Usando el método de separacién de variables verifique que, si f desig-
na el tiempo 1 del flujo asociado a X, entonces

f@)=e"z (%%)

para todo x suficientemente cercano al origen. Usando esto pruebe que f no es
conjugado a su parte lineal por ningin homeomorfismo bilipschitziano.
Daremos la demostracién del teorema 4.8 s6lo para el caso r =2. Notemos
en primer lugar que podemos suponer que f(x) > x para todo x €]0,1[:
el campo asociado a un difeomorfismo topoldgicamente contractante en el
origen se obtiene cambiando el signo del campo asociado a su inverso.

Lema 4.10. Sean a€]0,1[ y f:[0,1[—=[0, 1] un difeomorfismo de clase C?
sin otro punto fijo que el origen, el cual es topoldgicamente dilatante. Si
X (x) = o(x)0/0z es un campo de vectores de clase C* sobre [0, 1], entonces
X estd asociado a f si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) la funcidn o es estrictamente positiva sobre ]0,1],

(i) para todo x € [0,1[ se tiene o(f(z)) = f'(z)o(z),

(iii) se werifica la igualdad faf(a) ﬁ =1.

Demostracion. Las dos primeras condiciones son evidentemente necesa-
rias. Con respecto a la tercera, observe que si X estd asociado a f entonces

d f(a) ds dft(a). 1 B
dt/a o) &t o(fi@)

para todo t > 0. De esto se desprende que

lo cual implica (iii) para ¢ = 1. Reciprocamente, si la condicién (ii) es
satisfecha, se verifica fécilmente que para todo z €]0,1[ la derivada de la
*) ds

20 €S idénticamente nula. Luego, para todo = €]0,1],

F@) g F(@) gg
e 5.
/L. o(s) / o(s)

Por lo tanto, si denotamos por f al difeomorfismo obtenido al integrar X
en tiempo 1, entonces f(0)= f(0)=0, y para todo z €]0, 1] se tiene

f(=) ds @) g
1= = = =
/z o(s) /z o(s)

De lo anterior se deduce facilmente que f=f, i.e., X estd asociado a f. O

funcién x jbf(
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Para construir el campo X, comenzamos considerando la “diferencia dis-
creta” A = Ay definida por A(z) = f(x) —z. Sibien A(f(x)) y Az)f'(x)
no son necesariamente iguales, el “error” cometido tiene una expresién
agradable (y es facilmente controlable). En efecto, si definimos

1
O(z) = Of(z) = log(f'(x)) — log M J'(@ +tA(z))dt| (4.5)
entonces se tiene
A(f(2)) exp(B()) = A(x) f'(2). (4.6)
Esta igualdad se deduce inmediatamente de
2(z) = f(z) +A(x)/ Iz + tA(x))dt.
0

Para estimaciones futuras serd necesario también el desarrollo de Taylor

fx) = f(z) + Ax) f'(z) + A(w)Q/(; (1= ) f" (2 + tA(z))dt,

el cual permite verificar la igualdad
A()?

A(f(=))

La funcién g correspondiente a X serd obtenida multiplicando A por
la suma de los errores sucesivos bajo iteracién, médulo una normalizacién
apropiada. Para ser més precisos, definamos (por el momento formalmente)

O(x) = log <1 - /01(1 e +tA(x))dt> .

S(x) =Y O(f "(x), €01,  (0)=0.

n>0

Esta funcién satisface la igualdad formal
S(f(x)) = X(z) + O(z). (4.8)

Luego, si definimos el campo Y (z) = A(z)exp(X(z))d/0x, a partir de
(4.6) y (4.8) se concluye que Y (f(z)) esigual a

A exp(2((@) o = ST E exp@(0) + £(0) 57 = (@)Y ().

El campo X serd entonces de la forma X = ¢Y para cierta constante de
normalizacién ¢ = ¢(f) para la cual se tenga

@) gs
= 1
/a X(s)
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Observe que la condicién impuesta por esta igualdad corresponde a

f(a) dz
= [ s@eem@y (4.9)

Supongamos que f/(0) > 1y denotemos A = f/(0). Cuando a ~ 0 se tiene
¥(z) ~ 0 para z < f(a), mientras que

A@) ==z (@ - 1) ~z(A—1).

Luego, de acuerdo a (4.9), debe satisfacerse

o f(a) dz F@) gy _log(f(a)/a) log(N)
C*/a Az) exp(S(@)) N/u s —1) A-1 -1

por lo que la eleccién apropiada es ¢(f) = log(\)/(A—1). Cuando A tiende
a 1 esta dltima expresién converge a 1, por lo que en el caso f/(0) = 1
la constante de normalizacién a considerar es ¢(f) =1. A continuacién
verificaremos que la definicién que acabamos de esbozar es pertinente y
origina un campo asociado a f.

Proposicién 4.11. Sea f un difeomorfismo satisfaciendo las hipotesis del
lema 4.10. Si definimos X = p0/0x por o(x) = c(f)A(z) exp(X(x)), en-
tonces X es un campo de clase C' asociado a f.

Demostraciéon. Debemos verificar sucesivamente tres afirmaciones: el
campo X estd bien definido (en el sentido de que la serie correspondiente
a la definicién de la funcién ¥ converge), X es de clase C! (sobre [0,1]) y
f es el tiempo 1 del flujo asociado a él.

Primera parte: la convergencia de X(z).
Puesto que f es de clase C!, para cada z €]0, 1[ existe y = y(x) € [z, f(2)]
tal que
1
[ £+ @ =rw.
0
De esta igualdad y de (4.5) se deduce que
|©(2)| = [log(f'(x)) —log(f'())| < Cly — 2| < CA(a),
donde C es la constante de Lipschitz de la funcién log(f’) sobre [z, f(z)]
(la cual es igual al supremo de la funcién |f”|/|f’| sobre dicho intervalo).
Se deduce entonces que la serie correspondiente a () es convergente para
todo x €]0, 1], con |X(z)| < Cx. Ademds, la funcién ¥ se extiende conti-
nuamente a [0, 1[ haciendo X(0) = 0.

Segunda parte: la diferenciabilidad de p.
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Para verificar que g es derivable en el origen basta observar que

. Q(t) _ . . A(t) _ ’ _

tlg% 5 =¢ }1_1}1(1)exp (=) }1_1}(1) — = cA'(0) = log(N).
La verificacién de la diferenciabilidad al interior es indirecta. Denotando
Lx laderivada de Lie segtin el campo X, de larelacién o(f(z)) = o(z)f'(z)
se desprende la igualdad Lx(©o f~1) = (Lx©) o f~!. Ahora bien, de
(4.7) se concluye que, para cierta constante C' > 0,

o(x) ©'(x) < C A(x).

Luego, laserie ), o(Lx©)of™" converge, y su valor es igual a Lx (%) ().
Esto prueba que ¥ —y por lo tanto X~ es de clase C! sobre ]0, 1[. Observe
que lo anterior puede ser reformulado mediante la igualdad (vdlida para
todo z €]0, 1[)

/) = ofe) 3 + X Lx(@)0 S o)

n>0

Haciendo tender x al origen se deduce réapidamente de esta relacién que
¢'(z) tiende a ¢ A’(0) = log(A), lo cual muestra que X es de clase C! sobre
todo el intervalo [0, 1[.

Tercera parte: el tiempo 1 del flujo.

Debemos verificar la validez de la condicién (iii) para todo z€]0,1[. Sin

embargo, ya observamos anteriormente que la igualdad o( f(z)) = o(z) f'(z)

ds
o(s)
Supongamos primeramente que f sea tangente a la identidad en el origen,

es decir, A = 1. En tal caso se tiene A’(0) = 0, por lo que para todo £ > 0
existe 6 > 0 tal que si a < & y ¢ € [a, f(a)] entonces

es constante.

implica que la funcién x +— fzfm

[A(t) — Ala)| < e(t —a) y 1—5<m<1+5.

La primera de estas desigualdades implica |A(t) — (f(a) — a)| < (b — a),
mientras que la segunda nos da

A®) _
‘mw !

| <e

Se obtiene asi, para a < 4,

f(a) du f(a) du 1—¢
— > (1 - _ > —
Lo s e

/f<“> du <(1+5)/f<“) du _1+c¢
o ou) o A(w) “1-g
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Sin embargo, como la funcién = — f f(e) ‘fé> es constante, haciendo tender

el punto a hacia el origen en conjunto con ¢ hacia cero se deduce que dicha
constante es igual a 1.

Supongamos ahora que A > 1. En este caso A’(0) = ¢ — 1, por lo que
para t pequeno se tiene

AA(t)
|[A(t) —tlc—1)| <et y ' 71‘ <e.
o(N)(®)
De esto se desprende que
/'f(a) ds < )/ f(a) ds _l+e @) ds < l+€/f(“> ds
o ols) xS AT A S e-1-9)s
o 1+e¢ fla)\ 1+4+¢ A(a)
7>\(0_1_€)10g( a 7/\((:—1—5)1g b a
1+¢ 10g(c+5) log(c+e) c—1
A c—1- =(1+e) log(c) c¢—1—¢’

y pasando al limite obtenemos

fla) g
[t
a  o(s)
Un argumento anélogo permite probar la desigualdad opuesta, comple-
tando asi la demostracién. O

Ejercicio 4.12. Verifique que si el difeomorfismo original es de clase C'*'P,
entonces la construccién precedente origina un campo lipschitziano asociado a él.

Dejamos al lector la tarea de verificar que si el difeomorfismo original es
de clase C" para algin r > 2, entonces el campo asociado X es de clase
C"=! sobre ]0, 1[. Sin embargo, el campo puede no ser dos veces diferencia-
ble en el origen. Por otra parte, si f es un difeomorfismo del intervalo [0, 1],
el campo X definido sobre [0, 1] se extiende continuamente al intervalo ce-
rrado haciendo X (1) = 0, pero esta extensién no es diferenciable en “la
mayorfa” de los casos (para profundizar en torno a estos temas recomen-
damos la lectura de los capitulos IV y V de [211] y de las referencias allf
indicadas). En todo caso, la diferenciabilidad C” sobre ]0, 1[ del campo aso-
ciado y la unicidad de éste implican directamente un resultado interesante
de regularidad para conjugaciones entre difeomorfismos.

Proposicién 4.13. Sir > 2 y f1, fa son dos difeomorfismos de clase C"
de un intervalo cerrado (al menos por un lado) y sin punto fijo al interior,
entonces la restriccion al interior de todo difeomorfismo C! que conjuga
dichos difeomorfismos es de clase C".
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1.3 La clasificacién

Podemos dar ahora la descripcién de los grupos abelianos de difeomorfis-
mos de clase C**V2 de variedades unidimensionales. El caso del intervalo es
muy simple. En efecto, debido al corolario 4.4, la restriccién de un grupo
tal a cada componente irreducible es conjugada a un grupo de traslaciones.
Para el caso del circulo tendremos necesidad del siguiente lema de interés
general (compare con la seccién 3.1, capitulo 2).

Lema 4.14. Si T es un subgrupo promediable de Homeo (S'), entonces
o bien I' es semiconjugado a un grupo de rotaciones, o bien contiene un
subgrupo de indice finito que admite puntos fijos.

Demostraciéon. Como I' es promediable, necesariamente preserva una
medida de probabilidad p sobre el circulo. Si las 6rbitas por I' son densas,
entonces el soporte de p es total, y mediante una reparametrizacién se
constata que I' es topoldgicamente conjugado a un grupo de rotaciones. Si
existe un conjunto de Cantor invariante y minimal, entonces el soporte de
4 coincide con dicho conjunto, y esto permite semiconjugar I' a un grupo
de rotaciones. Finalmente, si hay una érbita finita, entonces los elementos
de T preservan el orden ciclico de los puntos de esta 6rbita, por lo que el
estabilizador de dichos puntos es un subgrupo de indice finito de I' que
posse puntos fijos. O

Del lema precedente se desprende que si I' es un subgrupo abeliano de
Difeof:rva(sl)7 entonces o bien es semiconjugado a un grupo de rotaciones, o
bien es una extensién central finita de un subgrupo de un producto (a lo mas
numerable) de grupos abelianos que actiian sobre intervalos disjuntos. Por
el corolario 4.4, estos tltimos son conjugados a grupos de traslaciones sobre
cada componente irreducible. Recuerde que para subgrupos finitamente
generados de Difeoﬁjva(sl), toda semiconjugacién a un grupo de rotaciones
es necesariamente una conjugacion; sin embargo, esto no es necesariamente
vélido para grupos no finitamente generados (vea el ejemplo 3.7).

Ejercicio 4.15. Pruebe que todo grupo virtualmente abeliano de difeomorfismos
de clase C'** del intervalo o del circulo es abeliano.

Ejercicio 4.16. Pruebe que todo subgrupo abeliano de Difeo}t**(R) preserva

una medida de Radon sobre los borelianos de la recta (vea la proposicién 2.56 y
los comentarios previos a ella).

1.4 Contra-ejemplos de Denjoy

La clase de diferenciabilidad C'+1"P (o bien C'*¥2) resulta esencial para
los resultados dindmicos del capitulo precedente, asi como para algunos re-
sultados algebraicos del presente capitulo. Antes de pasar a la construccién
de “contra-ejemplos” (llamados de esta forma por abuso de lenguaje) ha-
gamos una breve revisién de la nocién de médulo de continuidad.
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Definicién 4.17. Dado un homeomorfismo w: [0,1] — [0,w(1)], decimos
que una funcién ¢ : [0,1] = R es w-continua si existe C' € R tal que, para
todo x # y en [0, 1],

P(x) — ()

Wz =g | =

Denotemos por ||t)]], el supremo de la expresién a izquierda, y llamémoslo
la C¥-norma de 7. El interés en la nocién de w-continuidad se debe al he-
cho (evidente) de que si (1,,) es una sucesién de funciones definidas en [0, 1]
tal que

sup || ¢ ||w < 00,
neN

entonces (1)) es una sucesiéon equicontinua.

Ejemplo 4.18. Para w(s) = s7, con 0 <7 <1, las nociones de w-continuidad y
7-hélderianidad coinciden.

Ejemplo 4.19. Para w(s) = s, la nocién de w-continuidad coincide con la de
lipschitzianidad.

Ejemplo 4.20. Dado £ >0, suponga que w=w. es tal que w.(s)=s[log(1/s)]* "<
para s pequeno. Si una aplicacién es w.-continua, entonces ella es T-continua

para todo 0 < 7 < 1. De hecho, es fécil verificar que

1\ e 1 1 1+e
slog (—) < Cers”, donde Cer= < - 6) .
s elte \1—-r71

Observe que la aplicacién s — slog(1/s)** no es lipschitziana. Por lo tanto, la
we-continuidad para una funcién no implica que dicha funcién sea lipschitziana.

Ejemplo 4.21. Un mdédulo de continuidad w satisfaciendo w(s) = 1/log(1/s)
para todo s suficientemente pequenio es mas débil que cualquier médulo Hélder
s+ s7, donde 7 > 0.

Para nuestra construccién, uno de los problemas centrales consistird
en controlar el médulo de continuidad de la derivada de una aplicacién
obtenida al “pegar” infinitos difeomorfismos definidos parcialmente sobre
subintervalos. Para esto, el lema elemental presentado a continuacién serd
primordial.

Lema 4.22. Sea {I,: n € N} una familia de subintervalos cerrados de [0,1]
(resp. S') con interiores disjuntos y tales que el complemento de su union
tiene medida de Lebesgue nula. Supongamos que ¢ sea un homeomorfismo
de [0,1] tal que sus restricciones a cada intervalo I, sean difeomorfismos de
clase C'*¥ tangentes a la identidad en los extremos. Supongamos ademds
que las C¥-normas de las derivadas de estas restricciones estén uniforme-
mente acotadas por una constante C > 0. Entonces ¢ es un difeomorfismo
de clase C'% de [0,1] (resp. de S'), y la C*-norma de su derivada es
menor o igual que 2C.
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Demostracion. Consideraremos sélo el caso del intervalo, pues el caso del
circulo es andlogo. Sean x <y dos puntos de Upen/,. Si ellos pertenecen a
un mismo intervalo I, entonces, por hipdtesis,

¢y —¢'(@)
w(y — )

Supongamos ahora que = € I; = [v;,y;] e y € I; = [xj,y;], cony; < xj.
En este caso,

<C.

@' (yi)—¢'(x)
w(y — )

' (y)—¢'(x5)
w(y — =)

o'y)—¢'(z)
w(y — =)

y esta tltima expresién estd mayorada por

e, sl
wy—2) wly—2)
La aplicacién z — ¢'(z) es por lo tanto uniformemente continua sobre el
conjunto denso Upenl,, por lo que se extiende a una funcién continua
definida en [0, 1] y cuya derivada posee C*-norma acotada por 2C'. Siendo
nula la medida de I \ Upenly, €l teorema fundamental del cilculo de
Lebesgue implica que esta funcién continua coincide (en todo punto) con
la derivada de . d

)

:‘(so’(y)—l)ﬂl—w’(r))' <
w(y — ) -

Dado lo anterior, sera 1til disponer de una buena familia de difeomorfis-
mos entre intervalos que sean tangentes a la identidad en los extremos.

Definicién 4.23. Una familia {¢q:[0,a] — [0,b];a>0,b>0} de homeo-
morfismos es equivariante si Yy .0 QYap = Pa,c para todo a>0,6>0y ¢>0.

Dadas una familia equivariante y dos intervalos I=[z1, z2] y J=[y1, y2],
denotaremos por ¢(I,J): I —J al homeomorfismo definido por

W(Iv J)(T) = Pay—z1,92—11 (I - 'Tl) + Y1

Observe que (I, 1) coincide necesariamente con la aplicacién identidad.

La familia equivariante més simple es aquélla de las aplicaciones afines
Yap(r) = bz/a. Sin embargo, resulta evidente que esta familia no es
adecuada si se busca “pegar diferenciablemente” aplicaciones definidas en
subintervalos. Para soslayar este problema, introduzcamos el siguiente pro-
cedimiento: dada una familia de homeomorfismos {¢q : ]0,a[— R;a > 0},
definamos a5 = ¢, ' 0 ¢, 1 ]0,a[—]0,b[; de la igualdad

Phe©Pap = (0" 0ps) 0 (9" 0pa) = ;' 0 Pa = Pac

se deduce que, al extender continuamente ¢, a todo el intervalo [0, al, se
obtiene una familia equivariante. Para nosostros serdn fundamentales las
aplicaciones ¢, : ]0,a[— R definidas por

alz) = —é ctg (“) : (4.10)

a
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La familia equivariante asociada fue introducida por Yoccoz; sus elementos
poseen propiedades notables de regularidad que pasamos a discutir.
Utilizando la notacién u = ¢, (z) tenemos

—1y/ u2 a2
@oal®) = (97 (ale)) - () = E:‘;;EZ? -

Observe que si  — 0 (resp. = — a), entonces u— —oo (resp. u— +00) y

@/, p(x) = 1. Por lo tanto, la aplicacién ¢, se extiende a un difeomorfismo

de clase C! de [0,a] sobre [0,b] tangente a la identidad en los extremos.

Ademds, para a>b (resp. a <b), la funcién u+ % alcanza su valor

minimo (resp. maximo) en u=0, y siendo este valor igual a b?/a?, tenemos
b2

’
sup |¢ .1:71:‘—71‘.
:pE[O,a,]| a,b( ) ‘ a2

Para la segunda derivada de ¢, tenemos

dipy () du 2u(u® +1/b?) — 2u(u® + 1/a?)
du dr (u2 + 1/b2)2

2 2

por lo que

Paplr) = (u® +1/a%)

u?+1/a®  |2u(1/b? —1/a?)|
o p(2)] = m— 3 P 3
u? +1/b u?+1/b
De esto se desprende que ¢, j, es un difeomorfismo de clase C? satisfaciendo
@l 5(0) = ¢y y(a) = 0. La desigualdad Zul < 1 aplicada a t = 1/b nos da

u?4t2 =
2 2
" u?+1/a* |1 1
@l <™ |7~ @

Para a < b, lo anterior implica que

b2 /b —a? b [ b?
G (W) b= (ﬁ - 1) :

Luego, si a < b < 2a entonces

b 1
" <6mr|——1|-.
‘Sﬂa,b(ﬂ”)‘ = o p o
Andlogamente, si 2b > a > b entonces
2
"o T b b 1 b 1
|on ()] <3 <17$) <2r E*l'ggllw il et
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Por lo tanto, en ambos casos se tiene

b
2
a

1 (4.11)

‘99;/13(3:)‘ < 6m a

Esta tltima desigualdad y el ejercicio a continuaciéon muestran que la fa-
milia de aplicaciones ¢, es en cierto sentido optimal.

Ejercicio 4.24. Pruebe que si ¢ : [0,a] — [0,b] es un difeomorfismo de clase C?
tal que ¢'(0) = ¢’(a) = 1, entonces existe un punto s€]0, a tal que

" (s)

22[2

a |a

Con excepcién del ejercicio 4.29, en lo que sigue la notacién ¢, se-
ra utilizada exclusivamente para denotar las aplicaciones de la familia de
Yoccoz. Sin pérdida de generalidad, supondremos que la funcién s—w(s)/s
es decreciente. Observe que los médulos considerados en los ejemplos 4.18,
4.20 y 4.21 pueden ser modificados (lejos de 0) con el fin de satisfacer esta
condicién. Bajo esta suposicién se verifica lo siguiente.

Lema 4.25. Sia >0 yb> 0 son tales que a/b<2,b/a <2y

<G,

b 1
-—1

a w(a)

entonces la C¥-norma de ‘P;A,b es menor o igual a 67C.

Demostracién. En virtud de (4.11), para todo x € [0,a] se tiene

6mCw(a)
ol p(@)] < ————.
a
Si y < z pertenecen a [0,a] entonces existe un punto z € [y, z| satisfa-
ciendo ¢y, (2) — ¢'(y) = ¢, ,(z)(2 — y). Como s — w(s)/s es una funcién
decreciente y z—y < a, esto implica que
%,b(z) -

e U R e B

w(a)

lo cual prueba nuestra afirmacién. O

‘ < 6nC,

Sobre la base de lo discutido anteriormente podemos —de manera relati-
vamente conceptual— dar la construccién de los llamados contra-ejemplos
de Denjoy (i.e., dar una prueba del teorema 3.2). El método empleado
serd reutilizado mas adelante para suavizar diversas acciones de grupos.

Demostracion del teorema 3.2. De manera mds general, para todo
€ > 0, todo angulo irracional 0 y todo k € N, exhibiremos un difeomorfismo
de clase C'*%= del circulo con nimero de rotacién § y cuya derivada tiene
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C“s-norma acotada por 2/[log(k)]¢/2. Para ello retomemos la construccién
de los ejemplos de Denjoy: fijemos xo€S! y para cada n€Z reemplacemos
cada punto z,, = Rjj(x¢) de su 6rbita por un intervalo I,, de longitud

1
(Jn| + k) [log(|n| + k)] +</2"

Ly, =

La rotacién original Ry induce un nuevo homeomorfismo Ry de un circulo
de longitud £, = Y, ., ¢, haciendo Rg(z) = @(In, In41)(z) para z €1, y
extendiendo continuamente a todo S!. Verificaremos a continuacién que
Ry es un difeomorfismo que satisface las propiedades pedidas. Para ello,
debemos estimar el valor de expresiones del tipo

ZnJrl 71‘ 1

ln we(ln)’ (412)

Haremos las estimaciones para el caso n > 0, dejando el caso n < 0 a cargo
del lector. La expresion considerada (4.12) es igual a

(n 4 k)[log(n + k)]* /2 (n 4 k)[log(n + k)]**=/2

(n+k+1)[log(n + k + 1)]++e/2 ! llog(n + k) + (1 + £/2) loglog(n + k)] 1+’

que es evidentemente menor o igual a

(n+k)[log(n+ k)]*+e/2 ’ n+k
(n+k+ 1)[log(n + k + 1)]1+</2 log(n + k)]*/2

El teorema del valor medio aplicado a la funcién s + s[log(s)]'*¢/2 implica
que esta tultima expresion estd mayorada por

log(n +k + D)]'"**/2 + (1 + /2)[log(n + k + 1)]*/? _ 2
[log(n + &k + 1)]1+€/2 [log(n + k)]=/2 = [log(n + k)]=/2"

Ahora bien, el difeomorfismo obtenido h actia sobre un circulo de longitud
l, ~ 2/e[log(k)]/2. Por lo tanto, para obtener un difeomorfismo genuino
del circulo (normalizado) debemos conjugar por una aplicacién afin ¢. Sin
embargo, este proceso no aumenta la C¥=-norma para la derivada; en efecto,
de la igualdad Ry = (pohop 1) =41 (W op™')- Ly se deduce que

[Bo(x) = Ro)| _ [(pohop ™) (a) —(pohoo™) ()| welle™' (@) — ¢~ ()|

we(lz —yl) we(lo™H(x) =~ (W)D) we(lz = yl)
C e @) e @)l 2
we(lp=t(@) =M y)l) ~ [log(k)]/2’
donde la peniltima desigualdad se justifica por el hecho que w. es una
funcién creciente y £, < 1. O

La construccién anterior podria inducir erréneamente a pensar que exis-
ten contra~ejemplos de Denjoy para cualquier médulo de continuidad mas



162 Andrés Navas

débil que C2. Sin embargo, existen obstrucciones ligadas a la naturaleza
diofantina del nimero de rotacién, y que hasta hoy no han sido del todo
dilucidadas. Recomendamos al respecto la lectura de la seccién 4 del
capitulo X de [94].

Ejercicio 4.26. Respecto a la notacién del ejemplo 4.20, pruebe que no exis-
ten contra-ejemplos de Denjoy de clase C1“0 cuya derivada sea idénticamente
igual a 1 sobre el conjunto de Cantor invariante minimal (compare con el lema
3.3 y el argumento que le precede).
Observacién. Se desconoce si la afirmacién anterior sigue siendo vdlida si se
suprime la hipétesis sobre la derivada en el conjunto de Cantor invariante.
Quisiéramos ahora aplicar la técnica precedente para construir acciones
suaves de grupos abelianos de rango superior admitiendo un minimal excep-
cional. Sin embargo, la proposicién 3.3 sugiere que debiésemos encontrar
obstrucciones en clases de diferenciabilidad bastante mas pequenas que
CMP, Este serd el tema central a tratar en la seccién siguiente, donde
probaremos en particular que, para todo d > 2 y todo € > 0, toda accién
libre de Z4 por difeomorfismos de clase C1*+%4+¢ del circulo es minimal®. De
acuerdo a [199] (vea también [200]), la hipdtesis € >0 debiese ser superflua
para este ultimo resultado; de manera atin mas general, el teorema debiese
ser atun valido para difeomorfismos cuya derivada tiene d-variacion acotada
(vea el ejercicio 4.32). Por el momento nos contentaremos con mostrar que,
en regularidad inferior a C1+1/4_ el resultado deja de ser vélido.

Proposicién 4.27. Para todo € > 0 y todo entero positivo d existen ac-
ciones libres de Z por difeomorfismos de clase C*tY4=¢ del circulo admi-
tiendo un minimal excepcional.

Demostraciéon. Observe que el caso d =1 corresponde al teorema 3.2.
La construccién abarca sin embargo de manera global todos los casos,
generando ejemplos de grupos de difeomorfismos clase C1*“ respecto al
médulo de continuidad w(s) = s¥[log(1/s)]¥4+=.

Comencemos fijando un subgrupo de rango d de SO(2,R), y notemos
01,...,04 los dngulos de las rotaciones que lo generan. Fijemos un entero
m >d—1y un punto p € S_l7 y para cada (iy,...,iq) € Z reemplacemos

el punto p;, .., = ;‘1 e R;’; (p) por un intervalo I;; .. ;, de longitud

1
(fia] + - + lial +m)" [log(lir] + - - - + lia] + m)]

1+e”

Este proceso origina un nuevo circulo (cuya longitud £, estd mayorada por
2% /e[log(m)](d—1)!), sobre el cual las rotaciones Ry, inducen homeomor-
fismos f; verificando, para todo x € I;, i, .. i

fi(@) = oLy iyosias Tin o1t i) ()

IDe hecho, vale un resultado més fuerte: toda accién libre por difeomorfismos del
circulo del grupo Z? con generadores f;, i € {1,...,d}, respectivamente de clase C'*+7i,
es necesariamente minimal si 71 +--- 4+ 74 > 1 (vea [114]).




Grupos de difeomorfismos del circulo 163

En virtud de las propiedades de equivarianza de las (I, J), estos homeo-
morfismos f; conmutan entre ellos. La verificacién de que cada f; es de
clase C'*¢ es andloga a la de la prueba del teorema 3.2, y la dejamos a
cargo del lector. Observe finalmente que, renormalizando la longitud de
S! y haciendo tender m al infinito, cada aplicacién converge (en topologia
C!*%) a la rotacién Ry, respectiva.

Es posible fabricar contra-ejemplos al lema de Kopell andlogos a los
construidos precedentemente para el teorema de Denjoy. De manera atin
mas general, para cada entero d > 2 y cada € > 0 existen difeomorfis-
mos fi,..., fg de clase C+¥(@=1)=¢ de [0, 1] e intervalos abiertos disjuntos
I, ...n, dispuestos sobre ]0, 1] respetando su orden lexicogréafico de modo
que, para todo (ny,...,ng) €Z% y todo j€{1,...,d},

fj(Inl,,.,,nj,...,nd) = Inl,....n]—l,...,nd~

Para construir tales ejemplos el procedimiento natural seria el siguiente.
Fijado un entero m > d — 1, para cada (i1,...,iq) € Z% hagamos

1
(lir] + -+ [ial +m)* [log(Jir| + - -- + lia] +m)]"

biy,..ia Fe

Por induccién en j definamos £, . i;_, = Zi]EZZilw--uiy—lai]' Notemos

Ty oryiyenria = E by + E Ciyay +-o o+ E biy gty

i <iy i <iz iy <id

Yixroosijria = Tiv,oonsijyia T lin,.oia-
Sea entonces f; el difeomorfismo de [0, 1] cuya restriccién a cada intervalo

Utilizando las estimaciones de esta seccion se verifica rapidamente que los
f; asi obtenidos son de clase C'** respecto al médulo de continuidad
w(s) = sYlog(1/s)]¥#*<; en particular, se trata de difeomorfismos de
clase C't¥4=¢ Sin embargo, de acuerdo a lo afirmado anteriormente, la
regularidad alcanzada por este método no es optimal. Ademds, una apli-
cacién directa de la proposicién 3.3 muestra que mediante este método no se
podré alcanzar jamés la clase C'*Y4. Para alcanzar la regularidad optimal
Cl+/d=1)=¢ o5 necesario “suprimir” las tangencias a la identidad “excesi-
vas” de los difeomorfismos construidos. Para ello utilizaremos la técnica
original de Pixton [164] siguiendo la brillante presentacién de Tsuboi [199)].

Sea X = p d/0x un campo de vectores de clase C* en [0,1] tal que
lo'(z)] < 1 para todo z € [0,1], y de modo que p(z) = z para todo
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z€[0,1/5] v o(x) =0 para todo x€[1/2,1]. Sea ¢!(z) el flujo asociado
a X, es decir, la solucién de la ecuacién diferencial

di* (x)
dt

(@) =o(¢'(z)),  ¥(x) ==z

Para cada a y b positivos y cada t > 0, el difeomorfismo x — b ¢'(x/a)
envia el intervalo [0,a] sobre [0,b], con derivada igual a b/a en [a/2,a] e
ioual a be'/a en el origen. Dados o' <0<a y b <0<b denotemos

gob, : [0, a] — [0,b] el difeomorfismo definido por

o (a) = b plosta/a’ (g)
Observe que para todo ¢’ < 0 < c se satisface la propiedad de equivarianza

gop, O gob, = gop, .. (4.13)

Esta propiedad es andloga a aquélla de la definicién 4.23. Sin embargo, el
hecho de que en la familia {ga(bl,llf} estén involucrados cuatro parametros en
lugar de dos permitird obtener un mejor control del médulo de continuidad
para las derivadas.

Proposicién 4.28. Si C = sup,c(o1 0" (y) entonces para todo z € [0,a]
se tiene la desigualdad

o 0g C |Va
%log( - )(z) <Z|= 1‘. (4.14)
Demostracién. De dy'(z)/dt = o(¢'(x)) se concluye que
d 9" 9 iy 92 9"
2 ar @ = 5re¢' @) = 50 (¢" (@) - (@),
por lo que
d At 0o, 4,
log (55) @) = 52 (¢! (@)- (4.15)
Por otro lado, de |¢'(z)| < 1 se desprende que
dyt B t g dp t B
log (W)(x) 7‘/0 alog( P s‘ ‘/ (¢°(z)) ds 7./0 ds=t,
y por lo tanto
8—(pt(x) <eét (4.16)
Oz T ’

Puesto que

o (228 ) ) = (2) b (2079 2,

a
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usando (4.15) y (4.16) obtenemos

a

/Olog.w'a/a/w (Zroe (2) (5

g (] = [ )

1| ploaala’t) g g Aot oy dpt x
- D og (S2)(E) - S22y ar
a /0 Ox dt 0g<8$)(a) dx (a)
1| [los®a/a’d) 5 o[ 4, dot
-2 gras (7(Q) G ()
log(b’a/a’b) /
< cal = € |l . !
a |fo a |a'b
Observe que
‘9‘/’ b 0 iogbasa’t) b b'a b’ ‘99":"; b
“a wm? 0 =G -ew (l08(55) = 5 @ =
(4.17)

Por lo tanto, los difeomorfismos gog,lf no son en general tangentes a la iden-
tidad en los extremos. Gracias a esto podremos “pegarlos” sin la necesidad
de “imponer” esta condicién de tangencia, y una eleccién conveniente de
los parametros a’ <0 y b’ <0 permitird incrementar la regularidad global.
En lo que sigue daremos s6lo un esbozo de la construccién de dos difeo-
morfismos conmutantes del intervalo que constituyan un contra-ejemplo de
clase C2~¢ al lema de Kopell. Para el caso general de acciones de Z% sobre
el intervalo el lector puede consultar el interesantisimo trabajo [199]. Ad-
vertimos sin embargo que la eleccion de las longitudes de los intervalos en
dicho trabajo es ligeramente diferente a la que haremos a continuacion.
Fijemos £ € Ny ¢ > 0, y para cada par de enteros m,n hagamos
bnm = 1/(\111,| + |n| + k)2+5. Sea {Lnn = [Tm,n,Ym,n|} una familia de
intervalos dispuestos sobre un intervalo I respetando su orden lexicogréfico
y de modo que su unién sea densa en I, con | n| = €y n. Definimos los
homeomorfismos f y g de I sobre si mismo haciendo, para todo = € I,;, ,,

Con1 b
fl@) =g, " (@ = Zmn) + Tm1n,

m—1,n—1lm—1,n

m n—1y ['m n
9@) =@ e (@ Tmn) + Tt

Las propiedades (4.13) y (4.17) implican inmediatamente que tanto f como
g son difeomorfismos conmutantes y de clase C! del intervalo. Dejamos al
lector la tarea de verificar, a partir de la desigualdad (4.14), que f y g son
en realidad de clase C2’EI, donde €’ > 0 depende sélo de ¢ > 0 y tiende
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a cero conjuntamente con e (seflalemos que esto no es una tarea del todo
sencilla, debido en gran medida a la carencia de un analogo del lema 4.22
en la presente situacién; vea [199] para mayores detalles).

Ejercicio 4.29. Permitdmosnos un pequeno abuso de notacién y definamos
api [0,a] = [0,6] haciendo pay(r) = ¢_ 1513 (@) ¥ Pap(®)=b—@ ) ()
para z € [a/2,a] y = € [0,a/2] respectivamente. Verifique que {¢q.} es una fa-
milia equivariante de difeomorfismos tangentes a la identidad en los extremos
satisfaciendo la desigualdad (a ser comparada con (4.11))

2 n (%522 )| <€ [3 1]

a

1.5 Rigidez en regularidad intermedia

El resultado a continuacién, discutido parcialmente en la seccién prece-
dente, aparece en [54]. Ignoramos si bajo las mismas hipétesis las acciones
correspondientes son ergédicas (compare con la proposicién 3.47).

Teorema 4.30. Para todo entero d > 2 y todo € >0, toda accion libre de
Z% por difeomorfismos de clase CYTY4+e del circulo es minimal.

Antes de comenzar la demostracion de este resultado quisiéramos dar la
idea esencial, la cual se inspira en el famoso principio de Erdés e ilustra
nuevamente el interés de la introduccién de métodos probabilisticos en la
teoria. Supongamos por contradiccién que I sea un intervalo errante para
la dindmica de dos difeomorfismos g; y g2 del circulo de clase C*7 y que
conmutan entre ellos. Notemos que el conjunto

{91"g5(I) : (m,n) € Ng x Ng,m +n <k}

contiene exactamente (k+1)(k+2)/2 intervalos. Puesto que ellos son dos a
dos disjuntos, su “longitud tipica” es del orden de 1/k2. Por lo tanto, para
una sucesion aleatoria “genérica” I, hi(I), hao(I)..., donde hy11 = g1hy, 6
hnt1 = gahy, debiésemos esperar que, para 7 > 1/2,

S <cS k% < 0.

k>1 k>1

Ahora bien, la serie que aparece a izquierda es precisamente aquélla cuya
convergencia permite controlar la distorsion de la sucesién de composi-
ciones. De manera mds precisa, si dicha suma es finita entonces el lema
3.16 debiese permitir hallar elementos que poseen puntos fijos hiperbdlicos,
contradiciendo asi la libertad de la accién.

Para “modelar” esta demostracion debemos formalizar el sentido en el
que entenderemos las sucesiones tipicas. Para ello, consideremos el proceso
de Markov sobre Ny x Ny con probabilidades de transiciéon

m+1
mAntz

n+1

m+n+2
(4.18)

p((m,n) = (m+1,n)) = p((m7 n) =& (m,n+1)) =
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Este proceso markoviano induce una medida de probabilidad P en el espacio
de caminos correspondiente . Se comprueba facilmente que, partiendo
desde el origen, la probabilidad de llegar en k pasos al punto (m,n) es
igual a 1/(k+ 1) (resp. 0) si m+n==Fk (resp. m+n #k).
n>m =
p((m7 n) = (m,n+ 1)) > %

. m>n ==
3/4 p((m,n) = (m+1,n)) > 3
92 |
1/4
2/3 2/4
1/3~.-'V 2/4
1/2 ,-'i/s 1/4
oo Vi
g1
Figura 21

Para probar el teorema 4.30 en el caso d = 2 procedemos por con-
tradiccién. Sean g; y go dos difeomorfismos del circulo de clase C'*7 que
conmutan. El semigrupo I't generado por g; y g» se identifica a NgxNg; por
lo tanto, el proceso de Markov descrito anteriormente induce una “cami-
nata aleatoria” sobre I'*. En lo que sigue identificaremos Q al espacio de
caminos sobre 't correspondiente. Para cada w € Q y n € N, denotemos
hn(w) € Tt el producto de las n primeras coordenadas de w. En otras
palabras, para w = (gi,, iy, -..) € @ hagamos h,(w) = g, ---¢;, (donde
los cada g;; puede ser igual a g; 0 a g3), y convengamos en que ho(w) = id.

Si la accién del grupo T' = (g1, ga) ~ Z? es libre entonces los nimeros
de rotacién p(g1) y p(g2) de g1 y g» respectivamente son independientes
sobre los racionales, en el sentido que para todo (rg,71,72) € Q* distinto
de (0,0,0) se tiene r1p(g1) + r2p(g2) # ro. En efecto, en caso contrario
se podrian hallar elementos no triviales (y por lo tanto de orden infinito)
con nimero de rotacién racional; tales elementos poseerian entonces puntos
periddicos, violando asi la hipétesis de libertad para la accion.

Si la accién de I' es (libre y) no minimal, entonces existe un conjunto
de Cantor invariante y minimal. Ademds, toda componente conexa I del
complemento de este conjunto es errante por la dindmica (en el sentido que
sus imdgenes por elementos distintos del grupo son disjuntas).
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Lema 4.31. Si7 > 1/2 entonces la serie Y, <o |hn(w)(1)|™ converge para
IP-casi todo w € . -

Demostracién. Para cada w € Q definamos /- (w) = >~ |hr(w)()|".
Probaremos que, si 7 > 1/2, entonces la esperanza (respecto a P) de la
funcién £, es finita, lo cual implica evidentemente la afirmacién del lema.
Notemos en primer lugar que, como las probabilidades de llegada en k pasos
estan equidistribuidas sobre los puntos a distancia simplicial k& del origen,

. 91" 93
—5( Y @) =Y E(m@ )=y Y HEOr
k>0 k>0 k>0 m+n=k
Ahora bien, la desigualdad de Holder implica
g7 g5 ()" ( ' 1
> < > lerer(Dl) (k+1)- A= ;
m+n=Fk k+1 m+n=~k (k + 1) / )

y por lo tanto

gt g5 (D)])"
]E(é < Z m+n k .
= (k+1)7

Aplicando nuevamente la desigualdad de Holder obtenemos

r 1-7

E(¢,) < Z g7 g (D) Z <]€17T>ﬁ

(m,n)€eNg xNg k>1

Puesto que 7 > 1/2, la serie

1\™ 1
Z <E> = % Lm/(—7)

k>1

converge, y puesto que los intervalos del tipo g7"¢%(I) son dos a dos dis-
juntos, esto muestra la finitud de E(¢;). O

Ejercicio 4.32. Dado a>0, una funcién ¢ posee a-variacién acotada si el valor
de
n
sup 3 ular) — vlain)|”

ap<ay<...<apn i=1
es finito. Suponga que g1 y g2 sean difeomorfismos conmutantes del circulo que
generan un grupo abeliano de rango 2 actuando de manera libre y no minimal,
y fije £ e y en una componente conexa del complemento del conjunto de Cantor
invariante. Suponiendo que g} y g5 poseen a-variacién acotada para algin a < 2,
muestre la finitud de la esperanza de la funcién V., : @ — R definida por

@) =D |girss (e (@) (@) = gl (i (@) ()]

k>0
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Del lema precedente se deduce que si S > 0 es suficientemente grande,
entonces la probabilidad del conjunto 2(S)= {w €Nl (w)<S } es posi-
tiva (de hecho, P[Q(S)] converge a 1 cuando S tiende al infinito). Fijemos
una constante tal S, y sea ¢=£(t,S,|I|;{g1,92}) la constante del lema
3.16. Consideremos finalmente el intervalo abierto L’ de longitud |L'| = ¢
que es adyacente por la derecha a I. Afirmamos que

Plw € Q: hy(w)(I) ¢ L' para todo n € N] = 0. (4.19)

Para probar esta igualdad notemos en primer lugar que la accién del
grupo generado por g1 y g2 es semiconjugada a una accién por rotaciones.
Por lo tanto, si “colapsamos” cada componente conexa del complemento
del conjunto de Cantor invariante y minimal A, entonces obtenemos un
circulo topoldgico S} sobre el cual g1 y g2 inducen dos homeomorfismos a
orbitas densas. Por otra parte, el intervalo L’ se transforma en un intervalo
U de interior no vacfo en S}. Como los niimeros de rotacién de g1 y g2
son irracionales, existe N € N tal que, tras colapsar, g7 }(U),...,g; ™ (U)
recubren el circulo topolégico S}, al igual que g5 " (U),...,95 N (U). Sobre
el circulo original S* esto se traduce en el hecho que, para toda componente
conexa Iy de S'\ A, existen nq y n2 en {1,..., N} tales que g7 (Ilp) C L'
y g5*(lo) C L.

De la definicién de N se desprende inmediatamente que, para todo entero
k > 0, la probabilidad condicional del evento

lgih(w)(I) ¢ L'y ghhi(w)(I) ¢ L' para todo i € {1,...,N}]

dado que h;(w)(I) ¢ L' paratodo j € {1,...,k} es nula. Remarque-
mos ahora la propiedad elemental siguiente que se deduce directamente
de (4.18): las probabilidades de salto hacia la derecha (resp. hacia arriba)
del proceso markoviano considerado son mayores o iguales que 1/2 bajo
(resp. sobre) la diagonal (vea la figura 21). En conjunto con lo anterior,
esto implica que

Plhgss(w)(I) ¢ L'yie{l,..., N} | hi(w)(I) ¢ L', 5e{1,... . k}] <1- QLN

(4.20)
En consecuencia, para todo r € N|

P[ha(@)(I) ¢ I',neN] < P[ho(@)(I) ¢ L' i€ {L,...,rN}] < (1-%)1

de donde se deduce (4.19) haciendo tender r hacia el infinito.

Para concluir la prueba del teorema 4.30 (en el caso d = 2) notemos que,
si weQ(S) y neN satisfacen hy,(w)(I) C L', entonces el lema 3.16 permite
encontrar un punto fijo hiperbélico para h,(w) € I'", lo cual contradice la
hipétesis de libertad de la accién.
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La demostracién del teorema 4.30 para d > 2 es analoga: asumiendo la
existencia de un intervalo errante, se considera el proceso markoviano sobre
N¢ a probabilidades de transicién

1+n,;

p((n1s- ey iy na) — (01,0, L4145 1)) I Te——
a

Las probabilidades de llegada en k pasos se equidistribuyen sobre los puntos
a distancia simplicial k& del origen. Esto permite nuevamente controlar la
distorsién de casi toda sucesién aleatoria (es decir, un andlogo del lema 4.31
es valido para 7>1/d). Nuevamente se verifica que cada (ny,...,nq) € Ng
es el punto de partida de al menos una semirecta tal que las probabilidades
de salto entre dos vértices consecutivos es mayor o igual que 1/d (basta
seguir la direccion de la coordenada i-ésima para la cual n; toma el valor
méximo). Esto permite obtener una desigualdad andloga a (4.20) (cuyo
miembro a derecha serd igual a 1—1/d" para cierto entero N suficiente-
mente grande). Esta desigualdad implica la validez de la propiedad (4.19),
la cual gracias al control de distorsién permite utilizar el lema 3.16 para
hallar elementos con puntos fijos hiperbdlicos, violando asi la hipétesis de
libertad de la accién.

Ejercicio 4.33. Pruebe la siguiente generalizacién del teorema 4.30: si 7>1/d
para cierto d € N y si I’ es un subgrupo de DifeofT(Sl) semiconjugado a un
grupo de rotaciones que contiene d elementos con nimeros de rotacién indepen-
dientes sobre los racionales, entonces la semiconjugacién es una conjugacién. En
particular, si f es un contra-ejemplo de Denjoy de clase C'*7, entonces su cen-
tralizador en Difeorﬂ (S') no puede contener elementos fi,..., fa—1 tales que
p(f1), ..., p(fa—1) y p(f) sean independientes sobre los racionales.

Sugerencia. Examine atentamente la demostracién del teorema 4.30 y note que,
alo largo de ella, la conmutatividad es “esencial” sélo sobre el eventual conjunto
de Cantor invariante y minimal.

Al igual que el teorema de Denjoy, el lema de Kopell admite versiones
mas finas para grupos abelianos de difeomorfismos del intervalo de clase de
diferenciabilidad intermedia.

Teorema 4.34. Sean d>2 un entero, €>0, y f1,..., far1 difeomorfismos
de clase C! del intervalo [0, 1] que conmutan entre ellos. Supongamos que
existan intervalos abiertos disjuntos I, . n, dispuestos sobre ]0,1[ respe-
tando su orden lexicogrdfico y tales que fi(In,, .. ni\..ng) = Ing,nie1,ma Y
far1(Iny...ny) = Iny...ny para todo (ny,...,nq) €Z y todo i€ {1,...,d}.
Si fi,...,fa son de clase C*YY4+e  entonces la accidn de fqq1 sobre la
union de los I, . n, es trivial.

Demostracién. Trataremos sélo el caso d = 2, dejando al lector la tarea de
adaptar los argumentos al caso general. Hagamos 7 = 1/2+¢, identifique-
mos el semigrupo I't generado por los elementos f1 y f2 de Difeof” ([0,1])
con Ny x Np, y consideremos el proceso markoviano utilizado precedente-
mente. Si fijamos el intervalo I = Iy o=Ja,b] y para cada w € Q definimos
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0 (w) = > ;50 hi(w)(I)|7, entonces el argumento de la prueba del lema
4.31 permite verificar que, como & > 0, la funcién £, : @ — R es casi
ciertamente finita (y que de hecho su esperanza es finita).

Sea C' una constante de 7-holderianidad para log(f]) y log(fs) sobre
[0,b]. Para cada w=(fj,, fj,,--.) en , cada n,k en Ny cada z €1, la
igualdad f =hy(w) o flohy(w) implica que log ((f3)'(x)) coincide con

k

log (/) (hi(w)(@)))+D_ [1og (£}, (hi-1(w)(@)))~log (f], (f3 ohi—1(w)()))],

i=1

por lo que

[Tog((£3")'(x))] < [log ((f3) (he(w)(@))) [+ C D [him1 (@) (@) = f3 0 hima (w)(@)|"

Zl
< [log ((£3) (hi(@)(@))) |+ C D [hima (@) (D"

Escogiendo w € Q tal que £, (w) = S sea finito, lo anterior implica que

|log ((f3)' ()| < [log ((f5)' (h(w)(x)))] + CS.

Observe que la sucesién de los by (w)(z) converge necesariamente a un punto
fijo (parabdlico) de f3 (de hecho, para casi todo w € Q dicha sucesién
converge hacia el origen). Haciendo tender & al infinito deducimos que
|log ((f3)'(z))| < CS. Por lo tanto, (f3)'(z) < exp(CS) para todo z € I
y todo n € N, lo cual implica evidentemente que la restriccién de f3 al
intervalo I es la identidad. Por conmutatividad, esto es valido para todos
los intervalos I, n,, lo cual concluye la demostracién. O

Ejercicio 4.35. Pruebe que el teorema 4.34 vale atin si f1,..., fq son difeomor-
fismos conmutantes de clase C* del intervalo y la (d—e¢)-variacién de la derivada
de f1,..., fa—1y fa es acotada para algin € > 0 (vea el ejercicio 4.32).

Ejercicio 4.36. Anélogamente al ejercicio 4.33, pruebe que si d > 2 es un en-
tero, >0,y fi,..., fat1 son difeomorfismos de clase C' del intervalo [0, 1] (no
necesariamente conmutantes entre ellos) para los cuales existen intervalos abier-
tos disjuntos I’”lv---v"d+1 dispuestos sobre |0, 1] respetando el orden lexicogréfico
y tales que, para cada (ni,...,ndt1) ez+,

fillng,oniromagr) = Ingooni—1, gy, para todo i€{l,...,d+1},

entonces f1,..., fa no pueden ser simultdneamente de clase Qi Vdte
Sugerencia. Retome los argumentos de la demostracién de dicho teorema: una vez
establecido el control (genérico) para la distorsién, aplique un argumento similar
al de la prueba del lema 4.51 para concluir.

El lector podria sentirse incomodado por la hipétesis combinatoria del
teorema 4.34. Sin embargo, de acuerdo a [201], las acciones de Z+! so-
bre [0,1] que verifican esta hipdtesis son las “mds interesantes” desde el
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punto de vista cohomolégico. Por otra parte, no es dificil construir ac-
ciones de Z%! por difeomorfismos de clase C2~¢ del intervalo sin punto
fijo global en el interior. Para ello, consideremos por ejemplo d difeomorfis-
mos fa,..., fa+1 de un intervalo [a, b] C]0, 1] cuyos soportes sean disjuntos,
y sea fi un difeomorfismo de [0,1] sin punto fijo al interior y que envia
|a, b] sobre un intervalo disjunto. Extendiendo fa,. .., fa+1 a todo el inter-
valo [0, 1] de modo que conmuten con f; se obtiene una accién (efectiva) de
Z%+1 por homeomorfismos del intervalo y sin punto fijo global en ]0, 1[. Evi-
dentemente, los métodos de la seccién 1.4 del capitulo 4 permiten suavizar
esta accién de manera de tornarla de clase C2~¢ para todo € > 0.

Otro fendémeno interesante a sefialar es la existencia de acciones por
difeomorfismos del intervalo que al interior son libres y no conjugadas a
acciones por traslaciones. De acuerdo a la proposicién 4.2, dicho fenémeno
no puede producirse en clase C'*V2. Sin embargo, usando nuevamente los
métodos de la seccién 1.4 del capitulo 4, es posible construir ejemplos de
acciones de Z? por difeomorfismos de clase C%/27¢ de [0,1] que son libres
sobre ]0, 1[ pero que admiten intervalos errantes. Nuevamente, la clase de
diferenciabilidad C3/27¢ es optimal para la existencia de tales ejemplos.
El resultado siguiente debiese ser comparado con el corolario 4.4 o con el
teorema de Szekeres ya tratado en la seccién 1.2 de este capitulo.

Teorema 4.37. Sea I' un subgrupo de Difeor”([o, 1[) isomorfo a Z2, con
T>1/d yd > 2. Sila restriccion a ]0,1[ de la accion de T' es libre,
entonces ella es minimal y topoldgicamente conjugada a la accion de un
grupo de traslaciones.

Demostracién. Una vez mds, daremos la prueba completa sélo para el
caso d = 2. Sean f; y fo los generadores de un grupo I'~Z? de difeomor-
fismos de clase C1*7 de [0, 1] que actia libremente sobre |0, 1[. Cambiando
dichos elementos por sus inversos si es necesario, podemos suponer que con-
tractan topolégicamente hacia el origen. Supongamos que la accién de T’
sobre ]0, 1] no sea conjugada a una accién por traslaciones. En tal caso, un
argumento simple de control de distorsién hiperbdlica muestra que todos
los elementos de I' son tangentes a la identidad en el origen. En efecto,
supongamos por contradiccién que existan intervalo errantes y un elemento
f €T tal que f/(0) < 1. Fijemos A < 1y c€]0,1] tales que f'(z) < A para
todo z € [0,¢[, y fijemos un intervalo errante abierto y maximal I=]a, b
contenido en ]0, ¢[. Si designamos por L el intervalo [f(b), b] entonces

S <o v = A g

n>0 n>0

En consecuencia, (f*)(x)/(f") (y) < exp(CS) para todo z,y en L, donde
C > 0 es una constante de 7-holderianidad para log(f’) sobre [0, c]. Esta
ultima estimacion permite aplicar los argumentos de la prueba de la proposi-
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cién 4.2, llegando asf a una contradiccién?.

Identifiquemos ahora el semigrupo I't generado por f1 y fo a Ng x Ny, y
consideremos una vez més nuestro proceso markoviano sobre él. Si T > 1/2
entonces la prueba del lema 4.31 muestra la finitud de la esperanza de la
funcién

W (@) =D k(@)D"
k>0

Escojamos una constante S > 0 lo suficientemente grande de modo que
el conjunto Q(S) = {w € Q: £ (w) < S} tenga probabilidad positiva,
y hagamos £ = |I|/exp(27CS). La primera parte de la prueba del lema
3.16 muestra que si I” designa al intervalo adyacente por la izquierda a I
de longitud ¢, entonces para todo z e y pertenecientes a J = I U I, todo
w e QS) ytodon €N,

ha(w)'(2) .

T (@) @) < exp(27CS). (4.21)
Como el intervalo I no estd contenido en ningin otro intervalo abierto y
errante, existe he I tal que h(I) C I"y |h(I)| < |I| exp(—27CS). Fijemos
un punto arbitrario y de I. Puesto que h'(0) =1 y que hy,(w)(y) tiende al
origen para todo w € Q(9), a partir de la igualdad

ha (W) (y)
B (y) = ————=h'(hy(w)(y

)= @y " (0
y de (4.21) se deduce que h'(y) > exp(—27CS). Integrando esta dltima des-
igualdad obtenemos |h(I)| > |I| exp(—27CS), lo cual estd en contradiccién
con la eleccién de h. O

Observacién 4.38. Sean f1, ..., f4 los generadores de un grupo I' ~Z% actuando
libremente por homeomorfismos de ]0, 1] de modo que la accién no es conjugada
a una accién por traslaciones. Tras identificar los puntos de las dérbitas de fi,
las transformaciones fs,. .., fq devienen los generadores de un grupo abeliano de
rango d—1 que actia libremente por homeomorfismos del circulo y que no es
conjugado a un grupo de rotaciones: el teorema 4.30 implica entonces que los f;
no pueden ser todos de clase CYd=1+¢ Notemos que este argumento s6lo utiliza
la regularidad de los f; al interior; en tal contexto, la obstruccién aparece sélo en
clase CY(4=D+¢ Sin embargo, de acuerdo al teorema 4.37, para difeomorfismos
del intervalo [0, 1] la obstruccién ya aparace en clase C¥4+¢. Obviamente, la dife-
rencia radica en la diferenciabilidad de las transformaciones en el origen, la cual
de hecho juega un rol primordial a lo largo de la demostracién de dicho teorema.

Ejercicio 4.39. Extienda el teorema 4.37 para subgrupos de Difeo! "7 ([0, 1[)
que son semiconjugados (sobre ]0,1[) a grupos de traslaciones pero no actian
libremente en el interior (compare con los ejercicios 4.33 y 4.36).

20bservemos que en esta parte de la prueba sélo hemos utilizado la hipétesis 7 > 0.
Para explicar esto recordemos que el teorema de linearizacién de Sternberg sigue siendo
vélido en clase C'*7 (vea la observacién 3.75). Ahora bien, como el centralizador de un
germen lineal no trivial es el grupo a un pardmetro de gérmenes lineales, esto impide la
existencia de intervalos errantes para la dindmica en consideracion.
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2 Grupos nilpotentes de difeomorfismos

2.1 Los teoremas de Plante y Thurston

Dado un grupo nilpotente I', denotemos
{idy =T <!, <. < qTpl =T

la serie central de T, es decir, I, = [[, T2 y ', # {id}. Notemos
que F}C‘ill es un subgrupo normal contenido en el centro de I'. El resultado
siguiente corresponde a (una versién muy particular de) un teorema debido
a Plante y Thurston [167, 168].

Teorema 4.40. Todo subgrupo nilpotente de Difeoﬂj"a([o, 1[) es abeliano.
Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ]0, 1]
es una componente irreducible para la accién de I'. Probaremos que la
restriccién de I' a |0, 1] es libre, lo cual permite concluir la demostracién
gracias al teorema de Holder. Supongamos por contradiccién que existe
f en T cuyo conjunto de puntos fijos tiene frontera no vacia en |0,1[, y
denotemos por zg €]0,1[ a uno de los puntos de dicha frontera. Fijemos
un elemento no trivial g perteneciente al centro de I'. Afirmamos que
g(xg) = xo. En efecto, en caso contrario, médulo reemplazar g por su
inversa se tiene g(x¢) < x¢. Definamos

! : n / H n

Observemos que [a’,b'[C [0,1[. Ademés, la restriccién de g al intervalo
Ja’, b'[ no posee puntos fijos. Como f y g conmutan, cada g" (o) es un punto
fijo de f, por lo que f fija @’ y b’. Obtenemos entonces una contradiccién
al aplicar el lema de Kopell a las restricciones de f y ¢ al intervalo [a/, b'[,
Luego, g(zo) = zo-

Como g era no trivial y g(zo) = zo, la frontera en ]0, 1 del conjunto de los
puntos fijos de ¢ es no vacfa. Fijemos un punto z; €]0,1[ en dicha frontera.
Sea h un elemento arbitrario en I'. Puesto que g(x1) = 21 y gh = hg, el
mismo argumento utilizado anteriormente prueba que h(z1) = x1. Por lo
tanto, los intervalos [a’, 21| y [z1, V[ son invariantes por I, y esto contradice
el hecho que ]0,1[ es una componente irreducible. O

Ejercicio 4.41. Pruebe que el teorema 4.40 vale también para grupos nilpotentes
de gérmenes de difeomorfismos unidimensionales de clase C!'Tv2.

Consideremos ahora el caso del circulo. SiI' es un subgrupo nilpotente
de Difeofrva(sl) entonces, por ser promediable, preserva una medida de
probabilidad p sobre S'. La funcién nimero de rotacién g — p(g) es en
tal caso un homomorfismo de grupos entre I' y T! (vea la seccién 2.2 del
capitulo 2). Si el nimero de rotacién de un elemento g de I' es irracional,
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entonces p es conjugada a la medida de Lebesgue. El grupo I' es por lo
tanto conjugado a un grupo de rotaciones; en particular, I' es abeliano.

Supongamos ahora que el nimero de rotacién de cada elemento g de T’
sea racional. En tal caso, el soporte de u estd contenido en la interseccién
del conjunto de los puntos periddicos de dichos elementos. Si I' no fuese
abeliano entonces es ficil verificar la existencia de elementos fy g en I’
tales que h = [f, g] es un elemento no trivial del centro de I". Notemos que
p(h) = 0, por lo que h possee puntos fijos. De la igualdad fgf~'¢g~' =h
se obtiene fgf~! = hg, por lo que f?gf~™ = h™g para todo n € N. Se
tiene entonces gf "g~! = f™h", y conjugando sucesivamente por g se
comprueba que g™ f~"g™™ = f~"h™™" para todo m € N. A partir de esto
se concluye que

Sean zp un punto del soporte de p y m,n enteros positivos tales que
f™(xo) = g™(x0) = xo. Notemos que h(zg) = xo. Consideremos la res-
triccién al intervalo [zg, zo + 1] del grupo generado por f™, g™ y h. Como
este grupo es nilpotente, dicha restriccién debe ser abeliana, por lo que de
(4.22) se concluye que h™" es la identidad sobre [zg,xo + 1[. Se concluye
asi que h es la identidad, lo cual es una contradiccién. Hemos probado
entonces el resultado siguiente.

Teorema 4.42. Todo subgrupo nilpotente de Difeo_l:'va(sl) es abeliano.

Finalmente, para el caso de la recta vale el siguiente resultado (recuerde
que un grupo I' es metabeliano si su primer grupo derivado I'"=[I",T] es
abeliano).

Teorema 4.43. Todo subgrupo nilpotente de Difeoﬁf"a(R) es metabeliano.

Este teorema es una consecuencia directa del corolario 2.49 y de la
proposicién siguiente.

Proposicién 4.44. Sea T’ un subgrupo nilpotente de Difeol ™™ (R). Si cada
elemento de T' fija al menos un punto de la recta, entonces I' es abeliano.

Demostracién. Fijemos un elemento no trivial g del centro de I', y sea b
un punto de la frontera del conjunto de los puntos fijos de g. Afirmamos que
b es fijo por todo elemento de I'. En efecto, supongamos por contradiccién
que f € T es tal que f(b) # b. Reemplazando f por f~! si es necesario,
podemos suponer que f(b) < b. Al menos una de las sucesiones ( fm (b)) o
(f _"(b)) converge a un punto fijo a€R de f. Siendo ambos casos analogos,
supongamos el primero de ellos. Observe que f™(b) es un punto fijo de g
para todo n € N, por lo que g(a) = a. Por otra parte, es facil ver que f
no posee puntos fijos en Ja,b[. Si hacemos a’ = lim,_, f~"(b), entonces
obtenemos una contradiccién al aplicar el lema de Kopell a f y g sobre el
intervalo [a,a/[.
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Por lo anterior, cada elemento f € I fija | — 00, b] y [b,00[. La conclusién
de la proposicién se obtiene entonces utilizando el teorema 4.40. O

Es importante sefialar que el teorema 4.43 no significa que el orden de
nilpotencia de todo subgrupo nilpotente de Difco_l,_'*'va(R) sea menor o igual
que 2. De hecho, Difeo$’ (R) contiene subgrupos nilpotentes de longitud de
nilpotencia arbitraria. En la construccién del siguiente ejemplo (tomado
de [63]) se utilizan ideas similares a las de un ejemplo contenido en [166].

Ejemplo 4.45. Consideremos un difeomorfismo ¢ : [0,1] — [0, 1] de clase C™
que fije los extremos del intervalo y sea infinitamente tangente a la identidad
en dichos puntos. En otras palabras, g’(0) = ¢’(1) =1 y todas las derivadas
de orden superior en 0 y 1 son nulas. Sea f la traslacién de la recta dada por
f(z) = & — 1. Comencemos definiendo el difeomorfismo ho de la recta haciendo
ho(z) = g(x —m)+m para x € [m, m+1[. Consideremos ahora para cada entero
n>1 una sucesién (k(n,m))mez satisfaciendo:

(i) k(1,m)=m paratodo m € Z,

(ii) k(n,0) =0 para todo n>2,

(iii) k(n,m) —k(n,m —1) = k(n —1,m).

Es facil ver que estas propiedades determinan univocamente el valor de k(n,m).
Por ejemplo, si m > 0 entonces k(2,m) = m(m + 1)/2. Definamos ahora el
difeomorfismo h,, de la recta haciendo

hn(z) = g" ™™ (z —m) + m  para z€[m,m+ 1[.

Dejamos al lector la tarea de verificar que los h,, conmutan entre ellos. Ademsds,
la propiedad (iii) implica que [f,hn] = f~'hy'fhy = hn_1 para todo n > 1,
mientras que [f, ho] = Id. A partir de ello se deduce fécilmente que el grupo I',,
generado por fy ho,...,h, es nilpotente de grado de nilpotencia igual a n+1.

Ejercicio 4.46. Usando el teorema 4.43, pruebe directamente la siguiente versiéon
débil del teorema 2.32: para n > 4, toda accién de un subgrupo de indice finito
de SL(n, Z) por difeomorfismos y de clase C**** de la recta es trivial.

2.2 Crecimiento de grupos de difeomorfismos

Un enfoque més moderno del teorema de Plante y Thurston es aquél cen-
trado en la nocién de crecimiento de un grupo. Recuerde que dado un grupo
provisto de un sistema finito de generadores, la funcion de crecimiento es
aquélla que asigna, a cada entero positivo n, el nimero de elementos del
grupo que pueden ser escritos como producto de no mas de n generadores
o sus inversos. Se dice que el grupo tiene crecimiento polinomial, expo-
nencial o intermedio, si su funcién de crecimiento tiene el comportamiento
asintdtico correspondiente. Estas nociones no dependen de la eleccién del
sistema (finito) de generadores.

Ejercicio 4.47. Pruebe que si un grupo contiene un semigrupo libre a dos gene-
radores, entonces dicho grupo tiene crecimiento exponencial.

Observacién. Existen grupos de crecimiento exponencial sin semigrupos libres a
dos generadores: vea por ejemplo [159].
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Ejemplo 4.48. La construccién de grupos de crecimiento intermedio es un tépico
apasionante que dista mucho de ser sencillo. Los primeros ejemplos fueron in-
troducidos por Grigorchuk en [84]. Uno de ellos (a saber, el primer grupo de
Grigorchuk ﬁ) puede ser pensado ya sea como un grupo de automorfismos del
4rbol binario enraizado 72, o equivalentemente como un grupo de isometrias del
conjunto de Cantor {0,1}" (observe que el borde al infinito de 75 se identifica
con {0, l}N). Para referencia futura, presentamos la definicién a continuacidn;
para mayores detalles, recomendamos la lectura del dltimo capitulo de [90].

Conveniendo en que (z1, (z2,s,...)) = (21,2, 3,...) para z; € {0,1}, los
generadores de H son elementos a, I;, cy d cuya accién sobre {0, I}N viene definida
inductivamente por a(x1,x2,s,...) = (1 — z1,22,23,...) y

7 _ | (x1,a(z2,23,...)), 21 =0,
b(ﬁly T2,T3,.. ) - { (ml,é(zg,xg, ))’ T1 = 1,

N ~f (z1,a(z2,w3,...)), T1 =0,
olwn, @2, 33,) = { (z1,d(x2,23,...)), 21 =1,

(z1,22,23,...), @1=0,

d(zlnyax37"') = { (1‘1.’1”)(332’&37 B ))7 = 1.

De esta forma, la accién sobre 75 del elemento @ € H consiste en permutar las dos
primeras aristas (conjuntamente con los drboles enraizados en los vértices finales
de ellos). Los elementos b, ¢ y d fijan estas dos primeras aristas, y sus acciones
sobre los niveles superiores de 72 quedan ilustrados en la siguiente figura.

d

¢
N

=
o=,

Figura 22

Un célebre teorema de Gromov estipula que un grupo es virtualmente
nilpotente si y sélo si su crecimiento es polinomial. Debido a esto y al
ejercicio 4.15, el teorema de Plante y Thurston puede ser reformulado di-
ciendo que todo subgrupo de crecimiento polinomial de Difeof"a([o, 1))
es abeliano (ésta era de hecho la versién original del teorema, demostrada
previamente a la aparicién del trabajo de Gromov; vea el ejercicio 4.54).
Siguiendo [142], en lo que sigue extenderemos este hecho para grupos de
crecimiento subexponencial, y de manera mas general para grupos sin semi-
grupos libres a dos generadores.

Teorema 4.49. Todo subgrupo finitamente generado de Difco}*_""'“([()7 1))
sin semigrupos libres a dos generadores es abeliano.
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Ejemplo 4.50. El producto en corona I' = Z1Z = 7Z x ®z7Z actia de manera
natural sobre el intervalo: basta identificar uno de los generadores canénicos de
T con un homeomorfismo f de [0, 1] satisfaciendo f(z) < z para todo z €]0, 1],
y el otro generador con un homeomorfismo g satisfaciendo g(z) # x para todo
z €]f(a),a] y g(x) = z para todo = € [0,1] \ [f(a),a], donde a es un punto de
10, 1[. Esta accién puede ser suavizada hasta alcanzar la clase C* (vea el ejemplo
4.65 para mayores detalles sobre esta construccién). Observe que I' es un grupo
metabeliano que no es virtualmente nilpotente. De acuerdo a un resultado cldsico
de Rosenblatt [178] (el cual generaliza resultados previos de Milnor [134] y Wolf
[209]; vea también [18]), todo grupo soluble que no es virtualmente nilpotente
contiene semigrupos libres a dos generadores. Por lo tanto, I' contiene tales
semigrupos. El lector debiera tratar de probar que de hecho f y g generan un
semigrupo libre analizando su accién sobre el intervalo.

Para probar el teorema 4.49 necesitaremos una versién del lema de Kopell
que no utilice la conmutatividad de las aplicaciones de manera muy fuerte.
Esta version serd también esencial para el estudio de los grupos solubles
de difeomorfismos del intervalo de la seccién 3 de este capitulo. La de-
mostracién que nosotros presentamos ha sido tomada de [39].

Lema 4.51. Sean hy y ha dos difeomorfismos del intervalo [0, 1] sobre sus
imdgenes que fijan el origen. Supongamos que hy sea de clase C1HV y
ha de clase C'. Supongamos también que hi(z) < x para todo z €]0,1],
que ha(xo) = o para cierto zo €]0,1[, y que para cada n € N el punto
zn, = hi(x0) sea fijo por ha. Supongamos finalmente que ha(y) > z >y
(resp. ha(y) < z < y) para ciertos y,z en |xr1,xo|. Entonces existe N € N
tal que ha(h7(y)) < b (z) (resp. ha(h}(y)) > kY (2)) para todo n > N.

Demostracién. Observemos que la sucesién (x,,) tiende a cero cuando
n € N tiende al infinito. Sea § = V' (hy; [0, z¢]). Para todo u,v en [z1,20] ¥
todo n € N se tiene (compare con la desigualdad (4.2))

(hi)' (u)

log (7) <. (4.23)
(h1)' (v)

Puesto que hsy fija cada punto z,, se tiene necesariamente hj(0) = 1.

Supongamos que la afirmacién del lema no sea satisfecha para ciertos y, z
en Jz1, 20, y sea k una constante tal que

z—y
l<k<ld ———"—.
ey — 1)

Fijemos Ny € N suficientemente grande de manera que
Rh(w) <k y (hy')(w) <k paratodo w € [xn41,2N]. (4.24)

Para cierto n > Ny tenemos ha(h?(y)) > hi(z) o bien ho(h}(2)) < hi(y).
Consideraremos sélo el primer caso, pues el segundo puede ser reducido a



Grupos de difeomorfismos del circulo 179

éste cambiando hy por hy'. Definamos y, = h7(y) y 2, = h}(z). Por el
teorema del valor medio, existen puntos u,v en [z, z¢] tales que

hZ(?Jn) — Yn > Zn — Yn _ (h?),(u) . (Z - y)
Yn = Tt Yn— Tas1 (AY)'(v) - (y — 1)

De la desigualdad (4.23) se concluye

hZ(yn)fyn > -y

> >k —1.
Yn — Tp41 ey —x1)

Se deduce asi que, para cierto w € [Zp41, Yn],

)= ha(yn) = ha(@ni1) _ ha(yn) = @nsr
Yn — Tn41 Yn — Tn41 ’

5(w

lo cual contradice (4.24). O

En la seccién 2.5 del capitulo 2 ya introdujimos un criterio simple (dado
por el lema 2.53) para detectar semigrupos libres de grupos de homeomor-
fismos del intervalo. Presentamos ahora otro criterio para obtener semigru-
pos libres de Difeo}"*([0, 1[), el cual utiliza de manera esencial la hipétesis
de diferenciabilidad y serd fundamental para la demostraciéon del teorema

4.49. El ejemplo 4.50 permite entender la naturalidad del lema a seguir.

Lema 4.52. Sean f y g elementos de Homeo ([0, 1[) tales que f(z) < z
para todo x €]0,1[. Supongamos que exista un intervalo [a,b] contenido en
10,1] tal que g(z) < @ para todo x €la,b], g(a) = a, g(b) =b y f(b) < a.
Sea [y, z] Cla, b un intervalo tal que g(y) > z o bien g(z) <y. Supongamos
que g fije todos los intervalos f"([a,b]), y que exista Ny € N tal que g posee
puntos fijos dentro de f™(Ja,b[) para todo n > Ny. Si el grupo generado
por f y g no tiene elementos entrecruzados, entonces el semigrupo generado
por dichos elementos es libre.

Demostracién. Cambiando [a,b] por alguna de sus imdgenes bajo un ite-
rado positivo de f, podemos asumir que g no tiene puntos fijos en Ja, b|,
pero que si los posee sobre cada intervalo f™(]a,b[) para n > 1. Con-
sideremos dos palabras distintas en potencias positivas de f y g, y tra-
temos de verificar que ellas representan homeomorfismos diferentes. Mo-
dulo conjugacién, podemos suponer que dichas palabras son de la forma
P = f"gmrf"r .. .gmlfnl y P, = gqusgqs e fplglh7 donde mj,n;,
Pj,q; son enteros positivos, n > 0y ¢ > 0 (conn > 0si r = 0, y con
p > 0sis=0). Como el grupo generado por f y g no posee elementos
entrecruzados, de acuerdo al teorema 2.54 dicho grupo debe preservar una
medida de Radon v sobre |0,1[. Notemos ahora que

TwP)=mi+...4n.4+n)7(f) vy T(P2)=(p1+...+ps) 7(f)-
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Como 7,(f) # 0, si los valores de (ny +...+n, +n)y (p1 + ...+ ps) son
diferentes entonces P; # P5. Asumamos ahora que dichos valores coinciden
con algin N € N. Tenemos entonces

ffNPl _ f—an,g'm,rf'n,T g
— f—angm,.fn,.' . 'gmgfn1+n2 (f—nlgml fm)
— f—angmrfnr' . 'g’rn,a fn1 +no+nsg (f—(nlJrng)ng fn1+n2)(f—n1gm1 fnl)

— (f—(N—n)gm,.fN—n)' L. (f—(n1+ng)gm2fm+n2) (f—nlgmlfnl)

fﬁNPQ — fﬁNgqu“gq” ___fmgtn
— f_Ngqusgq.s .. fﬂsgqsfmﬂu (f—mngfm )gql

— (fngqu)---(ffplngfpl)g‘“
Como el grupo generado por f y ¢ no posee elementos entrecruzados,
y como cada aplicacién (f—(N—n)gm,. fon)7 o ,(ff(nl +n2)gm2 f”1+"2),
(f_"lgml(f"l) y (f_Ngqu), ceey (f_plg‘“fpl) tiene puntos fijos dentro
de Ja, b[, ellas deben fijar Ja,b[. Por otro lado, g9 fija el intervalo ]a, b],
pero carece de puntos fijos en su interior. Por lo tanto, si ¥ es una me-
dida de Radon sobre |a, b[ que es invariante por el grupo generado por (las
restricciones a Ja,b[ de) todas estas aplicaciones (incluyendo a g7), en-
tonces 75(f"NP) =0y 7(f"VP) = 75(9%) # 0, lo cual muestra que
fNPy # f~NP,, y por lo tanto P; # Ps. O

Podemos abordar ahora la demostracién del teorema 4.49. Sea enton-
ces T un subgrupo finitamente generado de Difeo}™ ([0, 1[) sin semigrupos
libres a dos generadores. Para probar que I' es abeliano, sin perder en ge-
neralidad podemos suponer que I' no admite punto fijo global en |0, 1[. Por
el teorema 2.54, I" preserva una medida de Radon v sobre ]0, 1[; ademés, la
prueba de dicho teorema nos da la existencia de un elemento f €I tal que
f(z) <z para todo z€R. Sea A el conjunto de los puntos de ]0, 1] que son
globalmente fijos por la accién del grupo derivado I''=[I", I']. El conjunto A
es no vacfo, pues contiene al soporte de v. Si A coincide con ]0, 1] entonces
T' es abeliano. Supongamos ahora que A esté estrictamente contenido en
10,1[ y que la restriccién de I a cada una de las componentes conexas de
10, 1[\A sea libre. Por el teorema de Hélder, la restriccién de I a cada una
de esas componentes conexas es abeliana, por lo que I' es metabeliano. Por
el teorema de Rosenblatt [18, 178], I' es virtualmente nilpotente, y por el
teorema de Plante y Thurston, I' es virtualmente abeliano. Finalmente,
del ejercicio 4.15 se concluye que, en este caso, I' es abeliano.

Resta el caso en que la accién de I” sobre alguna componente conexa
I del complemento de A no es libre. La demostracién del teorema 4.49
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quedard concluida al verificar que, bajo estas condiciones, I' contiene semi-
grupos libres a dos generadores. Para ello fijemos un elemento h € I'' y un
intervalo ]y, z[ estrictamente contenido en I de modo que h fije ]y, z| pero
ningin punto dentro de ]y, z[ sea fijo por h. Afirmamos que debe existir
un elemento g € IV que envia ]y, z[ en un intervalo disjunto (contenido en
I). En efecto, si éste no fuera el caso entonces, como I' no tiene elementos
entrecruzados, todo elemento de I tendria que fijar ]y, z[, por lo que los
puntos y y z estarfan contenidos en A, contradiciendo el hecho que |y, z|
estd estrictamente contenido en la componente conexa I de ]0, 1[\A.

El elemento g € I" fija la componente conexa f™(I) de ]0,1[\A para todo
n > 0. Ademads, como I' no posee elementos entrecruzados, para cadan > 0
los intervalos f™(Jy,z[) v gf™(Jy,z[) coinciden o son disjuntos. EI lema
4.51 (aplicado a hy = f, hg = g, con z siendo la extremidad derecha de I)
implica entonces la existencia de un entero Ny € N tal que g fija el intervalo
1™(ly, z]) para todo n > Ny (vea la figura 23). Definiendo el intervalo ]a, b
como la clausura convexa (abierta) de la unién Unezg™(]y, 2[), del lema
4.52 se deduce rapidamente que el semigrupo generado por f y g es libre,
lo cual concluye la demostracion del teorema 4.49.

Ejercicio 4.53. Generalizando los teoremas 4.42 y 4.43, pruebe que todo sub-
grupo de Difeo}"**(S") (resp. de Difeo}t**(R)) sin semigrupos libres a dos gene-
radores es abeliano (resp. metabeliano).

(O TN

{
Y 7 Y
O SO 1
(f;(l)) ( I )
Figura 23

~

U
u v g(u) g(v)
z

Ejercicio 4.54. A lo largo de este ejercicio, I' serd siempre un grupo finitamente
generado de crecimiento polinomial de grado k.

(i) Pruebe que todo subgrupo finitamente generado de I' tiene crecimiento poli-
nomial de grado inferior o igual a k.

(ii) Demuestre que si I'y CT'no1 C ... C g =T es una cadena de subgrupos
tal que para todo i € {0,...,n — 1} existe un homomorfismo ¢; : I'; — (R, +)
satisfaciendo ¢;(T'i41) = {0}, entonces n < k.

Sugerencia. Para cada i € {0,...,n — 1} escoja un elemento g; € T'; tal que
¢i(gi) # 0 y considere las palabras de la forma P = g{"'gy'?---gn'".

(iii) Suponga que I' sea un subgrupo de Homeo([0,1]). Usando (ii) y el homo-
morfismo nimero de traslacién, pruebe que I' es soluble de orden de solubilidad
menor o igual a k. Aplicando el teorema de Milnor y Wolf [134, 209], deduzca
que I' es virtualmente nilpotente.

(iv) Suponga ahora que I sea un subgrupo de Difeo}*¥*([0, 1[). Usando el teorema
4.40 y el ejercicio 4.15, concluya que I' es abeliano.

(v) Pruebe que (iv) vale atin cuando I" es un subgrupo de G17**(R, 0).
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Sugerencia. En lugar del homomorfismo niimero de traslacién use aquél otorgado
por el teorema de estabilidad de Thurston (vea la seccién 1 del dltimo capitulo).

Ejercicio 4.55. La afirmacién del {tem (ii) a continuacién puede también ser
demostrada usando el lema del ping-pong positivo (vea [18]).

(i) Bajo las hipdtesis del lema 4.52, pruebe que el grupo generado por la familia
de elementos {f"gf~": n € Z} no es finitamente generado.

(ii) Pruebe que si f y g son los generadores de un grupo I' de modo que el
subgrupo generado por {f"gf~": n € Z} no es finitamente generado, entonces
el semigrupo generado por f y gfg~! es libre.

Sugerencia. Suponga que existen dos palabras diferentes en potencias positivas
de fy gfg™?, y verifique que esto permite hallar un nimero finito de generadores
para el grupo generado por {f"gf™":n € Z}.

(iii) Use (ii) para dar una demostracién alternativa del teorema 4.49.

Observacién 4.56. Ignoramos si el teorema 4.49 se extiende (al menos en el
caso de crecimiento subexponencial) para grupos de gérmenes de difeomorfismos
de clase C'*** (compare con el ejercicio 4.41).

2.3 Nilpotencia, crecimiento y regularidad intermedia

Tal como sucede para el teorema de Denjoy y el lema de Kopell, los
teoremas de las dos secciones precedentes dejan de ser validos para grupos
de difeomorfismos de regularidad inferior a C*+1iP, En efecto, utilizando la
primera de las técnicas de la seccién 1.4 de este capitulo, Farb y Franks
probaron en [63] que para todo n € N el grupo N, introducido en el ejercicio
2.34 se incrusta en Difeofr([o7 1]) (observe que N, es nilpotente para todo
n y no abeliano para n > 3). Por otra parte, de acuerdo a un importante
resultado de Malcev (vea [172]), todo grupo nilpotente finitamente generado
y sin torsién se incrusta en algin N,,. Todo esto muestra la existencia de
una gran variedad de contra-ejemplos de clase C! al teorema de Plante y
Thurston. De hecho, usando los métodos introducidos al final de la seccién
anteriormente referida, es posible probar que la accién canénica de N,
sobre el intervalo puede realizarse con cuaquier clase de diferenciabilidad
inferior a C1+1/("=2) " Por otro lado, el teorema 4.34 muestra que esta
inclusién no puede alcanzar ninguna regularidad superior a C*+1/(n=2),
Serfa interesante dar una versién de este fenémeno que sea independiente
del modelo topoldgico impuesto a la accién. De manera més precisa, es
muy probable que un enunciado del siguiente tipo sea cierto: para cada
grupo I' nilpotente, finitamente generado y sin torsién, existe una constante
7(I')€]0,1] tal que si ®: I' — Difeo’}""(S!) es una representacién efectiva
y sin punto fijo global al interior, entonces 7 < 7(T") (y tal que para todo
7 < 7(I') existen representaciones efectivas para las cuales ]0,1[ es una
componente irreducible). Serfa ain mds interesante si el valor de dicha
constante pudiese ser explicitado (es probable que éste sea igual a 1/(k—1),
donde k es el grado de nilpotencia del grupo en cuestion).
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Observacion 4.57. Para cada par de enteros positivos m < n, el grupo nilpo-
tente N,, se incrusta candénicamente en N,. Si denotamos por N a la reunién
correspondiente, entonces se comprueba facilmente que N es un grupo ordenable,
numerable y no finitamente generado. Ademds, N contiene a todos los grupos
nilpotentes finitamente generados y sin torsién. Serfa muy interesante verificar si
los métodos de la seccién 1.4 de este capitulo permiten probar que N es isomorfo
a un grupo de difeomorfismos de clase C' del intervalo.

Resumiendo lo anterior, todo grupo nilpotente finitamente generado y
sin torsién puede ser incrustado en Difeo’}™" ([0, 1]) para algin 7 < 1 sufi-
cientemente pequeno. Resulta natural preguntarse si otros grupos de cre-
cimiento subexponencial pueden aparecer como grupos de difeomorfismos
de clase C'*7 del intervalo. De acuerdo al ejercicio 4.47, el resultado pre-
sentado a continuacién, el cual fue obtenido por el autor en [142], da una

respuesta negativa a esta interrogante.

Teorema 4.58. Para todo T > 0, todo grupo de difeomorfismos de clase
CY7 del intervalo [0,1] que sea finitamente generado y que no contenga
semigrupos libres a dos generadores es virtualmente nilpotente.

Observacién 4.59. Un enorme interés ha suscitado recientemente una nocién
més fina de crecimiento para grupos, a saber, la del crecimiento exponencial
uniforme. Se dice que un grupo finitamente generado I' tieme crecimiento expo-
nencial uniforme si existe una constante A > 1 tal que para todo sistema finito (y
simétrico) de generadores G de I, el nimero Lg(n) de elementos de I" que pueden
ser expresados como producto de a lo més n elementos de G satisface

lim log (Lg(n))

n

n—oo

>

Si bien en muchas situaciones los grupos de crecimiento exponencial tienen auto-
méticamente crecimiento uniformemente exponencial (vea por ejemplo [18, 62,
161]), existen grupos que no comparten ambas propiedades [206]. Ignoramos si
esto puede suceder para un grupo de difeomorfismos de clase C'*" de [0, 1].

Una observacién analoga puede hacerse en torno a la alternativa de Tits. Un
grupo satisface una alternativa de Tits uniforme si todo subgrupo no virtual-
mente soluble contiene elementos que generan un grupo libre y que pueden ser
expresados como un producto de a lo mas N generadores del subgrupo, donde
N es una constante que sélo depende del grupo original y no del subgrupo en
consideracién ni del sistema de generadores alli elegido. Por ejemplo, los gru-
pos “lineales” satisfacen la altenativa de Tits uniforme [20]. Ignoramos a este
respecto si puede darse una versién uniforme del resultado de la seccién 3.1 del
capitulo 2. El tratamiento especifico de este problema para el caso real-analitico
o para el grupo de Thompson G reviste desde ya un interés no despreciable.

La condicién de positividad de 7 para el teorema 4.58 es esencial. Para
ilustrar este aspecto, a continuacién esbozaremos la construccién de un
subgrupo de Difeofr([O, 1]) de crecimiento intermedio. Este subgrupo esté
relacionado con el grupo de crecimiento intermedio H presentado en el
ejemplo 4.48. En efecto, si bien no es dificil verificar que H es un grupo
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de torsién para el cual el orden de cada elemento es una potencia de
2 (vea el tltimo capitulo de [90]), es posible generar a partir de él un
grupo sin torsion y de crecimiento intermedio. Este grupo fue intro-
ducido en [83]. Geométricamente, la idea consiste en reemplazar T2 por
un arbol enraizado cuyos vértices tienen valencia infinita (numerable). En
términos mds precisos, consideramos el grupo H actuando en el espacio
Q = ZN generado por los elementos @, b, ¢ y d definidos inductivamente por
a(x1, T2, T3, . . ) = (1 +21,22,23,...) ¥

T x1,a(T2, T, T ar
b(‘rl:wbxfia“‘):{ (e, (27 " e

)
(z1,¢(wa,x3,...)), x1 impar,
)

),

, T1 par,
) impar,

)
)
E(:L'171‘2>w37...> { (Tl a(zmx:ﬂ’. ;

(Tl d(l‘z,l‘g, .

7 T1,T2,T3,---), Ty par,
d(@y, 22, 25,..) = { gfl}l,g(ﬂfz,ﬂfg7.)..))7 21 impar.

El grupo H preserva el orden lexicogréfico en 2, de donde se concluye
que es ordenable, por lo que puede ser visto como un grupo de homeomor-
fismos del intervalo (compare con [85]). Para clarificar este punto, daremos
a continuacién una realizacién elemental de H como un grupo de homeo-
morfismos bilipschitzianos de [0, 1] (compare con la proposicién 2.87).

Ejemplo 4.60. Fijemos una sucesién (¢;);ez de reales positivos tales que

Zé,:l y max{liﬂ7 b }§C<oo para todo i € Z.
bl

Denotemos por I; al intervalo | 37, £;, 3, <; 4;[. Sea f : [0,1] — [0, 1] el homeo-

morfismo que lleva cada intervalo I; sobre I; 1 de manera afin. Designemos por g

al homeomorfismo affn que lleva [0, 1] sobre Iy, y por A = 1/£y al valor (constante)

de su derivada. Consideremos las aplicaciones a, b, ¢ y d definidas inductivamente

en un subconjunto denso de [0,1] por a(z) = f(x) y, para x € I;,

figeg™" (), i impar,

_ f'gag™ lf l(z) i par,
o(z) = { figdg™' f~*(x), i impar,

be) :{ flgag™ [~ (), i par,

T i par,
d(z) = ’ o o
@) { figbg™! f7 (), i impar.
Afirmamos que a,b,c y d son homeomorfismos bilipschitzianos con constante de
Lipschitz mayorada por C' (note que C' puede ser tomada tan cercana a 1 como
se quiera). En efecto, esto es evidente para a, mientras que para b, ¢ y d, esto es
verificable por induccién. Por ejemplo, si & € I; para un entero impar 4, entonces

= U (00~ S @) g ag™ @) e
YO=TE e e 0T

y como ¢'lj01] =Xy (f*)'[1o=¢i/lo, tenemos b (z)=a'(g~"f *(z)) <C. Resulta
geométricamente claro que el grupo generado por a,b, c y d es isomorfo a H.
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Ejercicio 4.61. Dé ejemplos de grupos (finitamente generados) de homeomor-
fismos del intervalo y del circulo para los cuales exista un sistema finito de ge-
neradores y una constante 6 > 0 de modo que, para toda conjugacién topolégica
a un grupo de homeomorfismos lipschitzianos, al menos uno de estos generadores
(o su inverso) tiene constante de Lipschitz mayor a 1+ 4.

La idea precedente es inapropiada si se busca obtener una incrustacién
de H en Difeoﬁr([O, 1]), pues aparecen discontinuidades para las derivadas
en cada “nivel” de la accién de H. Daremos entonces otra realizacién, a lo
largo de la cual serd esencial el “renormalizar” la geometria en cada paso.
Comencemos por fijar cualquier familia equivariante de homeomorfismos
{¢([0,u],[0,v]) : [0,u] — [0,v];u > 0,v > 0}. Para cada n € N y cada
(21,...,2n) € Z", consideremos un intervalo cerrado (no reducido a un

nerado) J, | ...,zn), ambos contenidos en algin intervalo
[0,T]. Supongamos cumplidas las siguientes condiciones (vea la figura 24):
() Xg ez el =T,

(i) gy ,....zn < Vg,
(1) Way, w0100 =
(iv) limg,, —— oo Ug, ....q

(v) limg, o0 Uz,

(vi) limy, 00 SUP(g,,....w,)€Z" |Izl«,»-»-,zn =0.
[Ih -Tn
u, w, ‘]"El x
Tlr- AT pt] UL AT ng] e
| o | |
[ [ I
B
uIlw sTn IJ.l ..... Ty, Tl ley-uyxn wzla"wmn
Figura 24

Observe que

‘leymyzn‘ + E |Izl,~-~,ImIn+1| = |Izl-,~

Tp41€L

(4.25)

Denotemos por H,, el estabilizador en del nivel n del drbol T,. Para cada
neN dcﬁniﬁrerﬁnos homeomorfismos ay,, by, ¢, v d, que generen un grupo
isomorfo a H/fln Para esto, C(_)nsiderc_mos los }1011101110rﬁsmos bo y ¢1 del
subgrupo de H generado por b, ¢ y d hacia H definidos por do(b) = a,
$0(¢) =@, do(d) = id, y ¢1(b) =¢, ¢1(c) =d, ¢1(d) = .

Definicién de ay:

- Slp € le,...,wl para algﬁn i< n, sea an(p) :90(']&':1,1:27...‘ ) ‘I1+171,;L'2‘...,(L'1)(p)‘
—-Sipe Ilzl,.. iz SCB an(p) = cp(IzlyZQ$"‘)‘Tn7 Il+11,12,m,1n)(p)'
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Definicién de by,:

Supongamos que p €]0, 1[ pertenezca al intervalo I, . .., y denotemos
por (Z1,...,Z,) € {0,1}" la sucesién obtenida al reducir médulo 2.
~ Si ¢z, (b), Py @z, (b), -y Bz, - . Dz, 0z, (b) estédn bien definidos, hagamos
bu(p) =p.
— En caso contrario, denotemos por ¢ = i(p) < n al menor entero tal que

¢z, - - - Pz, 03, (b) N0 esté definido y hagamos

Ds PEJyy, xyy <1,
bn(p) = ‘P(thm,znu-,zwle,...,l-%—wg,...,wj)(p)7 PEle,...,zz,...,zN 1<j<n,
90(1117--47 i Loy, 1w, ,zn)(p)y PE€lyy,  a,-

Las definiciones de ¢, y d, son similares a la de b,,. Claramente, las
aplicaciones @y, by, ¢, y dy, se extienden en homeomorfismos de [0,7]. El
hecho que ellos generan un grupo isomorfo a H/H,, se desprende de las
propiedades de equivarianza de las aplicaciones (I, J) (dejamos la veri-
ficacién a cargo del lector). La condicién (vi) implica ademds que las suce-
siones de aplicaciones ay, by, ¢, y d, convergen a homeomorfismos a, b, ¢ y
d respectivamente, los cuales generan un grupo isomorfo a H.

Ejemplo 4.62. Dada una sucesion (¢;);cz de reales positivos tales que Y ¢; = 1,
definamos Lo, ..., | ¥ |Joy....c.| por

[Joran =0y Hayon| = Loy oo Loy

Si efectuamos la construccién precedente (para T'=1) usando la familia equiva-
riante de las aplicaciones afines ([0, u], [0,v])(z) = vx/u, entonces reobtenemos
la inclusién de H en el grupo de los homeomorfismos bilipschitzianos del intervalo
del ejemplo 4.60 (manteniendo siempre las hip6tesis £iy1/4; < C'y £;/liz1 < C
para todo i € Z).

La verificacién de los detalles del resto de la construccion quedara a cargo
del lector (referimos a [142] en caso de dificultades). Sea w un médulo de
continuidad satisfaciendo w(s) = 1/log(1/s) para s < 1/e, y tal que la
aplicacién s — w(s)/s sea decreciente. Fijemos una constante C' > 0y
para cada k € N definamos Tj, = ), ., W Consideremos una sucesién

creciente (ky,) de enteros positivos, y paraneNy (z1,...,2,) € Z" hagamos

1
(1| + .o fan] + kn)?

|IZ1,‘-.,zn‘ =

Valiéndose de la familia equivariante inducida por (4.10), nuestro método
general origina subgrupos de Difeo’, ([0, T}, ]) isomorfos a H/H,, generados
por elementos a,,b,,c, vy d,. El objetivo consiste entonces en controlar
la norma C¥ para la derivada de estos difeomorfismos. Ahora bien, si la
sucesién (ky,) satisface ciertas “condiciones de crecimiento répido” (que de-
penden de C'), no es dificil verificar que dichas normas estdn acotadas supe-

riormente por C' para todo n € N (y que lo mismo ocurre para las derivadas



Grupos de difeomorfismos del circulo 187

de los inversos de dichos difeomorfismos). Las sucesiones correspondientes
son por lo tanto equicontinuas, y es facil ver que ellas convergen a apli-
caciones w-continuas con C*-norma acotada superiormente por C. Estas
aplicaciones corresponden a las derivadas de difeomorfismos a, b, ¢, d (y sus
inversos) de clase C'*%, quienes generan un grupo isomorfo a H. Como
este grupo actda sobre el intervalo [0, Tk, ], para obtener una accién sobre
[0,1] debemos conjugar por la aplicacién afin g: [0,1] — [0,7},]. Puesto
que para k; suficientemente grande se tiene T, < 1, este procedimiento
de conjugacién no aumenta la C¥-norma para las derivadas. Observe final-
mente que, como para todo difeomorfismo f de [0,1] existe un punto con
derivada 1, si la C¥-norma de f’ estd acotada por C' entonces

sup |f'(z) — 1| < Cw(l).
z€[0,1]

En consecuencia, para C pequeno la realizacién precedente de H tiene a
sus generadores cercanos a la identidad respecto a la topologia C1+%.

Ejercicio 4.63. Dentro del grupo de Grigorchuk-Maki H existen “muchos” ele-
mentos que conmutan. De manera mds precisa, para cada d € N pueden ser
escogidos d+1 elementos de H satisfaciendo una condicién combinatoria del tipo
semejante a la del teorema 4.34 (considere por ejemplo fi = a2, fo = b2,
fs = a ‘b %a, etc). De esta forma, para verificar que la accién canénica de
H no es semiconjugada a una accién por difeomorfismos de clase C'*™ basta
con aplicar el lema de Kopell generalizado (i.e., el teorema 4.34) para d > 1/7.
Los {temes a continuacién permiten probar la misma afirmacién usando métodos
“elementales” (vea [142] para mayores detalles).

(i) Pruebe que si h es un difeomorfismo de clase C'™ de un intervalo cerrado
[u,v], y si C denota la constante de holderianidad correspondiente para h', en-
tonces para todo z € [u,v] se tiene |h(z) — x| < Clv — u|**".

(ii) Usando (i) pruebe directamente (i.e., sin usar ningiin argumento proba-
bilistico) que el teorema (4.34) es vélido para d > d(«), donde d(a) es el minimo
entero mayor o igual a 2 para el cual se verifica la desigualdad «(1+7)%72 > 1.
(iii) Usando (i) concluya que la accién canénica de H no es semiconjugada a una
accién por difeomorfismos de clase C'*7 para ningin 7 > 0.

Para cerrar esta seccion resulta interesante observar una vez més que el
elemento a® pertenece al centro de H. Teniendo en mente la realizacién
de H como un grupo de difeomorfismos de clase C!, el estudio de los
centralizadores en Difeo#([()7 1]) de difeomorfismos (u homeomorfismos)
del intervalo se torna natural. La siguiente sencilla pero interesantisima
proposicién, debida a Bonatti, Crovisier y Wilkinson, podria resultar fun-
damental para este estudio.

Proposicién 4.64. Si h es un homeomorfismo de [0,1] sin puntos fijos
en |0, 1], entonces el grupo de los difeomorfismos de clase C de [0,1] que

conmutan con h no contiene elementos entrecruzados.
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Demostracién. Supongamos por contradiccién que f y g sean difeo-
morfismos de clase C! de [0,1[ que conmutan con h, y que ellos estén
entrecruzados sobre cierto intervalo [x,y] C [0,1]. Como en el curso de
la prueba del lema 2.53, podemos restringirnos al caso en que f(z) = z,
fy) €]z, yl, g(z) €]z, y[ ¥y 9(y) = y. Ademds, cambiando f y g por alguno
de sus iterados, podemos suponer que g(z) > f(y). Todas estas condi-
ciones son preservadas por conjugacién topolégica, lo que es equivalente
a decir que f y g satisfacen f(h™(z)) = h"(z), f(h"(y)) €]h™(z), h"(y)],
g(hn () €ln™(@), k" (y)l, 9(h"(y)) = h"(y) y g(h™(x)) > f(h"(y)) para
todo n € Z. Si h(z) < z (resp. si h(z) > z) para todo z€|0, 1], entonces
las sucesiones (h"(z)) y (h"(y)) (resp. (h="(z)) y (h~"(y))) convergen al
origen. Como f y g son de clase C!, esto implica que f’(0) = ¢’(0) = 1.
Sin embargo, puesto que g(h™(z)) > f(h™(y)), debe existir una sucesién
de puntos z, €]z,,y,[ tal que para cada n € N se tiene f'(z,) < 1/2 6
g'(2n) < 1/2,y esto estd en contradiccién con la continuidad de la derivada
de fy g en el origen. |

3 Grupos solubles de difeomorfismos

3.1 Ejemplos y formulacién de resultados

A diferencia del caso nilpotente, dentro del grupo de los difeomorfismos
de clase C? del intervalo existe una gran variedad de subgrupos solubles.
Notemos en primer lugar que el grupo afin es conjugado a un subgrupo
de Difeo?’([0,1]). Para comprobar esto nos valdremos de la linearizacién
introducida en el ejercicio 5.11. Fijemos una constante 0 < ¢ < 1/2 y
consideremos dos difeomorfismos ¢1:]0,1[— R y ¢2: ]0,1[—]0, 1] de clase
C* tales que

a@=—1 y mx):exp(f%) para €0, <],

1
1> para z € [1 —e,1[.

p1(z) = y  ¢2(z) =1-exp <Tf

Consideremos ahora los campos de vectores sobre la recta Y; = 3% e
Y, = 3657—1, los cuales generan el dlgebra de Lie del grupo afin. Se verifica
facilmente que los campos X; = ¢*(Y;), donde j € {1,2} y ¢ = ¢1 0 43,
se extienden a campos de clase C* de [0,1] que son nulos e infinitamente
planos en los extremos. Por esta razén, para cada g€ Af (R) se tiene que
pogop~! es un difeomorfismo de clase C* de [0, 1] infinitamente tangente
a la identidad en los extremos.

De la construccién anterior surgen inmediatamente algunas preguntas:
(todo subgrupo soluble y finitamente generado de Difeoljva([o, 1]) que no
posee puntos fijos globales en ]0,1[ es semiconjugado a un subgrupo del
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grupo afin?; ;todo subgrupo soluble de Difeol™*([0,1[) tiene orden de
solubilidad inferior o igual a 2? Los ejemplos a continuacién (inspirados
del capitulo V de [80]) muestran sin embargo que es posible fabricar grupos
solubles de difeomorfismos del intervalo de orden de solubilidad arbitrario
y dindmica muy diferente a la del grupo afin. Para ello, basta tomar
extensiones sucesivas por Z de manera apropiada.

Ejemplo 4.65. Sea f: [0,1] — [0, 1] un difeomorfismo de clase C* sin otro punto
fijo que 0 y 1, y que es topoldgicamente contractante en 0. Supongamos que f
sea el tiempo 1 del flujo asociado a un campo de vectores de clase C* de [0, 1]
que es infinitamente plano en 0 y 1. Fijemos a€]0,1[ y consideremos un campo
de vectores X sobre [f(a),a] cuyas tnicas singularidades sean f(a) y a, siendo
X infinitamente plano en dichos puntos. Extendamos esta definiciéon haciendo
X (z) = 0 para z € [0,1]\ [f(a), a]. Obtenemos asi un campo de vectores de clase
C® sobre [0,1] que es infinitamente plano en 0 y 1.

Sea g el difeomorfismo de clase C* obtenido al integrar el campo X (en tiempo
1), y sea I' el grupo generado por f y g. Evidentemente, la restriccién de I' a
10,1[ no es semiconjugada a un subgrupo del grupo afin, y I no posee punto fijo
sobre |0,1[. Afirmamos sin embargo que I' es soluble de orden de solubilidad
igual a 2. En efecto, sea I'* el subgrupo abeliano de I" formado por los elementos
que fijan los puntos f"(a) (con n € Z), de modo que sus restricciones a cada
intervalo [f"*!(a), f™(a)] estén contenidas en el grupo generado por la restriccién
del elemento f™gf~" a dicho intervalo. Evidentemente, I'* es un subgrupo normal
de T' que contiene al grupo derivado I'". Ademds, el cuociente I'/T* se identifica
a (Z,+). A partir de esto se concluye facilmente la afirmacién.

A continuacién aplicaremos sucesivamente la idea precedente para obtener,
para cada k > 2, ejemplos de grupos solubles I'; de difeomorfismos de clase C*
del intervalo [2 — k,k — 1] con orden de solubilidad igual a k y generados por
elementos fik,..., fr,k que son cada uno el tiempo 1 del flujo asociado a un
campo de vectores de clase C* e infinitamente plano en 2 — k y kK — 1. Para
ello razonamos por induccién. Para k = 2 hacemos T'> =T, donde fiz =gy
f2,2= f. Supongamos ahora que ya ha sido construido el grupo I'y, y considere-
mos los campos de vectores X x : [2 —k,k— 1] — R correspondientes a los f; k.
Consideremos un campo Xyq1 ,x+1 definido sobre [1 — k, k] que sea de la forma
00/0z para cierta funcién p : [1 — k, k] — R de clase C*, negativa en el interior
e infinitamente plana en los extremos. Multiplicando este campo por un factor
constante si es necesario, podemos suponer que el tiempo 1 del flujo asociado es
un difeomorfismo fr11,x+1 de [1 — k, k] que verifica fri1p41(k—1) =2 —k.

Para i € {17 ey k} extendemos el campo X en un campo X; 41 haciendo
Xik+1(xz) = 0 para todo punto z € [1 — k,k] \ [2 — k,k — 1]. Los campos asf
obtenidos son de clase C* sobre [1 — k, k| e infinitamente planos en 1 — k y k.
Sean fi k+1, @ € {1,...,k}, los tiempos 1 de los flujos asociados. Afirmamos que
el grupo T'x4+1 generado por los fi x+1, 4 € {1,...,k + 1}, es soluble de orden de
solubilidad igual a k + 1. En efecto, el estabilizador en I' de [2 — k, k — 1] es un
subgrupo normal I'* que se identifica a una suma directa de grupos isomorfos
a Tk, y por la hipétesis de induccién este iltimo grupo es soluble de orden de
solubilidad k. Por otra parte, Tx+1/T* se identifica a (Z, +), y el grupo derivado
de T esté contenido en T'*. A partir de esto se concluye ficilmente la afirmacién.
Notemos de paso que I'y+1 no posee punto fijo al interior de [1 — k, k].
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Ejemplo 4.66. Mejoraremos ahora el primer paso del ejemplo precedente uti-
lizando la construccién del inicio de esta seccién; obtendremos de esta manera una
familia dindmicamente mds interesante de subgrupos solubles de Difeo° ([0, 1]) de
orden de solubilidad igual a 3. Consideremos para ello dos campos de vectores X1
y X5 definidos sobre el intervalo [1/3,2/3], que sean de clase C*, infinitamente
planos en los extremos, y cuyos flujos originen un grupo conjugado al grupo afin.
Denotemos por g y h los difeomorfismos de clase C*° obtenidos al integrar en
tiempo 1 dichos campos X1 y X» respectivamente.

Fijemos un difeomorfismo f : [0,1] — [0,1] de clase C*°, sin punto fijo en
el interior, y que verifique f(2/3) = 1/3. Notemos a = 2/3, consideremos una
sucesion (a ser fijada) de reales positivos (tn)necz, y extendamos inductivamente
la definicién de los campos X; haciendo

Xi(@) =t X;(F @)/ (@), 2", (@), n21
Xj(@) =t X;(f(@))/f (@), welf"(a), f"(@), n<-L

Supongamos que ITI_#; —0 cuando n— 400, que ITY_,t; —0 cuando n— —oco, y
que estas convergencias sean suficientemente rdpidas (para fijar ideas, suponga-
mos que la rapidez de convergencia sea supra-exponencial). En tal caso, no es
dificil verificar que los X; se extienden a campos de vectores de clase C* en [0, 1]
que en los extremos son nulos e infinitamente planos. Sea I el grupo generado por
f, g y h. Evidentemente, la restriccién de I' al interior de [0, 1] no es semiconju-
gada a un subgrupo del grupo afin, y I' no posee puntos fijos en |0, 1[. Afirmamos
sin embargo que I es soluble de orden de solubilidad igual a 3. En efecto, sea I'*
el subgrupo metabeliano y no conmutativo de I' formado por los elementos que
fijan los puntos f"(a), de manera que sus restricciones al interior de cada inter-
valo [f"™(a), f"(a)] estén contenidas en el conjugado del grupo afin generado
por X; y X5. Sidesignamos respectivamente por g{f 1 (a), 7 (a)] Y hff,pﬂ(a)vf"(a)]
los flujos asociados a las restricciones de X1 y X2 a [f"*(a), f*(a)] (con t € R),
entonces para todo n € N se tiene

-1 tn r—1 __ptn
T g @ f =9y 1@ i@ @1 =0 @), -1 ey

El grupo I'* es por lo tanto un subgrupo normal de I'. Ademas, el grupo cuociente
T/T* se identifica a (Z,+), y T'™ contiene al grupo derivado de I'. A partir de
todo esto se concluye facilmente lo afirmado.

Al igual que en ejemplo precedente, para cada entero k > 2 pueden hacer-
se extensiones sucesivas de I' por (Z,+) para construir subgrupos solubles de
Difeo$°([1 — k, k]) de orden de solubilidad k + 2...

Ejercicio 4.67. Prucbe que las convergencias II'_t; — 0y TI%_,,t; — 0 exigidas
para el segundo de los ejemplo precedentes son necesarias, incluso para obtener
grupos de difeomorfismos de clase C2. De manera més precisa, pruebe la validez
de la siguiente proposicién.

Proposicién 4.68. Sean g : [0,1[— [0,g(1)[ un difeomorfismo de clase C?, y
a < b dos puntos fijos de g en )0, 1] tales que g no posee puntos fijos en |a,b[. Sea
£:00,b[= [0, £(b)[ un difeomorfismo de clase C* sin otro punto fijo sobre [0,b]
que 0, y tal que f(b) < a. Supongamos que exista una sucesion (tn)nen de reales
positivos tal que para todon € N se tiene f’log[fn(a),fn(b)[of = g[t;ﬂfl(a%/n,l(b)[.
Entonces el valor de II7_t; converge a cero cuando n tiende al infinito.
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Los ejemplos 4.65 y 4.66 son fundamentales, en el sentido que en ellos
se utiliza el que es basicamente el tinico método de fabricacién de grupos
solubles de difeomorfismos del intervalo. Comencemos por dar una versién
precisa de esto para el caso metabeliano.

Teorema 4.69. Si I' es un subgrupo metabeliano de Difeol ([0, 1]) sin

punto fijo sobre ]0,1[, entonces T’ es o bien conjugado a un subgrupo del
grupo afin, o bien un producto semidirecto entre (Z,+) y un subgrupo de
un producto (a lo mds numerable) de grupos conjugados a grupos de trasla-
ciones.

Daremos la demostracién de este teorema en la seccién siguiente. Con-
signemos inmediatamente que una clasificacién completa de los subgru-
pos solubles de Difeo’™?([0,1]) puede ser dada usando las mismas ideas
valiéndose de un (engorroso) argumento de induccién [148]. Para formular
el teorema en el caso general, denotemos por r(1) la familia de los grupos
conjugados a grupos de traslaciones, y por r(2) la familia de los grupos
que son conjugados a subgrupos no abelianos del grupo affn, o bien un
producto semidirecto entre (Z, +) y un subgrupo de un producto (a lo més
numerable) de grupos conjugados a grupos (no triviales) de traslaciones.
Para k > 2 definimos por induccién la familia r(k) de los grupos que son
un producto semidirecto entre (Z,+) y un subgrupo de un producto (a lo
més numerable) de grupos en R(k — 1) = r(1)U...Ur(k — 1), de manera
que al menos uno de los factores no pertenece a R(k — 2).

Teorema 4.70. Sea T un subgrupo soluble de Difeo’™>([0,1[) sin punto

fijo en ]0,1[. Si el orden de solubilidad de I' es igual a k > 2, entonces T
pertenece a la familia (k).

La clasificacién precedente permite obtener interesantes resultados de
rigidez. Por ejemplo, el normalizador de un grupo soluble de difeomorfis-
mos del intervalo tiende a parecerse mucho al grupo original, como queda
consignado en el siguiente teorema [146].

Teorema 4.71. Sea I" un subgrupo soluble de Difeofva([o, 1]) de orden de
solubilidad igual a k > 1 y sin punto fijo sobre ]0,1[. Si N(T') designa su
normalizador en Difeoir([O., 1[), entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:

(i) si k> 1 entonces N(T') es soluble de orden de solubilidad igual a k;
(ii) si k=1 y T no es ciclico infinito, entonces N'(I') es topoldgicamente
conjugado a un subgrupo (eventualmente no abeliano) del grupo afin;

(i) si k =1 y T es ciclico infinito, entonces N'(I') es topoldgicamente
congugado a un subgrupo del grupo de las traslaciones.

La clasificacién de los grupos solubles de difeomorfismos del S se redu-
ce, gracias al lema 4.14, a aquélla dada para el caso del intervalo. La veri-
ficacién del resultado siguiente a partir del teorema 4.70 es dejada al lector.
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Teorema 4.72. Sea I un subgrupo soluble de Difeofjva(sl). Si la longitud
de solubilidad de T es igual a k+1, entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:

(i) T es topoldgicamente semiconjugado a un grupo de rotaciones;

(ii) emiste un subconjunto finito no vacio F de S invariante por T tal que
el grupo derivado I fija cada punto de F, y la restriccion de I a cada una
de las componentes conevas de S* \ F pertenece a la familia R(k).

El caso de la recta presenta complicaciones adicionales. Sin embargo,
gracias a los resultados parciales de la seccién 2.5 del capitulo 2, se puede
llegar a la descripcién dada por el teorema enunciado a continuacién.

Teorema 4.73. Sea I' un subgrupo soluble de Difeofva(R). Si su orden
de solubilidad es igual a k > 1, entonces se tiene una de las posibilidades
siguientes:

(i) T es topoldgicamente semiconjugado a un subgrupo del grupo afin;

(ii) T es un subgrupo de un producto (a lo mds numerable) de grupos de
la familia R(k), de modo que al menos uno de los factores no pertenece a
R(k—1);

(iii) T' pertenece a (k) o bien a r(k+1).

Observemos que si I' es soluble y semiconjugado a un grupo de transfor-
maciones afines sin serle conjugado, entonces el segundo grupo derivado I'”
actia fijando una familia numerable de intervalos abiertos y disjuntos cuya
unién es densa. Los teoremas 4.69 y 4.70 permiten entonces describir la
dindmica de I'. Por otra parte, el que I pueda pertenecer a r(k+1) siendo
de orden de solubilidad k& es muy natural, pues contrariamente al caso del
intervalo, sobre la recta es posible hacer extensiones centrales de grupos no
triviales, sin que por ello la clase de diferenciabilidad se vea necesariamente
afectada.

3.2 El caso metabeliano
El siguiente lema elemental serd fundamental en lo que sigue.

Lema 4.74. El normalizador en Homeo (R) de todo subgrupo denso del
grupo de traslaciones estd contenido en el grupo afin.

Demostraciéon. Mdédulo un factor multiplicativo, la tnica medida de
Radon sobre la recta invariante por un grupo denso de traslaciones es la
de Lebesgue. El normalizador de tal grupo deja entonces quasi-invariante
esta medida, por lo que el lema se deduce de la proposicién 1.4. O

El lema siguiente es una versién mejorada del anterior en clase C1*v2,

Lema 4.75. Si ' es un subgrupo abeliano de Difeofva([o, 1[) sin punto
fijo en |0, 1], entonces su normalizador en Difeoi([& 1)) es conjugado a un
subgrupo del grupo afin.
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Demostraciéon. Observemos que la hipétesis de ausencia de punto fijo en
10, 1] equivale, por el corolario 4.4, a que I' est4 contenido en un grupo a
un pardmetro (topolégicamente conjugado al interior a un grupo de trasla-
ciones). Fijemos un elemento no trivial g de I'.

Si {t € R: g € T} es denso en R entonces por conjugacién podemos
transformar I" en un subgrupo denso de (R, +). La imagen por esta conju-
gacién del normalizador A’ de T en Difeo’, ([0, 1]) est4 por lo tanto contenida
en el normalizador en Homeo, (R) de dicho grupo denso de traslaciones.
El lema 4.74 implica entonces que esta imagen estd contenida en el grupo
afin.

Supongamos ahora que {t € R : g* € I'} sea ciclico infinito. Afirmamos
que el normalizador A" de T en Difeol ([0, 1]) es igual a g®. En efecto, si k es
un entero positivo tal que g'/* es el generador de {t e R: ¢g* € T'}, entonces
para todo h € N existen enteros positivos n, m tales que hg'/Fh~1 = (gl/k)"
y h=1gt/kh=(g'/*)™. Se tiene entonces

(gl/k')mn — ((gl/k)m)n — (h—lgl/kh)n _ h—l(gl/k)nh _ gl/k7

de donde se obtiene m = n = 1. Esto implica que los elementos de N
conmutan con g'/*, por lo que N esté contenido en g®. Puesto que gf
normaliza a T, obtenemos finalmente N = g*. a

Pasamos ahora a la demostraciéon del teorema 4.69. Por el corolario
4.4, si ' es un subgrupo conmutativo de Difco}*_"'“([()7 1[) entonces T es
un subgrupo de un producto a lo mas numerable de grupos conjugados
a grupos de traslaciones. Fijemos ahora un subgrupo metabeliano y no
conmutativo I' de Difeo}™([0,1[) sin punto fijo en ]0,1[. Si existe g € I”
tal que las orbitas por g se acumulan hacia 0 y 1, entonces el grupo abeliano
T’ estd contenido en un flujo topolégico asociado a g. Por ello, I actia sin
punto fijo en ]0,1[. El lema precedente implica que I" es conjugado a un
subgrupo (no conmutativo) del grupo afin.

Supongamos en lo que sigue que todo g € I' fija puntos de ]0, 1[. Usando
el lema de Kopell, se verifica facilmente la existencia de puntos fijos por I'/
en |0,1[. Sea ]a,b] una componente irreducible de I". Notemos que, para
todo h € T, el intervalo h(]a, b[) también es una componente irreducible de
T’. En particular, si h(]a,b]) #]a, b] entonces h(]a,b[)N]a, b[= 0.

Sia=0 6 b=1 entonces todo f €T fija ]a,b], lo cual contradice la

hipétesis de ausencia de punto fijo en ]0, 1[. Las componentes irreducibles
de I' estdn por lo tanto contenidas en subintervalos compactos de |0, 1[. Si
f €T fija una de estas componentes ]a,b[, entonces el lema 4.75 muestra
que la restriccién de f a ]a, b es afin en las coordenadas inducidas por I".
El caso de los elementos que no fijan ]a, b[ es mds interesante.
Afirmacién (i): si f es un elemento cualquiera de I' que no fija Ja, bl y wy v
son los puntos fijos de f a izquierda y a derecha de ]a, b[ respectivamente,
entonces el intervalo Ju,v[ es una componente irreducible de I' (es decir,
u=0yv=1).
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Supongamos lo contrario y sea f € I' un elemento que no fija Ju,v].
Reemplazando f por f~! si es necesario, podemos suponer que f(z) >
para todo z €]u,v[. Se tiene entonces f(a) > b. Para n € N, el elemento
FYF"ff7 pertenece a I, por lo que fija los puntos a y u. Luego,

fFw) =" fuw) = f"(u),  ff"(a) = f"fla) = f*(b), neN.

(4.26)
Se tiene fff~! = fg para cierto g € I'. Por otra parte, fg no posee puntos
fijos en Ju,v[, y fija u y v. Luego, f no posee puntos fijos en | f(u), f(v)[, ¥
fija f(u) y f(v). Esto muestra que ] f(u), f(v)[N]u,v[= 0. Reemplacemos f
por =1 si es necesario de manera que f(u) < u. Notemos que la sucesién
(f™(u)) tiende hacia un punto fijo de f. Se verifica entonces facilmente
que las relaciones (4.26) contradicen el lema 4.51 (aplicado a los elementos
hy = fy ha = f relativamente a los puntos zo = f~!(u), y=a, 2=b< f(a)).
Esto concluye la demostracién de la afirmacion.

Designemos por I'7 al subgrupo normal de I' constituido por los elemen-
tos que fijan las componentes irreducibles de I''. Como la afirmacién (i)
es vélida para toda componente irreducible ]a, b[ de I, un elemento de I’
pertenece a I'] si y solamente si dicho elemento fija al menos una compo-
nente irreducible de I'. La restriccién de I'f a toda componente irreducible
de I es afin en las coordenadas inducidas. Remarquemos que I'; puede
admitir componentes irreducibles contenidas en el complemento de la unién
de las componentes irreducibles de I. Sin embargo, la restriccién de I'f a
una componente tal es abeliana, y por lo tanto conjugada a un subgrupo
del grupo de traslaciones. Concluimos asi que I'] es un subgrupo de un
producto (a lo mds numerable) de grupos conjugados a grupos de transfor-
maciones afines. Ademds, el grupo cuociente I'/T'} acttia de manera libre
sobre el conjunto Fix(I'). Fijemos una componente irreducible ]a, b[ de I",
y definamos una relacién de orden < sobre I'/T'f por fiI'f < foI'f cuando
f1(Ja, b)) estd a izquierda de fa(]a,b[). Esta relacién es total, bi-invariante
y arquimediana. El argumento de la demostracién del teorema de Holder
muestra entonces la existencia de una secuencia exacta

0—Tf—T—HC(R,+)—0.

Notemos que la imagen H es no trivial, pues I no fija ]a, b[. La proposicién
4.2 implica entonces la validez de la afirmacién siguiente.

Afirmacién (ii): el grupo H es ciclico infinito.
De lo que precede concluimos la existencia de una sucesion exacta

0—TI] —T—(Z,+) —0.

La demostracién del teorema 4.69 se completa con la siguiente afirmacién.

Afirmacién (iii): el grupo I'} es en realidad un subgrupo de un producto de
grupos conjugados a grupos de traslaciones.
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Para verificar esto, fijemos un elemento g € I cuya restriccién a una
componente irreducible |a, b[ de I'" no sea trivial. Debemos mostrar que no
existe ningin elemento h €T’ que fije ]a, b y tal que las restricciones de g
y h a dicho intervalo generen un grupo no conmutativo. Supongamos lo
contrario y sea f €' un elemento cuya imagen en I'/T'} genere (Z, +). Cam-
biando f por f~! si es necesario, podemos suponer que f(b) <a. Puesto
que I' es metabeliano, para todo n €N existe ¢, €R tal que las restricciones
de f~"hf™ y hgi al intervalo la,b| coinciden. Para § =V(f;[0,b]) >0 la
desigualdad (4.2) permite probar que para todo z €]a, b se tlene

tn\/ _ —-n ny/ (fﬂ)/(z) ’ 5 7
(hg™) ()= (f""hf") (z) < TV hF @) Ublflg(b>[h(y) Seye];l}g(b)[h(y),
(4.27)
asi{ como 5
tny! >e 9. inf "(y). 4.2
(hg') (z) = € o ) (4.28)

De (4.27) se concluye que

Py s SuPeiop M (y)
sup (¢)'(z) <€’ —/——————.
lﬁ]a,b[( ) ( ) lnny]a,b[ h/(y)

Esto implica de manera evidente que (,,) es una sucesién acotada. Tomemos
una subsucesién (t,,) que converja a un limite 7' € R. Puesto que h fija
cada intervalo [f™(a), f™(b)], se tiene h'(0) = 1. Integrando (4.27) y (4.28)
obtenemos, para todo k suficientemente grande y todo z €]a, b|,

(x —a)/2e® < hgt™s (z) — a < 2¢°(x — a),
y pasando al limite cuando k tiende al infinito se concluye que
(x —a)/2¢° < hgT(x) —a < 2¢°(x — a).

Ahora bien, el argumento precedente sigue siendo vélido cuando se reem-
plaza h por h7, cualquiera sea j € N (ya que la constante § depende sélo
de f). Se obtiene asi, para todo z €]a,b[ y todo j € N,

(x —a)/2¢° < (hgT) (z) — a < 265(z — a),

lo cual es evidentemente imposible. Esto concluye la demostracion de la
afirmacion (iii), y por lo tanto aquélla del teorema 4.69.

Es interesante notar que si un subgrupo soluble de Difeo™?([0, 1]) tiene
orden de solubilidad superior a 2 entonces posee elementos no triviales con
infinitos puntos fijos en cualquier vecindad de 0. Por esta razén, dichos ele-
mentos no pueden ser difeomorfismos real-analiticos. De hecho, todo grupo
soluble de difeomorfismos real-analiticos del intervalo es topolégicamente
conjugado a un subgrupo del grupo afin. El lector encontrard, ademas
de éste, otros resultados interesantes al respecto en [140] (vea también
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(32, 148]). Finalizamos esta seccién observando que los resultados descritos
para subgrupos solubles de Difeo} ([0, 1]) contintian siendo vélidos (y de
hecho pueden ser refinados) en el contexto de los subgrupos del grupo

AfP, ([0,1[) de los homeomorfismos afines por partes del intervalo.

Ejercicio 4.76. Pruebe que si I' es un subgrupo no trivial de AfP([0,1[) que
actia libremente sobre 0, 1], entonces I' es ciclico infinito. Usando esto, pruebe
que todo subgrupo metabeliano y finitamente generado de AfP ([0, 1]) es iso-
morfo a un producto semidirecto entre (Z,+) y una suma directa (a lo més
numerable) de grupos isomorfos a (Z, +) y que actiian sobre intervalos dos a dos
disjuntos. Enuncie y pruebe un resultado de clasificacién general para los subgru-
pos solubles y finitamente generados de AfP ([0, 1]) (vea [146] para mds detalles;
vea también el capitulo 3 de [13] para un resultado interesante sobre los subgru-
pos no solubles de AfP([0,1]), asi como [27] y [157] para otros desenvolvimientos
en la misma direccién).

Ejercicio 4.77. Pruebe que todo grupo soluble de gérmenes de homeomorfismos
afines por partes del intervalo es abeliano.

3.3 El caso de la recta

Si T' es un grupo soluble de orden de solubilidad k, denotemos por
{id} = I'{' <... 9! =T su serie derivada, es decir, I'f! = [I'5°!, T5°L ]
para todo i€{1,...,k}. El resultado a seguir debe ser comparado con el
teorema 2.61.

Proposicién 4.78. Sea I' un subgrupo soluble de Homeo (R) de orden
de solubilidad k. Si existe un indice i < k para el cual Ff"l preserva una
medida de Radon v; tal que 7,,(T5°") # {0}, entonces existe una medida de
Radon sobre la recta que es quasi-invariante por I,

Demostracién. Sea j < k el minimo de los indices para los cuales Fj"l
preserva una medida de Radon, y designemos por v; esta medida. Usando
la hipétesis y (2.7), no es dificil verificar que 7, (I‘j"l) # {0}. Por el lema
2.58 se tiene H(F_‘;"ll) # {1}, y por el lema 2.59 esto implica que v; es
quasi-invariante por F;"_ll. El lema 2.60 permite probar por induccién que
v; es quasi-invariante por I' ;‘112, 1";‘113, etc. Se concluye asi que v; es quasi-
invariante por I'. O

Daremos a continuacién la demostracién del teorema 4.73 (asumiendo
el teorema 4.70). Fijemos un subgrupo soluble I' de Difeorrva(]R) con
orden de solubilidad k£ >2. Si I" possee puntos fijos globales, entonces los
teoremas 4.69 y 4.70 implican que I" es un subgrupo de un producto (a lo
més numerable) de grupos de la familia R(k) de modo que al menos uno de
los factores no pertenece a R(k—1). Supongamos en lo que sigue que I' no
posea puntos fijos. Comenzamos con la siguiente proposicién, la que debe
ser comparada con los resultados del final de la seccién 2.5 del capitulo 2.
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Proposicién 4.79. Todo subgrupo soluble de Difeofva(R) deja quasi-

invariante una medida de Radon sobre la recta.

Demostraciéon. Consideremos el indice j para el cual Fj-OI possee puntos
fijos sin que F?‘ﬂl posea tales puntos. Pueden presentarse dos casos.

Primer caso: el indice j es igual a k.

Afirmamos que I'5?!, preserva una medida de Radon tal que la funcién
numero de traslacién respecto a ella no es idénticamente nula. En efecto,
como I'°', es conmutativo, del lema de Kopell se concluye fécilmente la
existencia de elementos de I’z"il sin puntos fijos, por lo que la proposicién
2.56 implica la existencia de una medida de Radon invariante por I'y_1 (y
tal que el ndmero de traslacién asociado es un homomorfismo no trivial). La
existencia de una medida de Radon v sobre la recta que sea quasi-invariante
por I' se desprende entonces de la proposicién 4.78.

Segundo caso: el indice j es menor a k.

Notemos que, en virtud de la hipdtesis de ausencia de punto fijo global
para la accién de T, este indice j positivo. Fijemos una componente irre-
ducible cualquiera Jp;, ¢;[ de Fj-OIA

Afirmacién (i): si fi y fo son elementos de Fj‘lll que poseen puntos fijos y
que no fijan |p;, ¢;[, entonces los puntos fijos en R U {—o00, 400} de dichos
elementos (inmediatamente) a izquierda y a derecha de ]p;, ¢;[ coinciden.

Para probar esto, sean p y ¢ los puntos fijos de fi a izquierda y a derecha
de [pj, qj] respectivamente. Supongamos que fo no fije [p,q]. Para cada
n € 7 existe g € Fjol tal que f3fify™ = f1g. Como f1§ no posee puntos
fijos en |p,q[ v fija p y ¢, el elemento f; fija el intervalo f3(]p,q[) y no
posee puntos fijos al interior de él. Se deduce entonces que los intervalos
F52(Ip, q]) (con n € Z) son dos a dos disjuntos. Cambiando f, por su inverso
si es necesario, podemos suponer que fgl(pj) tiende a un punto fijo de fy
cuando n tiende al infinito. Obtenemos asi una contradiccién al aplicar
los argumentos de la prueba de la afirmacién (i) de la seccién 3.2 de este
capitulo.

Definamos el intervalo [pj_y,q;_4] como siendo igual a [p;,g;] si todo
elemento de F;{ll que no fija [p;, ¢;] no posee punto fijo; en caso contrario,
escojamos f; € T que posea puntos fijos y que no fije [p;, ¢;], y definamos
P;_1 ¥ ¢ como siendo los puntos fijos de f; a izquierda y a derecha de
[pj» q;] respectivamente. Denotemos finalmente por T';_; al estabilizador
de [pj_1,q;_1] en T'j_1. Se trata de un subgrupo normal de I';_; formado
por los elementos de I';_; que poseen puntos fijos sobre la recta.

Afirmacién (ii): el grupo I" ;0711 preserva una medida de Radon y no posee
puntos fijos.

ol

En efecto, como la afirmacién (i) es vélida para toda componente irreduci-

ble de T';, la accién de I, /T sobre Fix(I';_;) es libre. El argumento
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de la prueba del teorema de Holder permite entonces demostrar que Fj"_ll
fija una medida de Radon cuyo soporte estd contenido en Fix(I';_;). El
que F;{ll no posea puntos fijos se desprende de la definicién de j.

Finalmente, como la funcién nimero de traslacién respecto a la medida

de Radon invariante por T}, no es idénticamente nula, la proposicién 4.78
Jj—1 ’

permite concluir la prueba de la proposicion para el segundo caso. O

Estamos ahora en condiciones de concluir la demostracién del teorema
4.73. Para ello, fijemos una medida de Radon v que sea quasi-invariante por
I', y consideremos la relacién de equivalencia ~ que identifica dos puntos si
ellos pertenecen a la clausura de una misma componente conexa del com-
plemento del soporte de v. El espacio cuociente R/~ es topoldgicamente
una recta sobre la cual el grupo I' actiia de manera natural por homeomor-
fismos. Si la medida v no posee dtomos, entonces ella induce una medida
de Radon T sobre R/~ cuyo soporte es total, que no posee dtomos, y
que es quasi-invariante por la accién de I'. La proposicion 1.4 implica que
esta ultima accién es topoldgicamente conjugada a aquélla de un grupo de
transformaciones afines. La accién original de T' sobre la recta es por lo
tanto semiconjugada a una accién por transformaciones afines.

Resta el caso en que v posee dtomos. Observemos primeramente que I
actiia preservando v, por lo que el segundo grupo derivado I'” fija cada
4dtomo de v. Este argumento prueba en particular que el indice j conside-
rado en la demostracién de la proposicion 4.79 es (en el caso presente) igual
al 6 a 2. Veremos a continuacién que es necesariamente igual a 1.

Denotemos por I';, al subgrupo de I" formado por los elementos que fijan
v, y designemos por I} su grupo derivado. Los elementos de I' fijan los
4tomos de v. Denotemos por I'} al subgrupo normal de I' formado por los
elementos que fijan las componentes irreducibles de I'). Los argumentos
de las demostraciones de las afirmaciones (i) y (ii) de la proposicién 4.79
prueban que I, /T'} es isomorfo a un subgrupo no trivial H de (R, +). Este
subgrupo H no puede ser denso. En efecto, en caso contrario habrian
4dtomos de v de la misma masa acumuldndose sobre ciertos puntos de la
recta, contradiciendo el hecho que v es una medida de Radon.

El grupo H es por lo tanto infinito ciclico, y como I' actia por auto-
morfismos de H, sus elementos deben preservar necesariamente v. Por lo
tanto, se tiene la igualdad I' = T',, (esto prueba que j =1). Se deduce
entonces que I' es una extensién por (Z,+) de un subgrupo soluble de un
producto de grupos de difeomorfismos de intervalos cerrados. Se cumple
asf lo estipulado en la afirmacién (iii) del enunciado del teorema, con lo
que la prueba del teorema 4.73 estd concluida.
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4 Un paréntesis en la clasificacién

Sobre la base de las secciones precedentes, seria natural continuar la
clasificacién de los grupos de difeomorfismos del intervalo (y del circulo)
tratando de describir de manera satisfactoria la dindmica de los grupos
promediables. Sin embargo, este problema parece ser muy complejo, y no
se dispone de ningun resultado realmente significativo en tal direccién. Para
corroborar este punto sefialemos que, de acuerdo a la seccién 5.2 del primer
capitulo, el grupo de Thompson F se incrusta en Difeo(”([0,1]). Por otro
lado, el problema de saber si F es o no promediable se ha mantenido abierto
por casi 30 anos. A modo s6lo de completitud presentaremos a continuacién
algunos resultados parciales en torno al problema de la clasificacién de
cierta familia particular de subgrupos promediables de Difeoi([()7 1]).

Recuerde que la promediabilidad es estable por operaciones elementales,
es decir, ella se preserva al pasar a un subgrupo, a un cuociente, al realizar
una extensién o tomar una reunién (vea el ejercicio 5.67). Siguiendo [162],
denotemos por SP la familia més pequena de grupos promediables que es
cerrada respecto a estas operaciones elementales y que contiene a los grupos
de crecimiento subexponencial (vea el ejercicio 5.69). Los elementos de
SP no pueden aparecer como grupos de difeomorfismos real-analiticos del
intervalo, salvo en casos muy particulares. La demostracién (elemental)
del resultado a seguir puede ser hallada en [148].

Teorema 4.80. Si un subgrupo de DifeoY ([0, 1[) pertenece a la familia SP,
entonces dicho grupo es metabeliano.

Dentro de Difeo”([0, 1]) pueden sin embargo aparecer grupos de la fa-
milia SP de cierto interés algebraico. La siguiente construccién debiese ser
comparada con la de un ejemplo que aparece en [166].

Ejemplo 4.81. Dados cuatro puntos a<c<d<ben |0, 1[, sea f un difeomorfismo
de clase C* de [a, b] infinitamente tangente a la identidad en los extremos y tal
que f(c) = d. Extendamos f a [0, 1] haciendo f(x) = x para x ¢]a,b[. Sea g un
difeomorfismo de clase C* de [0, 1] infinitamente tangente a la identidad en los
extremos, con un dnico punto fijo en el interior, y tal que g(c) = a y g(d) = b.

Denotemos por I' al subgrupo de Difeoy ([0, 1]) generado por fy g. Para cada
n € N, el subgrupo I'y, de I' generado por {fi = ¢ "fg": |i]| <n} es soluble de
orden de solubilidad 2n+1. Ademds, el subgrupo I'* =U,enIl’, es normal en T,
y el cuociente I'/T™ es isomorfo a (Z,+) (su generador es gI'*). El grupo I' es
por lo tanto finitamente generado y no soluble, y pertenece a la familia SP. Este
grupo puede ser presentado algebraicamente como una extension HNN de una
reunién de productos en corona. Visto de esa manera, su geometria resulta ser
muy especial: vea [61] por un fenémeno interesante relacionado con sus sucesiones
de Fglner.

Pese a lo anterior, los subgrupos de Difeoﬁfva([()7 1]) que pertenecen a la

familia SP pueden ser parcialmente clasificados. Para esto definamos por
induccidn transfinita las siguientes subfamilias SP, de SP:
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(i) SP; es la familia de los grupos contables cuyos subgrupos finitamente
generados tienen crecimiento subexponencial;

(ii) si & no es un ordinal limite, SP, es la familia de los grupos obtenidos
como cuociente o subgrupo de un grupo de SP,_j, o por una extensién

0—G—I—H-—0,

donde G € SP,_1 yI'/G ~ H € SP,_1;
(iii) si « es un ordinal limite, entonces SP, es la familia de los grupos
obtenidos como reunién de grupos en U{SP3: f < a}.

Un grupo I' pertenece a SP si y sélo si pertenece a SG, para algin
ordinal a [162]. Por ejemplo, el grupo del ejemplo 4.81 pertenece a SGa41,
donde « es el primer ordinal infinito. La demostracién del resultado a
seguir, basada sobre los resultados de la seccién 3 de este capitulo, puede
ser hallada en [146] (vea también [23] para una discusién més detallada del
caso affn por partes).

Teorema 4.82. Todo subgrupo T' de Difeo ™ ([0,1[) perteneciente a SP,,
para algin o € N es soluble con orden de solubilidad menor o igual a .

Los teoremas 4.80 y 4.82 se aplican a familias especiales de grupos pro-
mediables. En efecto, de [9] se desprende que la familia SP es més pequena
que la de los grupos promediables. Se produce por lo tanto un quiebre
en la clasificacién algebraica de los subgrupos de Difeofva(sl). Es por
ello que en el capitulo siguiente trabajaremos en una “direccién contraria”
considerando acciones de grupos que, dadas sus propiedades cohomolégicas,
no pueden ser promediables salvo en el caso en que esas acciones sean
“triviales”.



Capitulo 5

Estructura Algebraicay
Rigidez: Métodos
Cohomolégicos

1 El teorema de estabilidad de Thurston

El resultado presentado a continuacién corresponde a una version parcial
de un famoso teorema debido a Thurston. Para una versiéon mds general
(relacionada con el célebre teorema de estabilidad de Reeb para foliaciones)
se puede consultar la referencia original [198], asi como [39]. Recomen-
damos en todo caso al lector tratar de resolver el ejercicio 5.10.

Diremos que un grupo topoldgico I' es compactamente generado si existe
una vecindad relativamente compacta V de id € T" tal que todo elemento
de I' puede ser expresado como un producto de elementos de V.

Teorema 5.1. Sea I un grupo topoldgico compactamente generado. Si T’
no admite ningin homomorfismo continuo no trivial sobre (R, +), entonces
toda representacion ® : I' — Difeofr([O, 1]) es trivial.

Para la demostracién de este teorema la nocién de (B, €)-homomorfismo
serd esencial. Dados B C T' y ¢ > 0, un (B,e)-homomorfismo (sobre
(R,+)) es una funcién continua ¢ : B — R satisfaciendo la desigualdad
‘cz‘)(g) + ¢(h) — qﬁ(gh)‘ < ¢ para todo g,h en B tales que gh € B. Fije-
mos una vecindad compacta y simétrica G de la identidad que genere a I'.
Diremos que ¢ estd normalizado si maxgeg [¢(g)| = 1. Por simplicidad,
utilizaremos la notacién V¢(g, h) = ¢(g) + ¢(h) — ¢(gh). Observe que una
aplicacién continua ¢ : I' = R es un (I', 0)-homomorfismo si y sélo si V¢
es idénticamente nula, lo que es equivalente a que ¢ sea un homomorfismo
(continuo) sobre (R, +). Recordemos que Bg(k) designa al conjunto de los

201
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elementos de I' que pueden ser expresados como producto de (a lo més) k
elementos de G.

Lema 5.2. Sea I un grupo generado por una vecindad compacta de ideT.
Si para cada k € N eziste un (Bg(k),1/k)-homomorfismo normalizado,
entonces eziste un homomorfismo continuo no trivial de I’ en (R, +).

Demostracién. Para cada k €N sea ¢;, un (Bg(k),1/k)-homomorfismo
normalizado. Es fdcil probar por induccién que |¢x(g)| < k(1+¢) para todo
g € Bg(k). En particular, por la compacidad de G, existe una subsucesién
(¢}) de ¢ tal que ¢ | g, (1) converge (puntualmente) a una funcién normali-
zada de Bg(1) en R (a priori, no necesariamente continua). Procediendo
inductivamente, para cada i € N podemos hallar una subsucesién (qb}fl) kEN
de (¢} )ren tal que ¢2+1|Bg(,-+1) converge a una funcién normalizada de
Bg(i+1) enR.

La sucesién (¢F) converge (puntualmente) a una funcién ¢: I' = R. Por
construccién, ¢ es un homomorfismo sobre (R, +); ademds, este homomor-
fismo es no trivial, pues estd normalizado. Resta entonces probar que ¢
es continuo. Para ello, observe que para cada n € N existe una vecindad
compacta V' del elemento neutro i¢d en I' tal que V™ C G. En particular,
[ng(g)] = |#(g™)| < 1 para todo g € V. En otras palabras, si g pertenece a
V entonces |¢(g)] < 1/n, lo cual demuestra la continuidad de ¢ en id € T.
Puesto que ¢ es un homomorfismo, la continuidad en un punto nos da la
continuidad global. O

Sea ®: I — Difeol ([0,1]) una representacién continua no trivial, y sea
2z €[0,1[ un punto de la frontera del conjunto de puntos fijos por G (equi-
valentemente, por I'). Para cada y €0, 1] que no es fijo por G consideramos

la funcién 1

oy(9) = cw [®(9)(y) -],

donde C(y) = supyeg [(9)(y) — yl-

Lema 5.3. Aparte de las condiciones anteriores, suponga ademds que
®(g)'(x)=1 para todo g €T'. Entonces para cada n€N y cada € >0 existe
6>0 tal que si |[x—y| <8 entonces y|pgy(n) €s un (Bg(n),e)-homomorfismo
normalizado.

Demostracién. La idea de la demostracién consiste en hacer notar que,
para y cercano a x y no fijo por G, la aplicacién ¢, se comporta infinitesi-
malmente como un homomorfismo de I" en (R, +).

Para k € Ny ¢’ > 0 definimos inductivamente

M0.8) =0, Nolk+1,) = 1+ Ag(k,&)(1+<).

Sea € > 0 suficientemente pequeno de manera que £'Xg(n,e’) < e, y sea
6'>0 tal que |®(g)'(y) — 1| < &’ para todo g € Bg(n) y todo punto y €10, 1]
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que verifica |z — y| < ¢§’. Finalmente, sea § €]0,d[ tal que, si |z —y| < 4,
entonces |®(g)(y) — x| < §’ para todo g € Bg(n). Afirmamos que este
pardametro § verifica la afirmacién del lema.

Probemos en primer lugar que, para todo k < n y todo g € Bg(k),

¢y (9)] < Ao(k, ). (5.1)

En efecto, esta desigualdad es evidente para k = 0 6 k = 1. Asumdmosla
para k = i. Si g es un elemento de Bg(i+ 1) entonces g = hyhy para ciertos
h1 € Gy hy € Bg(i). Luego,

\%(9)\:?\4’( -yl < |<I>(h1 O(ha)(y) = @(h2) ()] + |6y (h2)].

(5.2)
Por otra parte, de la igualdad

®(h2)(y)
B()a(h)y) ~ )= [ [20) ()~ 1)ds+ [B(0)w) ~ o]
Jy

se deduce

1
@\q’(hl)q)(hz)(y)*@(hz)(y)\Slsinlz:‘tgél\@(hl s)-1|- & )\‘b (h2)(y)—y|+1.

De (5.2) y de la hipétesis de induccién concluimos que
[y (9)] < ' No(iye") + 14 Xo(i,€") = No(i + 1,€),
lo cual cierra la demostracién de (5.1).

Estimemos ahora el valor de V¢,. Para hq, hy en Bg(n) tales que hihs
pertenece a Bg(n) tenemos la igualdad

V(s ha) = L) [@(h) () — y + B(ha)(y) — y — (haha)(y) + 1],
es decir
Yoy (hn, 1) —% [®(h1)®(h2)(y) — D(h2)(y) — (B(1)(3) — v)]

@ (h2)(y)
- e/, () (5) ~ 1)ds,

por lo que
V00 o) < | s ) )] s [0 () -1 < N, ) <=

Luego, ¢y|pgn) es un (Bg(n),e)—homomorﬁsmo normalizado. O
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Demostracién del teorema 5.1. Supongamos que ®: FHDifeofr([O, 1])
sea una representacién continua no trivial, y sea z € [0,1[ un punto de
la frontera del conjunto de los puntos fijos por I'. La accién inducida
de I sobre el espacio tangente (unidimensional) 7}, (S') origina de manera
natural un homomorfismo (continuo) de I' en (R, +). Por hipétesis, este
homomorfismo debe ser trivial, por lo que estamos bajo las condiciones
del lema 5.3. La conclusién de dicho lema y del anterior a él nos indican
que I'" admite un homomorfismo continuo no trivial sobre (R, +), lo cual
contradice nuestra hipé6tesis. Luego, ® debe ser trivial. O

Observe que no hemos utilizado la hip6tesis de estar considerando una
accién sobre el intervalo de manera esencial. En efecto, es facil ver que
el teorema de Thurston es ain vdlido (con la misma demostracién) para
subgrupos del grupo de gérmenes de difeomorfismos G} (R, 0).

Ejercicio 5.4. Pruebe directamente el teorema de Thurston para grupos no nece-
sariamente finitamente generados de gérmenes de difeomorfismos real-analiticos
analizando los coeficientes correspondientes a los desarrollos en serie de los gérme-
nes en torno al origen.

Finalizaremos esta seccién con un ejemplo explicito que muestra que el
teorema de estabilidad de Thurston no se extiende a acciones por homeo-
morfismos (vea también la observacién 5.7). Sea G el grupo de presentacién
G = {f,g,h: f>=g%>=h" = fgh). Dejamos al lector la tarea de veri-
ficar que todo homomorfismo de G sobre (R,+) es trivial. Esto no es
extrafio, pues G es el grupo fundamental de una “esfera homoldgica”, es
decir, de una variedad compacta de dimension tres con homologia nula y
no homeomorfa a la esfera (vea [198]).

Para construir una accién no trivial de G sobre S con un punto fijo, con-
sideremos el “embaldosado” del disco de Poincaré por tridngulos hiperbé-
licos de dngulos 7/2, ©/3 y w/7. La imagen en PSL(2,R) del subgrupo
de PSL(2,R) que preserva este embaldosado es un grupo isomorfo a G.
Como ﬁgi(Q,R) actia sobre S! = R, afladiendo un punto en el infinito a
R obtenemos una accién efectiva de G por homeomorfismos lipschitzianos
de S' que fija globalmente dicho punto. Observe que, por el teorema de
Thurston, ésta no es una accién por difeomorfismos: existe una obstruccién
a la diferenciabilidad en el punto del circulo que corresponde al punto del
infinito de la recta.

Ejercicio 5.5. Valiéndose del hecho que el elemento fgh pertenece al centro de
G, y utilizando el teorema 2.54 y la proposicién 4.64, pruebe que toda accién de
G por difeomorfismos de clase C' del intervalo [0, 1] es trivial sin hacer uso del
teorema de estabilidad de Thurston.

Ejercicio 5.6. Siguiendo [34], considere el grupo G con presentacién
(Foguhifa,g2.he: fi=gi=hi=figihn, f5 ' frf2=11, 92 ' 9192 =91, hy “hiha =h1).

Observe que G contiene una copia de G. Pruebe que G actiia (de manera efectiva)
por homeomorfismos del circulo, pero que G no se incruta en Difcofr (Sl).
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Observacion 5.7. La familia de los grupos finitamente generados de homeomor-
fismos de la recta conteniendo subgrupos finitamente generados que no admiten
homomorfismos no triviales sobre (R, +) es bastante grande. En efecto, un resul-
tado cldsico de la teorfa de grupos ordenables (vea [141] para una demostracién
relativamente elemental) estipula que un grupo (de cardinalidad arbitraria) I" es
localmente indicable (i.e., todos sus subgrupos finitamente generados admiten ho-
momorfismos no triviales sobre (R, +)) siy sélo si I' es C-ordenable (vea la seccién
2.6). Por lo tanto, si bien todos los grupos finitamente generados de homeomor-
fismos del intervalo son topoldégicamente conjugados a grupos de homeomorfis-
mos lipschitzianos de [0,1] (vea la proposicién 2.87), muchos no se incrustan en
Difeol, ([0, 1]).

Ejercicio 5.8. Pruebe que el teorema de estabilidad de Thurston no es vélido
para grupos numerables no finitamente generados de difeomorfismos del intervalo.
Sugerencia. Considere el grupo derivado del grupo de Thompson F y su accién
por difeomorfismos de [0, 1] (recuerde que dicho grupo derivado es simple [37]).

Observacion 5.9. El teorema 5.1 puede ser usado para estudiar acciones de gru-
pos en dimensién mayor que 1. Por ejemplo, usando la idea de su demostracién,
en [35] se prueba el interesantisimo hecho que el grupo de los difeomorfismos de
clase C' del disco cerrado que fijan todos los puntos del borde es ordenable a
izquierda.

Ejercicio 5.10. El objetivo de este ejercicio es dar una demostracién alterna-
tiva del teorema de estabilidad de Thurston siguiendo la técnica de [175] y [181].
Consideremos un subgrupo finitamente generado I' de Difeo’, ([0,1]), y para sim-
plificar supongamos que I" no posee puntos fijos al interior de ]0, 1[ y que todos sus
elementos son tangentes a la identidad en el origen (como vimos anteriormente,
el caso general se reduce répidamente a éste). Sea G={hi,...,hr} una familia
finita de generadores de I'. Para cada f € I' definamos la funcién desplazamiento
Ay por Ag(z) = f(z) — z. Observe que (Ay)'(0) = 0 para todo f € I'.

(i) Pruebe que para todo > 0 y todo f,g en I' existen y, z (cercanos al origen
si x estd cerca de 0) tales que

Apg(x) = Ap(a) + Ag(@) + (Af) () Ag(2),
Apmigy = —Ap(z) = (Af)'(2) Ap-a(a).

(ii) Fijada una sucesién (estrictamente) decreciente de puntos no globalmente fijos
2, convergiendo al origen, para cadan € N escojamos i, €{1, ..., k} de modo que
[An;, ()| > |An; (zn)] paratodo je{l,...,k}. Pasando a una subsucesion si es
necesario, podemos asumir que i, es constante (digamos igual a 1 tras reordenar
los indices), y que cada una de las k sucesiones (Ap, (zn)/An, (zn)) converge a
un limite ¢; (menor o igual que 1) cuando n tiende al infinito. A partir de las
igualdades del item (i) verifique que la asignacién h; — ¢; se extiende a un
homomorfismo (normalizado) de I' en (R, +).

Ejercicio 5.11. Siguiendo [139] y [203], considere un difeomorfismo ¢ de ]0, 1[ en
s mismo tal que p(s) = exp(—1/s) para s > 0 suficientemente pequeno. Pruebe
quesik >0y f:[0,1[— [0,1] es un difeomorfismo de clase C*, entonces (la
extensién a [0, 1] de) ¢ ' o fop (resp. ™20 fop?) es un difeomorfismo de clase
C* con derivada 1 (resp. tangente a la identidad hasta el orden k) en el origen.
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2 Rigidez para grupos de Kazhdan
2.1 La propiedad (T) de Kazhdan

Sean I' un grupo numerable y ¥ : I' — U(#H) una representacién de I'
por transformaciones (lineales) unitarias de un espacio de Hilbert H (real o
complejo). Decimos que ¢: I' — H es un cociclo respecto a ¥ si para todo
91,92 en I' se tiene ¢(g192) = ¢(g1) + ¥(g1)c(g2). Decimos que un cociclo ¢
es un coborde si existe K € H tal que ¢(g) = K —¥(g)K para todo g € I.
Denotamos Z!(T', ¥) el espacio de los cociclos y B}(T, ¥) el subespacio de
los cobordes. El espacio cuociente Z!(T', ¥)/B*(G, ¥) es llamado el primer
espacio de cohomologia de T' (a valores en ¥) y designado por H*(T, ¥).

Definicién 5.12. Un grupo numerable I' posee la propiedad de Kazhdan
(o propiedad (T)) si para toda representacién unitaria ¥ de I' el espacio
HY(G, ) es trivial.

Para entender geométricamente la definicién, recordemos que una isome-
tria A de un espacio de Hilbert H es una aplicacién A: H—H que verifica
[JA(K1) — A(Ky)| = || K1 — K2|| para todo K1, K5 en . Es bien sabido que
que toda isometria se escribe como la composicién de una transformacién
unitaria y una traslacién. En términos algebraicos, esto equivale a que el
grupo de las isometrias de H es el producto semidirecto entre U(H) y H.

Consideremos ahora una representacién unitaria U : I' — U(H) y una
aplicacién c¢: I' - H cualquiera. Si para cada g €' definimos la isometria
A(g)="(g) + c(g), entonces es ficil verificar que para todo g1,g2 en I se
tiene la igualdad A(g1)A(g2)=A(g1g2) siy sélo si ¢ es un cociclo asociado
a U. En tal caso, la correspondencia g — A(g) define una accién por
isometrias.

Supongamos ahora que K € H sea un punto fijo de la accién por isome-
trias asociada a un cociclo ¢: I'—H. Para todo g€T" tenemos entonces

T(g)K +c(g) = Al9)K = K.

Por lo tanto, ¢(g) = K —W¥(g)K, es decir, c es un coborde. Reciprocamente,
es fécil verificar que si ¢ es un coborde entonces existe un vector invariante
para la accién por isometrias asociada. Tenemos asi la siguiente reinter-
pretacién geométrica de la definicién 5.12: un grupo I' posee la propiedad
de Kazhdan si y sélo si toda accién por isometrias de I' en un espacio de
Hilbert posee un vector invariante.

Ejemplo 5.13. Todo grupo finito posee la propiedad de Kazhdan. Para probar
esto, basta observar que el promedio a lo largo de una 6rbita de una accién por
isometrias sobre un espacio de Hilbert es un vector invariante por dicha accién.

Ejercicio 5.14. Un vector K¢ € H es el centro (geométrico) de un subconjunto
C de H si K¢ minimiza la funcién K +— supgcc [|[K — K||. Pruebe que si C
es acotado, entonces C posee un tnico centro. Deduzca que si C es invariante
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por una accién isométrica, entonces su centro permanece fijo por dicha accién.
Concluya la validez del lema del centro de Tits: una accién isométrica posee (al
menos) un punto fijo si y sélo si (todas) sus érbitas son acotadas. En particular,
un grupo posee la propiedad (T) si y sélo si las érbitas asociadas a sus acciones
isométricas sobre espacios de Hilbert son acotadas.

Observacién. El mismo argumento se aplica sobre espacios en los que la funcién
distancia satisface una propiedad de “convexidad”, como por ejemplo los drboles
simpliciales o més generalmente los espacios a curvatura no positiva [22].

Es importante senialar que todo grupo que verifica la propiedad (T) es
finitamente generado, de acuerdo a un resultado del propio Kazhdan. Una
demostracién directa de esto puede ser hallada en el capitulo 7 de [214].
Nosotros lo probaremos indirectamente siguiendo una idea de Serre y uti-
lizando un resultado a ser demostrado en el ejemplo 5.22.

Sean I' un grupo contable y I'y C I'y; C ... C I';, C ... una sucesién de
subgrupos finitamente generados tales que la reunién de los T',, es todo T'.
Consideremos el drbol T cuyos vértices son las clases laterales en I' de los
distintos I',,. Entre dos vértices [g] en I'/T",, y [h] en T'/T',, 41 tracemos una
arista (orientada de [g] a [h]) si g € [h]. Es fécil ver que 7 es un érbol
simplicial orientado sobre el cual el grupo I' actiia de manera natural por
isometrias que preservan la orientacion de las aristas. Por el ejemplo 5.22;
si I' posee la propiedad (T) entonces existe un vértice [g] que permanece fijo
bajo esta accién. Sin € N es tal que [g] representa la clase de g respecto a
T',,, lo anterior implica que I' = T',,. Luego, T es finitamente generado.
Ejemplo 5.15. SiI' posee la propiedad (T) y es promediable entonces es finito
(vea el apéndice para la nocién de promediabilidad y algunas notaciones). En
particular, los tnicos grupos abelianos que satisfacen la propiedad de Kazhdan
son los grupos finitos. En efecto, veremos a continuacién que todo grupo prome-
diable satisface la propiedad de Haagerup, es decir, actia por isometrias de un
espacio de Hilbert de manera geométricamente propia (en el sentido que ||c(g)]|#
tiende al infinito si long(g) tiende al infinito). El lector interesado encontrard en
[47) més ejemplos de grupos que verifican esta propiedad, as{ como una discusién
de la misma.

Fijemos un sistema de generadores G del grupo promediable I junto con una
sucesién de Fglner (A4,) asociada a G tal que

card(0Ay) < i

card(A,) — 27 (5:3)

Consideremos ahora el espacio de Hilbert H = @©,>1 nfz(I") definido por

H= {K = (K1, Ky ), K € G(0), S 0% Kallfaqr) < oo}.

n>1

Para g,h en I' definimos ¥, (g)Kn(h) = Kn(gh), y luego consideramos la re-
presentacidn regular W: T'— U(H) dada por ¥(g)K = (¥1(9)K1,¥2(9)K2,...).
Ademas, para cada g € T' consideramos el vector ¢(g) = (¢(g)1,¢(g)2, . . .) definido
por

1

e(9)n = Veard(Ay)

(Xan = Xyan),
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donde X denota la funcién caracteristica del conjunto respectivo. Para todo
g € G tenemos, gracias a (5.3),
Xan = Xy

el =3 n*|| =S

La relacién de cociclo ¢(g192) = ¢(g91) + ¥(g1)c(g2) es facilmente verificable.
Afirmamos finalmente que ¢ : I' = #H es una aplicacién geométricamente propia.
Para probarlo, fijemos un entero k& mayor o igual al didmetro de A,. Si un
elemento g € I" pertenece a Bg (k) \ Bg(k — 1) entonces g(A,) N A, =0, y por lo
tanto

2 card(0Ay)
< ? -
2@ T Z " ( card(An) ) Z gn <

n>1 n>1

HXA"* 9(An) ||
Veard(An) @ —

Luego, ||c(g)||3 > 2n?, y esto prueba nuestra afirmacién.

Ejercicio 5.16. Pruebe que la imagen de un grupo de Kazhdan por un homo-
morfismo posee también la propiedad (T), y que lo mismo ocurre para extensiones
finitas de grupos de Kazhdan.

Como consecuencia del ejercicio precedente, todo grupo de Kazhdan veri-
fica la hipétesis del teorema de estabilidad de Thurston. En efecto, la
imagen de un grupo de Kazhdan por un homomorfismo sobre (R,+) es
abeliana y posee la propiedad (T), por lo que debe necesariamente ser
finita, y por lo tanto trivial.

Ejercicio 5.17. Pruebe directamente que todo subgrupo finitamente generado
de Difeo}*7([0,1]) que satisface la propiedad (T) es trivial, cualquiera sea 7 > 0.
Sugerencia. Pasando a un cuociente si es necesario, se puede suponer que el
grupo en cuestién I' no tiene punto fijo en 0, 1[. Considere la medida de Radon
u sobre ]0, 1] definida por du = dz/z, y sea ¥ la representacion regular de T’
sobre # = £2([0, 1], u), es decir
-1 1/2
oK (@) = Ko™ @)[ Y- @)] "

Para cada g € I' considere la funcién
1y dg 1/2 .
elo)=1-[gr@] " (5.4)

Verifique que se satisface la relacién de cociclo ¢(gh) = ¢(g) + ¥(g)c(h) (observe
que c es el coborde formal de la funcién constante igual a 1, la cual no pertenece
a H). Verifique ademds que c(g) pertenece a H (es aqui donde se usa la hipdtesis
7 > 0). Pruebe que si ¢ es cohomoldgicamente trivial, entonces existe K € H tal
que la medida v sobre ]0, 1[ de funcién de densidad (respecto a dp) es el cuadrado
de z — 1 — K(x) es invariante por I'. Concluya la demostracién utilizando los
resultados de la seccién 2.5, capitulo 2.

Ejercicio 5.18. Pruebe directamente que ningtin subgrupo no trivial I" de (R, +)
posee la propiedad (T). Para ello, considere la representaciéon de I' por trasla-
ciones de LZ(R, Leb) y el cociclo asociado dado por ¢(g) = X{o,cof — X{g(0),00[>
donde X denota la funcién caracteristica del intervalo en cuestién y g € I'. Pruebe
que este cociclo no puede ser un coborde.
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Los ejemplos no triviales de grupos de Kazhdan son las redes de los gru-
pos de Lie simples de rango real mayor o igual que 2. Recuerde que el rango
real de un grupo de Lie es la dimensién de la mayor sub-algebra abeliana
de su élgebra de Lie sobre la cual la aplicacién adjunta es diagonalizable
sobre R, y que un subgrupo discreto de un grupo topolégico localmente
compacto es una red si el espacio cuociente tiene volumen finito (respecto
a la medida de Haar). Por ejemplo, SL(3,Z) posee la propiedad (T), pues
el rango de SL(3,R) es 2 y SL(3,Z) es una red en SL(3,R). Para la de-
mostracién de todo esto vea [91], y alternativamente vea el notable trabajo
[186].

Numerosos otros ejemplos interesantes de grupos con la propiedad (T)
han sido construidos por diversos autores. Vale destacar al respecto el
extraordinario trabajo de Gromov sobre grupos aleatorios [86], donde se
prueba que “genéricamente” todo grupo de presentacién finita posee la
propiedad de Kazhdan (vea también [215]). Por lo tanto, un teorema que
es valido para grupos de Kazhdan es valido para “casi todo grupo”.

Para finalizar esta seccién, probaremos dos resultados sencillos de obs-
truccién a la propiedad (T) vélidos para grupos relacionados con nuestra
discusioén, a saber, los grupos de Thompson y de Neretin. El lector deseoso
de avanzar rdpidamente hacia el caso de los grupos de difeomorfismos del
circulo puede pasar directamente a la seccién siguiente.

Proposicién 5.19. El grupo de Thompson G no posee la propiedad de
Kazhdan.

Demostraciéon. Daremos una prueba elemental utilizando una elegante
construccién debida a Farley [64], quien demuestra que G admite una repre-
sentacién geométricamente propia por isometrias de un espacio de Hilbert.
La presentacién estd inspirada de [150].

Denotemos por Gy al subgrupo de G formado por aquellos elementos
cuya restriccién al subintervalo [0,1/2] de S! es la identidad. Consideremos
el espacio de Hilbert H = (%4(G/Gg). Claramente, el grupo G actia por
isometrias de H (considere las traslaciones a izquierda). Para cada intervalo
diddico I escojamos un elemento g; de G tal que g; envie [0,1/2] sobre I
de manera afin, y denotemos por [g;] la clase de gy médulo Gg. Para cada
g € G consideremos la funcién ¢(g) € H definida por

c(9) = > (31 = Sglgn)) -

I

donde la suma se extiende sobre el conjunto de los intervalos diddicos I y
0 denota la delta de Dirac (es decir, dj4,] es la funcién caracteristica del
conjunto {[gs]}). Cada funcién c¢(g) es de soporte finito, pues para todo
elemento g € I' se tiene que g[gr] = [gg1] si |I| es suficientemente pequefio
(la restriccién de g a intervalos diddicos suficientemente pequenos es afin).
Luego, ¢(g) pertenece a H. Por otra parte, no es dificil ver que c¢ satisface
la igualdad de cociclo (respecto a la representacién por traslaciones en H).
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El célculo de [|c(g)|| es simple. En efecto, de la definicién se obtiene que
lle(g)|1? es igual a dos veces el niimero de intervalos diddicos I tales que o
bien la restriccién de g a I no es afin, o bien la imagen de I por g no es un
intervalo diddico. El que ||c(g)]| tiende al infinito cuando long(g) tiende al
infinito se deduce facilmente de esto.

Designemos ahora por 77 al drbol simplicial homogéneo de valencia p+ 1
en cada vértice. Fijemos un vértice o de TP, al cual llamaremos el origen.
Un sub-arbol de TP es completo si es conexo, compacto, y cada vez que dos
de sus aristas tienen un vértice en comun, todas las aristas que contienen
dicho vértice estdn incluidas en él. Observe que el complemento de un sub-
4rbol completo es la unién de una cantidad finita de drboles enraizados.

Si A, B son sub-drboles completos de 7P, denotamos por N'?(A, B) al
conjunto de las transformaciones biyectivas de 77\ A sobre 77\ B que
envian cada componente conexa de 7P \ A de manera isométrica sobre una
componente conexa de T? \ B. Si g pertenece a NP (A, B) entonces g induce
un homeomorfismo de 7P, al que también denotaremos por g. Observe
que OTP aparece dotado de manera natural de una métrica: la distancia
entre dos puntos z,y de TP viene dada por Jist(z,y) = p~™, donde n es
la distancia dist (sobre TP) entre o y la geodésica que une z e y.

Definicién 5.20. El grupo de Neretin N'P es el grupo de los homeomorfis-
mos de T? inducidos por elementos de algiin conjunto del tipo N?(A, B).

Intuitivamente, NP es el grupo de los “gérmenes al infinito” de isometrias
de OTP. Es importante notar que si g1 ENP(A, B) y go e NP(A', B') repre-
sentan al mismo elemento de A'? entonces coinciden sobre la interseccién de
sus dominios de definicién. Un representante g€ NP (A, B) de g € NP serd
dicho mazimal si su dominio contiene al de cualquier otro representante
de g. No es dificil convencerse de la existencia de un tnico representante
maximal para cada elemento de N7. Para g€ NP designemos por A, (resp.
B,) al cierre del complemento del dominio de definicién de g (resp. de g—1).
Notemos que Ay = By-1. El grupo Isom(7?) de las (extensiones al borde
de las) isometrias de T? es un subgrupo de N?. Un elemento g de N'? estd
contenido en Isom(77?) si y sélo si A;=B,=0. Observe finalmente que el
grupo de Thompson G puede ser visto como un subgrupo de N2.

La introduccién del grupo de Neretin (también llamado grupo de los
esferomorfismos) no es artificial: su aparicién resulta natural en el contexto
p-ddico. En efecto, si p es primo, entonces el grupo de los difeomorfismos
de la recta proyectiva de Q, (es decir, del “circulo p-adico”) se incrusta en
NP. Para mayor informacién al respecto recomendamos la lectura de [151].
Nosotros nos contentaremos con demostrar el resultado siguiente.

Proposicién 5.21. Sea T' un subgrupo del grupo de Neretin N?. Si T’
posee la propiedad (T) de Kazhdan, entonces existe un subgrupo de indice
finito de ' que fija una cantidad finita de bolas del borde del arbol, actuando
isométricamente sobre cada una de ellas.
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Demostracién. Para cada vértice a # o designemos por A, al drbol en-
raizado en a que “apunta hacia el infinito”. Fijemos uno de los p + 1
sub-arboles de T? enraizados sobre el origen, y (abusando de la notacién)
designémoslo por A,. Consideremos el grupo N? formado por los elementos
g € NP que fijan el borde al infinito A, de A,, actuando isométricamente
(respecto a la métrica dist) sobre él. El grupo N? actda unitariamente
sobre el espacio de Hilbert # = (2 (N?/NP) por traslaciones a izquierda.

A cada vértice a de T? asociemos el elemento ¢, € N?/N? dado por
¢a =[], donde h € N? es un elemento cuyo representante maximal envia
A, sobre A, isométricamente (respecto a la métrica dist), y [h] es su clase
en NP /NP. Para ge NP definamos “formalmente” ¢(g) € H haciendo

alg) = 96,,) =Y 5,

donde ¢ designa la delta de Dirac (i.e., §,, es la funcién caracteristica
del conjunto {¢,}). La expresién “formalemente” se debe al hecho que
los términos coincidentes en la definicién de ¢(g) deben simplificarse, tras
lo cual “sobrevive” sélo una cantidad finita de términos (esto prueba que
la funcién c(g) pertenece a H). Por otra parte, ¢(g) es el cociclo formal
asociado a la funcién K =}, (la cual no pertenece a ), lo cual prueba
que ¢ es un cociclo (respecto a la representacion por traslaciones W).

Para g € T'\ Isom(7?) sea d = d(g) la distancia entre o y A,. Con-
sideremos el segmento geodésico v que une a o con el vértice de A, més
alejado de o, y sean ay,as,...,aq—1 los vértices del interior de v. Se veri-
fica facilmente que para todo vértice b de 77 y todo ¢ € {1,...,d — 1} se
tiene g(éwl) # 0,, de donde se deduce que ||c(g)||> > d — 1. Sea ahora
g € ' NIsom(7?). Notemos d’ = d'(g) la distancia entre o y g(o), y con-
sideremos el segmento geodésico v que une dichos puntos. Denotemos por
ai,...,aq_1 los vértices del interior de §~!(v). Es fécil ver que para todo
1 e€{1,...,d —1} y todo vértice b de T? se tiene 9(6%1) # 0, (pues Ag(a,)
no es la imagen de A,, por §). Se concluye asi que ||c(g)||> > d’ — 1.

Si I' posee la propiedad (T) entonces la funcién g +— ||c(g)|| debe estar
uniformemente acotada sobre I'. Existe por lo tanto un entero N > 0
tal que para todo g € T'\ Isom(7P) se tiene dist(c,.Ay) < N (y por lo
tanto dist(o,By) < N para todo g € I'\ Isom(77)), y tal que para todo
g € I'NIsom(7P) se tiene dist(c,g(o)) < N. La proposicién se obtiene
facilmente como consecuencia de esto. O

2.2 Enunciado del resultado

Se tiene la impresion general de que los grupos que tienen la propiedad
(T) no pueden actuar de manera no trivial sobre espacios dotados de una
estructura unidimensional razonable. Por ejemplo, veremos a continuacién
que para toda accién por isometrias de un grupo de Kazhdan sobre un
arbol simplicial existe un punto fijo global. La prueba que presentaremos es
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debida esencialmente a Haglund, Paulin y Valette. Una modificacién simple
de ella permite probar el mismo resultado para acciones por isometrias
sobre arboles reales. En dicha generalidad, el teorema es ya cldsico y fue
originalmente obtenido por Alperin y Watatani [2, 205].

Ejemplo 5.22. Sea 7 un drbol simplicial, es decir, un drbol cuyas aristas (abier-
tas) son isométricas al intervalo |0, 1] (no supondremos que la valencia de cada
arista sea finita). Denotemos por af (T) al conjunto de las aristas (abiertas) orien-
tadas de 7. Para cada arista T € 7&7’) denotemos por ver(T) al conjunto de los
vértices de T que son conectados a Y por una geodésica cuyo segmento inicial es
T (con la orientacién respectiva). Para cada vértice v de T~ denotemos por af(v)
al conjunto de las aristas orientadas T tales que v € ver(T).

Consideremos el espacio de Hilbert # = ¢2(af(7)). Un elemento de H es una
funcién K que a cada arista orientada de 7 asocia un nimero real, de manera
que el valor de la siguiente suma es finito:

3K

Yeat(T)

Sea I un subgrupo del grupo de isometrias de 7. Fijemos un vértice o de T y
definamos una representacién unitaria ¥ de I" sobre H por ¥(g) K (T) = K(g(Y)).
Para cada g € I' consideremos la funcién ¢(g) : Q(T) — R dada por

c(9) = Xt (o) — Xat(g(o))s

donde X denota la funcién caracteristica del conjunto respectivo. Es facil ver
que ¢(g) es una funcién de soporte finito, y por lo tanto pertenece a H. Ademds,
la correspondencia g — ¢(g) es un cociclo, pues es el coborde formal asociado a
la funcién T — XH(,)(T).

Si T posee la propiedad de Kazhdan entonces el cociclo ¢ es un coborde. En
otras palabras, existe una funcion K € H tal que para todo g € T' se tiene
c¢(9) = K — ¥(g)K. Esta igualdad implic < 2||K||2. Por otra
parte, es facil ver que |lc(g)||® = 2 dist(o,g(c)). Se deduce entonces que la
6rbita de o por la accién de I' permanece dentro de un subconjunto compacto
de 7. Dejamos al lector la tarea de probar que esto implica la existencia de al
menos un punto fijo por la accién (compare con el ejercicio 5.14), lo cual a su vez
implica que un vértice o el punto medio de una arista es un punto fijo. Observe
que si el drbol estd dotado de una orientacién coherente entre las distintas aristas
y la accién de I' preserva esta orientacién, entonces necesariamente el punto fijo
es un vértice. Si tiene dificultades para probar todo esto, vea [91, 185].

En la seccién 2.3 del segundo capitulo vimos que ningtin subgrupo de
indice finito de SL(3,Z) puede actuar por homeomorfismos de la recta de
manera no trivial. De acuerdo con [208] (vea también [120]), esto es cierto
también para muchas redes de grupos de Lie que poseen la propiedad (T),
pero se desconoce si es valido en general para grupos de Kazhdan.

Para el caso del circulo se dispone de resultados mas precisos. En par-
ticular, un teorema de Ghys (vea [73] y también [30, 208]) estipula que si
D I‘—>Difeo£r (S') es una representacién de una red I' de un grupo de Lie
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simple de rango real mayor o igual que 2, entonces la imagen ®(I") es finita.
Nosotros no expondremos la prueba de este resultado, pero recomendamos
la lectura de la demostracién dada en [73] para el caso de redes en SL(3, R).

Ejercicio 5.23. La parte esencial de la prueba del teorema de Ghys consiste en
demostrar que, para toda accién por homeomorfismos del circulo de una red I' de
un grupo de Lie simple de rango real mayor o igual que 2, existe una medida de
probabilidad invariante. Demuestre que, a partir de este hecho, puede concluirse
dicho teorema.

Sugerencia. Si existe una medida de probabilidad invariante entonces la funcién
nimero de rotacién es un homomorfismo de T' en el grupo T*. Como I verifica la
propiedad de Kazhdan, la imagen por este homomorfismo es finita. Concluya que
la 6rbita de todo punto del soporte de la medida invariante es finita. Finalmente,
aplique el teorema de estabilidad de Thurston.

Observacion 5.24. No es dificil extender el teorema 2.32 y concluir que toda
accién de un subgrupo de indice finito de SL(3, Z) por homeomorfismos del circulo
es trivial. Este resultado, debido también a Witte, puede ser obtenido combi-
nando la afirmacién del comienzo del ejercicio precedente con el teorema 2.32,
aunque originalmente fue probado valiéndose del célebre teorema de los subgru-
pos normales de Margulis [129]. Consignemos que la demostracién es particular-
mente répida en clase C2. En efecto, las redes involucradas contienen subgrupos
nilpotentes no virtualmente abelianos, por lo que, de acuerdo al teorema 4.40
de Plante y Thurston, todas sus acciones por difeomorfismos de clase C? de S*
tienen un nicleo infinito; por el teorema de los subgrupos normales de Margulis,
dichas acciones deben tener imagen finita.

En lo que sigue nos proponemos demostrar una version del teorema discu-
tido anteriormente en clase C'*7 para grupos de Kazhdan (cuando 7>1/2).
El resultado siguiente fue obtenido por el autor en [149].

Teorema 5.25. Sea ¢ : ' — Difeofr(sl) una representacion de un grupo
numerable, con T > 1/2. SiT" posee la propiedad de Kazhdan, entonces ®(T")
es finito.

La propiedad de Kazhdan se considera también para grupos no discre-
tos localmente compactos (en tal caso, las representaciones y los cociclos
involucrados en la definicién deben ser continuos). El lector observara que
la técnica que emplearemos para la demostracién del teorema 5.25 puede
atn ser aplicada. Un nuevo grupo de Kazhdan puede aparecer entonces, a
saber, SO(2,R). Esto no es de extrafar, de acuerdo al esbozo que hemos
hecho en la seccién 4 (capitulo 1) de la clasificacién de las acciones de
grupos localmente compactos no discretos en S*.

Observe que el teorema 5.25 muestra una vez més que el grupo G de
Thompson no posee la propiedad (T) (vea la proposicién 5.19). En efecto,
de acuerdo a la tltima seccién del primer capitulo, G puede ser realizado
como un grupo de difeomorfismos de clase C* del circulo (en realidad,
basta considerar la realizacién de G en clase C'*P de la seccién 5.1 de
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dicho capitulo para concluir). Sehalemos por otra parte que, contraria-
mente a la mayoria de los resultados que hemos estudiado hasta ahora,
se ignora si la hipétesis de diferenciabilidad del teorema 5.25 es necesaria
(por ejemplo, utilizando uno de los resultados de [4] es posible extender el
enunciado para representaciones de grupos de Kazhdan en Difeoi/ 2(Sl)).
Un problema parcial pero desde ya muy interesante consiste en determinar
si existen grupos de Kazhdan no triviales admitiendo una relacién de orden
total e invariante a izquierda (vea la seccién 2.3, capitulo 2). Otro problema
parcial igualmente interesante es el de saber si el grupo de los homeomorfis-
mos afines por partes del circulo contiene subgrupos numerables e infinitos
satisfaciendo la propiedad (T).

2.3 Demostraciéon del teorema

Por simplicidad, denotaremos por g al difeomorfismo ®(g~!) (conside-
ramos la inversa de g para obtener mdas adelante una representacién a
izquierda). Recuerde que la medida de Liouville sobre S! x S! es aquélla
cuya funcién densidad es (r,s) — 1/4 sen?((r — s)/2) (vea la seccién 3.2
de este capitulo). Sea H = L']%’A(S1 x S, Lv) el subespacio (cerrado) de
L2(S! x S, Lv) de las funciones K que para casi todo (z,y) € S! x St
verifican la igualdad K(z,y) = K(y,z). Consideremos la accién ¥ de I’
sobre ‘H dada por

U(g)K (r,5) = K(g(r). g(s)) - [Jac(g)(r, )] 2,
donde Jac(g)(r,s) es el jacobiano (respecto a Lv) de la transformacién
(r,5) = (3(r), 3(5)), es decir

sen (55) o
%ﬂ(wémw-womwn

Es facil ver que ¥ es una representacién unitaria.
Para cada g € I’ consideremos la funcién (compare con (1.4))

Jac(g)(r,s) =

clg)(r,5) = 1= [Jac(g)(r, )] (5.5)

Se verifica facilmente la relacién de cociclo ¢(g192) = ¥(g1)c(92) + ¢(g1)
(compare con (1.3)). En efecto, este cociclo de Liouville ¢ es formalmente
el coborde de la funcién constante igual a 1, la cual no pertenece al espacio
de Hilbert 'H:ﬁ]%&fA(Sl x S, Lv). Sin embargo, si ® es una representacion
a valores en Difeoi+T(Sl) para algin 7> 1/2 entonces ¢(g) pertenece a H,
es decir, ¢(g) es un cociclo genuino a valores en H. Tal es la afirmacion de la
proposicién siguiente, debida esencialmente a Segal y Reznikov [170, 177].

Proposicién 5.26. Si 7 > 1/2 entonces para todo g € T la funcidn ¢(g)
pertenece a E]?K’A(S1 x S, Lv)
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Demostracién. En primer lugar, notemos que existe una funcién continua
K;:]0,27] x [0,27] — R tal que
1 1
=2 Ki(r,s)|.
oy =2 [ 90

2

[sen (
Luego, para probar que ¢(g) € C]?Q’A(S1 x S, Lv) debemos verificar que la
funcién .
10N\ A 1
ooy [ TGN
lg(r) —g(s)l  r—s

pertenece a L2 (S x S, Leb). Para 7,5 en S! tales que |r — s| < 7 existe
un punto ¢t en el segmento mas pequenio del circulo que los une tal que
lg(r) — g(s)| = §'(¢)|r — s|. Esto nos da

GO L amgent - g
RO o G

_ 1 f®ie-gdw’
Ir=slg’(®) [g(r)g ()% +7(t)

< s 190 -7 01 () + 5 01 )~ )]

Como g’ es 7-Holder continua, tenemos

7' (r)g (s)]? 1 7’| sup(g’
e 1| @)
gr)—g(s) r—s 2|r — s|inf(g’)
< Clr—s™ L
Puesto que 7>1/2, la funcién (r, s)—|r — s|7~! estd en LZ(S* x S, Leb),
lo cual prueba que ¢(g) pertenece a L2*(St x S!, Lv). a

Si el grupo I' verifica la propiedad de Kazhdan y 7 > 1/2, entonces el
cociclo (5.5) es un coborde. En otras palabras, existe una funcién K en
£§’A(Sl x St Lv) tal que para todo g € T se tiene (en casi todo punto) la
igualdad

1= [Jac(g)(r,s)]* = K(r,s) = K(G(r),5(s)) - [Jac(g)(r, s)]
es decir,
(1= K(g(r), g(s))? - Jac(g)(r,s) = [L = K(r,5)]*.
Tenemos asi la proposicién siguiente.

Proposicién 5.27. Sea ® : I' — Difeol""(S) una representacion, con
7> 1/2. 8iT tiene la propiedad (T), entonces existe K € L™ (S xS, Lv)
tal que I" preserva la corriente geodésica Ly dada por
d Li
d Lv

=[1-K(r,s)%
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Puesto que Ly es una medida absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue sobre S x S\ A, la propiedad siguiente es evidente:

Li([a,a] x [b,c]) =0 paratodo a<b<c<a. (5.6)

Por otra parte, el hecho que K sea una funcién de cuadrado integrable
tiene por consecuencia la siguiente propiedad de L:

K ([a,b[x]b,c]) = 00 paratodo a<b<c<a. (5.7)

Para demostrar esta igualdad notemos que

Lic(Ja, 2]x[y, ) %:(// (1=K (r, s)] dLu) (// 4%?12((155))%_”](”2'

Puesto que
T re drds S
[ — Jia giv iy gic
//y Tsen?(52) og ([, ", e, ™),

y puesto que el valor de la razén cruzada [e'®,e'® e, ‘] tiende a oo
cuando z e y tienden hacia b (con a < z < b <y < ¢), la igualdad (5.7)
resulta inmediatamente.

Diremos que una corriente geodésica es estable si verifica las propiedades

(5.6) y (5.7). La proposicién 5.27 implica directamente la siguiente.

Proposicién 5.28. Sea @ : ' — leeoHT(Sl) una representacion, donde
7>1/2. SiT posee la propiedad (T) entonces existe una corriente geodésica
estable invariante por T'.

El soporte de la medida Ly puede ser no total, es decir, puede haber
intervalos [a,b] y [¢,d] no reducidos a un punto tales que

L ([a, b] x [e, d]) = 0.

Esto induce a pensar que los homeomorfismos de S! que preservan la co-
rriente geodésica L no son necesariamente rigidos, en el sentido que un
homeomorfismo tal podria fijar tres puntos sin ser la identidad. Sin em-
bargo, veremos que las propiedades de estabilidad de Ly permiten probar
que esto no ocurre.

Lema 5.29. El inico homeomorfismo del circulo que preserva una corrien-
te geodésica estable y fija al menos tres puntos es la identidad.

Demostracién. Supongamos que un homeomorfismo f#Id fije al menos
tres puntos y preserve una corriente geodésica estable L, y sea I =|a,b[ una
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componente conexa del complemento del conjunto de los puntos fijos de
f. Observe que a y b son puntos fijos de f; sea c€]b,a[ otro punto fijo de
f. Como f no fija ningin punto en ]a, b[, para cada x €]a, b[ la sucesién
(fi(x)) converge ya sea a b o al punto a. Siendo ambos casos andlogos,
consideremos sélo el primero. Tenemos entonces lim; , o, f*(x) =a, por
lo que

L(la,a] x [b,€]) = L (la, £(2) x [b.c),
y por lo tanto L([z, f(x)] x [b, ¢]) =0. Como x €]a, [ es arbitrario,

L(Ja,b[x[b,c]) = > L([f (@), f (2)] x [b,e]) =0,

i€L
lo cual contradice (5.7). O

La proposicién a continuacién se deduce directamente de lo que precede
(en lo que sigue retomamos la notacién ®(g) en lugar de g por razones que
seran evidentes en la demostracién de la proposicién 5.31).

Proposicién 5.30. Sea @ : I' — DifeofT(Sl) una representacion, con
T > 1/2. Si T posee la propiedad (T) y g € T' es tal que ®(g) fija tres
puntos del circulo, entonces ®(g) es la identidad.

La ingeniosa idea de la prueba presentada a continuacién fue gentilmente
comunicada al autor por Witte.

Proposicién 5.31. Sea & : I' — Difeoi+T(Sl) una representacion, con
7> 1/2. SiT posee la propiedad (T) y g € T es tal que ®(g) fija un punto
del circulo, entonces ®(g) es la identidad.

Demostracién. Consideremos el recubrimiento a tres hojas S' de S!.
Sobre este recubrimiento actia (por difeomorfismos de clase C'*7) una
extensién central I' de T' de la forma 0 — Z/3Z — I’ — T' — 0.
Puesto que T posee la propiedad (T) y Z/3Z es finito, I' también posee la
propiedad (T). Si g € T es tal que ®(g) fija un punto del circulo inicial,
entonces una de sus preimégenes en r fija tres puntos de St por la accién
inducida. Como S' se identifica a un circulo, utilizando la proposicién
precedente se deduce facilmente que ®(g) es la identidad. O

Es fécil completar ahora la prueba del teorema 5.25. En efecto, por la
proposicién anterior, la accién del grupo ®(I") sobre S! es libre, por lo que
el teorema de Hoélder implica que dicho grupo es abeliano. Sin embargo,
®(T) verifica atin la propiedad de Kazhdan, por lo que debe ser finito.

Observacién 5.32. Por el ejercicio 1.16, todo grupo de homeomorfismos de S*
que preserva una corriente geodésica estable es conjugado a un subgrupo del grupo
de Mébius. Luego, si 7>1/2 y ®: ' — Difeo}""(S') es una representacién cuyo
cociclo asociado (5.5) es un coborde, entonces la imagen ®(T") es topoldgicamente
conjugada a un subgrupo de PSL(2,R).
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Esta observacién permite finalizar de una manera diferente la prueba del teo-
rema 5.25. En efecto, en el capitulo 6 de [91] se prueba que si un grupo de
Kazhdan I actia por isometrias de un espacio hiperbdlico real, entonces existe
un punto fijo para dicha accién. Conjugando con un elemento de PSL(2,R),
podemos suponer que dicho punto fijo es el origen. Obtenemos asi que I' es con-
jugado a un subgrupo de SO(2,R). En particular, I" es abeliano, y como verifica
la propiedad (T), debe ser finito.

Observacién 5.33. Una combinacién del teorema 5.25 con la versién bidimen-
sional del teorema de estabilidad de Thurston [198] permite probar que, para
7 > 1/2, todo grupo numerable de difeomorfismos de clase CM7 del disco o del
anillo cerrados que satisface la propiedad (T) es finito. Se ignora si esto también
es vélido para el disco o el anillo abiertos, o bien para superficies compactas de
caracteristica de Euler no positiva.

Ejercicio 5.34. Pruebe que para toda funcién K € £22(S! x S, Lv), el grupo
'z, de los homeomorfismos de S' que preservan la corriente geodésica L es
uniformemente quasi-simétrico (vea el ejercicio 1.15; compare también con el
ejercicio 1.16).

Ejercicio 5.35. Siguiendo [94], denotemos D> = Difeo(S!) \ int(p~'(Q/Z)),
donde p designa la funcién nimero de rotacién. El espacio D es por definicién
un cerrado de Difeo$(S'); en particular, se trata de un espacio de Baire. Pruebe
que para elementos genéricos g € D™, el grupo ciclico infinito {¢g" : n € Z} no es
uniformemente quasi-simétrico, y que en particular el conjunto {[|c(¢")| : n € Z}
no es acotado (recuerde que una propiedad atribuible a los puntos de un espacio
topolégico es de tipo G si ella es satisfecha sobre un conjunto Gs de puntos del
espacio, y es genérica si ella se cumple sobre un conjunto Gs denso; recuerde
ademds que, para espacios de Baire, la interseccién numerable de conjuntos G5
densos es ain un Gs denso).

Sugerencia. La propiedad sup(, ;. q=2 SUPnen [9"(a),9"(b),9"(c),g"(d)] = 00
es de tipo G5. Verifique que ella es satisfecha por todo homeomorfismo del circulo
con numero de rotacion racional que posee al menos tres puntos periédicos y que
no es conjugado a una rotacién. Concluya observando que dichos homeomorfis-
mos son densos en D™,

Observacién. De acuerdo a la observacién 3.10, para todo g € D* se tiene la
convergencia (en topologia Cl) de g% hacia la identidad, donde p,/qn es la
n-ésima aproximacién racional de p(g). Ahora bien, si k > 2 entonces para
un subconjunto genérico de elementos g de D> existe una sucesién creciente de
enteros n; tal que g™ converge a la identidad en topologia C*. Esto tltimo resulta
del hecho que si denotamos por disty una distancia induciendo la topologfa C*
en Difeo® (S*), entonces la propiedad

hrg];glf disti(g",1d)=0

es de tipo Gs en D™, la cual es satisfecha cuando p(g) verifica una condicién
diofantina [94, 110, 211]. Se concluye asi que, para g € D™ genérico, la sucesién
(|le(g™)]]) es no acotada y contiene a cero en su adherencia. Ademds, las érbitas
de la isometria correspondiente A(g) = ¥(g)+c(g) son no acotadas y recurrentes,
en el sentido que ellas coinciden con su conjunto derivado. Vea [50] para més
informacién sobre acciones isométricas no acotadas y recurrentes.
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Ejercicio 5.36. Pruebe la validez del lema de Kopell para difeomorfismos de
clase C'*YP del intervalo utilizando el cociclo de Liouville. De manera més pre-
cisa, suponga que f y g sean difeomorfismos conmutantes de [0, 1] de clase C* 1P,
Considere la “medida de Liouville” Lv sobre [0, 1[x[0, 1] cuya densidad respecto
a la medida de Lebesgue es la funcién (r,s) = 1/(r — ).

(i) Verifique que las funciones c(f) y ¢(g) definidas por

c(f)rs) =1=[Jac(P)(r,5)]* vy eclg)(r,s) =1- [Jac(g)(rs)]*

son de cuadrado integrable sobre los compactos de [0, 1[x[0, 1[. Observe que c es
un “cociclo” respecto a la “representacién regular” W correspondiente.

(ii) Verifique que para todo a €]0, 1[ existe una constante C = C(a, f) tal que
para todo intervalo [b, ¢| contenido en [0, a] se tiene

[ et < cle- o
b b

(iii) Suponga que g fija un punto a €]0,1[ y que f(z) < z para todo z €]0,1[.
Utilizando la desigualdad precedente y la relacién

e(g") = e(f TGN = () + W (TMelg") + (T e,

concluya que el valor de
NG
2(a) Jf2(a)

estd uniformemente acotado (independientemente de k € N).
(iv) Mediante un argumento similar al de la proposicién 5.30, pruebe que la
restriccién de g a [f(a), a] (y por lo tanto a todo el intervalo [0, 1) es la identidad.

Ejercicio 5.37. El borde de 77 soporta una medida natural ;¢ de masa finita, a
saber, aquélla que otorga masa p~ " a toda bola de radio p~", donde n > 1. Dado
un homeomorfismo g de T?, denotaremos por ¢’ la derivada de Radon-Nikodym
de g respecto a u (si ella estd bien definida). La medida de Liouville Lv sobre
JTPxOT? viene dada en este caso por

du(z) x du(y)
dL —_—
v(@,y) = dist(x,y)?
Sea H = Eé’A (OTP x TP, Lv) el espacio de Hilbert formado por las funciones
K € LE(OT? xOT?, Lw) satisfaciendo K (z,y) = K (y,z) para casi todo (z,y) en
OT? xOTP. Considere la representacién unitaria ¥ de AN'” sobre H dada por

V(g)K (z,9) = K(97" ()97 (v)) - [Jaclg™ ") (@, 9)]"/%,
donde Jac(g~*)(z, y) designa el jacobiano (respecto a la medida de Liouville) de
la aplicacién (z,y) = (¢~ (), 9~ (1))-
(i) Pruebe que la extensién al borde de cualquier isometria f de 7P verifica
dist(z, y) f'(x) f'(y) =dist(f(x), f(y)) para todo par de puntos x,y de dT*.
(ii) Concluya que para todo g€ N® la funcién c(g) : T? x TP — R dada por
c(9)(@,y) =1 = [Jac(g™")(x,y)]"/*

pertenece a H.



220 Andrés Navas

(iii) Verifique que la aplicacién ¢ satisface la relacién de cociclo respecto a W.
(iv) Pruebe que si I' es un subgrupo de N'? que satisface la propiedad (T), en-
tonces existe K € H tal que I' preserva la corriente geodésica

Lg=[1- K(z,y)]QdLv.

(v) Concluya que existe un subconjunto compacto C = C(K) de T? tal que para
todo elemento g € T'\ Isom(77) se cumple A, NC # 0 o bien By NC # 0.
Observacién. Ignoramos si a través del método introducido en este ejercicio es
posible redemostrar la proposicién 5.21.

2.4 Propiedad (T) relativa y propiedad de Haagerup

Una interrogante que se plantea de manera natural tras la lectura de las
secciones precedentes consiste en saber si los subgrupos finitamente gene-
rados de Difeo_l:'r (S') verifican necesariamente la propiedad de Haagerup
cuando 7 > 1/2. (vea el ejemplo 5.15). Tal es el caso de los subgrupos
no finitos de PSL(2,R) (vea [47]) y de los grupos de Thompson (vea la
prueba de la proposicién 5.19). Una de las dificultades de esta pregunta
consiste en que se conocen pocos ejemplos de grupos que no verifican ni la
propiedad de Haagerup ni la de Kazhdan simultdneamente. De hecho, una
de las pocas obstrucciones conocidas a la propiedad de Haagerup es una
forma débil de la propiedad (T), a saber, la propiedad (T) relativa.

Definicion 5.38. SiT es un grupo localemente compacto y I'g un subgrupo
de T', entonces el par (I',T'g) posee la propiedad (T) relativa si para toda
representacion isométrica de I' sobre un espacio de Hilbert, existe un vector
invariante por I'y.

Un ejemplo no trivial de un par que satisface la propiedad (T) relativa
es (Z% x SL(2,Z),Z?%). El lector hallard més ejemplos, asf como referencias
sobre el tema, en [47] y [91]. Senalemos que en la mayoria de los ejemplos
conocidos, si tanto I' como I'y no poseen la propiedad (T), entonces I'g
(contiene un subgrupo cocompacto que) es normal en I' (vea sin embargo el
reciente trabajo [49]). Bajo una hipétesis de este tipo el resultado siguiente
puede ser considerado como una pequena generalizacién del teorema 5.25.

Teorema 5.39. Sea I' un subgrupo de Difeol™ (SY), con 7 > 1/2. Supon-
gamos que I' posea un subgrupo normal Ty tal que el par (T',T) satisface
la propiedad (T) relativa. Entonces I' es topoldgicamente conjugado a un
grupo de rotaciones, o bien I'y es finito.

Demostraciéon. Retomemos la técnica de demostracion de la seccién
precedente. El cociclo de Liouville induce una representaciéon isométrica
de T sobre £Z4(S! x S, Lv). Si (I,Ty) posee la propiedad (T) relativa,
entonces esta representacién admite un vector invariante por I'g, y los ar-
gumentos de la seccién precedente (vea la observacién 5.32) prueban que
T’y es topoldgicamente conjugado a un subgrupo del grupo de Mébius.
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La propiedad (T) relativa también es estable por extensiones centrales
finitas. Gracias a esto, y mediante el argumento de paso a un recubri-
miento a tres hojas de la demostracién de la proposicién 5.31, se verifica
que I'y es en realidad topoldgicamente conjugado a un subgrupo del grupo
de rotaciones (vea la observacién 5.32).

Si el grupo I'p no es finito entonces él es topolégicamente conjugado
a un grupo denso de rotaciones. Ahora bien, es facil comprobar que el
normalizador en Homeo , (S') de todo subgrupo denso de SO(2,R) coincide
con el grupo de rotaciones. Por lo tanto, I' es topolégicamente conjugado
a un subgrupo de SO(2,R), lo cual termina la demostracién. O

3 Supra-rigidez para redes de rango superior

3.1 Presentacion del resultado

En [76], Ghys no sélo prueba el teorema de rigidez para acciones de redes
de grupos de Lie simples de rango superior por difeomorfismos del circulo,
sino que también considera el caso de redes en grupos de Lie semisim-
ples. El resultado a seguir se encuentra en dicho articulo; otros resultados
relacionados debidos a Burger y Monod pueden ser hallados en [29, 30].
Recordemos que una red I' de un grupo de Lie G es dicha irreducible si
es imposible hallar dos subgrupos normales G y G2 que engendren G de
modo que G7 N G2 esté contenido en el centro de G (al que supondremos
finito) y tales que (' N G1) - (I' N G2) sea de indice finito en T'.

Teorema 5.40. Sean G un grupo de Lie semisimple conexo de rango real
superior o igual a 2 y T una red irreducible de G. Si ® es un homomorfismo
de T hacia el grupo de los difeomorfismos de clase C' del circulo, entonces
d tiene imagen finita, o bien ® es semiconjugado a un recubrimiento finito
de un homomorfismo obtenido como composicion de las operaciones si-
guientes:

la inclusion de T' en G,

un homomorfismo sobreyectivo de G en PSL(2,R),

la accion proyectiva de PSL(2,R) sobre el circulo.

Para la demostracién de este resultado, Ghys comienza por examinar
el caso de las redes de grupos de Lie semisimples “clasicos” (SL(n,R),
Sp(2r,R), SO(2,q), SU(2,q) y PSL(2,R) x PSL(2,R)), para luego finalizar
la prueba utilizando algunos aspectos de la teoria de clasificacién de los
grupos de Lie semisimples [115]. Observemos que los cuatro primeros ca-
sos corresponden a grupos de Lie simples de rango real superior o igual
a 2 (las redes correspondientes satisfacen por lo tanto la propiedad (T)
de Kazhdan...). Para el tltimo caso (que dindmicamente es el mds in-
teresante), Ghys demuestra que todo homomorfismo ® : I' — Difeofr (sY)
transita, médulo semiconjugacién topolégica y recubrimiento finito, por la
proyeccién de I' sobre uno de los factores, y luego por la accién proyectiva de
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dicho factor sobre el circulo. Para entender mejor este iltimo punto, se debe
tener en mente como ejemplo fundamental la incrustacién de PSL(2, Z(+/2))
como red en PSL(2,R) x PSL(2,R) a través de la aplicacién

a1 +b1V?2 as+bav/2 s a1+b1vV2 az+bav/2 a1 —b1vV2 az—b2v/2
az+b3v/2 as+bs/2 az+b3v2 as+bsvV2 )\ az—bsv2 as—bsv2 ))

Para generalizar el teorema 5.40, se debe hacer frente al problema de
definir la nocién de rango real para un grupo arbitrario. Si bien muchas
tentativas han sido hechas en tal direccién (vea por ejemplo [7]), nosotros
hemos preferido seguir una idea bastante simple qua ha sido introducida
por Shalom en [187]. Lo esencial de su punto de vista consiste en uti-
lizar la conmutatividad de los factores del grupo ambiente, vista como una
hipétesis de rango superior. Asi, el “cuadro general” que consideraremos
(v que coincide con aquél de [187]) es el siguiente:
~ G = Gy X -+ X G es un grupo topoldgico compactamente generado,
con k > 2,y I' es una red finitamente generada y uniforme (es decir, un
subgrupo discreto y cocompacto) de Gj
— las proyecciones de I' sobre cada factor G; son densas (denotaremos por
pr; la proyeccién de G sobre G;);

—en el caso en que cada G; sea un grupo algebraico lineal sobre un cuerpo
local [129], aceptaremos también la posibilidad de que I' sea una red no
cocompacta en G.

Notemos que en el tltimo caso, la red I' es siempre finitamente generada.
Esto se desprende de importantes resultados debidos a Kazhdan y Margulis
[129]. Por otra parte, la segunda condicién corresponde a una hipétesis de
irreducibilidad anédloga a aquélla verificada por las redes consideradas en
el teorema de Ghys.

En la introduccién de [187] el lector podra hallar otras motivaciones
—ademads de referencias significativas— en torno al cuadro general conside-
rado. Mencionemos en todo caso que algunos ejempos de redes “no lineales”
satisfaciendo las dos primeras propiedades han sido construidos en [12, 31,
176]. Para tales redes, asi como para las redes irreducibles lineales (i.e.,
que se incrustan en GL(n,K) para algin cuerpo K), el siguiente resultado
de supra-rigidez fue obtenido por el autor en [145] (vea también [143]).

Teorema 5.41. En el contexto precedente, sea ®: 1" — Difeof:rT(Sl) un
homomorfismo tal que T >1/2. Si ®(T) no preserva ninguna medida de
probabilidad sobre el circulo, entonces ®(I') es topoldgicamente conjugado
a un subgrupo de PSL(2,R), o bien ® es semiconjugado a un recubrimiento
finito de un homomorfismo obtenido al componer las siguientes operaciones:
— la inclusion de I" en G,

— la proyeccion de G sobre uno de los factores G,

— una accion ® de G; por homeomorfismos del circulo.
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La hipdétesis segun la cual ®(I') no fija ninguna medida de probabilidad
sobre S! puede ser suprimida cuando el primer espacio de cohomologia a
valores reales de todo subgrupo normal y de indice finito de I" es trivial.
Notemos que por [187], esta tltima condicién se verifica cuando H!(G, R)
est trivial (tal es el caso por ejemplo si los G; son grupos lineales algebraicos
semisimples sobre cuerpos locales [129]).

Corolario 5.42. Sean I' una red satisfaciendo las hipotesis del cuadro
general y ®: T' — Difeol™ (SY) un homomorfismo, con T > 1/2. Si
HY(To,R) = {0} para todo subgrupo I'o normal y de indice finito en T,

entonces se verifica la conclusion del teorema 5.41.

Dado lo anterior, para entender las acciones de redes irreducibles de rango
superior por difeomorfismos del circulo podemos valernos de la clasificacién
dada en la seccion 4 del primer capitulo. Obtenemos asi una versién refi-
nada de los resultados anteriores bajo cualquiera de las hipdtesis siguientes:

(i) el nucleo de ® es finito y las érbitas de ®(I') son densas,

(ii) el ntcleo de @ es finito y ¢ toma valores en el grupo DifeoY (S) de los
difeomorfismos real-analiticos del circulo,

(iii) los subgrupos normales de I' son finitos o de indice finito (es decir, I’
satisface el teorema de los subgrupos normales de Margulis [129]).

Teorema 5.43. Supongamos que las hipdtesis del corolario sean satis-
fechas, que cada grupo G; sea no discreto, y que al menos una de las
hipdtesis anteriores (i), (ii) o (iil) se cumpla. Si la imagen ®(T') no es
finita entonces, mdédulo una semiconjugacion topolégica y un recubrimiento
finito, ®(T") es un subgrupo no metabeliano de PSL(2,R).

Asumimos al menos una de las hipétesis (i), (ii) o (iii) para evitar el caso
degenerado de un grupo de Lie con infinitas componentes conexas cuya
accién sobre el circulo transite, médulo semiconjugacién topoldgica, por el
cuociente respecto a la componente conexa de la identidad. Senialemos que
la hipdtesis (iii) es satisfecha por las redes de grupos algebraicos, as{ como
por las construidas en [31] (vea [6] para una versién general de este hecho).

Las demostraciones de los resultados precedentes utilizaran como herra-
mienta esencial un teorema de supra-rigidez para acciones isométricas sobre
espacios de Hilbert debido a Shalom, el cual serd discutido en la seccién
siguiente. Senalemos que este teorema ha sido recientemente generalizado
en [4] para acciones sobre espacios £P. Esto permite obtener versiones en
clase C1*7 de los resultados precedentes para todo 7>0. Sin embargo, para
no oscurecer nuestra presentacion, no ahondaremos méas en este punto.
Observacién 5.44. Algunos de los resultados presentados en esta seccién han

sido recientemente generalizados (para acciones por homeomorfismos) por Bader,
Furman y Shaker en [5] mediante métodos ligados a la “teorfa de bordes”.
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3.2 Supra-rigidez cohomolégica

Consideramos nuevamente una representacién unitaria ¥ de I' sobre un
espacio de Hilbert H. EIl grupo I' puede ahora ser no discreto, pero es
supuesto localmente compacto y generado por un subconjunto compacto.

Definicién 5.45. La representacién unitaria W casi posee vectores inva-
riantes si existe una sucesién de vectores unitarios K,, € H tal que, para
todo subconjunto compacto C de T, el valor de supycc [|[Kyn — ¥(g) Ky ||
converge a cero cuando n tiende al infinito.

Definicién 5.46. Un cociclo ¢ : I' — H asociado a ¥ es un casi coborde
(o es casi cohomoldgicamente trivial) si existe una sucesién de cobordes ¢,
tal que supycc [len(g) — c(g)|| converge a cero cuando n tiende al infinito
para todo subconjunto compacto C de T'.

Ejercicio 5.47. Pruebe que el cociclo del ejemplo 5.17 es casi cohomolégicamente
trivial para todo subgrupo finitamente generado de Dife:()1++7([07 1]) cuyos elemen-
tos son tangentes a la identidad en los extremos (con 7 > 0 arbitrario).

Sugerencia. Considere el coborde ¢, asociado a la funcién K, (x) = X1 /n,1j(z).

El lema elemental que presentamos a continuacién, debido a Delorme
[91], resulta fundamental para el estudio de la nocién de casi cobordes.

Lema 5.48. Si U no casi posee vectores invariantes, entonces todo cociclo
que es casi cohomoldgicamente trivial es cohomoldgicamente trivial.

Demostracion. Sea G una parte generadora compacta de I'. Por hip6tesis,
existe una constante € > 0 tal que, para todo K € H,

sup | K — W(h) K| > e[| K]|. (5.8)
heg

Puesto que ¢ es un casi coborde, existe una sucesién (K,) en H tal que
para todo g € I se tiene la igualdad ¢(g) = lim, 1o (K, — ¥(9)K,). La
desigualdad (5.8) nos da M = sup;cg [|c(h)|| > elimsup,, || K, ||, por lo que
limsup, || K, || < M/z. Lucgo, [le(g)]] <lim sup,, (| K, |+][¥(g) K, |}) < 2M/=
para todo g € I'. El cociclo ¢ es entonces uniformemente acotado, por lo
que el lema del centro de Tits implica que es cohomoldgicamente trivial
(vea el ejercicio 5.14). 0

Presentamos a continuacién una versién del teorema de supra-rigidez
cohomoldgica obtenido por Shalom en [187]. Sefalemos en todo caso que
nosotros no utilizaremos este resultado en toda su generalidad. En efecto,
en nuestras aplicaciones nos reduciremos rédpidamente al caso en que la
representacion unitaria correspondiente no casi posee vectores invariantes.
En dicho caso, la cohomologia reducida coincide con la usual, y el teorema
de supra-rigidez resulta muchisimo mas elemental.
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Teorema 5.49. Sean G =G X -+ X Gy un grupo topoldgico compacta-
mente generado y I' una red en G satisfaciendo las hipdtesis del cuadro
general. Sea U: T — U(H) una representacion unitaria que no casi posee
vectores invariantes. Si ¢ es un cociclo asociado a ¥ que no es casi coho-
moldgicamente trivial, entonces ¢ es cohomdlogo a un cociclo c1+. . .+cy, tal
que cada ¢; es un cociclo que toma valores en un subespacio W(I')-invariante
H; sobre el cual la accion isométrica ¥ + ¢; se extiende continuamente a
una accion isométrica que se factoriza sobre G;.

Este resultado notable fue obtenido por Shalom inspirédndose en la demos-
tracién del teorema de los subgrupos normales de Margulis. El principio
sobre el cual se basa consiste en que las isometrias de un espacio de Hilbert
que conmutan deben ser de cierta manera “degeneradas” (los ejercicios 5.53
y 5.54 ilustran este hecho). En lugar de dar su demostracién (la que puede
ser hallada en [187]), hemos preferido incluir algunos ejemplos que permiten
visualizar en parte sus alcances (vea los ejercicios 5.51 y 5.52). Para el
primero de ellos presentamos un lema que serd utilizado constantemente
para extender homomorfismos. Para formularlo, recordemos que un grupo
topoldgico H es secuencialemente completo si toda sucesién (h,,) en H que
verifica limy, p— 400 h,,_n1 hn, =idy converge a un limite en H.

Lema 5.50. Sean G y ' dos grupos satisfaciendo las hipdtesis del cuadro
general. Sea ® : T' — H un homomorfismo, donde H es un grupo topoldgico
Hausdorff secuencialmente completo. Supongamos que exista i€{1,... k}
tal que para toda sucesion (gn) en I satisfaciendo lim,, s+ o pri(gn) = idg, ,
se tiene limy,_, o ®(g5) = idg. Entonces ® se extiende continuamente en
un homomorfismo de G hacia H que se factoriza sobre G;.

La demostracién del lema es elemental. Para g€ G; tomamos una suce-
sién arbitraria (g,,) en I tal que pr;(g,) converja a g. Por hipdtesis, la suce-
sién (hy) en H definida por h, = ®(g,) verifica lim,, n—s oo hithn =idsr.
Se define entonces é(g) =limy,,—, 400 My Esta definicién es plausible, dada
la hipétesis hecha sobre la topologia de H. Ademaés, ella no depende de la
sucesion escogida, y es facil verificar que la aplicacién @ asi definida es un
homomorfismo continuo de G que se factoriza sobre G;.

Ejercicio 5.51. Asumiendo el teorema 5.49 y siguiendo los pasos indicados méas
adelante, pruebe el siguiente teorema de supra-rigidez para acciones sobre drboles:
siI" es una red satisfaciendo las condiciones del “cuadro general” y ® es una accién
no elemental de I" por isometrias de un drbol simplicial 7, entonces existe un sub-
arbol invariante por I' sobre el cual la accién se extiende a G factorizandose sobre
uno de los G; (recordemos que la accién es no elemental si no fija ningtin vértice,
arista o punto en el infinito). Consignemos en todo caso que este resultado,
contenido en [187], es valido en general para redes irreducibles no necesariamente
cocompactas. La prueba para este caso aparece en [137] y utiliza cohomologia
acotada.
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(i) Mediante una subdivisién baricéntrica reduzca el caso general a aquél de una
accién sin inversion de aristas.

(ii) Suponga que existan un vértice vo de 7 y un indice i€ {1, ..., k} verificando
lo siguiente: para toda sucesién (g, ) en I' tal que limp 4o pri(gn) = idg,, dicho
vértice vo es un punto fijo de ®(gn) para todo n suficientemente grande. Pruebe
que en este caso la afirmacién del teorema es satisfecha.

Sugerencia. El conjunto de los vértices que verifica la condicién precedente esta
contenido en un arbol invariante por I' sobre el cual se puede aplicar el lema 5.50.
(iii) Usando el lema de Delorme, demuestre que la hipétesis de no elementa-
lidad de la accién implica que la representacién regular asociada ¥ de I' sobre
H=03(at(T)) no casi posee vectores invariantes (vea el ejemplo 5.22).

(iv) Considere el subespacio H; dado por el teorema 5.49. Defina &r(7) como
el conjunto de aristas de 7 mddulo la relacién de equivalencia que identifica T,
con 'fg si w('f‘l) = w('fg) para toda funcién ¢ € H;. Considere el subconjunto
aro(7) de las clases en ar(7) sobre las cuales al menos una de las funciones en
‘H; es no nula. Verifique que cada clase en aro(7) es finita.

(v) Fije una de las clases precedentes [Y] € aro(7) y designe por I'* su estabi-
lizador en T'. El subgrupo I'* fija el centro geométrico del conjunto de aristas
subyacente en ['f] Por (i), T'* fija un vértice vo. Pruebe que vo satisface la
condicién de (ii).

Sugerencia. Dada una sucesién (gn) en I tal que limy,— {0 pri(gn) = ida,, pruebe
que g, pertenece a I'* para todo n suficientemente grande. Para ello razone por
contradiccién y considere por separado los casos en que las clases respecto a I'*
de los g son iguales o distintas, recordando siempre que las funciones de H; son

de cuadrado integrable y no nulas sobre las aristas de [Y].

Ejercicio 5.52. De acuerdo a la seccién 1.4 del capitulo 4, existen difeomorfismos
conmutantes f y g del intervalo [0, 1] que son no triviales y de clase C**7, con
1/2<7<1, y tales que el conjunto de puntos fijos de f (resp. de g) en |0,1[ es
vacio (resp. no vacio y discreto). Pruebe que la restriccién del cociclo de Liouville
c: T— L22([0,1] x [0,1], Tv) al grupo I’ ~ Z? generado por f y g es trivial en
cohomologfa reducida (vea el ejercicio 5.36).

Sugerencia. Suponiendo lo contrario el teorema de Shalom nos brinda la existencia
de un vector unitario K en el espacio de Hilbert subyacente que es invariante ya
sea por W (f) o por ¥(g).

(i) Sea px la medida de probabilidad sobre [0, 1] definida por

1
jusc(4) = / /A K (z,9)|* dTv,

donde A es un subconjunto medible arbitrario de [0, 1]. Verifique que esta medida
es invariante por f o por g.

(ii) Usando el hecho que f no admite puntos fijos en el interior, pruebe que g
preserva ug y que dicha medida estd soportada en el conjunto de puntos fijos de
g. Finalmente, utilice el hecho de que este ultimo conjunto es numerable para
obtener una contradiccién.

Observacién. Serfa muy interesante poder exhibir explicitamente una sucesién de
cobordes convergiendo al cociclo correspondiente.
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Ejercicio 5.53. Sean G = G1 X G2 un producto de grupos topoldgicos com-
pactamente generados y A = ¥ + ¢ una representacién de G por isometrias de
un espacio de Hilbert H. Suponga que la accién isométrica de G1 no admita
vectores invariantes. Pruebe que la representacién unitaria correspondiente de
G casi posee vectores invariantes.

Sugerencia. Considere una sucesién (g») en G tal que [|c¢(gn)|| tienda al infinito.
Usando la conmutatividad entre G1 y G2, verifique que la sucesién de vectores
unitarios ¢(gn)/||c(gn)|| es casi invariante por ¥(Gz).

Ejercicio 5.54. Sean U : 72 — U(H) una representacién unitaria y ¢ : 77 > H
un cociclo asociado. Pruebe que, si tanto ¥((1,0)) como ¥((0,1)) no casi poseen
vectores invariantes, entonces ¢ es cohomoldgicamente nulo.

Sugerencia. Denote por A1 = Uy +¢1 y Ao = WUy + ¢y las isometrias de H
asociadas a los generadores de Z? en cuestién. Verifique que para i€{1,2}, para
todo K € H y todo n € Z, se tiene la igualdad

(Id — ) AF(K) = P (K) — UIT(K) — W (c) + ¢

Usando esto y la conmutatividad entre A; y Az, encuentre una cota superior
uniforme para la norma de (Id — W1)(Id — W) AT A3?(K). Del hecho que ¥y
y W2 no casi poseen vectores invariantes concluya que las érbitas por la accién
isométrica de Z? son acotadas. Finalmente, aplique el lema del centro de Tits.

Ejercicio 5.55. Dados C' > 0 y un espacio métrico M, un subconjunto My de
M es C-denso si para todo K € M existe Ko € My tal que dist(Ko, K) < C.

(i) Pruebe que no existen isometrias de espacios de Hilbert de dimensién mayor
que 1 que tengan 6rbitas C-densas (compare con la observacién del ejercicio 5.35).
Sugerencia. Suponga que una isometria A=W+c de un espacio de Hilbert H
admita una érbita C-densa {A"(Ko): n € Z}. Usando la igualdad

n—1

A™(Ko) = U™ (Ko) + > Wi(c),

verifique que el conjunto {(Id—W)A"(Ko) : n € Z} es 2C-denso en el espacio
(Id—W)H. De la relacién

(Id — W) A™(Ko) = U™ (Ko) — W' (Ko) — U™ (c) + ¢

concluya que las normas de los vectores de dicho espacio estdn acotadas por
2(|Kol[+lc]]), y que por lo tanto ¥ = Id. Luego, A es la traslacién por el vector
¢, y esta isometria admite 6rbitas C-densas si y sélo si el espacio subyacente tiene
dimensién cero o bien es unidimensional y ¢ no es el vector nulo.

(ii) Generalizando el ftem (i), pruebe que para ninguna accién de un grupo
abeliano de rango finito por isometrias de un espacio de Hilbert de dimensién
infinita existen érbitas C-densas.

Sugerencia. Sean A; = ¥; +¢; isometrias conmutantes de un espacio de Hilbert H
de dimensién infinita, donde i € {1,...,k}. Suponiendo que la érbita de Koy € H
por el grupo generado por ellas es C-densa, verifique que el conjunto

{(Id = W1) - (Id — W) ARE - AT (Ko) : i, € 7}
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es 28C-denso en el espacio (Id — U;)---(Id — Uy)H. Usando un argumento
similar al del ejercicio 5.54, compruebe que dicho conjunto estd contenido en
la bola de H con centro en el origen y radio 2" (|| Ko|| + Zle lleil]). Concluya
entonces que el conjunto de los vectores invariantes por al menos una de las ¥;
(digamos Wy) es un subespacio de dimensién infinita #H de H. Denotando por
@ la proyeccién de ¢y sobre H, pruebe que al proyectar ortogonalmente sobre
el espacio H* = (¢x)* NH se inducen k—1 isometrias conmutantes que generan
un grupo admitiendo érbitas C-densas. Concluya la demostracion mediante un
razonamiento inductivo.

Observacién. No es dificil fabricar isometrias de un espacio de Hilbert de di-
mensién infinita que generen un grupo libre para el cual todas las érbitas sean
densas. El problema de determinar cudles son los grupos finitamente generados
que pueden actuar de manera minimal por isometrias de un espacio de Hilbert
de dimensién infinita pareciera ser interesante. Debido al item (ii) de este ejerci-
cio, un tal grupo no puede ser abeliano, y una argumentacién un poco mas fina
permite concluir que tampoco puede ser nilpotente. Invitamos al lector a probar
este hecho en el préximo ejercicio (vea también [51]).

Ejercicio 5.56. Suponga que existan grupos nilpotentes y finitamente gene-
rados admitiendo acciones isométricas sobre espacios de Hilbert de dimensién
infinita con drbitas C-densas para algin C' > 0. Fije un grupo tal I con el menor
indice de nilpotencia posible, y considere la accién afin A= W+-c correspondiente.
(i) Pruebe que ¥(h)v = v para todo h perteneciente al centro H de I' y todo v
en el espacio de Hilbert subyacente #.

Sugerencia. Considere p € H de 6rbita C-densa, y para cada v € H fije g € I tal
que [|A(g)(p) —v|]| < C. Para todo h € H se tiene

[A(R) (W)=l < [[A(R)(v) = A(hg) (P + | A(Rg) (P)— Alg9) (P) | + [ A(g) (p) =]
< 2C +[|A(gh) (p) = A(g)(P) | = 2C + [|A(R) (p) —plI-

En particular, si v # 0 entonces reemplazando v por Av en la desigualdad prece-
dente, y haciendo tender A al infinito, concluimos que v es invariante por H.

(ii) Por el item (i), para todo h € H la isometria A(h) es una traslacién, digamos
por un vector c¢,. Verifique que ¢i es invariante por ¥U(I'). Concluya que el
subespacio Ho de los vectores ¥(T") invariantes no se reduce al vector cero (observe
que la accién de H no puede ser trivial). Proyecte ortogonalmente sobre Ho y
su complemento ortogonal Hgj para obtener representaciones isométricas Ag y
Ag con érbitas C-densas. Usando el hecho que la parte lineal de Ay es trivial
(es decir,que Ao es una representacién por traslaciones) y que I' es finitamente
generado, concluya que Ag tiene dimensién infinita. Obtenga una contradiccién
notando que sobre Hg la accién afin de H es trivial, y que por lo tanto Ag induce
una accién afin del grupo cuociente I'/ H, cuyo grado de nilpotencia es menor al
de I

Ejercicio 5.57. Dé ejemplos de acciones isométricas minimales sobre espacios
de Hilbert de dimensién infinita para grupos solubles finitamente generados.

3.3 Supra-rigidez para acciones sobre el circulo

Sean 7 > 1/2 y T un subgrupo de Difeol™(S!). De acuerdo a la seccién

2.3 de este capitulo (vea la observacién 5.32), si la restriccién del cociclo de
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Liouville a I' es cohomolégicamente trivial, entonces I' es topolégicamente
conjugado a un subgrupo de PSL(2,R). Con la ayuda del lema de Delorme
estudiaremos el caso en que dicho cociclo es casi cohomoldgicamente trivial.
El lema a continuacién debiera ser comparado con el item (iii) del ejercicio
5.51.

Lema 5.58. Supongamos que el cociclo de Liouville restringido a T' sea un
casi coborde no nulo cohomologicamente. Entonces existe una medida de
probabilidad sobre el circulo que es invariante por I'.

Demostracion. Por el lema de Delorme, si ¢ es un casi coborde cohomold-
gicamente no nulo, entonces W casi posee vectores invariantes. Por lo tanto,
existe una sucesion (K,,) de vectores unitarios de L2 (S x S, Lv) tal que,
para todo g € T, el valor de |K,, — ¥(g)K,]|| converge a cero cuando n
tiende a infinito. Definamos las medidas de probabilidad (i) sobre S' por

Hn(A) = /Sl /A K2(z,y)dLo.

Para toda funcién continua ¢ : S — R se tiene

A

o) = 2@ )| < Nelle [ [ K2 = (W@ )2 L

el zoe 1 En + W (g) K | 21 K — ¥ (9) Knllc2
2\l g 1 Kn — W (g) Kl 2

IN A

Se deduce entonces que |, () —d(g)(1n) ()| tiende a cero cuando n tiende
al infinito. Luego, si p es un punto de adherencia de (u.,,), entonces p es
una medida de probabilidad sobre S! invariante por T.

Demostracién del teorema 5.41. Para cada K € H=Lg"(S! x S, Lv)
de norma 1 denotemos por i la medida de probabilidad sobre S* obtenida
al proyectar sobre la primera coordenada. En términos més precisos,

,uK(A):/SI/AKZ(x,y)dLv.

Designemos por prob la aplicacién prob(K) = ux definida sobre la esfera
unidad de H y a valores en el espacio de las medidas de probabilidad del
circulo absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue. Esta
aplicacién prob es equivariante respecto a I', en el sentido que para todo
g €T y toda funcién K € £2%(S! x 8!, Lv) de norma 1,

prob(¥(g)K) = @(g)(prob(K)). (5.9)

Supongamos que ®(I') no fije ninguna medida de probabilidad sobre S! y
que ®(T") no sea conjugado a un subgrupo de PSL(2, R). En tal caso, el lema
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5.58 y el teorema de supra-rigidez cohomoldgica nos brindan una familia
{H1,...,Hx} de subespacios W(I)-invariantes de H = L2 (S x S, Lv),
ademas de cociclos ¢; : I' — H;, tales que al menos uno de entre ellos no es
idénticamente nulo, y tales que sobre cada H; la representacién isométrica
asociada a ¢; se extiende continuamente a G y se factoriza sobre G;. Fijemos
un indice i € {1,...,k} tal que H; sea no trivial. Afirmamos que la imagen
de la esfera unitaria de H; por la aplicacién prob consiste de al menos dos
medidas distintas. En efecto, si esta imagen fuese idénticamente igual a una
medida prob(K') entonces, debido a la propiedad de equivarianza (5.9) y al
hecho que H; es un subespacio ¥(I')-invariante, prob(K) serfa una medida
de probabilidad sobre el circulo invariante por I', contradiciendo nuestra
hipétesis. Fijemos una base ortonormal {K7, K, ...} de H; y definamos

E

F:ZM. K =

2n
n>0

>

Lamedida px es una “medida a soporte maximal” entre las medidas obteni-
das al proyectar funciones de H;. Ella no posee d4tomos y es absolutamente
continua respecto a la medida de Lebesgue. Si designamos por A al cierre
del soporte de p i, entonces A es un conjunto compacto sin puntos aislados.
Ademés, dado que H; es ¥(I')-invariante, A es invariante por I', y puesto
que ®(T") no fija ninguna medida de probabilidad del circulo, A no se reduce
a una unién finita y disjunta de subintervalos cerrados de S'.

Si A no es todo el circulo retiremos cada componente conexa de S\ A,
y luego identifiquemos sus extremidades. Mediante este procedimiento se
obtiene un circulo topolégico S}, sobre el cual la accién original ® induce
una accién por homeomorfismos ®,. Senalemos sin embargo que las 6rbitas
de esta accién inducida no son necesariamente densas, pues A no coincide
necesariamente con el minimal excepcional de la accién original. Cuando
A sea todo el circulo hagamos S} = S'. Cualquiera sea el caso, S} hereda
una métrica natural, pues se le puede parametrizar utilizando la medida
P

Fijemos una funcién K’ de la esfera unidad de H; tal que la medida
px sea distinta de pg, y designemos por 'y, (resp. T'y,,) al grupo de
los homeomorfismos de S} que preservan la medida (inducida sobre S}
por) pig (resp. pgv). Notemos que I',,. es topoldgicamente conjugado al
grupo de las rotaciones. Si (gn) es una sucesién de elementos de I' tal que
limy,—s o0 pri(gn) =idg, , entonces ||¥(g,)K —K]|| converge a cero cuando n
tiende al infinito, y lo mismo ocurre para ||¥(g,)K’—K'||. Un argumento
andlogo al de la prueba del lema 5.58 muestra que (®(gy))«(px) (resp.
(®(gn))«(pk)) tiende a pg (resp. pgs) cuando n tiende al infinito. A
partir de esto se deduce primeramente que la sucesion (P, (g,)) possee
puntos de adherencia en Homeo (S}), y luego se concluye que todos los
homeomorfismos limite estdn contenidos en I'), N T, ,. Como ug: es

distinta de pf y su soporte estd contenido en el de pig, el grupo 'y, . MLy,



Grupos de difeomorfismos del circulo 231

estd estrictamente contenido en I'rr. Puesto que 'y, N T, es cerrado
en Homeo, (S}), ¥ puesto que todo subgrupo no denso del grupo de las
rotaciones es finito, concluimos que I'y,, N T debe necesariamente ser
finito.

Sea H el conjunto de los h € Homeo (S}) tales que h=1lim,_, o ®(gn)
para alguna sucesién (g,) en I' satisfaciendo lim,,_, 4~ pri(gn) =idg,. Por
definicién, H es un subgrupo cerrado de Homeo (S}). Ademds, el argu-
mento del parrafo precedente prueba que H estd contenidoen I',, N T, .
Se trata entonces de un grupo finito. Denotemos por d el orden de H y,
en el caso en que d > 1, fijemos un generador h de H. Observemos que
p(h) # 0 (donde p designa el ntimero de rotacién). Fijemos una sucesién
(gn) de T tal que limy, 400 pri(gn) = idg, y h = lim, 100 Pa(gn)-

Probaremos ahora que H estd contenido en el centralizador de ®4(T")
en Homeo, (S}). Para ello, notemos que para cada g € I' la sucesién de
transformaciones pr;(g~'g,g) también tiende a idg, cuando n tiende al
infinito. Por definicién, la sucesién (®4(g 'g,g)) tiende a un elemento
de H, es decir a h/ para algtin j € {1,...,d}. A partir de la igualdad
P(PA(97"9n9)) = (g™ gng) = pgn) = p(Pa(gn)) (vilida para todo n€N),
se concluye facilmente que j=1, lo cual implica que ®4(g) conmuta con h.
Como g€l era un elemento arbitrario, el grupo H centraliza a @, (T).

4

Designemos por S}/~ al circulo topolégico obtenido al identificar los
puntos de S} que estdn sobre una misma 6érbita por H. El circulo S} es un
recubrimiento finito de grado d de S} /~. Ademds, ®,:I'—Homeo, (S})
induce de manera natural otra representacién ®: I'— Homeo (Sk/w) tal
que, si (gy,) es una sucesién de I' tal que pr;(g,) tiende hacia id¢,, entonces
®(g,) tiende a la identidad (en Si/~). Luego, del lema 5.50 se concluye
que & se extiende a una representacién ® : G — Homeo, (SL/~) que se
factoriza sobre G;. Esta representacién ® es aquélla que extiende ® modulo
una semiconjugacion topolégica y un recubrimiento finito, concluyendo asi
la demostracién del teorema 5.41. O

Recordemos ahora que los subgrupos finitos de Homeo , (S') son topolégi-
camente conjugados a grupos de rotaciones, y por lo tanto a subgrupos de
PSL(2,R). Debido a esto, para demostrar el corolario del teorema B basta
probar que si ®(I') preserva una medida de probabilidad sobre el circulo y
si H!(To,R) = {0} para todo subgrupo normal y de indice finito 'y de T,
entonces ®(T') es finito. Observe para ello que si la medida invariante no
posee dtomos entonces ®(I") es semiconjugado a un grupo de rotaciones.
En caso contrario, ®(I') posse una 6rbita finita. Puesto que I' y I'g son
finitamente generados, esto implica que ®(I') es finito. En el caso de una
6rbita finita esto se deduce del teorema de estabilidad de Thurston, mien-
tras que en el caso de una semiconjugacién a un grupo de rotaciones esto
es relativamente evidente. La demostracién del corolario 5.42 queda asi
concluida.
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Demostracién del teorema 4.43. Siendo G un grupo de Lie conexo, su
accién & sobre el circulo S4/~ transita por homomorfismos sobre (R, +),
Aff, (R), SO(2,R), PSL(2,R) 0 PSL,(2, R) para algtin k> 1 (vea la seccién
4 del primer capitulo). Supongamos en lo que sigue que ®(I") no sea finito,
lo que de acuerdo a la prueba del corolario 5.42 equivale a que ®(I') no
preserva ninguna medida de probabilidad sobre S!.

Consideremos primeramente el caso de la hipétesis (i). El circulo S}
se identifica entonces al circulo original S'. Del hecho que el nicleo de
® sea finito se concluye la existencia de sucesiones (g,) en I' tales que
pri(gn) converge a idg, y los i’(gn) son dos a dos distintos. Esto implica
que el grupo de Lie ®(G;) es no discreto. Dada la clasificacién recordada
precedentemente, la componente conexa de la identidad de dicho grupo
(G;)o corresponde ya sea a SO(2,R), a un subgrupo de un producto de
grupos de traslaciones, de grupos afines y de grupos conjugados a ﬁ(l R)
actuando sobre intervalos abiertos dos a dos disjuntos, o bien a PSL;(2,R)
para algin k> 1. El primer caso no puede producirse, pues ¢(I') no fija
ninguna medida de probabilidad sobre S*. El segundo caso tampoco puede
producirse, ya que las 6rbitas por ®(I') son densas y ®(G;)o es normal en
®(G,) (el conjunto de los intervalos fijos por ®(G;)o debe ser preservado
por I). El grupo ®(G;)g es por lo tanto conjugado a PSLy (2, R) para algiin
k>1, y como PSLk(2,R) es normal en el grupo de los homeomorfismos del
circulo, lo mismo vale para ®(G;).

Supongamos valida ahora la hipétesis (ii), segin la cual ® toma valores
en DifeoY (S). Ya hemos observado que las 6rbitas de la accién de I' sobre
Sk no son necesariamente densas. Sea A el conjunto cerrado no vacio
invariante y minimal de esta tltima accién, y sea & : I' — Homeo(S}\)
la accién inducida sobre el circulo topoldgico S}\ obtenido al colapsar las

componentes conexas de S} \ A. Las 6rbitas por @ son densas. Para
poder aplicar los argumentos de la primera parte de la demostracion, basta
probar que el niicleo de @ es finito. Pero esto es evidente, dado que los
difeomorfismos de ®(I") son real-analiticos, por lo que sus puntos fijos son
aislados (el niicleo de la restriccién de @ a T' coincide por lo tanto con el
nicleo de ®).

Finalmente, asumamos la hipdtesis (iii) segin la cual I" satisface el teo-
rema de los subgrupos normales de Margulis. Nuevamente, debemos probar
que el nicleo de ® es finito. Ahora bien, si éste no fuese el caso, entonces
dicho nicleo seria de indice finito en I'. Esto implicaria que las érbitas de
los puntos de A son finitas, lo cual es absurdo, pues todas las érbitas por
@ son densas. La demostracién del teorema 5.43 queda asf concluida. O



Apéndice

Algunos conceptos algebraicos basicos

Sean Iy y I'y dos subgrupos de un grupo I'. Denotamos [I'1,'2] al grupo
generado por los elementos de la forma [f,g] = f~'g~'fg, con f€T; y
g €Ty El grupo I = [I',T| es llamado el grupo de los conmutadores (o
grupo derivado) de I

Decimos que I' es abeliano si [I',T] = {id}, metabeliano si [I',T] es
abeliano, y perfecto si [[',I'] = I Un subgrupo I'g de T' es normal si
para todo h € Ty y todo g € T se tiene ghg™' € T'y. El grupo I es simple
si sus dnicos subgrupos normales son {id} y I'. Observe que el subgrupo
[[',T] es normal en I, por lo que si I' es simple entonces I' es abeliano o
perfecto. El centro de T' es el subgrupo de los ¢ € I' que conmutan con
todos los elementos de T'.

Para un grupo I' cualquiera definimos por induccién los grupos

=7 el =T,

P = [T T = LT,

El grupo T es soluble (vesp. nilpotente) si existe n € N tal que I'S°' = {id}
(resp. T2l = {id}). El minimo entero n para el cual esto es valido es
el grado, orden o longitud de solubilidad (resp. grado, orden o longitud
de nilpotencia) del grupo I'. De las definiciones se deduce facilmente que
todo grupo nilpotente es soluble. Un grupo es virtualmente soluble (resp.
virtualmente nilpotente) si contiene un subgrupo soluble (resp. nilpotente)
de indice finito.

Observe que cada subgrupo I'iS4 es normal en T5°' y cada cuociente
501 /159, es abeliano. En general, una serie {id} =T, CT,_1 C...CTo=T
de subgrupos de I' es central si cada I';41 es normal en I'; y T';/T;41 es
abeliano. Un grupo es soluble si y sélo si admite una serie central.

Sea P una propiedad atribuible a un grupo. Por ejemplo, P puede ser
la propiedad de solubilidad, nilpotencia, finitud, etc. Se dice que un grupo
I" posee residualmente la propiedad P si para todo elemento g € I' existe
un grupo I'y que verifica P y un homomorfismo de I' en I'; de manera que

233
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la imagen de g no sea el elemento neutro de I'j. De esta manera quedan
definidas las nociones de grupo residualmente soluble, residualmente nilpo-
tente, residualmente finito, etc.

Ejercicio 5.59. Pruebe que el centro de todo grupo no trivial y nilpotente es
no trivial. Pruebe que cada uno de los grupos T5°/(T) y T#(T) es normal en
I". Concluya que todo grupo soluble contiene al menos un subgrupo abeliano
normal.

Medidas invariantes y promediabilidad

Un teorema bésico en teoria ergddica, debido a Bogolioubov y Krylov,
estipula que para todo homeomorfismo de un espacio métrico compacto
existe (al menos) una medida de probabilidad invariante. Este resultado
deja de ser valido para el caso general de acciones de grupos, como lo
muestra el importante ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.60. La accién natural del grupo

SL(n,R) = {M € M(n x n,R) : det(M) = 1}

sobre el espacio proyectivo RP" ! no admite medida invariante (n > 2). Para de-

mostrar esta afirmacién consideramos una sucesion (g ) de elementos de SL(n, R)
que escapa de todo compacto. Cada g puede ser representado por una matriz
Mj, tal que ||My|| = 1, donde ||-|| es una norma completa en el espacio de matrices
n X n. Pasando a una subsucesién podemos suponer que M}, converge a cierta
matriz M, la cual serd necesariamente no invertible (pues en caso contrario (gx)
no escaparfa de los compactos). Sea F la imagen de R"™* por la aplicacién lineal
correspondiente a M.

Supongamos que p sea una medida de probabilidad sobre RP"~! invariante
por SL(n,R). Dejamos al lector verificar, a partir de las igualdades My () = p,
que M(p) = p. Esto dltimo implica que el soporte de p estd contenido en E
(identificamos un espacio vectorial a su imagen en RP"™!).

Sea h € SL(n,R) tal que dim(E N h(E)) < dim(E). De la igualdad h(u) = p
se concluye que sop(u) C ENh(E). Procediendo inductivamente concluimos que
4 es una medida cuyo soporte es un espacio vectorial de dimensién uno (i.e.,
un punto en RP"~'), lo cual es absurdo pues la accién de SL(n,R) en RP" ! es
transitiva.

La importancia de la existencia de medidas invariantes para acciones de
grupos amerita la siguiente definicién.

Definicién 5.61. Un grupo I' es promediable si toda accién de I' por
homeomorfismos de un espacio métrico compacto admite una medida de
probabilidad invariante.

Existen muchas caracterizaciones de los grupos promediables. Nosotros
nos concentraremos en el caso de grupos finitamente generados. Recorde-
mos en primer lugar la estrategia de la prueba del teorema de Bogolioubov
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y Krylov. Dado un homeomorfismo g : M — M definido en un espacio
métrico compacto M, fijamos una medida de probabilidad p sobre M y
consideramos la sucesién de medidas (v,,) dada por

! [+ g() + (1) + ...+ " ()]

Vp = —
n

Puesto que el espacio de medidas de probabilidad sobre M es compacto
para la topologia débil estrella, existe una subsucesién (v, ) de (v,) que
converge débilmente a una medida de probabilidad v. Vemos entonces que
v es una medida invariante, pues para todo k tenemos

1
g(Vnk) = Vny, +— [gnk (/”’) - /'L] ’
Nk
lo cual implica que

1
o o o . TN B _
g(l/)fg(khm z/nk)fkhm g(unk)fkllm l/"k+kllm . [g"™* (1) N]*khm Vnj, =V.
(5.10)

Tratemos ahora de repetir este argumento para un grupo I' generado
por una familia simétrica y finita de elementos G={g1,...,gm} (recuerde
que el vocablo simétrica significa que si g€G entonces g~ 1€G). Para cada
g € I definimos la longitud de g como el niimero minimo de elementos (no
necesariamente distintos) de G que son necesarios para representar g. En
términos mas precisos,

long(g) =min{n € N:g=g; gi,_, 9. i, €G}.

Llamamos bola de radio n (respecto a G) al conjunto Bg(n) de los elementos
de I de longitud menor o igual a n, y denotamos por Lg(n) su cardinalidad.

Supongamos ahora que tenemos una accién de I' sobre un espacio com-
pacto M y fijemos una medida de probabilidad p sobre M. Para cadan € N
consideramos la medida

1
Vp = W_) Z 9(n).-

gEBg(n—1)

Pasando a una subsucesién tenemos que lim v, = v para cierta medida de
probabilidad v. El problema que se presenta es que v no es necesariamente
una medida invariante. En efecto, si tratdsemos de repetir el argumento
de la igualdad (5.10) entonces deberfamos estimar una expresién del tipo

1
W Z 9i9(1).-
long(g) = i,
g €G
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Sin embargo, esta expresion no necesariamente converge a cero, pues puede
ocurrir que la cantidad de elementos en el conjunto Bg(ny) \ Bg(n, — 1)
sea grande respecto a Lg(ny). Las siguientes definiciones resultan entonces
naturales.

Definicién 5.62. Dado un subconjunto A C I, definimos el borde geomé-
trico de A como el conjunto

0A = | (4Ag(4)),

9€g
donde A denota la diferencia simétrica de los conjuntos respectivos.

Definicién 5.63. Una sucesién de Folner para I' es una sucesién (4,,) de
subconjuntos finitos de I' tales que

card(0Ay)

A ard(A,)

Utilizando el argumento de Bogolioubov y Krylov, no es dificil verificar
que si I' admite una sucesiéon de Fglner entonces toda accién de I" por
homeomorfismos de un espacio compacto admite una medida invariante.
El panorama completo queda aclarado entonces por el siguiente teorema
debido a Fglner.

Teorema 5.64. Un grupo finitamente generado es promediable si y solo si
admite una sucesion de Folner.

Es importante remarcar que esta caracterizacién es independiente del
sistema de generadores. En efecto, no es dificil verificar que el cuociente
de las funciones longitud de un elemento g € I' con respecto a dos sis-
temas finitos de generadores estd acotado por una constante que depende
de ambos sistemas y es independiente de g. Por lo tanto una sucesién de
Folner respecto a un sistema origina una sucesién de Fglner respecto al
otro sistema.

Ejercicio 5.65. Pruebe que si un grupo discreto posee un subgrupo libre a dos
generadores entonces dicho grupo no es promediable.

Ejercicio 5.66. Pruebe que todo grupo abeliano es promediable.

Ejercicio 5.67. Pruebe que la propiedad de promediabilidad es estable por
operaciones elementales, es decir:

(i) todo subgrupo de un grupo promediable es promediable,

(ii) toda extensién finita de un grupo promediable es promediable,

(iii) el cuociente de un grupo promediable es promediable,

(iv) el producto semidirecto de dos grupos promediables es promediable.
Concluya que todo grupo virtualmente soluble es promediable. Si tiene pro-
blemas para probar estas afirmaciones, vea el capitulo 3 de [214].
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Ejercicio 5.68. Un grupo finitamente generado I' es de crecimiento polinomial
si existe un polinomio real @ tal que Lg(n) < Q(n) para todo n € N. Pruebe
que todo grupo de crecimiento polinomial es promediable.

Observacién. Un célebre teorema de Gromov estipula que un grupo finitamente
generado es de crecimiento polinomial si y solamente si dicho grupo es virtual-
mente nilpotente (vea [87]). Senalemos que la implicacién “sencilla” de este teo-
rema (i.e., el hecho que el crecimiento de los grupos nilpotentes es polinomial)
es debida a Bass y Guivarch.

Ejercicio 5.69. Un grupo I' es de crecimiento subezponencial si para todo C > 0

se tiene
lim inf M =0.
n—oc exp(Cn)
Generalizando el ejercicio anterior, pruebe que todo grupo finitamente generado
y de crecimiento subexponencial es promediable.
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